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Résumé

Dans ce mémoire, les équations linéaires de 'hydrodynamique et de la magnéto-
hydrodynamique sont développées pour un fluide conducteur en rotation uniforme
imprégné d’un champ magnétique constant. Une décomposition toroidale-poloidale
est apppliquée aux champs solénoidaux, ce qui nous permet, d’obtenir un systéme
résoluble numériquement. La résolution numérique de ces équations via un solveur
d’ondes inertielles, développé dans le cadre de ce mémoire, permet de calculer tous
les modes d’oscillations de ces ondes pour le cas hydrodynamique. La base d'un
tel solveur a été construite durant cette étude, des améliorations méneront vers un
véritable calculateur d’ondes magnéto-Coriolis applicable a la géophysique et 1'as-

trophysique.
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Motivations

La magnétohydrodynamique (MHD) est présente dans de nombreux domaines de
la géophysique, de 'astrophysique et méme dans certaines applications industrielles.
Les objectifs de ce mémoire sont multiples : présenter des phénomeénes physiques
impliquant la magnétohydrodynamique qui ont motivé notre étude, puis établir un
lien avec le travail présenté, qui vise a étudier des ondes inertielles se propageant
dans un tel milieu sous certaines contraintes. Nous exposerons d’abord la théorie,

passant ensuite a une résolution numérique.

Ondes d’Alfvén

Lorsque I'on étudie des perturbations en MHD, la premiére étape est de regarder
ce que sont les ondes d’Alfvén. Ce sont des ondes de tension magnétique transversales
qui se déplacent le long des lignes de champ magnétique dans un fluide conducteur
imprégné d’un champ magnétique. Hannes Alfvén a prédit leur existence par les
équations de 'électromagnétisme et de 1’hydrodynamique en 1942 [1|. La confir-
mation expérimentale de sa théorie est donnée sept ans plus tard dans des études
d’ondes dans le mercure liquide [21]. Les ondes d’Alfvén sont aujourd’hui reconnues
comme un mécanisme important pour le transport de 1'énergie et de la quantité
de mouvement dans de nombreux systémes hydromagnétiques géophysiques et as-
trophysiques. Elles ont été observées dans la magnétosphére terrestre [29], dans les
plasmas interplanétaires [27| et dans la photosphére solaire [28]. Les ondes d’Alfvén
sont donc omniprésentes dans les phénoménes MHD. Dans le contexte du géoma-
gnétisme, il a été suggéré que les ondes d’Alfvén pourraient influencer la dynamique
du noyau liquide de la Terre; elles ont été proposées comme origine des secousses

géomagnétiques [17].



Géophysique

Noyau externe et cylindre tangent

Le noyau externe de la Terre est principalement composé de fer (+80%) et d'un
petit peu de nickel (£5%) en fusion; les scientifiques s’accordent a dire qu'il y a la
présence d’un autre élément léger qui pourrait étre du souffre [14]. Sur base de ce
que 'on connait du fluide, on peut considérer que le liquide du noyau externe est du
méme ordre de viscosité que 'eau; cela permet de théoriser la dynamique de cette
partie de la Terre. La viscosité du fluide étant tres faible, on peut la négliger, la force
de Coriolis domine alors les mouvements du fluide. Comme nous le verrons dans la
section 1.3, grace a la force de Coriolis, des structures en colonnes alignées le long
de I'axe de rotation de la Terre se forment dans le noyau externe, ces colonnes de
fluide conducteur sont primordiales pour générer le champ magnétique terrestre par
effet dynamo. La dynamique du systéme génére un cylindre tangent a la graine au
niveau de la limite du noyau interne (ICB : Inner Core Boundary) jusqu’a la limite

du noyau-manteau (CMB : Core-Mantle Boundary) [16].

FIGURE 1 — Schéma du cylindre tangent au noyau interne et de son intersection
avec le CMB (rouge) et avec la surface sphérique au milieu de la coque (bleu).
Source : [14]

Dans le noyau externe de la Terre se trouve donc un fluide conducteur en rotation
ce qui suggere forcément la présence d’ondes magnétohydrodynamiques dans ce mi-

lieu, mais peut-on réellement s’attendre a la présence de telles ondes dans le noyau



terrestre 7 Dans cette région, la rotation exerce une forte influence sur la dynamique
des fluides, comme énoncé dans le théoréme de Proudmann-Taylor. Dans ce cas,
les ondes d’Alfvén sont modifiées par la force de Coriolis, on appelle ces ondes plus
complexes des ondes magnéto-Coriolis (MC).

Une classe spécifique d’ondes d’Alfvén pourrait étre le mécanisme par lequel le
moment cinétique est redistribué a des échelles de temps courtes (décennales) dans
le noyau terrestre [7]. Braginskiy a démontré que lorsque les forces de Coriolis sont
équilibrées par des forces de pression, des ondes d’Alfvén impliquant uniquement la
composante normale du champ magnétique par rapport a ’axe de rotation peuvent
exister. Ces ondes d’Alfvén, appelées oscillations de torsion, se propagent le long
des lignes de champ magnétique enfilant des cylindres alignés avec 1’axe de rotation.
L’interprétation de ces mouvements comme la signature des oscillations de torsion
conduit a la suggestion que les secousses géomagnétiques sont provoquées par les
ondes d’Alfvén dans le noyau terrestre, avec des perturbations se propageant de
I'équateur vers les poles [15]. Actuellement, le mécanisme a l'origine des oscillations
de torsion dans le noyau terrestre reste inconnu, bien qu’'une proposition suggeére que
le champ magnétique non axisymétrique et dépendant du temps pourrait induire un

couple de Lorentz fluctuant sur les cylindres géostrophiques [9].

Héliophysique

La haute température de la couronne solaire est un probléme intriguant. La
couche externe de ’atmosphére de notre étoile est située au-dessus de la chromo-
sphére et s’étend sur des millions de kilométres dans ’espace. La température de
la couronne solaire est nettement plus élevée que celle de la surface du Soleil (la
photosphére). Le principal probléme réside dans le fait que la température de la
couronne solaire peut atteindre plusieurs millions de degrés Celsius, alors que la
température de la photospheére est d’environ 5 500 degrés Celsius. Cette augmenta-
tion de la température semble contre-intuitive, car en régle générale, on s’attend a
ce que la température diminue au fur et & mesure que 'on s’éloigne de la source de

chaleur.



Tubes de flux magnétiques

Plusieurs théories ont été proposées pour expliquer ce phénomeéne, une d’entre
elles explique que les ondes d’Alfvén joueraient un role important dans le chauffage
de la couronne solaire. Il est commun d’étudier le comportement de ces ondes dans

des tubes de flux magnétiques [25].

Surface of sun

Convection

Radiation
zone

Flux tube

Convection zone

FIGURE 2 — Illustration schématique d’un tube de flux magnétique a la surface du
soleil. Source : [§]

Un tube de flux est une région de 'espace, généralement cylindrique, dans la-
quelle le champ magnétique est entiérement confiné dans une région, de sorte que les
cOtés cylindriques du tube sont partout paralléles aux lignes de champ magnétique.
Etant donné qu’aucun flux magnétique ne passe a travers les parois du tube, le flux
magnétique est conservé. La section transversale du tube et l'intensité du champ
magnétique peuvent varier le long du tube, mais le flux magnétique a l'intérieur
est toujours constant. En astrophysique, un tube de flux désigne généralement une
zone de I'espace traversée par un champ magnétique puissant, dans laquelle le com-
portement de la matiére (généralement du gaz ionisé ou du plasma) est fortement
influencé par le champ. On les trouve généralement autour des étoiles, notamment
autour du Soleil, qui posséde de nombreux tubes de flux de quelques dizaines a
quelques centaines de kilométres de diamétre [24|. Les taches solaires sont égale-
ment associées a des tubes de flux plus grands, d’'un diamétre de I'ordre de 2500
km [24]. Tl est souvent plus facile de décrire les phénoménes magnétiques en termes
de tube de flux ou d’une collection d’objets de ce type qu’en termes de magnéto-

fluide continu. En effet, le modéle des tubes a une utilité formelle au dela des tubes



réellement existants [23].

Objectifs de ’étude

Au vu des motivations évoquées plus haut, nous avons choisi de porter notre
attention sur la MHD en géométrie cylindrique. De plus, la géométrie cylindrique
est bien adaptée a I’étude de 'influence de la force de Coriolis et est nettement plus

simple que la géométrie sphérique.
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FIGURE 3 — Cylindre infiniment long, composé d'un fluide de densité p en rotation
uniforme Q2 imprégné d’'un champ magnétique uniforme Bg aligné en 2. On repére
I'élément de fluide dV en coordonnées cylindriques P(s, ¢, 2).

Ce mémoire étant exploratoire, trois objectifs majeurs sont visés :

1. Etudier les fondements de la dynamique des fluides en rotation et de la ma-

gnétohydrodynamique, dans un contexte géophysique.

2. Développer les équations différentielles des ondes inertielles pour I’hydrody-

namique et la MHD en décomposition toroidale-poloidale.

3. Construire un outil numérique : solveur Hydro + MHD des ondes inertielles,

pour tout mode m et k, en géométrie cylindrique.



Chapitre 1

Dans le premier chapitre, nous nous familiarisons avec la dynamique des fluides en
rotation en parcourant les propriétés et théorémes importants d’un fluide tournant.

Le chapitre nous emmeénera vers une description des ondes inertielles.

Chapitre 2

Dans le deuxiéme chapitre, 'effet d’'un champ magnétique uniforme By dans
la direction 2 s’ajoute a I’étude hydrodynamique initiale, on se retrouve alors avec
un probléme de magnétohydrodynamique. Ici, les mécanismes des ondes d’Alfvén
et magnéto-Coriolis seront étudiés plus en profondeur afin de pouvoir résoudre le

probléme fixé.

Chapitre 3

Dans le dernier chapitre, nous posons les bases afin de résoudre le probléme numé-
riquement : d’abord, pour le cas purement hydrodynamique et ensuite pour la MHD.
Afin de résoudre les équations, nous utilisons une décomposition toroidale-poloidale
[6]. Cette méthode efficace permet de calculer tous les modes d’osccillation des ondes
inertielles. De plus, c¢’est un bon apprentissage pour des travaux de recherche futurs.
On réduit ensuite les équations différentielles en un systéme algébrique grace aux
différences finies, ce qui nous conduit & résoudre un probléme aux valeurs propres

généralisé.



Chapitre 1

Dynamique d’un fluide en rotation

1.1 Equations de conservation

Les équations de base qui régissent la dynamique d’un fluide sont décrites par
des lois naturelles pour un systéme fermé :
o Conservation de la masse
o Conservation de la quantité de mouvement
o Conservation de 1’énergie
On développe ces équations pour un fluide de vitesse v(r,t) avec une densité de
masse p(r,t), dans un domaine tri-dimensionnel. Ici, r et ¢ représente le vecteur

position et le temps, respectivement.

Conservation de la masse

Localement, la conservation de la masse est décrite par I'équation de continuité

%+V-(pv) =0 (1.1)

on considére un fluide incompressible, telle que la densité p(r, t) est constante, I’équa-
tion se réduit a

V-v=0 (1.2)



Conservation de la quantité de mouvement

L’équation qui régit la conservation de la quantité de mouvement du fluide est

connue sous le nom de I’équation de Navier-Stokes 8] :

ov
p <§ + (v- V)v) = —Vp+pg + uViv (1.3)
ou p est la viscosité dynamique. %—’t’ + (v - V)v est accélération d’une particule de

fluide, Vp est la force de pression, g est la gravité et pV>2wv est la force de friction
décrite par la viscosité du fluide. Dans notre cas, on écrit g = —V®,, on peut donc

absorber le potentiel de gravité dans la pression. L’équation se réécrit comme

g—'; +(v-V)v = -V + vV (1.4)

ol v = u/p est la viscosité cinématique et ™ = p/p + @, est la pression réduite.

Conservation de 1’énergie

La conservation de I’énergie cinétique du fluide est donnée par

2

T (Vp)-v+v(v- V) (1.5)

1
P
cette derniére équation ne nous donne pas I’évolution du comportement de 1’écoule-

ment mais bien une contrainte.

Les équations de base de la dynamique des fluides découlent des lois de conser-
vation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie. Il existe une autre
loi de conservation en mécanique que nous n’avons pas abordée jusqu’a présent, la
conservation du moment angulaire. Il existe d’importants effets hydrodynamiques
liés a la conservation du moment angulaire. Afin de mieux comprendre ces effets,

nous introduisons les notions de circulation et de vorticité.



1.2 Circulation et vorticité

La circulation de la vitesse autour d’un contour fermé C orienté d’une surface

continue X est définie comme

F:]iv-dl (1.6)

elle donne une idée qualitative du fait qu'un écoulement suit ou non la rotation des

éléments du fluide. Une autre valeur importante est la vorticité, définie comme suit
£E=Vxv (1.7)

A travers cette définition, il est clair que V- & = 0. Grace au théoréme de Stokes, on
peut transformer 'intégrale de la circulation en une intégrale de surface en utilisant

la vorticité

F:jév-dl:/E(va)-dS:/zﬁ-dS (1.8)

on a donc que la circulation de la vitesse le long d’un petit contour autour d’un

élément de surface dS est déterminée par la vorticité I' = £ - dS.

Dynamique de la vorticité

A partir de I’équation de Navier-Stokes (1.4), en prenant le rotationnel de celle-
ci, si on néglige la viscosité v et on considére soit un fluide incompressible (Vp = 0)
soit barotropique (p(p) = Vp || Vp) et en sachant que V x v = (v - V)v — V02,
on obtient
23

5 =V x(vx8) (1.9)

qui est linéaire en €. Dans un fluide incompressible, la vorticité diminue dans un
fluide en expansion et augmente dans un fluide en contraction. Concernant la conser-
vation du moment angulaire en mécanique des fluides, elle s’exprime sous la forme

du théoréme de circulation (ou de Kelvin).



Théoréme de Kelvin

La preuve de ce théoréme est tirée de [10]. Grace au théoréme de Stokes, on avait

la relation

sziv-dl:/zg-ds (1.10)

Afin de vérifier si la circulation I' est bien conservée, il faut calculer sa dérivée totale
par rapport au temps. I' dépend explicitement du temps & travers la vorticité et

implicitement par la déformation de la surface ¥ par le transport de I’écoulement.

dr d¢ dr
_ : al 1.11
dt /Edt ds+(dt)AC (L.11)

Prenons deux instants ¢ et ¢t + dt. A l'instant ¢, le contour C' définit une surface

On peut écrire

orientée Y. En t + dt, le contour ayant été déformé, un nouveau contour C” définit
une surface ¥'. Lors du déplacement, une surface latérale est aussi formée YJ;, ces

surfaces forment une surface fermée ¥;. Comme V - & = 0, le flux de & est nul a

travers ;.
S-dS:O:/ﬁ-dS+ E-dS+ | &£-dS (1.12)
¢ P pY 2l
=C(t) — C(t+dt) + dCxy. (1.13)
On a donc
iCa = [ £-ds = 5-(vdtxdz)_dtj{(5xv)-dz (1.14)
X b)) C

uniquement valable si > ne posséde aucune singularité. L’évolution temporelle de la

circulation est donc donnée par

Cfl_z_/z(%—i—Vx(ng))dS (1.16)

comme V X (€ X v) = =V x (v x &) la dérivée totale de I" est bien nulle par
I'équation (1.9). Ce théoréme nous dit que pour un fluide parfait barotropique, le

nombre de tubes traversant une surface donnée est constant pour toute déformation

10



continue subie par cette surface. Maintenant que ces lois fondamentales ont été
établies, on peut développer la dynamique particuliére d’un fluide en rotation qui
est soumis a une force bien connue des géophysiciens et climatologue, la force de

Coriolis, résultant de la rotation du repére de référence.

1.3 Repére en rotation

Comme expliqué dans les sections précédentes, I’équation de Navier-Stokes nous
donne une description de I’évolution du fluide dans un référentiel inertiel. Or, il existe
énormément de phénomeénes géophysiques ou astrophysiques en rotation. Nous allons
reformuler ’accélération totale dans un repére en rotation constante 2. La vitesse

d’un objet est la dérivée temporelle de la position de I'objet

_d'r

=— (1.17)

v

Dans un référentiel en rotation, on distingue deux composantes a cette accélération
totale : I'une due a la dépendance temporelle explicite causé par le mouvement de
I’objet lui-méme dans le cadre de référence en rotation, et 'autre due a la rotation

propre du référentiel. Les vitesses dans les deux référentiels sont liées par 1’équation

dr d
i = | — = — Qx = v, Q x 1.18
2 (@), (@) s rmwrer 0
ou la notation ; signifie le référentiel inertiel, et , signifie le référentiel en rotation.

L’accélération est donnée par

oo () - (&), 1), o [() o]0

En effectuant les différenciations et en réarrangeant les termes, on obtient 'accélé-

ration par rapport au référenciel en rotation

ar:ai—Qﬂxvr—Qx(er)—%xr (1.20)

N _ [ &Pr 9 214 : 'f’ :
ou a, = ( 5z ) est accélération apparente dans le cadre de référence en rotation,
T

le terme —€2 x (€2 x 7) représente 'accélération centrifuge, et le terme —2€ X v, est

11



I’accélération de Coriolis. Le dernier terme, —% x 7, est 'accélération de Poincaré

qui est nulle dans un référentiel en rotation uniforme.

On peut écrire I'accélération centrifuge de telle sorte qu’elle dérive d’un potentiel

®., on peut calculer que
1 2
a, =0 x(Qxr)=-V —§|Q><r| (1.21)

Les effets centrifuges peuvent donc étre intégrés a la pression, on redéfinit la pression
réduite comme

P 1 2
Ti==4+d,—=|Q x7r 1.22
AR R (1.22)
L’accélération totale dans un repére en rotation en description lagrangienne est alors

dv,  Ov,
dt Ot

+ (vr : V)’UT (123)

Afin d’alléger ’écriture, nous écrirons maintenant v au lieu de w,. L’équation de

Navier-Stokes dans un repére en rotation uniforme s’écrit

g—?+(v-V)v+29xv=—Vw+vv2v (1.24)

Cette équation est fondamentale en mécanique des fluides pour décrire le mouvement
des fluides visqueux dans un référentiel en rotation, tels que les océans, I’atmosphére
terrestre, ou encore des réservoirs en rotation. Ici s’ajoute le terme de Coriolis 2 2 X v,

qui représente 'effet de la rotation du référentiel.

1.3.1 Adimensionnement

La dynamique d’un fluide est typiquement conditionnée par divers paramétres,
tels que sa vitesse, sa viscosité, et les dimensions du conteneur dans lequel il se
trouve. Pour décrire ce probléme de maniére plus générale, il est possible d’adopter
des nombres sans dimension. Pour un fluide en rotation a la vitesse {2 dans un
conteneur de dimension caractéristique R, on peut utiliser respectivement R, Q! et

V' comme échelles caractéristiques de longueur, de temps et de vitesse pour un petit
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élément de fluide. On fait les changements de variables sans dimension

=t 7=—; p=— (1.25)

On peut remplacer les nouvelles variables dans (1.24). En divisant par V2 et en
supposant que < V/R, I’équation de Navier-Stokes adimensionnée pour un fluide

en rotation devient

ov’
ot!

+ Ro(v' -V +2e, x v = —EuV't' + Bk V">’ (1.26)
Cette derniére équation nous permet de définir trois nombres sans dimensions :
le nombre d’Euler

Eu=—> (1.27)

qui donne le rapport entre les forces de pression et les forces d’inertie,

le nombre d’Ekman
v

Ek = Ve

(1.28)

qui donne le rapport entre les forces visqueuses de ’équation du mouvement et la

force de Coriolis,

le nombre de Rossby
%

fo= %4

(1.29)

qui donne le rapport entre la vitesse caractéristique du systéme et le terme de Corio-
lis. En dynamique des fluides, il est primordial de faire des analyses dimensionnelles.
En effet, lorsque que 'on réalise une expérience ou un prototype et que l'on veut
s’assurer d’observer le méme comportement pour des échelles caractéristiques dif-
férentes de longueur, vitesse, temps, ... Il faut que les nombres adimensionnés du
systéme soient équivalents. On dit que deux systémes sont géométriquement simi-
laires si les rapports des échelles de longueur, de vitesse, etc., sont respectés. Deux
systémes sont dynamiquement similaires si les nombres adimensionnés sont équiva-

lents, ce qui est la condition la plus importante lorsque 'on veut reproduire une
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expérience en laboratoire pour valider des résultats.

Dans le cas d’un écoulement géophysique, la Terre ayant un rayon de ~ 6371
km, le noyau externe étant d’une épaisseur de ~ 2270 km [14], les forces de Coriolis
dominent le mouvement du fluide et les échelles de longueur sont de 'ordre de ~ 103
km. Ce qui nous donne Ek, Ro << 1; on néglige alors les forces de friction et le
terme d’advection qui caractérise le transport d’une quantité par le mouvement du

milieu environnant. On se retrouve alors avec [’équation d’Euler linéaire donnée par

g—;’mng:—w (1.30)

En regardant 1’équation d’Euler linéaire, pour un fluide placé dans un cylindre fermé
en rotation uniforme. On peut trouver une solution triviale en prenant v = 0 et la
pression m constante. Le mouvement de rotation du fluide est en phase avec celui
du cylindre, il a un mouvement apparent nul par rapport au référentiel en rotation,
on appelle cela un écoulement en rotation solide. Cet écoulement est la principale
réponse d'un fluide en rotation. Cependant, des écoulements de plus faibles ampli-
tudes peuvent se superposer. Ces écoulements secondaires sont d’une importance
cruciale lorsque 'on étudie la dynamique d’un fluide tournant. En effet, ces écou-
lements secondaires sont bien souvent & l'origine de la transition d’un écoulement
laminaire & un écoulement turbulent. On peut commencer par étudier les écoule-

ments secondaires dit géostrophiques.

1.3.2 Ecoulement géostrophique

En considérant I’équation d’Euler linéaire, pour des mouvements a grandes échelles
comme les océans ou 'atmosphére, on peut admettre que la force de Coriolis domine

le mouvement, on définit ’équation de 1’ équilibre géostrophique comme
2@ xv+Vr=0 (1.31)

dans laquelle le gradient de pression est équilibré par le terme de Coriolis. En cli-
matologie, météorologie ou encore océanographie, pour une géométrie sphérique, a

une latitude donnée ¢, on peut se donner une systéme de coordonnées locales car-
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tésiennes (z,y, z) qui pointent vers 'Est, le Nord et 'extérieur de la sphére respec-
tivement. Les composantes de €2 dans ces coordonées sont (0,€2cos (¢), 2sin (¢)).
On peut considérer en bonne approximation un écoulement en 2 dimensions pour

v = (v,u,w ~ 0), paralléle a la surface de la Terre, ce qui nous donne

2Q x v & (—2Qsin (@) v,2Qsin () u,0) (1.32)
=fzxwv (1.33)
ou f = 2Qsin (p) est le parameétre de Coriolis. Comme 2 X 2 X v = —v Le courant

géostrophique est alors donné par

1
v, = f—pﬁ x V' (1.34)

il est alors possible de déterminer la direction de v, en fonction des zones de basse et
haute pression (pour des mouvements a grandes échelles). Nous pouvons découvrir
d’autres phénomeénes importants en dynamique des fluides en rotation, provenant

de I'équation d’Euler linéaire.

1.3.3 Théoréme de Taylor-Proudman

A partir de I’équation d’Euler linéaire, en prenant le rotationnel de cette derniére,

on obtient une équation qui décrit I’évolution de la vorticité

€ _

5 =2 (@2 V)v (1.35)

Si le mouvement est quasi-uniforme, on peut négliger %. On peut aussi justifier cela
par le fait que I’échelle d’évolution de la vorticité (rotation locale du fluide) est bien
plus faible que les effets dus au terme de Coriolis de la rotation globale. Cela nous
donne

(Q-V)v=0 (1.36)

Puisque -V est 'opérateur gradient dans la direction €2 c’est a dire 2, on obtient
une condition assez forte % = 0 : le champ de vitesse v est uniquement bidimen-

sionnel, indépendant de la coordonnée paralléle a €2; on appelle cela le théoréme
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de Taylor-Proudman. Ce théoréme implique qu’une colonne de fluide en rotation
contenue entre deux parois solides doit avoir la méme vitesse le long de 'axe de
rotation. Si on applique une perturbation a la base du fluide, cette perturbation va
se propager sur toute la colonne. C’est un résultat trés important en climatologie et
géophysique car il existe de nombreuses situations ot une topographie initiale a la

base générent des perturbations sous forme de colonne de Taylor.

1.3.4 Les ondes inertielles

Lorsqu’un fluide est en rotation cela lui confére une stabilité intrinséque due
a l'action de la force de Coriolis sur les parcelles de fluide. Cette force est bien
connue pour étre a l'origine des tourbillons circulant dans les fluides en rotation, par
exemple dans les ouragans de 'atmosphére terrestre [22]. La force de Coriolis ne se
manifeste que dans des référentiels en rotation ot les mouvements inertiels suivent
des trajectoires courbes. Agissant perpendiculairement a la direction du mouvement
du fluide, la force de Coriolis entraine des mouvements circulaires des éléments du
fluide, de sorte qu’ils reviennent périodiquement & leur position initiale aprés avoir

¢té perturbés. En suivant le schéma de la figure (1.1), un fluide est en rotation

Force de Coriolis
xZ.QX v

FIGURE 1.1 — Ondes inertielles d’un fluide en rotation. La parcelle de fluide (point
bleu) se déplace de As hors de la ligne de rotation du corps solide et la force de
Coriolis (bleue) agit sur elle lui donnant des oscillations circulaires (vert).

solide & une vitesse angulaire {2, nous considérons une perturbation radiale. Si cette

particule de fluide passe d’un rayon s & un rayon s + As, alors, par conservation du
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moment angulaire, sa nouvelle vitesse angulaire sera

Q’:( i >2Q<Q (1.37)

s+ As

La force centrifuge par unité de masse du fluide & un rayon s est Q2s et est équilibrée
par le gradient de pression a ce rayon. Le déplacement entrainera une force centrifuge
plus importante (s + As) sur la particule qui est plus petite que le gradient de

pression %s. Il y aura donc une force de rappel nette sur la particule, donnée par

F = Qs+ As) — Q%(s + As) (1.38)
= Q%(s + As) — Q%s (1 - 3% + O(ASQ)) (1.39)
= 40°As (1.40)

L’équation de mouvement de la parcelle de fluide est donc
As +4Q%*As =0 (1.41)

qui est ’équation d’un oscillateur harmonique de fréquence angulaire 2€). Ainsi, la
particule oscille d’avant en arriére radialement avec une fréquence angulaire de 2(2.
Lorsque la particule se déplace radialement, la force de Coriolis agit sur elle et la
fait se déplacer vers la droite en permanence, ce qui produit le mouvement circulaire
rétrograde a (2 représenté en vert sur la figure. De telles oscillations sont appelées
oscillations inertielles d'un fluide en rotation [4], [11]. On peut maintenant dériver
les équations des ondes inertielles et leurs propriétés a partir de ’équation d’Euler
linéaire. En y appliquant le rotationnel, on a obtenu une équation pour I’évolution

de la vorticité

0§

— =2V 1.42
S =2(QV) (142
en appliquant une nouvelle fois le rotationnel ainsi qu’'une dérivée temporelle, en
notant que V x & = —V2v pour un fluide incompressible
0*(V x &) Ow
———=-2(2-V)— 1.43
BTE (©2-V) =, (1.43)
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Comme on veut une expression pour la perturbation du champ de vitesse v, on

remplace le terme %, ce qui donne
92
@(v%) +4(Q-V)*v =0 (1.44)

L’équation des ondes inertielles pour un fluide incompressible en rotation, appelée
ainsi car elle ne dépend que de l'inertie et la force de Coriolis. Les solutions de cette
équation s’appellent des ondes inertielles, on peut déterminer leurs propriétés en

posant une solution d’ondes planes
v = voe' kT (1.45)

En substituant cette solution dans I’équation d’onde on trouve la pulsation :

(Q-k)k

W k|Pvo +4(Q k)’ v =0 — w=+£2 7

= +2Q cos b (1.46)

ou 0 est 'angle entre €2 et k telle que la pulsation est comprise entre 0 et 2. On

peut ensuite calculer la vitesse de phase et de groupe de ces ondes :

wkk | (QKk)k
Cph = K i2—|k|3 (1.47)
owk) | (K*Q—(Q-k)k)
Cgi= gy = 2 kP (1.48)

La vitesse de groupe donne la vitesse et la direction de propagation de 1’énergie. On
remarque que si la fréquence de I'onde inertielle est petite, (c-a-d Q- k << 1) alors
cq est presque parralléle a I’axe de rotation de €2. La propagation verticale des ondes
inertielles de basses fréquences a été identifiée comme le vecteur de la formation des
colonnes de Taylor [13]. Nous allons maintenant explorer une méthode pour calculer

de telles ondes dans une géométrie cylindrique, ce qui est pertinent pour notre étude.

Cylindre fini en rotation

Dans notre étude, nous considérons un cylindre infiniment long en rotation uni-
forme. Il est intéressant de regarder les solutions analytiques qui ont été trouvées

pour un cylindre de longueur finie. Dans le livre de référence de Greenspan [13], ces
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solutions ont été trouvées par la méthode dite de Poincaré. Cette méthode a été étu-
diée en premier par Kelvin [20] et plus tard par Bjerknes et Solberg [5]. On travaille

ici en coordonnées généralisées g pour le champ de vitesse, avec les équations

dq 1
. = N _— 29 = — — / ]_4
V.g=0 ; ot + X q pr (1.49)

oup =P — %p(sQ)2 + pgz, la pression réduite. On suppose des solutions en ondes-

planes du type

/
q=Qec“" P — peiet (1.50)
p

Pour étudier les ondes inertielles en coordonnées cylindriques, on exprime q en

fonction de V@ et en prenant la divergence on obtient

10 00 10%* 40%\ 0*®
——S5—+ =— l1—-— ) =—=0 1.51
50s 0s - 52 Oy? < w? ) 022 (1.51)
avec les conditions limites particuliéres suivantes
%—f =0en z=0,h
(1.52)

NOD | 20D _ _
2)‘83+58<p_0 en s=a

Les conditions aux bords réduisent le nombre de solutions a un ensemble infini
discret. On peut résoudre ce probléme par méthode de séparation des variables et

on trouve que

Pk (8,9, 2) = Jjm|(Enmis/a) cos (kmz) exp (imyp) (1.53)
pour m = 0 et k,m = £1,42,.... La constante a donne le rapport 7% du

cylindre. Les fréquences propres \,,,x sont données par

w 2 i 2\ —1/2
Xk = a =9 (1 + k27r2a2) (1.54)

ieme

avec i la n solution positive de I’équation transcendante :

d 2 kh2 1/2
g m(© 4 m (14 280 ) g0 =0 (159
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ou J est une fonction de Bessel de premiére espéce. On peut écrire différent 1’équation
précédente grace aux propriétés des fonctions de Bessel

€2h2 1/2
Jm(€) ) +m {1+ 555 ] Jm(§) =0 (1.56)

k2m2a?

m

3 _J|m+1\<€)+§

Pour trouver les valeurs de £ qui satisfont 1’équation transcendante, on utilise la
méthode de Newton-Raphson implémentée en langage Python (Annexe A) et on

trouve alors les racines pour différents parameétres.

Racines de I'équation pour k=1, h=1, m=1,a=2.0 Valeurs de Apourk=1,h=1,m=1a=2.0
—— Equation transcendante PU'EPOZJEU]# ® Ak
# Racines trouvées (243,186
1.8
16+
(5.58, 150
s« L4
£
-
1.2+ {833 117 g
10+ (1189, 0.939
0.8 115-04- 077
(18.18, 0.65)g
T r y T y T 0.6 +— T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0.0 2.5 5.0 75 10.0 125 15.0 17.5
£ £
Racines de I'équation pour k=2, h=1, m=1,a=2.0 Valeurs de Apourk=2,h=1,m=1a=20
—— Equation transcendante PU'EPOZ'EU(JFAL 195 o Ammk
* Racines trouvées
554, 1 SBb
1.8+
(B.68, 165)
% 164
§
-
1182, 1 465
1.4+
(14.97, 1295
124
(1811, 114}y

T
0.0 25 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5

£ 3
Racines de I'équation pour k=1, h=1,m=2,a=2.0 Valeurs de Apourk=1,h=1, m=2a=20
p ot
H— Equation transcendante 03%5%% o o
#* Racines trouvées
184
(392170
1.6
= 4
2 H L4 (7.15,1.32)
2 3
8 124
(10.35,1.04
10+ J
(13.52, 0,84
0.8 1 .
(16.68, 070y
0.6 (19.84, 0.60),
T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
£ 3

Fi1GURE 1.4 — Colonne de gauche : racines de I’équation (1.56) pour différents
modes de vibration. Colonne de droite : valeurs propres correspondantes
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On voit que les valeurs propres ont tendance a étre plus élevées pour k > m
et plus petites pour £ < m. Si on force le fluide & une de ces fréquences, il y
aura résonance. Pour forcer le fluide, comme expliqué dans les perspectives, on peut
imposer une topographie initiale a la base du cylindre et ainsi sélectionner différents
modes de vibrations. Ce sont des valeurs importantes car, si on veut s’assurer de la
qualité de notre simulation par la suite, on peut imposer des conditions a la base et
au sommet du cylindre et, en reprenant les mémes parameétres, essayer de retrouver
les mémes fréquences propres. Il est maintenant temps de s’intéresser au cas ot le
fluide conducteur est imprégné d’un champ magnétique, ce qui méne a une étude

magnétohydrodynamique.
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Chapitre 2
Magnétohydrodynamique

Le noyau liquide de la Terre, étant composé d’un fluide conducteur d’électricité
imprégné d’un champ magnétique, correspond a un cas typique de magnétohydro-
dynamique. Considérant les phénomeénes présents dans la couronne solaire, ce milieu
n’est pas un fluide conducteur mais un plasma. Cependant, on peut considérer en
bonne approximation qu’'un plasma spatial se comporte comme un fluide [3]. Dans
ce chapitre, il s’agit de rappeler les équations fondamentales de I’électromagnétisme
et de les coupler a celles de la dynamique des fluides étudiées au chapitre précédent.

Nous pourrons ainsi écrire les équations de base de la magnétohydrodynamique.

2.1 Equations fondamentales

Soit un champ électromagnétique {E(r,t), B(r,t)} avec une distribution de
charge et de courant (p, 7). La force subie par une particule de charge ¢ est donnée

par la force de Lorentz

Dans un milieu continu, on veut regarder la force par unité de volume, ce qui fait

apparaitre la distribution de charge, on peut réécrire F, pour un milieu continu

fo=pE+jxB (2.2)

22



ou 3 = pv est la densité de courant électrique. On peut introduire la loi de la

conservation de la charge électrique qui s’écrit

dp .
E—FV'J—O (2.3)

Limite non relativiste

Etant donné que le cadre du travail se déroule en MHD, on se focalise sur les

oscillations pour lesquelles v < ¢. En regardant la loi d’Ampére

. 10FE

10E

=% - En effet, considérons que les

on peut alors négliger le courant de déplacement
champ FE et B aient respectivement une amplitude E et B, pour une longueur et un
temps caractéristiques L , T'. Le rapport entre le courant de déplacement et V x B
est de 'ordre de

=% L E

~ — 2.
IVxB| &TB (2:5)

par la loi de Faraday, % ~ % on a alors

1 0FE 2
=l L/T
Jewl (L (2.6)
|V x B| c

Le rapport L/T étant une estimation d’une vitesse typique non-relativiste < ¢,

cela implique ‘C%da—ﬂ < |V x B|. On travaillera donc avec les équations de Maxwell
simplifiées
v.E=" Loi de Gauss (2.7)
€
0B . .
VxE= 5 Loi d’induction de Faraday (2.8)
V X B = 1pj Loi d’Ampére (2.9)
V-B=0 Pas de monopole magnétique (2.10)
ol j1o est la perméabilité du vide et €y la permittivité du vide, on a la relation —— = ¢2.

Ho€o
Une autre équation s’ajoute a I’arsenal : en présence d’'un champ magnétique et d’un
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conducteur en mouvement, la loi d’Ohm généralisée est
j=0c(E+vx B) (2.11)
ou o est la conductivité électrique.

Equation de ’induction

En MHD, il faut comprendre comment le champ magnétique évolue et est trans-
porté dans le milieu. Pour ce faire, nous partons de la loi d’induction de Faraday,
dans laquelle nous injectons (2.11) ainsi que loi d’Ampére par la suite. On introduit

la quantité n = ﬁ qui est la diffusivité magnétique, et on obtient

%—?sz(va)—Vx(anB) (2.12)

comme V X V x B =V(V-B)—V?’B = —-V?B. On peut donc écrire la forme
connue de I’équation d’induction du champ magnétique, qui détermine le transport

du champ magnétique par I’écoulement

86_1: =V x (vx B)+nV*B (2.13)

gracea V-v =0et V-B = 0, on peut réécrire Vx (v x B) = (B -V)v—(v-V) B,
ce qui meéne a
aB

- (B-V)v+nV°B (2.14)

On remarque que la dérivée totale de B dépend de 2 termes en compétition. D’un
coté (B - V)wv : un terme de tension qui tend a renforcer le champ magnétique, et
d’un autre nV2B : un terme de diffusion qui tend a relaxer le champ magnétique.
Le rapport des 2 quantités des termes de droite de ’équation d’induction initiale

définit le nombre de Reynolds magnétique :

IVx(vxB) VB/R VR
Rm g ~Y =
nV>B] nB/L*

(2.15)

ou V et R représentent respectivement la vitesse caractéristique et 1’échelle de lon-

gueur caractéristique de I'écoulement. On distingue 2 catégories en MHD définies
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par le nombre de Reynolds magnétique.

MHD résistive : Rm — 0. Dans ce cas, I’équation d’induction se réduit & une
équation de diffusion

Tout champ magnétique initial va décroitre sous dissipation ohmique du fluide

conducteur avec un temps caractéristique 7,, donné par

B nB R?
7_77 R2 7-77 n ( )
connu sous le nom de temps de diffusion magnétique. En MHD résistive, le théoréme

d’Alfvén n’est plus satisfait, la topologie magnétique peut alors étre brisée.

MHD idéale : Rm — oco. Ici, on néglige la diffusion car on considére que o — co

et donc n — 0 I’équation d’induction devient

0B

Ceci est une équation de transport du champ magnétique par I’écoulement dont le
temps caractéristique est : 7 = ‘5;. La plupart des phénomeénes astrophysiques et
géophysiques sont décrits en MHD idéale, non pas en raison d’une grande conducti-
vité électrique, mais & cause des trés grandes échelles de longueur et de vitesse. En
laboratoire, c’est compliqué de se trouver dans le cas de la MHD idéale en raison
des faibles échelles de longueur, il est donc difficile de reproduire des phénoménes

astrophysiques expérimentalement.

2.2 Equations de la MHD

En MHD, I’écoulement du fluide a un impact sur I’évolution du champ ma-
gnétique, observé a travers I’équation d’induction. De maniére similaire, le champ
magnétique modifie aussi le comportement du fluide, par la force magnétique locale

7 x B. On peut donc étudier un probléeme MHD en rotation grace aux équations
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suivantes

g—’;}+29xv:—Vﬂ+%ij (2.19)
aa—? =V x (vxB)+nV’B (2.20)

ot p dans (2.19) est bien la densité du fluide et non la densité de charge. S’ajoutent

aussi les conditions des champs solénoidaux

V-v=0; V-B=0 (2.21)

Grace a ces 4 équations, nous pouvons étudier des ondes se propageant dans un tel

milieu, en particulier les ondes inertielles qui sont notre centre d’intérét.

Etude des perturbations

Afin de regarder les équations d’évolution pour des perturbations, nous considé-
rons un champ de vitesse initial constitué d’'un champ homogéne ainsi qu’'une petite
perturbation. Il en est de méme pour le champ magnétique ou 1'on considére qu’il
est formé d'un champ homogéne ainsi qu'une perturbation due a la perturbation du
champ de vitesse.

vi=v9+v et B=By+b (2.22)

Pour v < vy et b < By. Lorsque 'on injecte ces décompositions dans les équations
(2.19) et (2.20), des termes du second ordre apparaissent. Nous négligerons les effets
non-linéaires. De plus, les champs homogeénes ne varient pas dans ’espace et dans le
temps. Le terme impliquant la force de Lorentz est discuté dans la section des ondes
d’Alfvén. Nous pouvons ainsi étudier les perturbations MHD en rotation a travers

ces équations

ov 1
ob ,

Il est maintenant temps de regarder les propriétés de la MHD. Nous allons explorer

certains travaux d’Alfvén afin de comprendre les phénomeénes que nous étudierons.
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2.2.1 Le théoréme d’Alfvén

Suite a ses recherches, Annes Alfvén écrit en 1942 [1] :

Supposons que nous ayons un champ magnétique homogéne dans un liquide
parfaitement conducteur... Compte tenu de la conductivité infinie, tout mouvement
(perpendiculaire au champ) du liquide par rapport auz lignes de force est interdit
car il donnerait des courants de Foucault infinis. La matiére du liquide est donc

"attachée" aux lignes de force...

dans lequel il donne une interprétation des ondes MHD, il énonce un résultat connu
sous le nom du théoréme d’Alfvén (la preuve de ce théoréme est tirée de [14]). Ce

théoréme est relié au frozen flux theorem
Les tubes a flux magnétique se déplacent avec un fluide parfaitement conducteur,

comme s’ils y étaient figés.

Physique sous-jacente : Pour dériver le théoréme d’Alfvén, on considére la vi-

tesse v connue et on se concentre alors seulement sur le champ magnétique B. On

considére
V-B=10 (2.25)
et I’équation d’induction
0B
dans la limite de non-diffusivité
B
%_VX(UXB> pour o = 00 (2.27)

cette derniére équation a la méme forme que I’équation de la vorticité & = V x v,

pour un fluide incompressible de densité uniforme

% =V x (v X&) (2.28)

qui donne lieu au théoreme de Kelvin

27



Les tubes de vortex se déplacent avec un fluide incompressible de densité uniforme,

comme s’ils étaient figés sur celui-ci.

on remarque que le théoréme d’Alfvén est I’analogue de celui de Kelvin bien que
I’équation d’induction est linéaire en v tandis que pour la vorticité nous avons un

terme V X v et v.

Démonstration formelle du théoréme : Bien que 'analogie avec le théoréme
de Kelvin nous donne une bonne intuition sur le théoréme d’Alfvén, on va démontrer

ce résultat rigoureusement comme fait dans [14].

Considérons I'(t) une courbe arbitraire gelée au fluide en mouvement et ds(t) un
élément infinitésimal de T dont les extrémités sont situées a s(t) et s(t) +ds(t). Les
vitesses du fluide correspondantes en ces points sont v(s(t),t) et v(s(t)+ds(t),t) =
v(s(t),t) +ds(t) - Vou(s(t),t). A un temps dt plus tard, les extrémités se trouvent
en s+ vdt et s +ds+ (v +ds - Vv)dt telle que

d
E(ds) =ds - Vo, (2.29)
ou % = % + v -V la dérivée lagrangienne. En sachant que V - B = 0 et grace aux

identités vectorielles, on réécrit ’équation d’induction

d
=B=B-Vvu-BV.v (2.30)
on a
d
%(B x ds) = —(B x ds);Vv,; pour ¢ =00 (2.31)

avec la sommation implicite sur les indices j. Il suit que

Bxds=0at=0=Bxds=0Vt (2.32)

Une ligne de champ magnétique est une courbe dont chaque élément ds est paralléle
a B. D’apreés 'équation (2.32), si I est initialement une ligne de champ, elle restera
une ligne de champ. Ceci établit que les lignes de champ magnétique se déplacent

avec un fluide parfaitement conducteur, ce qui conclut la forme faible du théoréeme
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d’Alfvén. Pour la deuxiéme application de (2.29), prenons 3(t) comme surface arbi-
traire (ouverte) "gelée" par le fluide en mouvement et prenons dS(t) comme élément
infinitésimal de 3 ayant la forme d’un parallélogramme dont les deux cotés adjacents

sont situés le long des courbes '™ et T de telle sorte que
dS = ds"Y x ds? (2.33)

ot dsV) et ds® sont des éléments de '™ et T en appliquant I'équation (2.29),

cela conduit au résultat

il suit & partir de (2.30) et (2.34) que

d
%(B -dS) =0, pour 0 =00 (2.35)

et donc,

B-dS=0at=0=B-dS=0Vt (2.36)

Une surface magnétique, M (t), est une surface composée de lignes de champ, de
sorte que chaque élément de surface, dS, est perpendiculaire & B. Selon (2.36),
si M est initialement une surface magnétique, elle restera une surface magnétique.
Cette conclusion découle également de (2.32).

Pour obtenir le résultat le plus fort, prenons M comme un tube de flux magné-
tique. Il s’agit d’'un faisceau de lignes de champ magnétique et il est donc limité
par une surface magnétique pour tout t. Soit 3(¢) une section transversale du tube,
c’est-a-dire une surface qui traverse chaque ligne de champ magnétique a l'intérieur

du tube. Le flux magnétique net a travers 3,

m:/ B-dS (2.37)
(1)

est appelée la "force" du tube. Il est facile de voir a partir de (2.25) que m est le méme

pour chaque section Y. L’équation (2.36) montre en outre que m est indépendant
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du temps :

d
—/ B.-dS =0, pour 0 =0 (2.38)

Cette conservation du flux est la forme forte du théoréme d’Alfvén. Selon les équa-
tions (2.25) et (2.27) et le théoréme de Stokes, (2.38) peut également s’écrire en

termes eulériens comme suit

/ (iB) -dS + B - (vxdS)=0, pour 0 =0 (2.39)
sy \dt ()

ou I'(t) est le périmétre de (). Si ¥ était fixe dans l'espace, le premier terme du
coté gauche de (2.39) serait le taux d’augmentation du flux a travers ¥. Le v x ds
du second terme est le taux auquel 'aire vectorielle de ¥ augmente lorsque ds, sur le
périmétre I' de X, est advecté par le mouvement du fluide v. Le taux associé auquel

¥ gagne du flux magnétique est donc B - (v x dS).

Le théoréme montre qu’il est impossible de modifier la topologie des lignes de
champ traversant le conducteur, pour comprendre comment un fluide réel permet
aux lignes de champ de se couper et de se reconnecter (comme dans la couronne

solaire), il faut admettre que sa résistivité est finie.

2.3 Les ondes d’Alfvén

Il est maintenant temps d’étudier les ondes qui se propagent dans un fluide
conducteur plongé dans un champ magnétique constant, on les appelle les ondes
magnétohydrodynamiques ou ondes d’Alfvén en raison de sa belle découverte. Com-

mencons par se donner une intuition du comportement de telles ondes.

Mécanisme des ondes d’Alfvén : La force de rappel responsable des ondes

d’Alfvén découle de deux principes physiques simples [14] :

1. La loi de Lenz appliquée aux fluides conducteurs : "Les courants électriques
induits par le mouvement d’un fluide conducteur a travers un champ magné-
tique donnent lieu & des forces électromagnétiques qui s’opposent au mouve-

ment du fluide".
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2. Deuxiéme loi de Newton pour les fluides : "Une force appliquée & un fluide
entraine une variation de la quantité de mouvement du fluide proportionnelle

a I’ampleur de la force et dans la méme direction."

La force magnétique locale qui s’applique sur une densité de courant j est donnée

par la force de Lorentz

fu=3xB (2.40)
qu’on peut réécrire comme
1
fo=—(VxB)xB (2.41)
Ho

en vertu des équations de Maxwell. On peut développer le terme de droite grace aux

identités vectorielles, et on obtient

fi = ML(V x B) x B (2.42)
_ Mi (—B x (V x B)) (2.43)
:%((V.B)B—vaxB) (2.44)

On a inséré le terme (V- B) B sans ne rien changer. Ensuite, grace a l'identité

vectorielle V(A A) = Ax (Vx A)+(A-V)A, ona

1 1_ /1,
fi= (V- B)B+(B-V)B] - 3V <%B > (2.45)

qu’on peut écrire de maniére compacte en introduisant le Tenseur des contraintes

de Mazwell dans le cas magnétostatique

1 1
0y = —B;B; — — B*6;; 2.46
J Lo J 2,“0 J ( )

Cette décomposition fait intervenir un terme de pression magnétique VB? et un
autre terme (B - V)B. Pour comprendre I'action du second terme on va l'analyser
en coordonnées curvilignes pour lesquelles le champ magnétique s’écrit B = Bt, tel

que
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FIGURE 2.1 — Schéma des coordonnées curvilignes

(B-V)B = Bdii(Bt) (2.47)
dB ,dt
= B—~(t) + B’ (2.48)

A partir de la figure ci-dessus, on peut dériver les propriétés des coordonnées curvi-

lignes

ds = Rdf (2.49)
dt  dtdo 1

pour réécrire le terme magnétique

(B-V)B=-"+t+"n (2.51)

La tension magnétique peut étre interprétée comme une force qui redresse les lignes
du champ magnétique. Lorsque les lignes de champ sont perturbées, la courbure
génére une tension magnétique, agissant comme une force de rappel vers la position
initiale. En regardant la figure (2.2), on voit que les réponses des lignes de champs
magnétique, a la suite d’'une pertubation du fluide, vont engendrer des oscillations
transervales, les ondes d’Alfvén. Ces ondes se propagent le long des lignes de champ,

perpendiculairement au mouvement de la perturbation magnétique et du fluide, ce
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qui les classe comme des ondes transversales.

E AAA E’ E
1 dBZE
2[1.0 ds
1 dB2_AMAA
— ¥ R
2pg ds 51 Fresuitante
P >
1 B%_,
— N
Ko R

FIGURE 2.2 — Réponses des lignes de champ magnétique a une petite perturbation
du fluide du, en MHD idéale. Les termes de tension magnétique induisent une force
de rappel visant & diminuer la courbure des lignes de champ. Source : [12]

On peut reprendre & nouveau la force de Lorentz et regarder comment elle sera

inclue & nos équations MHD perturbées. Comme dit auparavant, pour
v,=vy+v et B=By+b (2.52)

des termes non linéaires vont apparaitre. Pour la force de Lorentz,

1 1 )
fr= %(B -V)B — 2—MOV (B?) (2.53)

nous déduisons que ce sont les perturbations du champs qui agiront sur le fluide, on

peut écrire les contributions de la force de Lorentz des perturbations comme

1
—(By - V)b : Tension magnétique (2.54)
Ho
1 . "
—2—V (By - b) : Pression magnétique (2.55)
Ho

le terme de tension fera parti intégrante de I’équation de mouvement, tandis que le
terme de pression sera inclus dans la définition de la pression réduite qui prendra la

forme
P 1 9 1
==+ o, — —|Q —By-b 2.56
mi=ly e, - S0l By (256)
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Nous sommes maintenant préts a étudier les équations et les propriétés de ces per-

turbations.

2.3.1 Equation d’onde d’Alfvén

Pour décrire simplement les ondes d’Alfvén, commencons par une analyse en
ondes planes. Considérons un champ magnétique uniforme By plongé dans un fluide
conducteur parfait d’électricité, infini, homogéne et incompressible de densité p,
viscosité cinématique v et de diffusivité magnétique 7. Imaginons que le fluide est
perturbé par un champ de vitesse infinitésimal v induisant un champ de perturbation
magnétique b, tel que B = By + b, si on ignore les termes quadratiques en les
perturbations, on se retrouve avec un systéme d’équations linéaires qui décrit la

quantité de mouvement ainsi que 1’évolution du champ magnétique.

ov 1

— = —-Vrn+ —(Bo-V)b+ V% 2.57
ob 9

gl (Bo-V)v+nV*b (2.58)

le rotationnel de I’équation (2.57) nous donne une équation qui donne I’évolution de

la vorticité & = V x v, on prend aussi le rotationnel de 1’équation (2.58)

ot 1
% = o (Bo-V)(V x b) + V% (2.59)
V x % = (Bo-V)&+nV3(V x b) (2.60)

Afin de trouver une équation d’onde, on prend une dérivée temporelle supplémentaire

de 'équation (2.59)

2e 1 ob o€

On peut supprimer b en injectant (2.60) dans (2.62), ce qui donne I’équation d’onde
d’Alfvén
0%¢ 1 0€

o2 = m(Bo : V)2£ - V77V4£ + (v + 77>V25 (2.62)

Le premier terme du cété droit est la force de rappel qui résulte de 'étirement des

lignes de champ magnétique. Le deuxiéme terme est la réaction a la force de rappel
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causée par la présence de diffusion visqueuse et ohmique, tandis que le dernier terme

exprime la dissipation de ’énergie du systéme due a ces diffusivités finies.

Relation de dispersion et propriétés

On substitue une solution en ondes planes de la forme £ = Re {éei(k'T*”t)}
ou k =k, + ky+ k.2 et r=ax+ yy+ 22 dans 'équation d’ondes d’Alfvén,
cette substitution fait apparaitre pour 0; — —iw et V — ik. On obtient aprés

simplification

e By?(k - By)?
pi

- Vnk4> —i(v +n)kw (2.63)

ou By = By/|By|. L’équation (2.63) est la relation de dispersion pour les ondes

d’Alfvén, on peut donner une solution explicite pour w qui est

_ il \/Bg<k B (v =K 6

B 2 P 4

Dans un milieu idéal, v = n = 0, on néglige la viscosité cinématique et la diffusivité

magnétique. La relation se simplifie alors &
w = +va(k - Bo) (2.65)

ol v4 est connu sous le nom de la wvitesse d’Alfvén

vy = —=. (2.66)

Cette vitesse est celle a laquelle se propage une onde d’Alfvén le long des lignes
de champ magnétiques. Les ondes d’Alfvén sont non-dispersives parce que leur fré-
quence angulaire w est indépendante de |k| et que la vitesse de phase et la vitesse
de groupe (& laquelle I’énergie et l'information sont transportées par 1'onde) sont
égales. Les ondes d’Alfvén sont cependant anisotropes (elles varient selon la direc-
tion considérée), leurs propriétés dépendent de 'angle entre le champ magnétique

appliqué et la direction de propagation de I'onde.
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Application au noyau terrestre : On peut se faire une idée de la vitesse des
ondes d’Alfvén dans le noyau terrestre pour des valeurs caractéristiques [14]. En
insérant dans I’équation pour vy : la densité du fluide du noyau externe p = 1 X
10%*kg, déterminée par sismologie, la perméabilité magnétique d'un métal au-dessus
de sa température de Curie p = 47 x 1077 T? mkg~!s? et une valeur plausible
de Pintensité du champ magnétique dans le noyau (que nous considérons comme
I'amplitude typique du champ radial observé a la surface du noyau By = 5 x 1074T),
cela donne une vitesse d’Alfvén de v4 = 0,004ms™! ou 140 km an~!. Le temps
nécessaire a une telle onde pour parcourir une distance de 'ordre de 1’épaisseur du
noyau est d’environ 25 ans. Dans la magnétosphére, les ondes d’Alfvén se déplacent
beaucoup plus rapidement car la densité du conducteur électrique est beaucoup plus
faible. Si I'on considére les ondes d’Alfvén dans le noyau terrestre, la dissipation
ohmique devrait dominer la dissipation visqueuse, de sorte que vk? < nk? < v3.

Cela nous donne une relation de dispersion simplifiée

—ink?

+va(k - Bo) (2.67)

w =

et les solutions ondulatoires ont la forme de simples ondes d’Alfvén, amorties sur
I’échelle de temps de diffusion ohmique de T, = 77%

& = Re {éei(k’rivf‘(k’é‘))t)e_t/T"’””} (2.68)

On peut interpréter cette équation en disant que lorsque les ondes a petite échelle
(petite longueur d’onde) traversent un milieu conducteur, tel que le noyau terrestre,
elles interagissent avec les charges électriques présentes dans ce milieu, dissipant ainsi
leur énergie sous forme de chaleur. Ces ondes sont rapidement amorties lorsqu’elles
traversent le noyau terrestre en raison de cette diffusion ohmique. Les ondes a grande
longueur d’onde interagissent moins efficacement avec le milieu et sont donc moins
amorties. Ces ondes ont donc une durée de vie plus longue et peuvent parcourir des
distances plus importantes & travers le noyau terrestre sans étre aussi rapidement
amorties que les ondes a petite échelle. On s’attend donc a ce que les ondes a grande
échelle aient un impact plus important sur la dynamique du noyau et sur le champ

magnétique observable.
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Preuve expérimentale des Ondes d’Alfvén

En 1949, S.Lundquist réalise une expérience dans laquelle il observe pour la pre-
miére fois les ondes magnétohydrodynamiques [21] prédites par H.Alfvén 7 années
plus tot [1]. Dans son expérience, il utilise un fluide de mercure dans un cylindre
traversé par un champ magnétique uniforme Hy = Hyz. Afin d’étudier les pertur-
bations du champ magnétique, il injecte H = Hy+ h dans les équations de mouve-
ment et de l'induction, ot h est le champ magnétique induit par les perturbations

du fluide. Il obtient le systéme

{% — aQVﬂ h=(H, V)v (2.69)
ov 1 1 pv?
9Dt Hy V)R- - Pty 2.
T 47Tp( 0o-V)h pV (p—l— 5 + 1 Ho h (2.70)
2 _ c?

ou a

i— est le terme de diffusivité magnétique. Le fluide est perturbé par une
TUT

rotation de la base du cylindre perpendiculaire au champ magnétique uniforme. En
coordonnées cylindriques, les seules composantes des perturbations v et h sont

vs=0;0,=v;v,=0¢et hy=0;h,=h;h,=0 (2.71)

Les équations en coordonnées cylindriques s’écrivent

oh  ,(0*h 10n h Ok v

o <a_ 5os & @_> oy (2.72)
ov  uHyoh
- v Ee 2.
ot  Amp 0z (2.73)

En prenant une dérivée temporelle supplémentaire de (2.72), on peut injecter (2.73),

ce qui élimine v, et obtenir

9%h , 0 [0°h 10h h  O%h 0%h
AL e o LIl I 7 e 9.74
ot? “ ot | 0s? + s0s s2 + 022 + 022 ( )
ol
H2
v = Ko 2.75
T (2.75)

37



En cherchant une solution en ondes planes o exp (iwt + az) de fréquence w se pro-
pageant dans la direction Hy, ot « est un coefficient d’atténuation, il obtient que

I’évolution de h est donné par I’équation différentielle de Bessel

9?h  10h 5, 1
avec
2, 21/2 L1202 2
s o, wta'V s wka® —w
W=att iwa? T YT e (2.77)

Une solution qui est nulle en s = 0 est donnée par
h = A.Jy(ks).exp (iwt + az) (2.78)

ou J; est la fonction de Bessel du premier degré de premiére espéce, ce qui est natu-
rel pour une perturbation dans la direction ¢ en géométrie cylindrique. Dans cette
expérience, Lundquist ne résout que le probléme pour un seul mode de vibration
m = 0. A partir de cette solution analytique, il a déduit les solutions de la vitesse,
de la densité de courant et du champ électrique. Cette expérience, de par sa géo-
métrie, constitue un bon point de départ pour étudier les ondes magnéto-coriolis en

géométrie cylindrique.

2.4 Ondes Magnéto - Coriolis

Dans ce travail, on considére un systéme qui est a la fois en rotation 2 = Q2
et influencé par un champ magnétique By. Dans les équations du mouvement, il
faut tenir compte de la tension du champ magnétique et de la force de Coriolis, cela
conduit & une combinaison d’ondes d’Alfvén et d’ondes inertielles. Lehnert [19] a
démontré que dans le cas le plus simple ou I’axe de rotation et le champ magnétique

sont alignés, aussi notre cas, deux scénarios sont possibles :

1. Les forces de Lorentz et de Coriolis agissent ensemble : Ondes MC
rapides.
La force de Coriolis agit dans la méme direction que la force de Lorentz de
rappel causée par la déviation de 'élément fluide (et du champ magnétique)

par rapport & sa position non perturbée. La force de rappel due a la somme
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des forces de Lorentz et de Coriolis est donc importante et provoque un
mouvement rapide et une accélération inertielle significative. Les ondes MHD
qui en résultent sont généralement plus rapides que les ondes d’Alfvén pures

et sont donc connues sous le nom d’ondes MC rapides.

2. Les Forces de Lorentz et de Coriolis en opposition : Ondes MC
lentes
En revanche, si la force de Coriolis agit dans la direction opposée a la force
de Lorentz qui rétablit ’équilibre. La force de rappel est donc affaiblie et
les mouvements de particules qui en résultent sont lents et n’impliquent pas
d’accélération inertielle significative. Ces ondes MHD sont généralement plus
lentes que les ondes d’Alfvén pures et sont connues sous le nom d’ondes MC
lentes. Ces ondes lentes ont une énergie cinétique bien inférieure aux rapides

mais préservent leur énergie magnétique importante.

Equation d’onde magnéto-Coriolis

De maniére a dériver I’équation d’onde magnéto-Coriolis (MC) pour un fluide en
rotation plongé dans un champ magnétique en ’absence de diffusion visqueuse et
magnétique, le point de départ est ’équation linéarisée de la quantité de mouvement

incluant Paccélération de Coriolis et de Lorentz.

ov 1
— +2Q = — —(Bg - V)b 2.79
G+ x = —Vr 4 (B V) (279

et ’équation d’induction idéale

ob
5 = Bo-V)w (2.80)

On peut prendre le rotationnel de chaque équation et utiliser les conditions de

champs solénoidaux pour obtenir

o0& 1
et
IV xb)
T (Bo-V)¢ (2.82)
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on prend la dérivée temporelle et en insérant les équations ensemble,

0%¢ 8 1
— - 2(Q- By - V)? 2.
en prenant le rotationnel et en utilisant la propriété V x & = V x (V x v) = —V?v,
o0& 0? 1
2(Q - — — —(By-V)?* | V? 2.84
20 V)5 = (g — o (Bo V) T (2.8)

on prend une dérivée temporelle supplémentaire de 1’équation (2.83)

03¢ 821) 1 8£

qu’on peut réécrire comme
> 1 LBy v ) % Z 9. )82—” (2.86)
o pop ot Yo '

on peut ensuite 1soler £ a partir de (2.84) pour obtenir une équation qui ne dépend

que de la perturbatlon v

2 1 N\, , v

ce qui représente I’équation des ondes magnéto-Coriolis ou Alfvén-Inertiel.

Relation de dispersion des ondes magnéto-Coriolis

Cette équation nettement plus compliquée que ’équation d’onde d’Alfvén, elle
est d’ordre 4 dans la dérivée temporelle, cela nous suggere 'existence de 4 modes
distincts. Afin de les étudier, on injecte une onde plane v = Re {ﬁei(k""_Wt)} dans

I’équation d’onde, ce qui donne

(% — w2>2 k= 4(Q - k)%w? (2.88)

on peut diviser le tout par k? et prendre la racine carrée

(BO : k)2 i w2 _ iQ(Q ) k)w (2.89)

Hop k|
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on a ici une équation quadratique en w, les solutions sont donc

(2.90)

T L) ((Q-k)2 N (Bo-k)2>1/2

k k2 Hop

Lorsque les deux signes sont les mémes, on obtient 2 ondes MC rapides, les forces
de Lorentz et de Coriolis se renforgant mutuellement en se déplagant dans la méme
direction. Lorsque les deux signes sont opposés, on obtient 2 ondes MC lentes, les
forces de Lorentz et de Coriolis s’opposent I'une & I'autre en se déplacent dans des
directions opposées.

On peut se convaincre de cette relation de dispersion en retombant sur celles
déja connues. Dans la limite ou € — 0 on retrouve la relation de dispersion des
ondes d’Alfvén w = £(By - k)/\/fiop- Tandis que dans la limite ot By — 0 on
retrouve la relation des ondes inertielles w = £(€2-k)/k. Si on considére une rotation
suffisamment rapide, la fréquence des ondes inertielles est nettement supérieure a

celle des ondes d’Alfvén, on peut donc écrire

(k) (Bo-k)

2.91
k VHop (2:91)
qu’on peut réécrire comme
k(B - k)?
1>» —F— 2.92
Q- k) piop (2.92)

pour procéder a une expansion de Taylor dans wy;¢. On obtient alors 2 comporte-
ments bien distincts pour des ondes avec une fréquence d’oscillation rapide (w]]:/lc)

et lente (w3, ), au premier ordre non-trivial, ces relations de dispersion se réduisent

ol iQ(Qk- k) (1 N 4%1.312).2]20;)) (2.93)
et
k(Bo - k) (2.94)

Wi = ft——-—"—

MET 2R B)pop

Pour des paramétres géophysiques plausibles [14] : 27/k ~ 2,75 x 105 m, u =
4 x 1077 T?mkg='s?, By ~ 5 x 107* T, Q ~ 7.295 x 10~° rad/sec, on peut tracer

les relations de dispersions des ondes magnéto-Coriolis
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Relation de dispersion des ondes MC

— Wmc
107! 1 .
===l r10-®
—
10-3 4 MC
L 10-3

107° A
[ 10—1
10!

10724

Période {années)

103

10-11 4
F10%

~

10713 4

10-5 10-3 107! 10! 103 105

FIGURE 2.3 — Relation de dispersion ondes magnéto-Coriolis, pour des paramétres
géophysiques.

Grace a cette relation de dispersion, on peut estimer les périodes de telles per-
turbations pour des parameétres géophysiques. Cela donne une idée des potentielles
caractéristiques des ondes MC. Comme expliqué précédemment, on s’attend a ce
que les ondes les moins diffuses soient celles de grandes longueurs d’onde, k& ~ 1076,
On pourrait observer des ondes MC lentes avec des périodes de 'ordre ~ 10% années

et des rapides de I'ordre ~ 1072 années.
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Chapitre 3

Décomposition toroidale-poloidale

des ondes magnéto-Coriolis

Dans ce chapitre nous allons résoudre le probléme énoncé dans l'introduction.
Afin d’étudier tous les modes de vibration en m et k pour une géométrie cylindrique,
il faut se munir de techniques spéciales qui permettent de résoudre un tel probléme.
Il faut ensuite s’assurer de maitriser ces techniques, d’en observer les forces et les
faiblesses, & travers des exemples plus simples, pour poser un oeil critique sur nos

futures solutions.

3.1 Décomposition toroidale-poloidale

En hydrodynamique et en magnétohydrodynamique, la vitesse et le champ ma-
gnétique sont sans divergence. Grace a ces conditions, on peut construire des champs
sans divergence a l'aide d’une décomposition toroidale-poloidale. Cette technique
nous permet de calculer toutes les composantes du champ de vitesse ainsi que celles
des pertubations du champ magnétique. La décomposition toroidale-poloidale des
champs de vecteurs n’est pas seulement une fagon élégante de résoudre ces équations
mais elle permet surtout d’étudier tous les modes des pertubations k et m. En effet,
contrairement a l’expérience de Lundquist dans laquelle il n’a étudié que les modes
axisymétriques pour m = 0, nous pouvons étudier n’importe quel mode, que ce soit

pour le probléme hydrodynamique ou magnéto-Coriolis.

De maniére générale, un champ solénoidal F' est un champ vectoriel dont la
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divergence est nulle, on peut donc le faire dériver d’un potentiel vecteur A, tel que

V.- F=05F=VxA (3.1)

En posant A = Té+ V x (Pé), on obtient la décomposition toroidale (7')-poloidale
(P) d’un champ solénoidal F

F =Fr+ Fp (3.2)

=V x(Té)+V xV x (Pé) (3.3)

Dans notre cas, on choisit le vecteur unitaire dans la direction radiale, € = §. Les

champs de la vitesse et de I'induction magnétique sont donc de la forme

v =uvr+ vp (3.4)

=V x (T8)+V xV x (P3) (3.5)

b=bg+ by (3.6)

=V x (Gs)+V x V x (Fs) (3.7)
_t0

FIGURE 3.1 — Géométrie d’'une décomposition toroidale (ligne de flux jaune) -
poloidale (lignes de flux bleues) pour un champ de vecteurs en rotation.

De par la géométrie cylindrique de notre probléme, on exploite la symétrie cy-

lindrique pour décomposer les champs scalaires en modes de Fourier selon ¢, il ne
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restera qu’une dépendance dans la direction radiale. En nous focalisant sur les solu-
tions ondulatoires, on peut appliquer une transformée de Fourier aux composantes
toroidales-poloidales. La transformée de Fourier d’une fonction f intégrable sur R

est définie comme

+o00
F) rwes flw) = \/% / Ft) e dt (3.9)

avec t en secondes et w la pulsation en radians par seconde. On peut appliquer
la transformée de Fourier pour les composantes (¢, z,t) en gardant donc une dé-
pendance en s. Lorsque que l'on applique la transformée de Fourier, aux champs
scalaires T', P, G et F, cela réduit le probléme a supposer des solutions en ondes

planes de nos équations pour ces champs,

i(kz+mep+wt) (39

T(s,p,z2,t s)e

I
gl

ez(kz—l—mgp—f—wt) (310

P(s,p,z,t s

I I
e 2

( ) =T(s) )
( ) = P(s) )
G(s,p,2,t) (5)eiketmetwt) (3.11)
F(s,,2,t) = F(s)e!"=rmeted (3.12)
Dans la suite du document j'omets ~ pour alléger la notation. En général, lorsque

I'on considére des perturbations d’'un champ de vecteur u de la forme
u(r,t) = ek (3.13)

A = w + i0 est un nombre complexe. Ici, 0 = Im(A) est le taux de croissance des
instabilités et w = Re(\) est la fréquence. Si o > 0, les instabilités croissent de
maniére exponentielle dans le temps. Tandis que pour ¢ < 0 le fluide est stable. Si
o =0etw # 0, les amplitudes des perturbations oscillent dans le temps. Dans notre
cas, on ne considére que la propagation des perturbations, on a donc écrit A = w.
On peut calculer nos champs vectoriels a partir des expressions de T, P,G et F. Le
rotationnel d’un vecteur A en coordonnées cylindriques (s, ¢, z) étant donné par

10A, 0A, 0A, O0A, 1/0 0A,
VXA—(;agp az> +(az—as)%*;(%(w_%)ez-
(3.14)
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les composantes du champ de vitesse sont donc

2
vy = (kzP(s) + %P(s)) gilkztmetut) (3.15)
imoP i .
v, = (z’kT(s) + ?% — 2—?13(5)) eilkztmptwt) (3.16)
P ik ' |
v, = (ik%—s + %P(s) - ?T(s)) gilkztmprot) (3.17)

2

by = <k2F(s) - %F(s)) eilkztmetot) (3.18)
mOF i :

b, = <z’k;G(s) + %g — ZS—TZF(S)) eilkztmetwt) (3.19)

b, = <zkaa—s + %F(s) - ?G(s)) eilkztmetwt) (3.20)

3.2 Discrétisation par la méthode des différences fi-
nies

Afin de résoudre numériquement notre probléme, nous utilisons la méthode des
différences finies qui permet d’obtenir une approximation des équations différen-
tielles pour des points de grille réguliérement espacés. De cette maniére, nous pou-
vons transformer une équation différentielle en un systéme d’équations algébriques
a résoudre numériquement. La figure 3.2 montre une fonction y(x) définie sur un
intervalle [a, b] divisé en sous-intervalles égaux de longueur h. En général, nous uti-
lisons les formules de différence centrées dans la méthode des différences finies, car
elles offrent une meilleure précision. L’équation différentielle n’est appliquée qu’aux
points de la grille, et les dérivées premiére et seconde sont :

Ay Yir1 — Yin

. o7 (3.21)

@ _ Y — 2y; + Yir1
dz? h?

(3.22)

Ces définitions donnent I'idée générale de la méthode, il est aussi utile d’utiliser les

dérivées en avant et en arriére pour les termes de bord. L’erreur due aux dérivées
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Y4 Yn4
y2 y3 yn-3 yn_2
Y1 | I . X Yn-1
Yo 7 ! | : ! ] 1 | Yn

1 1 I 1
1 1 ! 1 | ! 1 1 1 1
1 ! ! 1 ! 1 1 1 |
R T [
1 1 ! 1 | | 1 1 ! 1
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\ 1 ! 1 ! ! 1 1 ! 1
' N 1 \ ! 1 h 1 1 1 1
X | 1 . ! |yl | 1 \
. p 1 X ! o0 0 1 1 \ 1 |
| 1 ! 1 ! ! 1 1 ! 1
1 1 ! 1 ' ! 1 1 ! 1
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h 1 . ! 1 1 | 1 1
: | : 1 : ! 1 1 1 1
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Xo X1 X2 X3 X4 Xn-4 Xn-3 Xn-2 Xn-1 Xn X

(on

a

FIGURE 3.2 — Schéma des différences finies en une dimension. Source : [18]

en avant et en arriére sont d’ordre h', tandis que les centrées sont d’ordre h?, c’est
pourquoi nous les utiliserons seulement aux bords. Ces expressions nous permettent
de remplacer les dérivées de y(z) dans I’équation différentielle, ce qui conduit & un

systéme de n + 1 équations algébriques.

Les deux sections précédentes donnent la recette a appliquer pour que l'on
puisse calculer les différents modes d’oscillation. En effet, grace a la décomposition
toroidale-poloidale choisie, en géométrie cylindrique, les modes k et m apparaissent
comme des variables que 'on peut faire varier. En discrétisant ensuite les dérivées
dans la direction radiale, on se retrouve avec des équations solvables numériquement.

Commencons par nous essayer sur les différences finies.

3.2.1 Equation de Helmhotz

Avant d’entamer la résolution du probléme hydrodynamique, considérons un pro-
bléme de champ magnétique sans force (force-free magnetic field), il trouve son ori-
gine en astrophysique. Par exemple, le champ magnétique dans la couronne solaire
est souvent considéré comme un champ sans force [30]. Dans un plasma ou le flux
de vitesse est beaucoup plus petit que le son isotherme et les vitesses d’Alfvén,
I’équation du mouvement du plasma se réduit a celle de la magnétohydrostatique.
Lorsque, en outre, les forces gravitationnelles et hydrodynamiques sont négligeables

par rapport aux contraintes magnétiques locales, la relation d’équilibre des forces
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de la magnétohydrostatique devient I'équation du champ sans force. L’étude de
ce probléme est une justification physique qui méne a la résolution de I’équation
d’Helmholtz suivant le développement suivant. Un tel systéme physique se résume

a résoudre la force de Lorentz qui s’annule
JxB=0 (3.23)
avec la condition V- B = 0. Comme j = 1/uoV x B, on a
(VxB)xB=0 (3.24)

Si la densité de courant est non-nulle, cela veut dire que 7 doit étre parallele & B,

on peut exprimer cela comme o7 = aB, ce qui donne
V x B=aB (3.25)

ou « est une fonction scalaire connue sous le nom de force free parameter, on consi-
dére que a n’est pas une fonction de la position mais est bien constant, le champ
est alors appelé linear force-free field. En prenant le rotationnel de I’équation (3.25)

et avec la condition de divergence nulle du champ magnétique, on obtient
V’B = —o’B (3.26)

I’équation de Helmholtz. Dans la chromosphére supérieure et la couronne inférieure
du Soleil, on peut approximer le champ magnétique comme étant sans force [2] . Nous
voila avec une situation physique intéressante qui nous permet de tester la méthode
des différences finies afin de réduire cette équation en un probléme algébrique, qui

est aussi un probléme aux valeurs propres généralisé.

1 Dimension cartésienne

De maniére générale, considérons f(r) une fonction, pour r = (z,y,z) qui ne

dépend que de x . En une dimension cartésienne on a

d

(@) =~k () (3:27)
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La solution générale est donnée par

f(z) = Acos (kx) + Bsin (kz) (3.28)

df(x) _

e Oenx =0

Pour z € [0, L], on impose les mémes conditions aux bords :
et x = L Pour la premiére C.B, on a B = 0. Pour la deuxiéme C.B, pour toute
amplitude A, on a :

0= —kAsin (kL) (3.29)

Donc k? = ”27;2, avec n € Z. La solution est donnée par
f(z) = Acos (%x) (3.30)

Pour la résolution numérique, on réécrit 1’équation en la discrétisant grace aux

différences finies,
Jirn = 2fi + ficx
h2

= —k*f; (3.31)

avec f = [fo, fi,..., fa] pour i = 0,...,n . On peut imposer des conditions aux
bords de type Neumann illustrées a la premiére/derniére ligne par une dérivée en

avant/arriére qui s’annulent aux bords. On a donc le systéme

hoh o0 0 ..ol 00 o0 o0 .. 0|]p]

1 =2 1 0 ... 0| | fu 01 0 0...0||#H

% . AL e .

0 ... 0 1 =2 1| |fuu 0 ... 0 0 1 0| /|fus

(0 ... 0 0 —h h| | fu] 0 ... 0 0 0 0] [ fn
(3.32)

On voit dans la figure 3.3 que la solution numérique est cohérente avec la solution
analytique. En effet, le comportement des vecteurs propres numériques est équivalent

car un multiple d’un vecteur propre est encore un vecteur propre.

49



f(x) = A cos(nmnx/L) Vecteurs propres numériques triés
1.00

1.00 A

0.75 1 0.75

0.50 A 0.50

Vecteur propre 1
Vecteur propre 2
—— Vecteur propre 3
—— Vecteur propre 4
Vecteur propre 5

\

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X Position

0.25 1 0.25

0.00 1 0.00

f(x)
Amplitude

—0.25 4 —0.25 4

—0.50 —0.50 1

—0.75 1 —0.75 1

—1.00 A —1.00 4

F1GURE 3.3 — Comparaison des solutions (vecteurs propres) analytiques (& gauche)
et numériques (a droite) de 'équation de Helmoltz en 1 dimension cartésienne.

2 Dimensions cylindriques : On peut complexifier un peu et se rapprocher de
notre probléme en regardant 1’équation de Helmholtz en coordonnées cylindriques
<S7 <107 Z)? on a

10f 0*f O°f

105 O O g
585+852+8902 i (3:33)

on utilise la séparation des variables,

f(s,0) == 5(s)2(p) (3.34)
en substituant,
s2 [108 0%*S 1 9%
T - <) [ gy v oy 3.35
S(s) | s Os * 0s? * D(p) D2 " (3:35)
on peut alors exprimer ®(¢) = Ae"™? | m € Z. On obtient aussi 'expression
suivante
9%S oS
200 00 2 j22\0_
952 —i—saS (m* —k"s°)S =0 (3.36)

En faisant le changement de variable § := ks et en écrivant S(3) := S(5/k) = S(s),

cela peut étre réécrit comme

L0028 08
== +5s

o %—( 2_358=0, meZ (3.37)

qui est I’équation des fonctions de Bessel. La solution analytique est donnée par une

combinaison linéaire des fonctions de Bessel de premiére et deuxiéme espéce d’ordre
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S(s) = AJp(ks) + B.Y,(ks) (3.38)

Ici, nous ne considérons que la solution réguliére sur s € [0,a] ot a est le rayon du

cylindre. La solution radiale est donc

S(s) = A.Jp(ks) (3.39)

Pour la solution numérique, on réécrit & nouveau I’équation en la discrétisant grace

aux différences finies, ce qui donne

-2 2 0 ... 0 fo 0 0 0 . 0
—s1 0 S1 ... 0 fi 5?2 —2st &7 .. 0
1 N 1
2h h?
0 ... —sp1 0 Sp_i| | fasr 0 ... s, =282, 2 | |fau
0o ... 0 0 2h fn 0o ... 0 0 0
0O 0 0 ... 0 fo 0O 0 0 0 ... O fo
_m2 : — —]C2 .
0 ... 0 1 0 fn—l 0 ... 0 0 S%L*l 0 fn—l
0O ... 0 0 O fn 0O ... 00 0 O fn
(3.40)

On peut comparer les solutions analytiques et numériques dans le tableau 3.4. En
prenant une discrétisation de 1000 points, on voit que les valeurs propres sont égales
a 0,01% pres. Cet écart peut étre réduit en augmentant le nombre de points mais
cela a des limites. Afin d’améliorer la convergence des solutions numériques, les
conditions aux bords ont été séparées en 2 cas distincts : m pair ou m impair, cela a
permis de réduire 1’écart aux solutions analytiques. Par simplicité, nous continuerons

avec les différences dans les prochaines résolutions numériques.
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Fonctions de Bessel

1.0 1

0.8 4

0.6
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FIGURE 3.4 — Solution analytique de I’équation de Helmholtz cylindrique (&
gauche) et comparaison des valeurs propres analytiques et numériques (& droite).

3.3 Formulation du probléme

Grace aux chapitres théoriques et aux sections précedentes, une formulation ex-
plicite de la question de recherche peut étre donnée. Soit, un cylindre infiniment long
en rotation constante, composé d’un fluide conducteur, imprégné d’un champ ma-
gnétique homogene et plongé dans un champ magnétique extérieur ; trouvons tous
les modes d’oscillation pour les nombres d’onde k et m a partir d’'une décomposi-
tion toroidale-poloidale. Une fois les méthodes mathématiques de décomposition et
discrétisation développées, ce probléme peut étre résolu numériquement. L’étude est

divisée en 2 parties : Hydrodynamique et Magnétohydrodynamique

5 . By ,
z Q ; zZia
— ! ' —— '
: P(s,0,2) i P(s,0,2) §
é ' i Eext =-Vo ’ i Eext =-Vo
| /o / §
R 40 T N i i DAt
- L T AT
Ay
e | LD I 1
Ny | ! v/
4 )
. /
x 2

FIGURE 3.5 — Schéma des 2 études : Hydro (a gauche) et MHD (a droite)
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3.3.1 Hydrodynamique

On commence par se familiariser avec le probléme en regardant uniquement la
dynamique des fluides. Contrairement a I’expérience de Lundquist, les perturbations
peuvent se propager dans toutes les directions et le fluide est en constante rotation.
Dans le cas purement hydrodynamique, nous ne devons considérer que 1’équation
d’Euler linéaire

ov

5 T2Qxv=-Vr (3.41)

avec la condition,

V-v=0 (3.42)

En injectant v qu’on a calculé comme

2
Vs = <k2P(s) + %P(s)) gilkztmetwt) (3.43)
moP i |
v, = (z’k:T(s) + %E - 2-2”‘13@)) gilkztmptut) (3.44)
oP ik ; |
v, = (ik% + %P(s) - ?T(s)) gilkztmp+at) (3.45)

cela donne I'équation vectorielle (3.41) en composantes

K*P(s) + 2 P(s) ikT (s) + m22 _ im p(s) ox

0 1 m m m2 -

o | T (s) + 2250 — B P(s) [ +20 k2P(s) + ™ P(s) =—|1l&

ikGE + 5 P(s) — 2T (s) 0 O
(3.46)

Pour connaitre le champ v, on doit connaitre P et T'. Afin de trouver les fonctions
de ces champs scalaires, on doit se retrouver avec 2 équations a 2 inconnues en 7'(s)

et P(s). Pour obtenir un tel systéme, on calcule

V x (3.45)]s et V x (V x (3.45))]s (3.47)
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En regardant la composante radiale, on se retrouve avec le systéme suivant

;

—w (2ikmP(s) + (—ik?s® — im?)T(s)) + 2 (iQk3s? + iQkm?) P(s) = 0

w (=2ikms®T(s) + (ik*s* + 2ik*>m?*s® + ik*s* + im* —im*)P(s)) + (3.48)

o ((ihes? s+ ams) L2+ (st — o)) +

\4iQk:2ms2P(s) + (=2iQk3st — 2iQkm?s?)T(s) = 0

Afin de résoudre ces équations dans notre géométrie, on se doit prendre en considéra-
tion les conditions aux bords. Etant donné que 'on considére un cylindre infiniment
long, on ne doit pas se soucier de conditions a la base ou au sommet du cylindre. Le

long du cylindre, v - e, = 0. Pour un rayon a = 1, la condition se traduit par
s M ' kztwt
<k + ?> lim1 P(s = 1)elmeth=ted — g 5 P(s=1)=0 (3.49)
La composante poloidale du champ doit étre nulle le long du cylindre.

Axisymétrie

A partir du systéme (3.48), on peut isoler P par rapport & T, ce qui donne la
relation
2

2
W g2

T

(3.50)

qu’on peut remplacer dans la deuxiéme équation du systéme, ce qui nous donne :

k
s2 (k%2s% +m?)

—m*(m® — w® — Km®(w® — 49%) — k*s* ((1 4 3m*)w® — 4mw

—8m*(?) + k*s*m? ((4 — 3m*)w” + 4mwQ + 4m*Q?) P(s)

OP(s) 8213(3))

2 2 2
B + s(k*s* 4+ m”) 92

+ s(k?s® + m?)w? ((k232 —m?) =0 (3.51)

Si on pose les mémes restrictions que dans 'expérience de Lundquist, c¢’est-a-dire
que le probléme est axisymétrique % = 0 qui se traduit par m = 0, on obtient

une équation beaucoup plus simple, donnée par I’équation différentielle de Bessel
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légérement modifiée

(k2 (4—92 - 1) - l) P(s) + éa];f) + 32£§5> —0 (3.52)

La solution de cette équation différentielle est donnée par une combinaison linéaire

de fonctions de Bessel de 1°7¢ et 2°™¢ espéce

2 402 2 402
P(s)=c1J; (iks w—2> + oY) (—iks “—2) (3.53)
w W

Pour m = 0, P(s) = 227 (s) :

2 2 _ 402 2 2 — 402
T(s) = uJ—clJl (iks d ) + d Y] (—ikzs w_) (3.54)

2k w2 2k w?

Ces solutions illustrent bien le fait d’'une perturbation axisymétrique en géométrie

cylindrique.

Afin de résoudre le systéme d’équations différentielles (3.48), on met en évidence
les termes dépendants ou non de w. On se retrouve alors avec un systéme que l'on

peut écrire comme un probléme aux valeurs propres généralisé.

0 2Qkm?1/s+ik*| |T(s)
20> Hhmy _ 2m | p(s)

A
im? g2 2 T(s
= W s* 9 s? ( ) (355)
ppmy, By g3 kB9 4 k02| | P(s)
B

on a bien un systéme de la forme

A-v=wB-v (3.56)

ol w vérifie de maniére générale

Det (A —wB) =0 (3.57)
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Grace a la réduction en un probléme aux valeurs propres, il suffit de résoudre ce
systéme pour obtenir les valeurs propres étant les fréquences propres d’oscillation
avec les vecteurs propres correspondants. Ces valeurs nous donnent les modes propres
d’oscillation des ondes inertielles dans un cylindre infiniment long. Une fois que les
opérateurs différentiels sont discrétisés par la méthode des différences finies, ils se
transforment en opérateur algébrique, de cette facon on pourra résoudre le probléme
numériquement. Commengons par discrétiser s € [0, a], on a est le rayon du cylindre

en n intervalles égaux de longueur h.

S =(S0,81,-+8n-1) (3.58)

Les champs T'(s) et P(s) peuvent étre écrits comme

T =(Ty,Ty,...,Tos) (3.59)
P=(Py,P,...Pyy) (3.60)

Chaque membre du systéme est multiplié par s* pour éviter les divisions par zéro
lorsqu’on intgégrera sur toutes les valeurs de s. Ayant discrétisé notre systéme,
chaque membre des équations devient une matrice de taille n x n agissant sur les

vecteurs T et P. On peut réécrire notre probléme proprement,

(3.61)

E
2
¥
$
=
&

Le systéme (3.61) est résolu dans le langage de progammation python avec le package
scipy en utilisant les solveurs de problémes aux valeurs propres généralisés linalg. En
fonction des parameétres imposés €2, k et m, on sélectionne la valeur propre dominante
qui nous donne une valeur pour w. Les vecteurs propres, eux, sont donnés en un seul

bloc pour T et P a la fois, on sépare donc les champs toroidaux et poloidaux.
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FIGURE 3.6 — Vecteur propre toroidal (gauche) et poloidal (droite) pour k = 1,
m = 1.

Les composantes du champ de vitesse (vs, v, v,) peuvent étre reconstruites grace
aux équations (3.15-3.17) que 'on implémente numériquement aussi. On peut ob-
server le comportement oscillatoire des amplitudes des composantes du champ de
vitesse pour s € [0, 1]. Cependant, lorsque 1'on calcule les composantes du champ
de vitesse, des divisions par s apparaissent, faisant ainsi diverger les amplitudes
de v pour les premiéres itérations de s;. On peut donc observer les composantes
(vs8?,v,8%, v,5?),a la figure 3.7, qui illustrent tout de méme les comportements de
ces oscillations bien que les valeurs des amplitudes ne sont pas parfaitement rele-
vantes.

Amplitude des oscillations de vy

~ Vs en fonction de s 10 0000100

14
\ 0.000075
o
B

0.000050

~ Wy en fonction de s

00001 A 0000025
N
00000 4
4 2000000

1e-5 ~ Wz en fonction de s -0.000025

2
5 4
o4 -0.000050
T T T T T T

oo 0z 04 08 a8 o a0 oz o o5 o8 o
Posttion 5 Position 5

Amplitude des oscilations de Vg

-0.000075

F1GURE 3.7 — Composantes du champ de vitesse dans la direction s (a gauche).
Evolution de v, en fonction de s et z (& droite), pour k =1, m = 1.

Il n’est pas vraiment pertinent de faire varier la valeur de la rotation globale €2
étant donné que les valeurs propres associées sont simplement proportionnelles a sa
valeur, on fixe donc 2 = 1[rad/sec| pour I'ensemble de nos simulations. Dans la

suite, nous allons regarder des comportements pour 2 autres cas : k > m et k < m.
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k=2etm=1:
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FIGURE 3.8 — Vecteur propre toroidal (gauche) et poloidal (droite) pour k = 2,

m = 1.
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FIGURE 3.9 — Composantes du champ de vitesse dans la direction s (& gauche).
Evolution de v, en fonction de s et z (& droite), pour k =2, m = 1.
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FIGURE 3.10 — Vecteur propre toroidal (gauche) et poloidal (droite) pour k = 1,
m = 2.

28



Amplitude des oscillations de Vy
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FIGURE 3.11 — Composantes du champ de vitesse dans la direction s (a gauche).
Evolution de v, en fonction de s et z (a droite), pour k =1, m = 2.

Les différentes simulations nous donnent des résultats qui, malheureusement, ne
convergent pas assez vite dans tous les cas. En effet, pour le cas k=2 et m =1, le
solveur donne la valeur propre fondamentale w = 1.963855 (pour n = 1000 points) ce
qui correspond exactement a la valeur propre dominante calculée analytiquement,
figure (1.4). Cependant, pour les 2 autres cas, les valeurs propres calculées sont
différentes de celles attendues. Cela est du a la lente convergence algébrique des
différences finies et au fait qu’il n’y ait pas de condition aux bords pour la base et
le sommet du cylindre. En imposant des valeurs limites, cela aiderait le solveur a

converger plus vite et donc renvoyer les valeurs propres attendues.

Bien que les valeurs propres calculées ne soient pas forcément toutes correctes, on
peut tout de méme légérement discuter les graphes. On obtient des comportements
différents pour les vecteurs propres toroidaux-poloidaux mais les conditions aux
bords sont toutes bien respectées : les champs scalaires & l'origine et au bord du
cylindre valent zéro. Les oscillations du champ de vitesse s’illustrent bien dans les
3 directions, ce qui démontre bien la non-axisymétrie de notre étude. Lorsque les
valeurs de k ou m varient, on regarde différents modes d’oscillation plus ou moins
rapide dans la direction longitudinale pour k et azimutal pour m. La modulation
de ces valeurs permet de définir les caractéristiques de propagation de 1'onde en
géométrie cylindrique, influencant la longueur d’onde, la fréquence, les modes de

résonance et les propriétés de dispersion de I'onde.
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3.3.2 Magnétohydrodynamique

On prend maintenant en compte le champ magnétique, ce qui revient a résoudre
les ondes magnéto-Coriolis en appliquant la décomposition toroidale-poloidale. Ré-

écrivons les équations qui décrivent ce systéme

— 4+ 2Q = — —(Bg-V)b 3.62
5 + X v Vr+ MOP( 0:V) ( )
ob
— = (By - 3.63
avec les conditions
V-v=0; V-b= (3.64)

Afin d’obtenir un systéme complet qu’on peut résoudre de la méme maniére que la
version purement hydrodynamique, on applique a nouveau aux champs de vecteurs
la décomposition toroidale-poloidale. On peut alors réécrire les équations vectorielles

de la quantité de mouvement en composantes

k2P(s) + 2 P(s) ikT(s) + 92 — i p(s)
0 . ) 2
o | T (s) + 2250 — B P(s) [ +20 k*P(s) + 5 P(s) =
ik9E + R p(s) — T (s) 0
= KF(s) + 2 F(s)
By 0 A ,
_ on v - . im 0 im
e |+ s | O+ 2 - ) | 66
on ik9E + B F(s) — G(s)
et pour I’équation d’induction
K2F(s) + " F(s) k2P(s) + ™ P(s)
2 kG im OF im = B 2 kT im OP im (3 66)
57 | RG(s) + 555 — FF(s) | = Bog | ikT(s) + 555 — FP(s) :
ks + £ F(s) — G(s) ikGs + FP(s) — *T(s)
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Pour obtenir un systéme de 4 équations a 4 inconnues en T'(s), P(s), G(s) et F(s)

on prend

V x (3.65)]s et V x (V x (3.65))] (3.67)

et
(3.66)|s et V x (3.66)]s (3.68)

On peut se demander ici pourquoi il faut prendre au moins une fois un rotationnel
pour I'équation d’Euler et pas spécialement pour I'induction. C’est simplement que
nous voulons éliminer le gradient de pression qui n’apparait pas dans ’équation

d’équation. Pour les équations du mouvement, on obtient

(=2ikmuP(s) + (ik*us® + im?*pu)T(s))w + (20 Bok*mpF(s)

+ (—iBok®ps® — i Bokm?p)G(s) — 2(ik*us® + ikm*u)P(s)) = 0 (3.69)

— w(2tkmps®T(s) + (—ik*ps* + (=2ik*>m® — ik*)ps® + (—im* + im*)p) P(s)+

: . (P d*(P
(ik*us® — im?us) Els) diQ ))

— 2iBok*mps®G(s) — 4ik®>mus®P(s) + (iBok®ps* + (2i Bok®m?* + iBok®) ps®+

+ (ik*ps* + im?ps?)

(iBokm* — iBokm?)p)F(s) — 2(—ik>us* — ikm?us®)T(s)

d(F d*(F
+ (—iBok®ps® + i Bokm?ps) ((1 ) + (=iBok®ps* — iBokm?ps?) d( 2> =0 (3.70)
s s
et les équations de I'induction donnent
(ik*s* + im*)wF(s) + (—iBok®s* — iBokm?)P(s) = 0 (3.71)

(2ikmF (s) + (—ik*s* —im?)G(s))w — 2i Bok*mP(s) + (iBok®s® + iBokm*)T(s) = 0
(3.72)
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On peut aussi réécrire le systéme sous forme matricielle

Ay | Ay | As | Ay
As | Ag | A7 | As
Ag | Ao | A1n | Aro
Az | Ay | Ass | Ase

B, | By | By | By
Bs | Bg | By | Bg
By | Bio | Bi1 | B2
Bis | Bia | Bis | Bie

I
&

(3.73)

o QYN
o QTS

Ici, les matrices A et B sont composées de 16 blocs de matrices de taille n x n. Cela
ne change en rien la méthode de résolution bien que les temps de calcul augmentent
considérablement. Comme pour le cas hydrodynamique, nous devons faire attention
a la condition au bord du cylindre en s = a. Un tube de flux magnétique est entouré
d’un champ magnétique extérieur B,,;, on peut supposer que celui-ci peut étre
dérivé d’un potentiel de la méme forme que les champ toroidaux-poloidaux. C’est a
dire qu’on a

B, = —V® o & = &(s)elmethatet) (3.74)

Ou @ est a nouveau lamplitude de Fourier. Comme V - B = 0, nous pouvons

résoudre

V20 =0 (3.75)

ce qui nous donnera la forme du potentiel. En coordonnées cylindriques, I’équation
s’écrit

PP 109 10*°® %0

Sans surprise, nous résolvons a nouveau 1’équation de Bessel. Cette fois, nous avons
besoin que le champ magnétique extérieur soit régulier pour s € [a, oo]. Les solutions

que nous sélectionnons sont alors les fonctions de Bessel de deuxiéme espéce
d(s) = C1Y,(—iks) (3.77)

tel que
® = C1 Y, (—iks)elmethztwh (3.78)

J’omettrai églement le” pour alléger ’écriture. Maintenant que nous connaissons &,

nous devons nous assurer qu’a la frontiére, les perturbations du champ magnétique
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b sont continues avec le champ magnétique extérieur, tel que

bleoi= —VO|,_, (3.79)

Je ne préciserai pas la condition s = 1 dans les équations suivantes pour alléger

I’écriture. On peut écrire la condition pour chaque composante de b et —V®

0

AL 2 2 _ v s

§ : (K+m’)F=-C 5 (Ym( zks)) (3.80)
R . . oF : :
@ : |ikG+ imo = imF | = —imCLY,,(—iks) (3.81)

s
. L OF : : :
z (zk‘a— + ik F — sz) = —ikC1Y,,(—iks) (3.82)
s

Dans la suite, nous aurons besoin de calculer les dérivées de Y,,. Grace aux propriétés

des fonctions de Bessel et aux relations de récurrence, on peut calculer que

% (Ym(—ik;s)> - —% (Ym_l(—z’ks) - Ym+1(—z’ks)> (3.83)
et donc
aa_; (Ym(—ik3)> - —%2 (Ym_z(—ik‘s) 2V (—iks) + Ym+2(—ik‘8)> (3.84)

En résolvant ce systéme, on peut calculer les valeurs de C; pour différents nombres
d’onde k et m. On connait donc les valeurs que doivent prendre les champ G et
F en s = 1. On implémente donc ces valeurs aux bords dans les blocs de matrices

correspondants.

En suivant les différentes étapes de cette section, comme pour le cas hydrody-
namique, on obtient les solutions numériques pour la valeur propre, les vecteurs
propres, les perturbations du champ de vitesse et les perturbations du champ ma-
gnétique. Malheureusement, en raison de la faible précision des différences finies et
de la lenteur du langage python, les solutions pour la valeur propre ne convergent

pas, on ne peut donc pas poursuivre les analyses.
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Chapitre 4

Perspectives et conclusion

4.1 Cylindre fini et topographie initiale

Dans un premier temps, il serait intéressant d’imposer des conditions aux bordx,
a la base et au sommet du cylindre afin de s’assurer que les solutions du solveur
hydro sont en accord avec les solutions analytiques calculées par la méthode dite
de Poincaré. Si c¢’est bien le cas, on peut clairement imaginer que les résultats d'un
tel solveur pour les ondes magnéto-Coriolis seraient corrects et on aurait alors un
outil qui permet tous les modes de vibration des ondes MC pour une géométrie

cylindrique.

Topographie initiale

Lundquist a étudié les modes propres de vibration m = 0, pour une surface
plane & la base du cylindre. Or, dans un cadre géophysique, pour le noyau externe
de la Terre, c’est la surface de la graine solide de la Terre, qui, en vibrant, pro-
voque la perturbation initiale. Bien que I’on continue de négliger divers phénomeénes
se produisant au centre de la Terre, il serait trés intéressant d’imposer une topo-
graphie initiale a la base de notre cylindre. Cette topographie rendrait compte des
irrégularités a la surface de la graine solide qui sont représentées par une fonction

bosselée.

2(s,0) = g(p).f(s) (4.1)
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Avec

[e.e]

9(p) = (A cos(ng) + Bysin(ng)) (4.2)

n=0

= Z Cpe™ avec C, = \/ A2 + B2 (4.3)

n=0

(4.4)

Pour la fonction radiale, on peut prendre n’importe quelle fonction définie sur ’'inter-

valle du rayon du cylindre, par exemple f(s) = cos (2s)+sin (3s). Notre topographie

sera donnée par :

(4.5)

FIGURE 4.1 — Topographie a la base d'un cylindre pour f(s) = cos(2s) + sin (3s)
avec des schémas de colonnes de Taylor.

Etant donné que les conditions aux bords sont v - n = 0 a la paroi, a la base
et au sommet du cylindre, nous devons connaitre le vecteur normal unitaire de la

surface initiale. Le gradient d’une fonction renvoie le vecteur orthogonal aux courbes

de niveau. On prend donc
Vz(s, ¢)
IVz(s, 9)]

De cette fagon, on peut s’imaginer que les différentes bosses formées par la topo-

n =

(4.6)

graphie implémentée par la fonction z(s, ¢) agiront comme des obstacles a la base

du cylindre tangent, formant des colonnes de Taylor-Proudman paralléles a I'axe de
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rotation dans lesquelles se propageront les ondes inertielles induites par une pertur-

bation de la base.

4.2 Limites des simulations

Malgré les limites de nos résolutions numériques, toute la recette qui permet de
résoudre ces équations a été développée. Il suffit donc de reprendre le méme raison-
nement et d’utiliser une méthode spectrale pour discrétiser le probléme, comme les
polynémes de Chebyshev [26]. Typiquement, les points de Chebyshev sont donnés
par

zj=cos(jn/N) ou j=0,1,..,N (4.7)

Comme on peut lire dans la référence précédente, les erreurs d’une telle discréti-
sation diminuent trés vite et offrent une convergence exponentielle avec le nombre
de points tandis que I'on a une convergence algébrique pour les différences finies.
Grace a I'accumulation des points proches des bords, les conditions aux bords sont
mieux traitées, les matrices de différenciation sont plus efficaces, le temps de cal-
cul est moindre, etc. De maniére générale, cette méthode spectrale nous aurait été

grandement utile dans cette étude de dynamique des fluides et d’électromagnétisme.

Suite & ces améliorations, il serait trés intéressant de réaliser une expérience
similaire afin de comparer les prédictions théoriques qui seraient basées en partie
sur ce travail. Une telle expérience pourrait s’apparenter a celle de Lundquist (1949)

mais en ajoutant une rotation globale au réservoir.

4.3 Futur de 'outil

Grace a la décomposition toroidale-poloidale et a une discrétisation, on peut
rédiger un code qui résout un tel probléme. Aprés avoir procédé aux améliorations
. . . , . L.
possibles, on se retrouverait en la possession d’un outil numérique capable de cal-
culer n'importe quel mode d’oscillation des ondes inertielles pour une géométrie
cylindrique. Cela peut étre trés utile dans la communauté des géophysiciens et as-
trophysiciens car il n’existe pas de solution analytique aux calculs de ces ondes pour

un phénoméne MHD.
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4.4 Conclusion

A travers les années, les recherches en mécanique des fluides et magnétohydro-
dynamique n’ont cessé d’apporter des réponses aux questions que ’'on peut se poser
lorsque I'on s’intéresse a la géophysique, a la physique solaire et a encore bien plus de
domaines. Grace a ’accessibilité des méthodes numériques, de nombreux problémes
sans solution analytique peuvent dorénavant étre résolus. Les solutions analytiques
des ondes inertielles de tout mode k et m pour un fluide en rotation uniforme dans
un cylindre sont connues. L’expérience de Lundquist nous donne une solution ana-
lytique des ondes MHD dans un cylindre pour une perturbation m = 0 a sa base. Il
est naturel de s’intéresser aux solutions lorsque l'on couple ces 2 études : 'étude de
tous les modes de vibration des ondes magnéto-Coriolis en géométrie cylindrique.
C’est pourquoi, dans ce mémoire, pour donner suite & ces motivations et leurs liens
avec la géophysique et 1’astrophysique, une méthode de calcul incluant I'algorithme

numérique de la résolution est développée.

Afin de réaliser un tel projet, un socle de connaissances et de compréhension en
hydrodynamique et magnétohydrodynamique est primordial. C’est donc naturelle-
ment que le chapitre 3 est précédé de deux chapitres plus théoriques qui exposent et
développent des phénomeénes qui doivent étre redérivés et compris avant d’aborder la
résolution de cette étude. Dans le chapitre 3, la marche a suivre pour résoudre cette
étude est complétement développée théoriquement ; le solveur numérique développé
dans le cadre de cette étude apporte certains résultats décrits dans ce mémoire. Bien
que les résultats numériques ne semblent pas satisfaisants pour I'instant, la méthode
et Ialgorithme de résolution des ondes magnéto-Coriolis en géométrie cylindrique
ont été développés. En continuant & améliorer cet outil, par optimisation de la dis-
crétisation, on se retrouvera avec un réel calculateur utile pour des phénoménes

géophysiques et astrophysiques.
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Annexe A

Codes Python

Les codes Python qui ont servi pour la résolution
o de I’équation transcendante
o de I’équation de Helmholtz cylindrique
o des ondes inertielles en décomposition Toroidale-Poloidale

se trouvent sur mon compte GitHub.

Algorithme du solveur d’ondes inertielles

Les différentes étapes pour faire ressortir les résultats désirés sont déja expliquées
dans les sections précédentes. Ci-dessous se trouve un schéma simple qui reprend la

recette de résolution et visualisation des résultats.

[Initialisation des paramétres}

.

[Construction des blocs A,‘] [Construction des blocs Bi]

[Assemblage de la matrice A] [Assemblage de la matrice B]

N

[Résolution du probléme aux valeurs propres}

LReconstruction des vecteurs propres toro'l'daux-polo'l'dauxJ

[Reconstruction des champs de vitesse]
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https://github.com/Alnuyt/Modele-simple-Ondes-MHD-dans-le-noyau-terrestre
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