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Résumé

Dans ce papier, un produit télématique d’assurance automobile a été congu sur base
de scores flous de conduite. Ces scores flous dépendent de données télématiques relatives
au comportement routier qui sont récoltées a distance afin de modifier la tarification des
assurances. La nature floue qui caractérise ces données a été modélisée a 'aide de la théorie
des ensembles flous. Cette théorie tient compte de 'imprécision relative a certaines classes
d’objets et permet I'adhésion graduelle d'un objet & un ensemble. De nombreux concepts
ainsi que certaines définitions liées aux statistiques floues ont été définis pour cette théorie.
La logique floue, qui fait partie de la théorie des ensembles flous, permet de prendre une
décision en tenant compte de I'imprécision et de I'incertitude. C’est grace a celle-ci que
plusieurs sous-scores flous de conduite compris entre 0 et 100 ont été construits, chaque
sous-score étant lié & un domaine bien précis (vitesse, prise de virages ...). Au plus le
sous-score d'un assuré se rapproche de 100, au moins son comportement est per¢gu comme
risqué en ce qui concerne la sinistralité. Ces sous-scores ont ensuite été utilisés au sein d’un
systéme bonus-malus pour construire un produit télématique.

La source premiére de ce travail est un ouvrage de Wierman (2010), intitulé An intro-
duction to the mathematics of uncertainty.



i




Abstract

In this paper, a telematics-based car insurance product has been designed based on
fuzzy driving scores. These fuzzy scores depend on telematics data related to driving be-
havior that are collected remotely in order to modify insurance pricing. The fuzzy nature
of this data was modeled using fuzzy set theory. This theory takes into account the impre-
cision relative to certain classes of objects and allows the gradual adhesion of an object to
a set. Many concepts and some definitions related to fuzzy statistics have been defined for
this theory. Fuzzy logic, which is part of the theory of fuzzy sets, makes it possible to make
a decision taking into account imprecision and uncertainty. It is thanks to this theory that
several fuzzy driving sub-scores between 0 and 100 have been built, each sub-score being
linked to a specific domain (speed, cornering ...). The closer an insured’s sub-score is to
100, the less risky his or her behavior is perceived to be in regard to the claims experience.
These sub-scores were then used within a bonus-malus system to build a telematics product.

The primary source for this work is a book by Wierman (2010), entitled An introduction
to the mathematics of uncertainty.
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Introduction

La théorie des ensembles est une branche des mathématiques qui permet de déterminer
si un objet dans l'univers fait partie d’'un ensemble particulier (Enderton, 1977). Détermi-
ner si le résultat d'un lancer de dé fait partie d’'un certain ensemble est évident. Cependant,
I’aléatoire n’est pas la seule source d’incertitude présente dans le monde et si les limites
d’un ensemble ne sont pas clairement définies, il est parfois difficile de classer un objet.
Plusieurs causes peuvent amener de I'imprécision telles que la subjectivité de I'intervenant
ou l'imprécision du langage (Wierman, 2010). La classification d’un conducteur illustre ce
type d’incertitude. Quels critéres déterminent si une personne est plutot dangereuse, calme
ou détient un comportement modéré au volant ? Tout dépend de la perspective du question-
neur. Classer ce conducteur dans un ensemble bien défini est un acte quelque peu difficile.
C’est en raison de ce probléme que Zadeh (1965) a développé la théorie des ensembles flous
qui tient compte de I'imprécision relative & certaines classes d’objets et permet ’adhésion
graduelle d'un objet & un ensemble.

Dans le monde de l'assurance, le caractére flou est a privilégier pour modéliser 'im-
précision et l'incertitude de certaines variables. La logique floue, qui est une extension de
la logique classique, fournit un cadre conceptuel puissant dans la résolution des problémes
d’incertitude et d’imprécision linguistique (Yager et Zadeh, 1992). Ce mémoire a pour
principal objectif la conception d'un produit télématique d’assurance automobile qui tient
compte de ce caractére flou. Il est organisé comme suit :

e Le chapitre 1 définit la tarification de I'assurance automobile traditionnelle et défend
I’apport que peuvent fournir les données télématiques a celle-ci.

e Le chapitre 2 évoque la théorie des ensembles flous et les nombreux concepts qu’elle
détient tels que les nombres flous et le principe fondamental d’extension de Zadeh.

e Le chapitre 3 décrit la logique floue et la construction de systémes d’inférence floue.
Ces derniers étant particulierement utiles pour la création d’un score flou de conduite.

e Le chapitre 4 parcourt les définitions principales de I’espérance floue. Des applications
dans le domaine de ’assurance automobile sont évoquées.

e Le chapitre 5 congoit un produit télématique par un systéme bonus-malus en utilisant
la théorie des ensembles flous. Plusieurs sous-scores de conduite sont construits et
utilisés afin de modifier la tarification de 'assurance automobile.






Chapitre 1

La tarification de ’assurance automobile
et apport des données télématiques

1.1 Meéthode classique de tarification de type GLM

1.1.1 Théorie du modéle

Les modéles linéaires généralisés (GLM) sont trés largement utilisés en assurance dom-
mages afin de tarifer une prime. Ils permettent d’expliquer le lien entre une variable a
expliquer Y et un ensemble de variables explicatives X7, ..., X, au moyen d’une fonction
de lien. L’utilisation du GLM en assurance est expliquée par de nombreux auteurs tels que
Denuit et Charpentier (2005), de Jong et Heller (2008) et Ohlsson et Johansson (2010). En
assurance automobile, la variable & modéliser est liée aux sinistres et peut, par exemple,
se référer a la fréquence ou a la sévérité de ceux-ci. L’objectif est de déterminer la loi
de probabilité de la variable réponse Y. La particularité de ce modéle est que cette der-
niere posséde une densité de probabilité, notée fy 4, appartenant a la famille exponentielle
présente a I’équation (1.1.1)(Denuit et al., 2019).

a(0)
/

Ot a(.) est une fonction convexe monotone qui dépend de 6, ¢(.) est une fonction définie
sur R?, § € R est le paramétre canonique, v est une constante positive connue appelée le
poids et enfin ¢ € R, est le paramétre de dispersion.

fooy ) = eapfZ =2y, ) y € (=00, +00) (1.1.1)

La régression linéaire suppose que toutes les données suivent une loi gaussienne, tan-
dis que le GLM élargit ce modéle aux distributions exponentielles. De nombreuses lois
classiques font partie de cette famille telles que la loi de Poisson, la loi Gamma ou la loi
Normale. Etant donné que le vecteur X représente I’ensemble des variables explicatives, la
meilleure prédiction de Y est la fonction de régression E[Y|X]. Contrairement au modéle
linéaire classique ot la moyenne n’est qu’une fonction linéaire des variables exploratoires,
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4 Méthode classique de tarification de type GLM

c’est-a~dire telle que E3[Y|X] = X7, le modele linéaire généralisé insére cette partie li-
néaire (X73) dans la régression au moyen d’'une fonction de lien inversible. Cette fonction
g : R — R est présente a l’équation (1.1.2).

gEY|X))=n=8+5 x X1+ ...+ 8, x X, = X3 (1.1.2)

Ou Y est la réponse, X; ... X, sont les variables explicatives et fy, ..., 5, sont les co-
efficients de la régression. n est appelé le prédicteur linéaire. Les valeurs prédites par le
modeéle, E[Y|X], sont donc obtenues par 1’équation (1.1.3).

EYIX]=g'(Bo+ b1 x X1+ ...+ B, x X)) =g " (XTB) (1.1.3)

La fonction de lien g(.) dépend de la loi utilisée. Si la réponse Y admet une densité
appartenant a la famille exponentielle, sa moyenne et sa variance sont définies par I’équation
(1.1.4). Dés lors, 6 influe a la fois l'espérance et la variance, tandis que le paramétre de
dispersion ¢ influe uniquement la variance.

EY]=pu=4d(0) et VIY] =d"(0)

ANIRSE

(1.1.4)

1.1.2 Hypothéses de base du modéle

Le GLM possede trois hypothéses importantes a garantir pour la validation des modéles
statistiques (Ohlsson et Johansson, 2010).

Hypothése 1 : indépendance des observations. Soit n polices différentes. Si Y; désigne la
réponse de 'observation i, alors Y7, ..., Y,, sont indépendantes. Bien que cette hypo-
thése soit indispensable, il arrive qu’elle ne soit pas respectée dans le domaine des
assurances. Par exemple, pour une assurance automobile, une catastrophe naturelle
causant de nombreux sinistres ne respecte pas cette hypothése. Pour ce cas de figure,
le GLM ne peut étre utilisé. Dans ce mémoire, tout type d’événement de ce genre est
écarté et les observations sont considérées comme indépendantes.

Hypothése 2 : indépendance temporelle. Soit n intervalles de temps disjoints. Si Y; dé-
signe la réponse dans l'intervalle de temps i, alors Y7, ..., Y,, sont indépendantes.

Hypothése 3 : homogénéité. Soit deux polices possédant une prime identique et la méme
exposition. Si Y; désigne la réponse de la police i, alors Y; et Y5 ont la méme distri-
bution de probabilité.

1.1.3 Le cas des données de comptage

La régression de Poisson permet de modéliser la fréquence de sinistres. Ainsi, le nombre
de sinistres est la variable Y a modéliser suivant un ensemble de variables explicatives
X1, ..., X; définissant chaque assuré. La variable Y suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0 telle que sa densité de probabilité, notée f(y), est définie par I’équation (1.1.5).
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fly) = exp(—)\)g = exp(yln(\) — X —In(y!)),y € N. (1.1.5)

Avec 6 = In(N), a(0) = X = exp(0), ¢ = 1 et c(y, d) = —In(y!).

La fonction de lien canonique g(p) est alors égale & a' (1), c’est-a-dire & In(y). Dés lors,
XT3 =log(E[Y]) et E[Y] = g~ (1) = exp(XT3). Le modéle devient alors multiplicatif.

1.1.4 Prise en compte de ’exposition

Pour tarifer un contrat, il est nécessaire de prédire le nombre de sinistres qui survien-
dront en moyenne I'année suivante. Pour ce faire, le nombre de sinistres survenus sur une
police d’assurance est observé. Cependant, si toutes les polices n’ont pas été observées une
année compléte, il y a lieu de pondérer la fréquence de sinistres par ’exposition. Le pro-
cessus de Poisson détient la propriété multiplicative, dans le sens ot une police observée
1 an aura, en moyenne, 4 fois plus de sinistres qu’une police d’assurance observée 3 mois.
Deés lors, I’équation (1.1.3) devient I’équation (1.1.6) si 'exposition est prise en compte.

E[Y|X] = exp{ XT3 +log(e)} (1.1.6)

O e désigne 'exposition, en années.

1.2 L’apport des données télématiques dans ’assurance
automobile

1.2.1 Le questionnement de ’assurance automobile traditionnelle

Dans toute assurance, ’analyse du risque réel est un enjeu primordial. Elle permet d’at-
tribuer a chaque assuré la prime optimale nécessaire au bon fonctionnement du systéme.
Toute compagnie d’assurance se doit de rester compétitive sur le marché en construisant
le meilleur modéle. Celui-ci dépend bien entendu des prédictions réalisées grace a l'in-
formation récoltée auprés de ses assurés. La mutualisation des risques entre des assurés
présentant des caractéristiques communes est un mécanisme indispensable & ’assurance.
Pour tout assureur, il est essentiel de segmenter son portefeuille en regroupant les risques
homogénes et en leur attribuant une prime similaire. La prime est donc différente d'un
groupe d’assurés a un autre. Traditionnellement en assurance automobile, des variables
classiques telles que 1’age, I'état civil ou le type de véhicule utilisé sont employées afin
d’établir cette segmentation.

Bien que cette information permette la segmentation, elle ne tient pas compte du com-
portement au volant de chaque assuré, ce qui peut conduire a de 'injustice. Un exemple
trés caricatural est celui de deux jeunes conducteurs agés de 23 ans et possédant tous les
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deux le méme véhicule. Ces deux jeunes sont chez le méme assureur et celui-ci risque forte-
ment, toutes choses égales par ailleurs, de leur demander la méme prime. Celle-ci sera par
ailleurs certainement plus élevée que la moyenne de celles des autres assurés, vu leur trés
jeune age (Bressand, 1993). Pourtant, il est probable qu’un des deux conducteurs conduise
plus prudemment que l'autre (en faisant attention a sa vitesse et a ses virages). Malgré ce
fait, ils paieront tout de méme la méme prime sur base de leurs variables traditionnelles.

Dans une vision plus économique, segmenter de maniére optimale son portefeuille peut
permettre & l'assureur d’obtenir un avantage concurrentiel. Dés lors, il est nécessaire pour
ce dernier de ne pas manquer le tournant technologique lui permettant une meilleure seg-
mentation par rapport a ses concurrents. C’est également un moyen d’éviter le phénoméne
d’anti-sélection. En effet, un avantage compétitif I’étant tout autant pour ’assureur que
pour ses concurrents, celui-ci se pénalisera s’il n’en tire pas profit. Afin d’obtenir 'infor-
mation liée au comportement routier de chaque assuré et de pouvoir I'utiliser de maniére
a adapter la tarification de ’assurance automobile, une solution pour ’assureur serait le
recours a l'utilisation de la télématique.

1.2.2 L’utilisation des données télématiques

La télématique référe a 1'utilisation des appareils de télécommunication et des nouvelles
technologies afin d’établir un controle a distance grace au recueil de diverses données. De
nombreuses applications de cette technologie apparaissent dans divers domaines tels qu’en
journalisme, en systéme de santé ou dans le domaine privé. En ce qui concerne le secteur des
assurances, celui-ci n’utilise pas la télématique a grande échelle. Cependant, cette techno-
logie attire beaucoup d’attention dans le secteur automobile, ot certaines données relatives
au comportement routier sont récoltées a distance afin de modifier la tarification des as-
surances. C’est ce que 'on appelle I'assurance basée sur 'utilisation (UBI). Avec I’accord
des assurés, certains véhicules peuvent étre équipés d’un appareil télématique permettant
de collecter et d’envoyer a ’assureur de nombreuses données concernant le conducteur. Ce
dernier peut donc étendre son analyse actuarielle du risque automobile quant au lieu (type
de route, circulation), au temps (kilométrage), au moment (I’heure, le jour de la semaine) et
aux habitudes de conduite (vitesse, accélération, freinage, virage). Ces nouvelles variables
permettent de mieux connaitre I’exposition réelle des assurés sur la route.

Comme outil capable de percevoir ces données, des boites télématiques peuvent étre
installées dans les voitures individuelles. Ces boites sont munies de capteurs multiples, tels
quun GPS et un géométre, capables de détecter de nombreuses manoceuvres diverses de
conduites. Malheureusement, ces boites nécessitent un cotit d’installation et d’entretien
trés élevé. De plus, le conducteur ne recoit aucun feed-back pouvant améliorer son com-
portement au volant. Le déploiement est quant a lui trés limité également. Dés lors, de
nombreuses études se sont penchées sur 'utilisation des applications mobiles pour télé-
phone cellulaire pour le suivi des conducteurs (Handel et al., 2014; Araujo et al., 2012;
Castignani et al., 2013b). Selon ces études, 'utilisation du smartphone est une technique
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plus fiable et dispose de tous les capteurs nécessaires. Toutefois, 1’évolution des technolo-
gies permet aux assureurs d’accroitre leur panoplie d’outils de mesure, comme l'illustre le
recours aux voitures connectées (Leroy, 2014).

Certains auteurs, dont Butler et al. (1988), relévent 'inefficacité et I'injustice des primes
forfaitaires ne tenant pas compte du nombre de kilométres parcourus et de la maniére de
conduire des assurés. Actuellement, c¢’est pourtant la tendance de tarification des compa-
gnies d’assurance automobile du monde entier. Grace au recueil d’information concernant
les habitudes de conduite que peuvent obtenir les assureurs grace a la télématique, il est
désormais possible pour eux d’améliorer I’élaboration du profil de risque de chaque conduc-
teur. Avec ce systéme, le mécanisme de tarification ne se limitera donc plus aux données
traditionnelles connues de tous telles que le sexe, ’age ou I’état civil, mais tiendra compte de
mesures réelles dynamiques. De plus, en améliorant leurs prévisions, les assureurs peuvent
par conséquent donner aux conducteurs plus prudents la possibilité d’obtenir des primes
plus abordables.

Une telle utilisation de la télématique peut étre trés avantageuse pour les jeunes conduc-
teurs qui ont la possibilité d’obtenir des réductions de primes suivant leur comportement
de conduite, dans le cas ol ces derniers répondent aux exigences particuliéres d'un assureur
(So et al., 2021a). Dans un systéme plus classique, les jeunes conducteurs ont généralement
plus de chance d’avoir des primes d’assurance plus élevées que le reste de la population,
car ceux-ci sont statistiquement plus a risque (Le Breton, 2001). La télématique peut
également avoir un effet positif sur la société en général en encourageant un meilleur com-
portement au volant. Les consommateurs sont maintenant en mesure de controler le cofit
de leur assurance en améliorant leurs habitudes de conduite ou en réduisant la fréquence
de leurs déplacements. La société en bénéficie aussi inconsciemment, car cela peut amé-
liorer la sécurité routiére et diminuer les accidents. Comme le souligne Zantema et al.
(2008), innover la politique d’assurance peut avoir un impact significatif sur la sécurité.
Différencier les primes en fonction du comportement sur les routes peut se montrer efficace.

Les progrés technologiques ont donné lieu & diverses variations de I'UBI. De nombreuses
offres variées d’assurance automobile ont vu le jour, telles que "Pay as you Drive" (PAYD)
qui se base sur l’exposition totale du conducteur en tenant compte du nombre de kilo-
métres parcourus, mais aussi du réseau routier utilisé afin de fixer une prime. Le modéle
"Pay how you Drive" (PHYD) se base quant a lui sur le comportement de conduite de 1’as-
suré (vitesse, accélérations brutales, virages brusques, freinages) (Tselentis et al., 2016). I
existe une réelle volonté croissante de rassembler de 'information sur le comportement des
conducteurs afin de moduler le prix des polices d’assurance en fonction de leur niveau de
risque.
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1.2.3 Comportements de conduite liés aux accidents

Quelques études ont analysé les comportements dangereux de conduite qui peuvent
amener & provoquer plus d’accidents. Par exemple, selon Schoner (2019), un comporte-
ment plus dangereux sur la route peut étre expliqué par une action exceptionnellement
brusque ou rapide, réalisée afin de rester sur la voirie ou de s’éloigner suffisamment des
autres véhicules. Le danger routier peut également s’éveiller si les marges de sécurité rou-
tiere (spatiales et temporelles) nécessaires sont réduites a cause des autres usagers de la
route de telle sorte que les actions préventives deviennent compliquées en cas de risque
élevé (Shashua et al., 2018). Comme le reléve également Lerner et al. (2010), la conduite
agressive, qui comprend des manceuvres telles qu'un changement soudain de la vitesse du
véhicule, un changement rapide de la position latérale du véhicule, une accélération ou dé-
célération brutale, est une cause majeure d’accidents de la route. Tous ces comportements
sont des informations liées au risque routier que ’assureur peut récolter en utilisant la
télématique.

1.2.4 Produits télématiques existants sur le marché de ’assurance
automobile belge

Les produits d’assurance automobile ayant recours a la télématique se font encore rares
en Belgique. Il est quand méme intéressant de souligner la mise sur le marché de quelques
produits tels que "We cover" de P&V, "driveXperience" d’Axa ou encore "Safety and More"
(SAM) d’AG Insurance. L’assurance automobile "We cover" s’adresse plus particuliérement
aux jeunes conducteurs de moins de 26 ans. Grace aux données télématiques récoltées,
la prime de chaque assuré peut varier selon le moment auquel le conducteur utilise son
véhicule et le nombre de kilométres parcourus. L’application offre également la possibilité
au conducteur d’avoir une vue générale sur sa maniére de conduire et lui permet ainsi de
s’améliorer. Le produit "driveXperience" d’AXA attribue a chaque conducteur un score de
conduite qui leur permet de réduire sa prime.

1.3 Intégration de la télématique au sein du GLM

1.3.1 Score de conduite construit grace a la télématique

Il existe une littérature grandissante sur la télématique dans le domaine actuariel. Les
prévisions de fréquence de sinistres, la classification des risques et les évaluations de primes
sont, selon de nombreux travaux de recherche, plus précises grace a la télématique. Pour
tarifer un produit d’assurance automobile en intégrant des données télématiques, une des
possibilités est I’ajout d’'une variable au GLM. Cette variable peut représenter un score
de conduite construit sur base de ces données qui dépendra donc de l'information liée au
comportement routier de chaque assuré. Le risque de chacun sera quantifié et le modéle en
sera par conséquent impacté. Un des objectifs de ce mémoire est la construction d’un tel
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score.

1.3.2 Changements de comportement et gamification de 1’assu-
rance

La grande différence entre des variables classiques et télématiques est que l'assuré est
capable de modifier ces derniéres par son comportement. Par exemple, si un conducteur
détient une vue sur son score de conduite (voir sous-section 1.3.1), ce dernier peut vouloir
I’améliorer en changeant son comportement au volant. L’assureur peut également lancer
des défis personnalisés & ses assurés pour améliorer leur conduite en leur offrant une ré-
compense en cas de succés (diminution de prime). Cet aspect est fondé sur le principe de
gamification et tend a rendre ludiques certaines actions parfois percues comme ennuyantes.
Ce service est donc destiné & améliorer la sécurité routiére en récompensant les clients qui
conduisent prudemment.

Il faut toutefois garder en téte que ’assuré a beaucoup moins de prise sur la sinistralité.
Malgré le fait qu’il peut rendre sa conduite beaucoup plus souple ou moins agressive, le
lien entre son comportement au volant et la sinistralité n’est pas évident. Un assureur
peut suspecter que par exemple, au plus la vitesse d’un conducteur faisant un accident est
élevée, au plus les dégats et dommages seront conséquents. Cependant, aucun ouvrage ne
démontre aujourd’hui ce lien comme étant direct et certain.

1.3.3 La caractéristique floue des données télématiques

Le comportement humain, notamment celui derriére le volant, comporte différents ni-
veaux d’incertitude et le fait de stéréotyper celui-ci a ’aide de méthodes traditionnelles
peut entrainer une perte d’informations. Ne pas tenir compte de cette incertitude revient
a ne pas tenir compte du contexte et cela peut fausser le modele. Par ailleurs, les capteurs
utilisés au sein des voitures collectant les données télématiques peuvent également contenir
de l'incertitude. Afin que celles-ci soient prises en compte, il est intéressant d’ajouter du
bruit. Ce bruit peut étre modélisé par la théorie des ensembles flous présente au chapitre
2. La théorie des ensembles flous est une approche flexible qui permet de capturer 1'im-
précision et l'incertitude contenues dans les données télématiques. Par exemple, dans la
logique traditionnelle, un conducteur peut étre considéré comme risqué dés qu’il effectue
au minimum 25 accélérations brutales pour un certain trajet. Cela signifie qu’un assuré qui
en réalise 24 n’est pas considéré comme risqué. Pourtant, il est évident qu’entre 25 et 24
accélérations brutales, le degré de risque est censé étre assez proche voir quasiment iden-
tique. Cette illustration souligne 'importance et 'ajout de valeur que peut offrir une telle
théorie. Le chapitre 3 évoquera la logique floue qui s’apparente au raisonnement humain,
celle-ci étant fondée sur la théorie des ensembles flous.
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Chapitre 2

Théorie des ensembles flous

2.1 Définition d’un ensemble flou

La théorie classique des ensembles développée par Georg Cantor (1845-1918) ne re-
groupe que deux états : soit un élément appartient & un ensemble et sa fonction caracté-
ristique détient la valeur 1, soit il n’y appartient pas et sa fonction détient donc la valeur
0 (Vallin, 2013). Ainsi, pour un élément donné, seules deux possibilités sont tolérées, ap-
partenir ou ne pas appartenir & un sous-ensemble. Un mathématicien renommé, du nom
de Zadeh (1965), a voulu s’écarter de cette logique booléenne en développant une théorie
des ensembles flous qui permet de représenter mathématiquement l'imprécision relative au
regroupement de certains éléments dans des classes d’objets. En introduisant la notion de
degré d’appartenance, il a permis des graduations dans ’appartenance d’un élément a un
sous-ensemble et autorise ainsi un élément a appartenir un peu, beaucoup ou fortement a
un sous-ensemble.

Si X représente I'ensemble universel, c¢’est-a-dire la collection de tous les objets candi-
dats désignés génériquement par z, alors un ensemble flou A dans X est modélisé par un
ensemble de paires ordonnées tel que :

A= (2, pa(z)lr € X)

O pra(x) est une fonction caractéristique (d’appartenance) dont ’étendue est l'inter-
valle unitaire U = [0, 1] telle que définie par I’équation (2.1.1).

0 siz g A
pa(z) =<9 0<p(zr) <1 sizaun degré d’appartenance a A (2.1.1)
1 sizxe A

Les ensembles universels sont, par exemple, les nombres réels ou les nombres naturels.
Une fonction d’appartenance est donc une courbe qui associe a chaque objet x présent
dans X la valeur de p4(z) comprise dans l'intervalle [0, 1], valeur qui détermine le degré
d’appartenance de x & ’ensemble flou A. Plus cette valeur est proche de 1, plus le degré

11
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d’adhésion & cet ensemble flou est élevé. A linverse, au plus cette valeur est proche de 0,
au moins cet élément appartient a ’ensemble flou. Si A est un sous-ensemble classique, la
courbe d’appartenance qui lui est associée ne peut donc prendre que deux valeurs extrémes,
a savoir 0 et 1 (voir équation (2.1.2)).

{1 size A

0 sinon.

pa(z) = (2.1.2)

Il est souvent préférable d’utiliser la méme notation pour un ensemble et pour sa fonc-
tion caractéristique. Par conséquent, dans ce mémoire, I’étiquette A sera utilisée pour
représenter a la fois 'ensemble flou et sa fonction d’appartenance et la notation devient :

A(z) 1 X — [0,1]

La seule différence entre un ensemble traditionnel et un ensemble flou est 'image de
leurs fonctions d’appartenance. Les éléments d’'un ensemble classique détiennent une ap-
partenance totale dans un ensemble (degré d’appartenance égale a 1), et une appartenance
nulle aux autres (degré d’appartenance égale a 0), comme expliqué auparavant. Dans un
ensemble flou, les appartenances partielles sont comprises entre [0, 1], car ce genre d’en-
semble décrit des classes dont les limites ne sont pas clairement définies, des classes pour
lesquelles de 'incertitude est présente. Un ensemble classique sera nommé "ensemble crisp"
chaque fois qu’il sera nécessaire de le distinguer d’un ensemble flou. L’ensemble universel
X est toujours un ensemble crisp.

La figure 2.1.1 permet d’illustrer la distinction entre un ensemble classique et un en-
semble flou. Pour cet exemple, une variable d’entrée "nombre de virages brusques", qui
compte pour chaque individu le nombre de virages brusques effectués par 1000 miles est
inventée. Cet exemple vise & déterminer & partir de combien de virages brusques un conduc-
teur peut étre qualifié de "client & comportement hors norme". L’objectif est de créer un
sous-ensemble qui contiendra tous les nombres de virages brusques correspondant a un
comportement extréme. Dans un ensemble classique, par exemple, & partir de huit virages
brusques sur dix, la situation est considérée comme extréme :

Client & comportement hors norme = {nombre de virages brusques| > 8}

Par conséquent, le comportement d’un conducteur réalisant sept virages brusques n’est
pas considéré comme anormal, bien qu’il ne lui restait seulement qu'un virage brusque a
réaliser avant de le devenir. Cet ensemble classique est illustré a gauche de la figure 2.1.1.
Cette appartenance compléte ou nulle & un sous-ensemble n’est pas réaliste et cela souligne
la nécessité de construire des sous-ensembles flous. L’équation (2.1.3) définit mathéma-
tiquement la fonction d’appartenance A(x), qui détermine a quel degré un nombre x de
virages brusques appartient au sous-ensemble "client & comportement hors norme". Elle
est illustrée graphiquement & droite de la figure 2.1.11

1. Toutes les figures présentes dans ce mémoire ont été construites par 'auteur de ce mémoire.
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Ensemble classique - Client a comportement hors norme Ensemble flou - Client & comportement hors norme

Fonction d'appartenance
Fonction d'appartenance
g

02

00 0.00

o 1 2 3 4 5 L3 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Variable d'entrée = nombre de virages brusques Variable d'entrée = nombre de virages brusques

FIGURE 2.1.1 — Schéma descriptif d’un ensemble flou

0 six <7
Alz)=¢ 0<A(z) <1 si7T<z<9 (2.1.3)
1 sizx>9

Dés lors, a partir de neuf virages brusques, I'individu appartient totalement a I’ensemble
client & comportement extréme (voir trait bleu sur le graphe) et il n’appartient pas du tout
a ce sous-ensemble flou g’il réalise sept virages brusques ou moins. Si I'individu réalise huit
virages brusques, il appartient a 50% a ce sous-ensemble (voir trait vert sur le graphe).
Bien entendu, tous les nombres compris entre 7 et 9 détiennent un degré d’appartenance
compris entre 0 et 1.

2.2 Opérations sur les ensembles flous

Dans cette section, les principales opérations applicables aux ensembles flous sont dé-
finies, telles que l'intersection floue, 'union floue et les compléments flous, qui sont res-
pectivement représentés par les opérateurs "et", "ou" et "et pas" de la logique humaine
(Wierman, 2010). La figure 2.2.1 représente graphiquement toutes ces opérations. Les no-
tations utilisées postérieurement sont identiques a celles utilisées dans la théorie classique,
car les ensembles "crisps" (nets) sont en réalité des cas particuliers des ensembles flous. En
effet, ces deux types d’ensembles peuvent tous les deux étre caractérisés par des fonctions
d’appartenance. Comme un ensemble crisp détient des degrés d’appartenance uniquement
de zéro et de un, valeurs comprises dans l'intervalle unitaire, cet ensemble peut étre consi-
déré comme un ensemble flou avec un ensemble d’images restreint. Le préfixe "flou" n’est
donc pas indispensable pour ces opérations.
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2.2.1 Sous-ensemble flou

Un ensemble flou A est un sous-ensemble d'un ensemble flou B si A(x) est plus petit
ou égal & B(z) pour tout z dans X. Dans la théorie des ensembles flous, un sous-ensemble
détient des élements qui ont un plus petit degré d’appartenance. Dés lors, A C B si et
seulement si :

Ve e X : A(z) < B(x)

Pour qu’un ensemble flou A soit égal & un ensemble flou B, les valeurs d’appartenance
de A(x) et B(x) doivent étre égales pour tout x :

Ve e X : A(z) = B(x)

2.2.2 Intersection

L’intersection de deux ensembles flous A et B, notée (AN B)(z) ou (A x B), est un
ensemble flou dont la fonction d’appartenance est égale aux valeurs minimales des degrés
d’appartenance de x dans A et B :

(AN B)(z) = min[A(z), B(x)]

L’intersection correspond & la conjonction "et".

2.2.3 Union

L’union de deux ensembles flous A et B, notée (AUB)(x) ou (A+B), est un ensemble flou
dont la fonction d’appartenance est égale aux valeurs maximales des degrés d’appartenance
de x dans A et B :

(AU B)(x) = maz[A(x), B(z)]

L’union correspond & la conjonction "ou".

2.2.4 Complément

Le complément d’un ensemble flou A est un autre ensemble flou, noté A€, dont la fonc-
tion d’appartenance est égale au degré opposé a celui que I’ensemble original A contenait :

Le complément correspond & la négation "et pas" du langage humain.
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Complément

Intersection

Union

FIGURE 2.2.1 — Schéma des opérations sur les ensembles flous

2.3 Propriétés d’un ensemble flou

Un sous-ensemble flou A, défini par sa fonction d’appartenance A(x), détient plusieurs
propriétés importantes & définir dont la cardinalité scalaire, I'alpha coupe, le support, le
noyau, la hauteur et le socle (Wierman, 2010).

2.3.1 La cardinalité scalaire

La cardinalité scalaire d’un ensemble flou fini A, notée |A|, est le nombre d’éléments
compris dans A et peut se définir mathématiquement tel que :

A=) Alx)

rzeX

Comme certains éléments ne sont pas complétement dans A, la cardinalité scalaire n’est
pas nécessairement un nombre entier.

2.3.2 L’alpha coupe (a-coupe)

L’a-coupe d’un ensemble flou A, notée A%, est un sous-ensemble regroupant les éléments
de A qui possédent un certain degré minimal d’appartenance « :

A ={x € X|A(z) > o}, Ya€l0,1]

La coupe alpha d’un ensemble flou n’est pas un ensemble flou, mais bien un ensemble
crisp. De plus, I'a-coupe fort, notée A**, contient tous les éléments de A dont I’apparte-
nance est strictement supérieure a alpha, tel que :

A ={x € X|A(x) > a}, Vae|0,1]
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2.3.3 Le support

Le support d’un ensemble flou A de X, noté S(A), est le sous-ensemble du domaine de
tous les éléments qui lui appartiennent, c’est a dire le sous-ensemble du domaine qui a un
degré d’appartenance positif, méme trés faible, & ’ensemble A. C’est ’a-coupe fort & zéro :

S(A) = A = {z € X|A(2) > 0}

2.3.4 Le noyau (ou pic, mode)

Le noyau d'un ensemble flou A de X, noté C(A), est le sous-ensemble de tous les
éléments de X qui appartiennent totalement & A. C’est la coupe alpha a4 1 :

C(A) = A' = {2 € X|A(z) = 1}

2.3.5 La hauteur

La hauteur d’un ensemble flou A de X, notée h(A), est le plus fort degré d’appartenance
atteint par A(x) sur le domaine de X :

h(A) = max{A(z)|x € X}

Ot max désigne le maximum. En particulier, si h(A) = 1, 'ensemble flou A est norma-
lisé. Il est toujours possible de normaliser un ensemble flou non vide en divisant sa fonction
d’appartenance par sa hauteur. Le coeur d’un ensemble flou est I’ensemble de tous les
éléments de X pour lesquels la valeur de la fonction d’appartenance est égale a la hauteur.

2.3.6 Le socle

Le socle d'un ensemble flou A de X, noté p(A), est le plus faible degré d’appartenance
atteint par A(x) sur le domaine de X :

p(A) = inf{A(z)lx € X}

O inf désigne le minimum, qui est la plus petite valeur que I’expression atteint lorsque
a s’étend sur l'intervalle unitaire.

La figure 2.3.1 illustre schématiquement les différentes propriétés d’un ensemble flou
A. Dans cet exemple, la cardinalité scalaire de ’ensemble flou A vaut deux, car le degré
d’appartenance est nul pour les valeurs de x comprises entre zéro et trois et entre sept et
dix, tandis qu’il vaut 0.5 quand x est égal & quatre ou siz et 1 quand x est égal a cinqg.
Dés lors, la somme des degrés d’appartenance est bien égale & deux. Pour un alpha de 0.5,
le schéma montre que 'a-coupe comprend les éléments de x étant égaux a 4, 5 et 6. Par
ailleurs, le support de ’ensemble flou A est compris dans ’ensemble |3,7[. Le noyau vaut
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cing et la hauteur est égale & 1, ce qui signifie que le sous-ensemble flou A est normalisé.
Pour finir, le socle vaut 0, car c’est le plus faible degré d’appartenance de cet ensemble
flou.

Ensemble flou A

1.00 1
0.75 1 S(A)=]3.7]
C(A)=5
* 050
< 0 p(A)=0
0.25
0.00 1
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Variable d'entrée x

FIGURE 2.3.1 — Propriétés d'un ensemble flou

2.4 Nombres flous

Un nombre flou est une généralisation d’un nombre réel dans le sens ot il représente
une quantité dont la valeur est imprécise, plutdét qu’exacte comme c’est le cas pour les
nombres "ordinaires" & valeurs uniques. Un nombre flou détient les propriétés floues. La
quantité floue A avec une fonction d’appartenance A(x) est un nombre flou si son domaine
regroupe les nombres réels (R) et s’il répond a quatre propriétés (Wierman, 2010) :

1. Normalité : un élément a le degré d’appartenance 1, 3 z € R tel que A(z) =1

2. Borné : le support de l’ensemble flou A (S(A)) est un ensemble borné de R

3. Convexité : chaque a-coupe de A (A%) est un intervalle fermé pour a positif.

4. La fonction caractéristique A(z) est une fonction semi-continue supérieure.
Dés lors, les nombres flous sont des quantités floues dont les a-coupes sont des ensembles
fermés et bornés : A* = [a,a] = {x € X|A(x) > a}, ou :
a=min{r € X|A(z) > a}; a=max{r € X|A(z) > a}

De nombreuses formes peuvent caractériser la courbe d’'un nombre flou, telles qu’une
forme de cloche (gaussienne), une forme triangulaire, une courbe trapézoidale ou encore
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pentagonale. Ce mémoire se limite a ’étude des courbes de distributions les plus populaires
afin de construire les fonctions d’appartenance propres aux ensembles flous, & savoir les
courbes trapézoidales et triangulaires (voir figure 2.4.1).

075

0.25

FIGURE 2.4.1 — Nombres flous d’une forme triangulaire (gauche) et d’une forme trapézoi-
dale (droite)

2.4.1 Nombres flous triangulaires

Un nombre flou de forme triangulaire, noté Tr[|, est généralement désigné par une triade
(a,b,c) et est composé de deux segments. Mathématiquement, la forme d’un nombre flou
triangulaire, noté T'r[a, b, c| se trouve a I’équation (2.4.1).

0 sizr<aoux>c
Tria,b,c(x) =1 7= sia<x<Dd (2.4.1)
I=¢ gib<x<c

(=
o

Trla,b, c|(z) est la fonction de référence gauche pour z € [a, b] et la fonction de référence
droite pour z € [b, ¢]. La fonction de référence gauche est continue a droite, monotone et
croissante, tandis que la fonction de référence droite est continue & gauche, monotone et
décroissante. C’est un nombre flou qui monte en ligne droite du point (a, 0) au point
(b, 1) puis redescend au point (¢, 0). L’alpha-coupe d’un nombre flou triangulaire, noté
Trla,b, c]* se présente sous la forme de I'équation (2.4.2).

Trla,b,c]* = [ Trla,b,c],Trla,b,c) ] = [b— (1 —a)(b—a),b+ (1 —a)(c—0b)] (2.4.2)

2.4.2 Nombres flous trapézoidales

Un nombre flou de forme trapézoidale ressemble a la forme triangulaire, mais reste a
niveau a la hauteur de 1. Celui-ci, noté Tpla,b,c,d], avec a < b < ¢ < d, est composé de
trois segments : le premier allant du point <a,0> au point <b,1>, le deuxiéme allant du
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point <b,1> au point <c,1> et enfin le dernier allant du point <c,1> au point <d,0>.
Les intervalles entre a et b et entre ¢ et d sont respectivement définis comme étant le
coté gauche et le coté droit. La fonction d’appartenance d’un nombre flou trapézoidal noté
Tpla,b,c,d] se trouve a I’équation (2.4.3).

0 sir<aoux>c
e sta<x<b
1 sib<z<c
z=d g o< g <d

Tpla,b,c,d)(z) = (2.4.3)

L’alpha-coupe d’un nombre flou trapézoidal, notée Tp[a,b,c,d]* se présente sous la
forme de I’équation (2.4.4).

Tpla,b,c,d* = [Tp[a, b,c,d], Tpla, b, c, dH = [b—(l—a)(b—a),c—i—(l—a)(d—c)] (2.4.4)

Quand le coté gauche et le coté droit d’'un nombre flou triangulaire ou trapézoidal sont
identiques, ces nombres flous sont symétriques.

2.5 L’arithmétique floue

2.5.1 Le principe d’extension de Zadeh

Le principe d’extension est un des outils les plus importants de la théorie des ensembles
flous, car il permet de relier les ensembles flous a toutes les opérations, fonctions et outils
des mathématiques classiques (Zimmermann, 2010).

Selon Zadeh (1965), le principe d’extension est défini comme suit. Soit un sous-ensemble
flou A de 'univers classique X et soit une fonction f de X vers un univers Y. X et Y étant
deux ensembles classiques. Alors, l'image de A par f, notée f(A), est un nouveau sous-
ensemble flou B de Y dont la fonction d’appartenance est définie par I’équation (2.5.1).

sup{A(z)ly = f(x)} si f7(y) #0
B(y) = o< _ (2.5.1)

La généralisation de ce principe a des fonctions de plusieurs variables est la suivante :
soit X le produit cartésien de n univers X; -, ,, X = X; X--- x X, et soit A;,..., A, qui
représentent n sous-ensembles flous définis dans les univers X, ..., X,,, respectivement. f
est une fonction qui fait correspondre X a un univers Y, y = f(zy,...2,) = f(z). [~ (y)
désigne le sous-ensemble de X qui est mis en relation par la fonction f avec y € Y, tel que
fHy) = {X|f(z) = y}. Dés lors, le principe d’extension permet de définir un ensemble
flou, noté¢ B, de domaine Y par I'équation (2.5.2). f~! étant la fonction inverse de f.



20 L’arithmétique floue

B={(y,B)ly = f(x1,...2,), (21,...2,) € X}
ou :
sup {min[Ay(x1), ..., Au(zn)]} sifHy) #0 (2.5.2)
B(y) = { @i an)ef~ )
0 sinon

Ce principe d’extension permet de définir toute 'arithmétique des nombres flous. Par
exemple, la somme et la multiplication de deux ensembles flous, notés A; et Ay, définis dans
les univers X; et X, respectivement, peuvent se définir par les deux équations suivantes :

(A1 + A2)(y) = ( 5;25 » {min[A;(z1), Ao(22)|y = 21 + 22]}
(A1 x Ag)(y) = sup {min[A (1), Az(22)|y = 71 X 23]}

($1,$2)€A1 ><A2

Selon Colubi et al. (2007), I’alpha-coupe de la somme de deux nombres flous notés A,
et A,, ainsi que 'alpha-coupe de la multiplication d’un nombre flou A; par un scalaire noté
A, peuvent respectivement étre définies, VA € R, par les équations suivantes :

(Ar + A2)* = {21 + 29|w1 € AT, 1y € AT} = [inf{AT} +inf{AS}, sup{ AT} + sup{A3}]

[N inf{Af}, A sup{AT}] siA>0

(/\Al)a = {/\l’l|l‘1 S A?} = { [)\ Sup{A‘l)‘}j A Z?’Lf{A?}] sinon

2.5.2 Application du principe d’extension aux statistiques flous

Grace au principe d’extension de Zadeh, Kruse et Meyer (1987) ont introduit la notion
de paramétre flou d’une variable aléatoire floue. Soit un espace de probabilité (€2, A, P).
Une variable aléatoire floue X peut étre considérée comme une perception d’une variable
aléatoire habituelle inconnue V', V' étant l'originale de X. Soit x l’ensemble de toutes les
applications mesurables V' : 2 — R par rapport & A. Un sous-ensemble de y peut étre
défini par une fonction caractéristique v qui correspond au degré d’appartenance qu’une
variable aléatoire V' soit I'originale de la variable aléatoire floue en question (voir équation
(2.5.3)).

v(V)=inf{X(w)(V(w)) :w e Q} (2.5.3)

Soit # = O(V') un paramétre de la variable aléatoire réelle V. Pour la variable aléatoire
floue X, il n’est pas possible d’observer directement le paramétre 6, mais seulement son
image vague. Dés lors, la perception floue du parameétre 6 est un ensemble flou A(f) dont
la fonction d’appartenance est donnée par I'équation (2.5.4).
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AO)(t) = sup{m focadl X(@)(V(w)) : V € x,0(V) = t}} teR (2.5.4)

Si X = V, il est évident que A(f) = 6. Cette extension peut par exemple servir a
I’élaboration de la définition d’'une médiane floue d’une variable aléatoire X floue. Pour
rappel, v € R est la médiane de la variable aléatoire V si elle satisfait aux inégalités
suivantes :

Dy (7)) £0.5 < Dy(y)

Ou Dy désigne la fonction de distribution de V. En utilisant 'équation (2.5.4), il est
possible de généraliser le concept de médiane au contexte flou (Grzegorzewski, 2008). Si
X est une variable aléatoire floue associée a I'espace de probabilité (€2, A, P), la médiane
floue de X est le nombre flou I'(X)(¢), tel que sa fonction d’appartenance, pour tout ¢t € R,
est définie par I’équation (2.5.5).

D(X)(t) = Sup{infweg{X(w)(V(w)) Vex,Dy(y) <05 < Dv(y)}}, teR (2.5.5)

Cette extension sert de base aux définitions de toutes statistiques floues, telles que I'es-
pérance ou la variance mathématique d’une variable aléatoire floue. De nombreux auteurs
proposent une estimation de I’espérance ou de la variance floue. Le chapitre 4 est consacré
a cette étude.

2.5.3 Distance entre deux nombres flous

De nombreuses définitions de la distance entre des ensembles flous existent dans la lit-
térature. Parmi elles, celle de Bertoluzza et al. (1995) se montre particuliérement intéres-
sante. Pour deux nombres flous A; et A, définis dans les univers X; et X, respectivement,
la distance entre ceux-ci, notée ijv est donnée par 1'équation (2.5.6).

D%(Al,fm:\/ / / [, A) = Fagla, M2 (A) dé(a) (2.5.6)

Ou fa, (o, ) = Asup{A¢} + (1 = N)inf{AT} = Xay + (1 — A)a; (voir la propriété de
'alpha-coupe aux sous-sections 2.3.2 et 2.4.1). W et ¢ sont des mesures de pondération
qui peuvent étre identifiées & des mesures de probabilité sur I’espace mesurable [0, 1]. W
est associé a une distribution non dégénérée, tandis que ¢ a une fonction de distribution
strictement croissante sur [0,1]. Gil et al. (2002) ont discuté de la maniére dont le choix
de W affecte la métrique Df},. Conzalez-Rodriguez et al. (2006) ont quant a eux étudié le
choix de ¢.

Dans le chapitre 5, Puri et Ralescu (1986) ont utilisé cette notion afin de définir la
variance d’une variable aléatoire floue (voir sous-section 4.5).
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Chapitre 3

La logique floue

3.1 Les systémes d’inférence floue

La logique floue est utilisée afin de prendre en compte I'imprécision et 'incertitude
dans un processus de prises de décision. Elle s’emploie afin de synthétiser un protocole de
controle linguistique d’un opérateur spécialisé. Deux principaux types de systémes d’in-
férence floue existent, a savoir celui de Mamdani (1977) (Mamdani et Assilian, 1975) et
celui de Takagi et Sugeno (1985) (TS). Ebhasim Mamdani a congu son systéme flou afin
d’étudier la possibilité d'une interaction humaine dans le contréle d’une combinaison de
machines & vapeur et de chaudiéres. Il a synthétisé un ensemble de régles floues obtenues
auprés des personnes travaillant sur le systéme afin de procéder au controle. Le modeéle TS
se différencie du systéme de Mamdani, car les conséquences sont des fonctions des variables
d’entrées. Ce mémoire se base sur le premier modeéle (Mamdani), car celui-ci est plus in-
tuitif, globalement accepté et relativement bien adapté a la cognition humaine. Ce dernier
aspect est trés important, car le chapitre 5 se tournera vers la conception d'un produit
télématique pour lequel les décisions du client prendront une grande importance.

Pour les opérations de classification, le systéme flou selon Mamdani consiste a mettre en
relation un ensemble de variables d’entrée et de sortie a I'aide de fonctions d’appartenance
et de régles linguistiques spécifiques. Afin de procéder a la construction d’un tel systéme,
plusieurs étapes sont nécessaires. La premiére consiste a créer des ensembles flous et des
fonctions d’appartenance (voir sous-section 3.1.1). S’en suivent 1’étape de fuzzification (voir
sous-section 3.1.2) et celle de la construction des régles floues (voir sous-section 3.1.3). La
défuzzification est la derniére étape (voir sous-section 3.1.4). Comme illustration, un score
flou de conduite allant de 0 & 100 sera calculé pour chaque assuré. Ce score dépendra du
comportement routier et au plus il se rapprochera de 100, au plus ’assuré sera qualifié
de calme au volant et représentera pour 1’assureur un faible risque. Pour cet exemple, un
sous-score de conduite relatif au temps passé sur la route est construit. Celui-ci dépendra
de deux variables télématiques : "Annual pct.driven" et "Avgdays.week" (voir base de
données annexe A.1 tableau A.1.1).

23
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3.1.1 Création des ensembles flous et des fonctions d’appartenance

Tout d’abord, des ensembles flous sons créés pour chaque variable explicative et pour
chaque variable de sortie, en divisant leurs domaines en plusieurs sous-régions nommeées en
termes linguistiques tels que "peu" ou "élevé". Il est possible de faire chevaucher un en-
semble flou avec des ensembles flous voisins. De plus, il est commun qu’au plus il existe des
niveaux intermeédiaires, de sous couches linguistiques, au plus la classification sera précise.
Cependant, au plus le nombre d’ensembles flous de chaque variable augmente, au plus le
nombre de régles floues construites a 1’étape suivante augmentera (voir sous-section 3.1.3)
et au plus le systéme deviendra complexe. Afin de sélectionner le nombre idéal d’ensembles
flous, ainsi que leurs limites pour chaque variable, il est nécessaire de procéder a des es-
sais et de tester les erreurs. Aprés avoir créé les ensembles flous adéquats pour chaque
variable, I'étape de fuzzification permet d’établir un lien entre des données réelles et ces
sous-ensembles flous (voir sous-section 3.1.2).

Comme exemple, deux variables d’entrée sont utilisées, a savoir "Annual pct.driven" et
"Avgdays.week". Annual pct.driven représente le pourcentage annuel du temps passé sur la
route, tandis qu’Avgdays.week désigne le nombre moyen de jours d’utilisation du véhicule
par semaine (voir annexe A.1). Le lien entre ces variables et la sinistralité est linéairement
positif. Si Annual pct.driven ou Avgdays.week augmente, toutes choses égales par ailleurs,
la fréquence de sinistres augmente également (voir annexe A.3.2 et A.3.1). Par conséquent,
ces variables sont classées en trois sous-ensembles nommés "faible", "moyen" et "élevé".
La variable de sortie "score de conduite" est créée et est classée en trois catégories, a savoir
conducteur "agressif", "modéré" et/ou "calme". Au plus le score d’un assuré est élevé, au
plus celui-ci sera qualifié de calme et donc de conducteur a faible risque. Les différents sous-
ensembles flous de chaque variable sont de forme trapézoidale et construits respectivement
sur les domaines X = [0,1], Y = [0,7] et Z = [0, 100]. Ils sont représentés au tableau 3.1.1
et illustrés a la figure 3.1.1. Les limites de chaque sous-ensemble sont posées a la suite de
I’analyse exploratoire.

Variable Sous-ensembles flous Francais Nombre flou trapézoidal

Ay Faible Tp[0,0,0.1,0.33]
Annual pct.driven Ay Moyen Tp[0.17,0.4,0.6,0.83]

As Elevé Tp|0.66,0.9,1,1]

B Faible Tp [0,0,1,3.5]
Avgdays.week B, Moyen Tp[2.5,3.5,4.5,5.5]

Bs Elevé Tpl4.5,6,7,7]

Ch Agressif Tp [0,0,10,30]
Score de conduite Cy Modéré Tp|20,40,60,80]

Cs Calme Tp[70,90,100,100]

TABLE 3.1.1 — Construction des nombres flous des variables d’entrée et de sortie
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Sous-ensembles A de |a variable Annual pct.driven Sous-ensembles B de la variable Avgdays.week Sous-ensembles C de la variable Score de conduite

C [ Cs

Fonction d'appartenance
Fonction d'appartenance
Fonction d'appartenance

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 0 1 2 3 4 5 6 7 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Annual pct.driven Avgdays.week Score de conduite

FIGURE 3.1.1 — Sous-ensembles flous des variables d’entrée et de sortie

3.1.2 Fuzzification

Grace aux fonctions d’appartenance, I'étape de fuzzification permet d’établir le lien
entre les données d’entrée réelles d'une base de données et le degré d’appartenance de
celles-ci & chacun des ensembles flous. Pour chaque observation, les courbes d’apparte-
nance de tous les ensembles flous sont calculées pour chaque variable et les sous-ensembles
flous pour lesquels le degré d’appartenance n’est pas nul sont maintenus dans le systéme.
Les combinaisons des ensembles flous restants sont ensuite évaluées par des régles floues
afin d’obtenir des ensembles flous de sorties.

Pour exemple, deux individus présents dans la base de données ont été choisis. Il s’agit
ici des données observées qui sont utilisées pour entrer dans le systéme de controle flou.
Les valeurs des deux variables pour ces deux individus sont présentes au tableau 3.1.2.
Ce tableau révele que l'individu 1 appartient au sous-ensemble flou A; & 100% (Annual
pct.driven= 6.6%) et aux sous-ensembles By & 35% et Bz a 43% (Avgdays.week= 5.15).
L’individu 2 appartient totalement aux sous-ensembles Ay et Bs. Afin de connaitre le degré
d’appartenance des variables & chacun de ces sous-ensembles, il faut revenir a la définition
d’un nombre flou trapézoidal (voir équation (2.4.3)).

Annual pct.driven | individu 1 individu 2 || Avgdays.week | individu 1 individu 2
x 0.066 0.551 x 5.15 4.18
Aq(z) 1 0 By (z) 0 0
Ay(x) 0 1 By (x) 0.35 1
As(x) 0 0 Bs(x) 0.43 0

TABLE 3.1.2 — Fuzzification des variables Annual pct.driven et Avgdays.week pour deux
individus
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3.1.3 Reégles floues

L’étape de création des régles floues relie les différents ensembles flous d’entrées aux
différents ensembles flous de sorties au moyen d’un raisonnement qualitatif. Ces régles
floues sont des régles linguistiques de la forme :

"Si Entrée; est A; et Entrée, est B, alors Sortie est C}”

Ou A;, B;j et Cj représentent respectivement les sous-ensembles flous pour 'Entrée;,
I'Entrée, et la Sortie. Les valeurs des différentes entrées et sortie(s) sont les termes linguis-
tiques choisis pour chaque ensemble & I’étape 1 (voir sous-section 3.1.1). La premiére partie
de la regle se nomme l'antécédent (si ...), tandis que la fin (alors ...) est la conséquence.
Le nombre de conditions, de méme que les opérateurs flous, peuvent varier d’'un systéme
a l'autre en fonction d’'un choix personnel. Dans cet exemple, 'opérateur "et" est utilisé
(intersection de deux ensembles flous), mais il est également possible d’utiliser les termes
"ou" (union de deux ensembles flous) et "et pas" (complément). La section 2.2 détaille les
régles se référant a chaque opérateur flou.

Afin de construire ces régles floues, il est nécessaire de se baser sur I’expérience humaine.
Il n’y a pas de bonnes ou mauvaises régles, mais il faut qu’il existe un lien logique. De plus,
le poids de chaque régle influencant la sortie peut varier selon les besoins du systéme.
Plusieurs propriétés doivent étre mentionnées, dont celle des régles multiples (voir sous-
sous-section 3.1.3.1), des antécédents multiples (voir sous-sous-section 3.1.3.2) et enfin celle
de Pagrégation de la sortie des régles (voir sous-sous-section 3.1.3.3).

3.1.3.1 Reégles multiples

Si deux regles avec la méme conséquence sont déclenchées pour une observation, la
régle avec le degré d’appartenance maximum est utilisée pour I'inférence. Par exemple, si
les deux régles suivantes se présentent :

Si Entrée; est Ay, alors sortie est C

Si Entrée, est Bj, alors sortie est 'y

La sortie ('} est déclenchée pour cette observation avec un degré d’appartenance égale
au maximum entre celui dont appartient 'entrée 1 au sous-ensemble A; et celui dont
appartient ’entrée 2 au sous-ensemble B;.

3.1.3.2 Antécédents multiples

Si une regle floue comporte plusieurs antécédents, I'opérateur flou utilisé afin de les unir
est décisif pour connaitre le degré d’appartenance de la sortie. Si la conjonction qui les unit
est le mot "et", le minimum des deux degrés d’appartenance est choisi. Au contraire, si la
conjonction "ou" est utilisée pour relier deux antécédents, c’est le maximum des deux qui
est ici retenu.
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3.1.3.3 Agrégation de la sortie des régles

Cette étape permet d’unifier les sorties de toutes les régles. Pour chaque observation, un
seul ensemble flou de sortie est créé a partir de toutes les régles. Pour ce faire, le controleur
flou unit (voir sous-section 2.2.3) toutes les conclusions afin d’obtenir ’ensemble flou final.
Il fusionne les sous-ensembles flous de sortie tronqués a l’aide de 'opérateur max pour
produire ’ensemble flou résultant.

Dans 'exemple, des régles pour toutes les combinaisons possibles sont définies. Comme
il y a deux variables qui ont chacune trois sous-ensembles flous (i = 3, j = 3), 9 régles (3x3)
sont nécessaires pour le traitement de toutes les valeurs d’entrée comprises dans le domaine
(voir tableau 3.1.3). Les trois premiéres régles présentes dans ce tableau sont logiques. Si
un individu détient deux variables qui représentent un faible/moyen/élevé risque, alors il
sera respectivement qualifié de conducteur calme/modéré/agressif. Pour les régles 4 et 5,
si un individu détient une variable présentant un faible risque et une autre qui en présente
un élevé, il sera qualifié de conducteur modéré. Pour finir avec les quatre derniéres régles,
comme aucune variable de sortie ne peut faire le compromis entre les deux variables, c’est
la variable la plus significative en ce qui concerne la sinistralité qui prend le dessus. Dans
cet exemple, la variable "Annual pct.driven" prend le dessus, car c’est celle qui est la plus
significative. Pour le savoir, un GLM sur base de ces deux variables télématiques a été
réalisé.

Numéro de la régle Annual pct.driven Et Avgdays.week Alors Score de conduite

1 Faible (A;) Faible (B) Calme (Cs)
2 Elevé (A3) Elevé (Bs) Agressif (C4)
3 Moyen (As) Moyen (Bs) Modéré (Cy)
4 Elevé (As) Faible (B)) Modéré (Cy)
5 Faible (A;) Elevé (Bs) Modeéré (Cs)
6 Faible (A4,) Moyen (Bs) Calme (Cs)
7 Moyen (As) Faible (B) Modéré (Cy)
8 Elevé (A3) Moyen (Bz) Agressif (C4)
9 Moyen (A3) Elevé (Bs) Modéré (Cs)

TABLE 3.1.3 — Construction des régles floues

Par conséquent, deux régles floues s’enclenchent pour l'individu 1, a savoir les régles
numéro 5 et 6 :

Si Entrée; est A; a 100%, Et Entrée, est By a 35%, alors sortie est Cy & 35%
Si Entrée; est A; a 100%, Et Entrée, est Bz a 43%, alors sortie est Coy & 43%
Pour chaque régle, comme l'opérateur flou "et" est utilisé, le degré d’appartenance

du sous-ensemble de sortie est égal au minimum de ceux des antécédents (voir sous-sous-
section 3.1.3.2). Comme conclusion, I'individu 1 appartient a 35% au sous-ensemble Cj et
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a 43% au sous-ensemble Cy. Pour obtenir ’ensemble flou final C, ces deux sous-ensembles
flous tronqués sont fusionnés a ’aide de 'opérateur max. Pour l'individu 2, seule la régle
flou numéro 3 se déclenche et I'ensemble final C' est égal & Cy. L’ensemble flou final C' pour
chaque individu est présent a la figure 3.1.2.

Sous-ensembles de sortie de I'individu 1 Agrégation des sorties de l'individu 1
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FIGURE 3.1.2 — Agrégation de la sortie des régles pour les individus 1 et 2

3.1.4 Défuzzification par la méthode du centre de gravité (COG)

La derniére étape de la construction du systéme flou consiste a produire un seul et
unique résultat quantifiable de classification en sortie. La défuzzification est le mécanisme
qui permet de convertir une valeur floue en une valeur nette afin d’obtenir une décision
concréte. Plusieurs méthodes de défuzzification sont proposées dans la littérature. Leekwi-
jck et Kerre (1999) distinguent trois groupes de techniques de défuzzification, & savoir les
méthodes de maxima, les méthodes de distribution et les méthodes de zone. Chaque mé-
thode présente des avantages et des inconvénients et le choix de I'une d’entre elles dépend
de I'analyse voulue et du type de données (De Runz et al., 2008). Les méthodes de maxima
considérent que la valeur de défuzzification doit se trouver parmi les éléments du coeur de
'ensemble flou de sortie agrégé (voir notion de cceur a la sous-section 2.3.5). Parmi elles,
la méthode "first of maximum" (FOM) désigne le plus petit élément du ceeur ; la méthode
“last of maximum” (LOM) prend le plus grand élément du coeur et enfin la méthode “middle
of maximum” (MOM) calcule ’élément médian du cceur. Ces méthodes sont puissantes au
niveau du calcul. Les méthodes de zone se basent quant a elles sur I'aire sous la courbe
représentative de la fonction d’appartenance. Pour terminer, les méthodes de distribution
convertissent la fonction d’appartenance en une fonction de densité de probabilité afin
de calculer la valeur attendue. L’hypothése de continuité est vérifiée dans ces méthodes.
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Parmi ce dernier groupe, la méthode du centroide reste la technique la plus populaire et
une tactique courante dans les articles sur I'assurance est d’utiliser cette derniére. Ce mé-
moire se base exclusivement sur celle-ci. Des détails quant a la sélection et a I'utilisation
d’une méthode de défuzzification sont fournis par Runkler (1997). Le choix de la méthode
de défuzzification a un impact important sur le modéle et sur les décisions qui en découlent.

La méthode de défuzzification par le centre de gravité est une méthode générale qui
calcule le centre de gravité de 'aire sous la fonction d’appartenance qui caractérise 1’en-
semble flou de sortie issu de I’agrégation des conclusions/conséquences. Si un ensemble flou
se note A et que sa fonction d’appartenance est A(z), alors son centre de gravité (CM) se
calcule par 'équation (3.1.1).

T=mar A(r) X x
CM = Zx:ﬁz&lm( :
DD (€

(3.1.1)

Selon cette méthode, I'individu 1 détient un score de conduite de 60.5, tandis que
celui de I'individu 2 est de 50. Par conséquent, selon ce score de conduite, I'individu 1 est
considéré comme un assuré plus calme sur la route et moins dangereux.

3.2 Performance de la théorie

La performance d'un tel systéme repose principalement sur les choix pris par le contro-
leur concernant la construction des ensembles flous d’entrée et de sortie, la construction
des courbes d’appartenance et ’ajustement des régles floues liant les entrées et les sorties.
Une analyse exploratoire sur une partie du jeu de données permet d’initier les parameétres.
Il est intéressant de parcourir les avantages (voir sous-section 3.2.1) et les inconvénients
(voir sous-section 3.2.2) d’un tel systéme.

3.2.1 Avantages

Le premier avantage de I'utilisation de la logique floue est que celle-ci passe des variables
numériques traditionnelles & des variables linguistiques qui peuvent se rapprocher de la
pensée humaine. Par exemple, elle peut permettre d’expliquer pédagogiquement aux assurés
I’évolution d’un score d’un produit télématique. Cette méthode rend la compréhension plus
facile et contourne I’élaboration d’équations analytiques complexes. De plus, un tel systéme
peut se mettre en place de maniére assez rapide, sans connaitre les détails les plus minutieux
du modeéle. Un autre avantage est le cotit du processus, qui est relativement faible. Pour
finir, la plage d’adaptation du modéle est assez large, car il existe un panel de fonctions
d’appartenance facile a mettre au point.
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3.2.2 Inconvénients

Ce systéme posseéde cependant quelques inconvénients. Tout d’abord, les explications
fournies par le modéle sont assez limitées et il est nécessaire de consulter des experts pour
I’élaboration des régles floues. De plus, comme de nombreuses définitions des fonctions
d’appartenance existent, il y a un risque de mal les définir ou de ne pas construire le modéle
le plus optimal. En assurance automobile, le lien fort entre les entrées (ensembles flous,
régles floues) et les conséquences (variation de primes) nécessite des études statistiques
pour assurer 1’équilibre du portefeuille.

3.3 L’utilisation de la logique floue en assurance

Cette section vise a souligner quelques applications des systémes d’inférence floue qui
existent dans le domaine de I'assurance. La logique floue s’est appliquée pour la premiére
fois au domaine de 'assurance en 1982. Cette application visait & quantifier le caractére
flou de la tarification de la souscription d’un contrat d’assurance vie individuel en utilisant
un systéme d’inférence floue (de Wit, 1982). Par aprés, Shapiro (2007) a également utilisé
les systémes d’inférence floue dans plusieurs domaines liés a ’assurance tels que pour la
tarification de l'assurance-vie et de l’assurance-maladie, la modélisation du processus de
sélection dans I’assurance-maladie collective, 1'évaluation des risques (y compris le risque
d’accident du travail), la tarification de I’assurance-maladie collective a 'aide de données
auxiliaires floues, des prévisions financiéres et la budgétisation des soins de santé nationaux.

Cette théorie a également été employée dans le but de fournir une définition flexible de
I'assuré privilégié en assurance vie. Lemaire (1990) s’est concentré sur quelques variables,
dont le cholestérol, la pression artérielle, le poids et le statut de fumeur. Hosler (1992)
s’est également emparé de ce type de systéme afin de modéliser le processus de sélection
dans l'assurance maladie collective. De plus, des auteurs ont montré comment un systéme
d’inférence floue peut étre utilisé dans la tarification du diabéte sucré (Horgby et al., 1997).
C’est un bon exemple de situations médicales ot il est facile de parvenir & un consensus
entre médecins sur le caractére léger, modéré ou grave d’une maladie ou d'un symptoéme,
mais ou il n’existe normalement pas de méthode permettant de quantifier cette évaluation.
En Belgique, Mosmans et al. (2002) développent des outils méthodologiques visant & aider
a comprendre la consommation du budget des soins de santé. L’accent est mis sur le déve-
loppement d’un systéme d’aide & la décision mettant en ceuvre la méthodologie élaborée.

Plus récemment, des chercheurs ont mis en place un systéme d’inférence floue qui com-
bine des données provenant de capteurs les plus courants intégrés dans les smartphones
actuels afin d’évaluer le comportement de conduite global de chaque assuré (Castignani
et al., 2013a,b). Toutes ces recherches montrent et illustrent le caractére unique que peut
avoir l'assurance en tant que domaine d’application. Bien que de nombreuses autres appli-
cations existent dans ce domaine, il n’est cependant pas possible de toutes les parcourir.



Chapitre 4

Statistiques floues et application sur
une variable télématique

Dans ce chapitre, I'objectif est d’adapter les définitions classiques de 1'espérance et de
la variance aux nombres flous, ces deux statistiques étant des notions importantes dans le
domaine actuariel. Mathématiquement, la prime pure d'un contrat d’assurance est égale
a l'espérance des pertes. Dans la littérature, de nombreux auteurs détiennent leur propre
définition de I'espérance floue et il est intéressant d’en parcourir certaines. Tout d’abord,
la définition de D'espérance floue établie par Gonzalez et de Campos sera parcourue a
la section 4.1, suivie de celle construite par Dubois et Prade a la section 4.2. Pour ces
deux définitions, une application dans le domaine de I'assurance automobile sera explorée.
Afin de montrer la grande panoplie des outils flous, les définitions de ’espérance floue
selon Kandel (voir section 4.3), dans un espace de crédibilité (voir section 4.4) et selon
Puri et Ralescu (voir section 4.5) seront briévement abordées. Dans la section consacrée a
Puri et Ralescu, une définition de la variance floue, liée a la distance entre deux nombres
flous calculée par Bertoluzza a 'équation (2.5.6) (voir chapitre 2 sous-section 2.5.3), sera
également proposée.

4.1 Classification floue selon Gonzalez et De Campos

4.1.1 Théorie

En ce qui concerne la classification des nombres flous, deux approches assez différentes
peuvent ressortir. D’une part, il y a un classement des nombres flous a 1’aide d’un ensemble
qualifié de "crisp" (de Campos Ibanez et Gonzéalez Munoz, 1989; Adamo, 1980). D’autre
part, se trouve une approche qui construit une relation floue en donnant, pour chaque paire
de nombres flous, un indice de comparaison. Quelques exemples tirés de cette approche sont
les travaux de Dubois et Prade (1983) ou ceux de Delgado et al. (1988).

Dans cette sous-section, I’étude de ’approche subjective de classification réalisée par
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de Campos Ibanez et Gonzélez Munoz (1989) est analysée. Ces derniers utilisent la subjec-
tivité du décideur afin d’obtenir un indice de classement. Tout d’abord, le décideur choisit
un sous-ensemble Y compris dans l'intervalle unitaire, Y C [0, 1], de sorte que les ensembles
de niveaux qui y sont associés contiennent I'information principale de la quantité (celle-ci
étant imprécise). Un poids représenté par une mesure de probabilité P est ensuite attribué
aux différents éléments de Y. Le décideur détermine également la fonction paramétrique,
notée f4(a), qui représente la position de chaque alpha-coupe (voir théorie a la sous-section
2.3.2) d’un nombre aléatoire flou A dans I'ensemble réel (R). Les valeurs de cette fonction
vont ensuite étre intégrées par les poids représentant I'importance subjective de chaque en-
semble de niveaux. Cette fonction, appelée indice moyen, peut donc étre interprétée comme
une moyenne pondérée des positions des ensembles de niveaux dans Y en utilisant P. Pour
choisir f4(c), il est conseillé de prendre un point inclus dans chaque ensemble de niveaux
A* de A, tel qu’a I'équation (4.1.1).

fA:Y =R, fia)=Xa+ (1-Na (4.1.1)

Ou A € [0,1] et A* = [g,a]. Le paramétre A refléte le degré d’optimisme ou de pessi-
misme du décideur. Ce paramétre va permettre au décideur de se rapprocher de la quantité
qui lui semble la plus optimale.

La valeur moyenne d’un nombre aléatoire flou A, notée V2 (A), peut étre définie par
I'équation (4.1.2).
VAW = [ f)apla (412)
Y

Ou P est une mesure de probabilité sur Y. Grace a cet indice, I’équation (4.1.3) permet
de comparer deux nombres aléatoires flous A et B, présents dans un ensemble flou N.

VA, BE€ N: A< B& Vp(A) <V3(B) (4.1.3)
De plus, A est indifférent de B si leurs indices moyens coincident (voir équation (4.1.4)).

A~ B & V3(A) =Va(B) (4.1.4)

La proposition 1 montre que la valeur moyenne d’un nombre aléatoire flou A, notée
V2 (A), est une fonction linéaire par rapport au paramétre .

Proposition 1. Soit R Uensemble des nombres flous, soit A € R un nombre aléatoire flou,
soit t, € [0,1]. Alors,

VIR A) = AVE(A) 4+ (1 = MVE(A), VA € [0,1]

A la sous-section 4.2.2, un lien sera effectué entre la classification floue selon Gonzalez
et de Campos et une autre théorie qui est celle de ’espérance floue selon Dubois et Prade
(voir section 4.2). Pour ce faire, la mesure de Lebesgue, notée P, sera utilisée comme
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mesure de probabilité. Lorsque la mesure de Lebesgue sur Y = [0, 1] est utilisée, la valeur
moyenne d’un nombre aléatoire flou A sera notée par V3 (A).

4.1.2 Application : choix de ’assuré concernant le type de contrat

Cet outil est intéressant dans le domaine de l’assurance automobile, car il peut per-
mettre d’évaluer la position de I'assuré concernant le choix, ou non, d’acquérir un contrat
télématique. Afin d’estimer ce choix, il y a lieu de comparer la prime pure d’un contrat
traditionnel (voir sous-section 4.1.2.1) & celle provenant de l'exploitation des données té-
lématiques (voir sous-section 4.1.2.2). La prime pure d’un contrat est le montant que la
compagnie d’assurance doit demander afin de pouvoir indemniser tous les sinistres, sans
perte ni profit. Selon la forte loi des grands nombres, celle-ci est I’'espérance de la perte glo-
bale d’un certain portefeuille d’assurance et se calcule en multipliant la fréquence moyenne
de sinistres avec le cotit moyen de ceux-ci. Cependant, pour plus de simplicité et afin de
se concentrer sur ’aspect télématique, seule la fréquence des sinistres est modélisée afin de
prédire la prime. Par conséquent, si la fréquence de sinistres augmente avec un modéle, la
prime pure associée augmente également, toute chose étant égale par ailleurs.

Afin d’analyser l'effet d’une variable télématique dans un contrat d’assurance auto-
mobile, la variable "Avgdays.week", qui représente pour chaque assuré le nombre moyen
de jours passés sur la route par semaine, est utilisée comme exemple (voir variable "Avg-
days.week" en annexe A.1 dans le tableau A.1.1). Comme cette variable est positivement
corrélée avec la sinistralité (voir annexe A.3.1), en optant pour un contrat télématique,
I’assuré aura probablement la possibilité de diminuer sa prime s’il utilise moins sa voiture.
Au contraire, si ce dernier 1'utilise énormément, sa prime peut bien entendu augmenter et
son choix se tournera plutot vers un contrat d’assurance classique. L’assuré aura donc le
choix entre un contrat classique fixant une prime pure sur base de variables classiques telles
que son age ou le type de véhicule utilisé ou un contrat qui, en plus de ces mémes variables
classiques, utilisera la variable télématique "Avgdays.week" afin de calculer la prime pure
du contrat. Ce contrat télématique permet donc a ’assuré de modifier sa prime en fonction
de ses habitudes de conduite.

4.1.2.1 Prime pure d’un contrat traditionnel

La premiére étape consiste a calculer la prime pure d’un contrat traditionnel. Pour rap-
pel, afin de simplifier le modéle, seule la modélisation de la fréquence de sinistres est prise
en compte. Pour ce faire, un modéle linéaire généralisé (GLM) selon une loi de Poisson
est effectué (voir théorie sous-section 1.1.1). Afin de raisonner par classes de risques, il est
nécessaire de supposer que les variables explicatives sont des variables qualitatives. Dans
un premier temps, les variables classiques continues de la base de données (voir annexe
A.1) sont donc coupées en variables catégorielles. Cette étape facilite 'interprétation des
résultats et permet de ne pas avoir besoin d’hypothéses de linéarité (méthode non para-
métrique). Pour maintenir une certaine homogénéité dans la taille de chaque groupe, ces
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coupages ont été réalisés au niveau des différents quartiles. Ensuite, un premier GLM est
établi sur toutes les variables classiques. La variable "Duration", déterminant pour chaque
assuré la durée de couverture d’assurance en jours, est 'offset du modele. En effet, comme
les couvertures d’assurance des polices n’ont pas toutes la méme durée (variable comprise
entre 22 et 366 jours), il est nécessaire de pondérer la fréquence de sinistres par I’exposition
afin de prédire le nombre de sinistres qui surviendront I’année suivante (voir sous-section
1.1.4). Une sélection est ensuite réalisée pas a pas afin de sélectionner le sous-ensemble de
variables qui construira le modéle le plus performant, c’est-a-dire celui qui aura 'erreur de
prédiction la plus faible. Pour ce faire, la fonction step() est appelée dans R. Finalement,
les coefficients présents au tableau 4.1.1 sont obtenus.

Variable Coefficient Variable (suite) Coefficient

Intercept By = —8.174 Credit.score between 766 and 825 by = —0.414
Insured age between 39 and 51 years  f; = 0.113 Credit.score between 825 and 856 By = —0.721
Insured age between 51 and 63 years [ = 0.065 Credit score more than 856 B0 = —0.719
Insured age more than 63 years old (3 = —0.102 Region Urban B11 = 0.189
Car age more than 5 years old B4 = —0.467 | More than 7456.452 annual miles drive 15 = 0.176
Car.use Commute Bs = —0.225 Between 15 and 29 years no claims Bz = —0.268
Car.use Farmer Bs = —0.858 Between 29 and 41 years no claims B1a = —0.263
Car.use Private [y = —0.226 More than 41 years no claims P15 = —0.108

TABLE 4.1.1 — Coefficients du GLM du contrat classique

Soit un homme assuré de 71 ans qui a une duration de 183 jours et qui dispose d’une
voiture privée de 6 ans d’ancienneté. Son score de crédit est égal a 842 et il vient d’une
région urbaine. Annuellement, il a roulé 6213.710 miles et cela fait 43 ans qu’il n’a pas
déclaré d’accident. La fonction predict() dans R prévoit que la prime de cet assuré se
calculerait sur base d’une fréquence de sinistres égale a 0.01229 pour ce contrat. Cette
fonction référe a I’équation (1.1.6) de la sous-section 1.1.4.

4.1.2.2 Prime pure d’un contrat télématique

La seconde étape consiste a calculer la prime pure d’un contrat télématique en ajoutant
la variable télématique "Avgdays.week" aux variables classiques. Cette variable dépend des
habitudes réelles de conduite de chaque assuré et peut étre dérivée en trois sous-ensembles
flous A, B et C. Le sous-ensemble A est dédié au faible nombre de jours passés sur la
route, B & un nombre moyen et C & un nombre élevé. Comme il s’agit de la méme variable
télématique que celle utilisée au chapitre 3, les mémes choix concernant la construction de
ces sous-ensembles flous ont été pris (voir sous-section 3.1.1). Soit un assureur qui souhaite
proposer un produit télématique & son assuré et demande a ce dernier de choisir, parmi les
trois catégories suivantes, celle qu’il pense lui correspondre :

— La catégorie 1 qui regroupe les conducteurs prenant en réalité la voiture en moyenne
0 & 3.5 jours par semaine (sous-ensemble flou A). Tous les conducteurs faisant partie
de cette classe auront la possibilité d’obtenir une faible prime.
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— La catégorie 2 qui rassemble les conducteurs prenant la voiture en moyenne 2.5 a
5.5 jours par semaine (sous-ensemble flou B). Tous les conducteurs faisant partie de
cette classe auront une prime moyenne.

— La catégorie 3 qui unit finalement les conducteurs prenant la voiture en moyenne 4.5
a 7 jours par semaine (sous-ensemble flou C). Tous les conducteurs faisant partie de
cette classe auront quant a eux une prime assez élevée.

Un des objectifs est de déterminer la valeur de la variable "Avgdays.week" pour laquelle
I’assuré, en choisissant le contrat télématique, obtiendra la méme prime pure qu’en choisis-
sant un contrat traditionnel. Cette valeur sera appelée le nombre de base. Si ’assuré estime
qu’il utilise en moyenne moins sa voiture que ce nombre de base, celui-ci pourra bénéficier
d’une prime plus faible et le contrat télématique sera pour ce dernier trés intéressant. A
I'inverse, un assuré pensant qu’il utilise sa voiture plus que ce nombre de base ne verra pas
d’intérét a prendre un contrat télématique, car il en sera pénalisé.

Pour déterminer ce nombre de base, la premiére étape consiste a reconstruire un GLM
en ajoutant aux variables classiques cette variable télématique, qui n’est quant a elle pas
catégorisée. Les coefficients des variables explicatives sont obtenus dans le tableau 4.1.2.
Le coefficient de la variable télématique est bien positif (8,5 = 0.105).

Variable Coefficient Variable (suite) Coefficient
Intercept By = —8.784 Credit.score between 766 and 825 Bé = —0.403
Insured age between 39 and 51 years 3, = 0.115 Credit.score between 825 and 856 /)’é = —0.703
Insured age between 51 and 63 years 3, = 0.079 Credit score more than 856 610 = —0.694
Insured age more than 63 years old (5 = —0.078 Region Urban By = 0.174
Car age more than 5 years old B, = —0.441 | More than 7456.452 annual miles drive 3}, = 0.155
Car.use Commute Bs = —0.248 | Between 15 and 29 years no claims 3, = —0.270
Car.use Farmer By = —0.796 | Between 29 and 41 years no claims 3, = —0.258
Car.use Private By = —0.198 More than 41 years no claims Bi5 = —0.096
Average days week B = 0.105

TABLE 4.1.2 — Coefficients du GLM du contrat télématique

La seconde étape consiste, pour chaque assuré, a égaler les valeurs prédites par le
contrat classique a celles prédites par le contrat télématique, en gardant comme inconnue
la variable "Nombre de base" (en tenant compte de I'exposition e, voir théorie a I’équation
(1.1.6)). Le nombre de base pour 'assuré qui illustre I’exemple est tel que :

—4.399 = By + By + By + Br + By + Buy + Bis + (Bi x Nombre de base) + log(e)

—4.399 — By — B5 — By — Br — By — By — Bis — log(e
_s Nombre de base — ( By — B3 — B4 57 By — By — Bis g(e)) — 4918
Bis
Par conséquent, afin d’obtenir une prime pure du contrat télématique égale a la prime
pure du contrat classique, 1'assuré doit utiliser sa voiture en moyenne 4.918 jours par se-

maine. Dans ce cas, si I'assuré estime qu’il utilise sa voiture moins de fois que ce nombre
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de base, le contrat télématique pourrait potentiellement lui offrir une prime plus faible.

Selon sa connaissance subjective, I'assuré décide de choisir une des trois catégories.
Par exemple, si ce dernier estime qu’il n’utilise que trés peu sa voiture et qu’il se trouve
dans la premiére catégorie, alors l'assureur estime qu’il y a 80% de chance qu’il I'utilise
vraiment un nombre de jours moyen allant entre 0 et 3. L’assureur répartit les 20% restant
de maniére équitable dans les deux autres catégories. Selon 'assureur, ’assuré appartient
donc & 80% au sous-ensemble flou A et & 10% aux sous-ensembles flous B et C. Ceci permet
a l'assureur de tenir compte de la subjectivité de 'assuré et de rester prudent. Pour chaque
nombre flou, le milieu du segment représentant I’alpha-coupe (voir sous-section 2.3.2) est
choisi comme nombre moyen de jours ot le véhicule est utilisé. Les sous-ensembles A, B et
C représentant la variable Avgdays.week sont illustrés a la figure 4.1.1.

Sous-ensembles flous de la variable Avgdays.week

0.50

Fonction d'appartenance

0.2%

5
Nombre de jours moyen passé sur la route

FIGURE 4.1.1 — Estimation par ’assureur du nombre de jours d’usage réel du véhicule
d’un assuré (exemple)

La valeur finale du nombre moyen d’utilisations du véhicule par semaine estimée par
I’assureur pour cet individu, notée Avgdays.s:, est calculée comme suit :

a— b—1b
Avgdays.s = 80% x w +10% x (b+ (—2_)) 10% x (c+

=80% x 0.75 + 10% x 4 4+ 10% x 5.825 = 1.58

(c—c)
2

)

La définition d’un nombre flou trapézoidal permet de trouver les valeurs des bornes
de I'alpha-coupe de chaque sous-ensemble, & savoir @, a, b... (voir sous-section 2.4 équation
2.4.3). Par exemple, pour trouver a, il faut chercher la valeur inconnue de z qui résout
I'équation égalisant 80% au coté droit du sous-ensemble A :

_SB—3.5

0.8
1-35

—xz=1.5
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Pour le sous-ensemble A, 'équation 4.1.2 de V2(A) est appliquée pour A = 0.5 et une
probabilité constante sur v posée a 80%. Ce choix est arbitraire et une loi centrée autour
de 80% aurait aussi pu étre choisie. Comme ’assuré a décidé d’appartenir a la catégorie 1,
I’assureur estime qu’il utilise sa voiture en moyenne 1.58 jour par semaine. Ce nombre étant
inférieur au nombre de base, 1’assuré mérite une réduction de prime et aurait donc tout
intérét a choisir le contrat télématique. En effet, la fréquence de sinistres égale a 0.00865 est
bien inférieure a 0.01229. Le tableau 4.1.3 synthétise tous les résultats. Si I'assuré décide
de se classer dans la catégorie 3, il n’a pas intérét a prendre de contrat télématique, car il
devra payer une prime plus élevée. A I'inverse, si I'assuré avait plutot choisi d’appartenir
a la catégorie 2, il aurait été intéressant pour lui de prendre un contrat télématique pour
réduire sa prime.

Choix de l'assuré  Avgdays.s; Prime pure contrat traditionnel Prime pure contrat télématique Choix du contrat

Catégorie 1 1.58 0.01229 0.00865 télématique
Catégorie 2 3.94 0.01229 0.01109 télématique
Catégorie 3 5.64 0.01229 0.01326 traditionnel

TABLE 4.1.3 — Résultas des choix de 'assuré selon différents scénarios

4.2 L’espérance floue selon Dubois et Prade

4.2.1 Théorie

Une définition pertinente de la valeur moyenne d’un nombre flou, cohérente avec la
définition classique de la théorie des probabilités, a été proposée par Dubois et Prade
(1987). Si A est un intervalle flou semi-continu supérieur et P(A) représente 1’ensemble
des mesures de probabilité sur le support S(A) (voir sous-section 2.3.3), alors la valeur
moyenne de A, notée F(A), est un ensemble de nombres défini par I’équation (4.2.1).

E(A) ={E(P)|P € P(A)} = [E.(A), E*(A)] (4.2.1)
Ou E(P) est l'espérance classique définit par I’équation (4.2.2).

B(P) = / " AP (@) (4.2.2)

F étant la fonction de distribution de P. De plus, E.(A) = inf(E(A)) et E*(A) =
sup(F(A)), représentent respectivement la valeur moyenne inférieure et supérieure de A.
Comme pour tout P € P(A), F, < F < F*, I'équation (4.2.3) définit E,(A) et E*(A).

—+00

E.(A) = /_ OoxdF*(x) ; E*(A) = / rdF,(x) (4.2.3)

o0 —0o0
Ou F*(x) et F.(x) représentent respectivement la fonction de distribution supérieure
et inférieure. Selon Dubois et Prade (1987), celles-ci peuvent étre définies par les équations
présentent en (4.2.4).
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F*(z) = sup{A(r)|r <z} ; Fiz)=1inf{l—A(r)|r >z} (4.2.4)

Par conséquent, la valeur moyenne d’un ensemble flou A est un intervalle fermé limité
par les valeurs attendues calculées a partir de ses fonctions de distribution. Le lemme 1
permet d’interpréter géométriquement ces propriétés.

Lemme 1. Soit F la fonction de distribution de P. Alors, dés que :

lim 2"F(z) = lim 2*(1 - F(x)) =0

T—r—00 r—r—+00

Pour tout k > 1, il en suit que :

E[P]:/O+OO(1—F(x))dx—/0 Flz)da

Soit un ensemble flou A tel que le noyau soit un intervalle borné (C(A) = [a~,a™] , voir

sous-section 2.3.4) et tel que F* et F, satisfont aux hypothéses du lemme 1, alors F,(A)
et E*(A) sont définies par les équations présentes en (4.2.5).

E*(A):/+OoxdF*(x):/O+OO(1—F*(x))dm—/0 F*(z) dx

o [ * B
4.2.5
E*(A):/_:OwdF*(x):/0+OO(1—F*(x))da:—/_(;F*(x)dx
:a++/ajooA(x)dx

4.2.2 Lien avec la théorie présentée par Gonzalez et de Campos
via la mesure de Lebesgue

Il est possible de faire un lien entre la définition de ’espérance floue selon Dubois et
Prade (sous-section 4.2.1) et la classification vue par de Campos et Gonzalez (sous-section
4.1.1) en utilisant la mesure de Lebesgue. La mesure de Lebesgue sur [0, 1], notée Pp, est
telle que Pr((a,b]) = b—a,(a,b] € P(]0,1]) (de Campos Ibanez et Gonzélez Munoz, 1989).

Soit R* I’ensemble des nombres flous normalisés A qui ont une fonction caractéristique
A(x) continue et strictement croissante avant d’atteindre les valeurs unitaires (partie r4(z))
et qui décroit strictement aprés celles-ci (partie s4(z)), telle que dans I’équation (4.2.6).
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ra(z) six € |a,b

Alw) = iA(m) iiiiﬁf}] (4.2.6)
0 sinon

Gonzalez (1990) prouve que YA € R* : E(A) = {V} (A)|X € [0,1]}. Cette démonstra-
tion ne fonctionne que si le nombre flou détient une fonction caractéristique semblable a
I'équation (4.2.6).

Démonstration. Si A € R* et A* = [a,al, alors :

E.(A) = / AR ) et BY(A) = / " AR ()

o0 —00

Avec :

Fo) sl <) = { 1 50

R =infti- Aol >a = { ]S

Dés lors sont obtenues les équations :

E*(A):/_+ooxdF*(x):/abxdrA(x):/Olrgl(x) dx:/olg da =V} (A)

o0

E*(A):/+°°g;dF*(x):—/CdxdsA(g;):/olsgl(x) dx:/olada:v;L(A)

o0

Par la proposition 1 présente a la sous-section 4.1.1, Vjs\L(A) est tel que :

VA €[0,1] : V2 (A) = AVE, (A) + (1 = M)VP (A)
O

Si A est un nombre flou de forme triangulaire tel que A = T'r[a, b, c] (voir sous-section
2.4.1), l'équation (2.4.2) permet de déterminer son espérance floue qui est telle que :

1 1
VIS\L(A) = )\/0 Trla,b,c] do + (1 — )\)/0 Trla,b,c| do

:)\/Oler(l—a)(c—b) da+(1—)\)/01b—(1—a)(b—a) da!
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Si A est un nombre flou de forme trapézoidale, le méme raisonnement est applicable,
en utilisant 'équation (2.4.4) au lieu de 1’équation(2.4.2) 2.

4.2.3 Application : approche floue des intervalles de confiance

L’exemple précédent aidait le choix de l'assuré concernant le type de contrat d’assu-
rance. Le concept de l'espérance selon Dubois et Prade peut quant a lui s’appliquer aux
décisions de ’assureur. Une application en trois étapes permet de déterminer s’il est inté-
ressant pour ce dernier de proposer un contrat télématique a son assuré. Il est important
pour 'assureur d’identifier les bons clients afin de leur proposer le meilleur contrat.

Premiérement, ’assureur détermine un intervalle qui correspond aux bons conducteurs
en construisant un sous-ensemble flou sur base d’une variable télématique. Il définit ensuite
les bornes de 'espérance, E, et E* telles que définies a ’équation 4.2.3, du sous-ensemble
destiné aux bons clients. Si I’assuré détient une variable télématique dont la valeur ap-
partient & cet intervalle, alors il est dans l'intérét de 'assureur de lui offrir un contrat
télématique. L’assureur lui fait un cadeau afin qu’il reste dans son portefeuille. Deuxiéme-
ment, le méme procédé est applicable au sous-ensemble flou correspondant aux mauvais
conducteurs. Si 'assuré détient une variable télématique dont la valeur appartient a cet
intervalle, alors il n’est pas dans 'intérét de ’assureur de lui proposer un tel contrat. Enfin,
en ce qui concerne les conducteurs dont la valeur de leur variable télématique n’appartient
a aucun des deux intervalles, ’assureur est libre de faire ce que bon lui semble. En théorie,
il n’est pas obligé de donner directement un avantage télématique et peut par exemple
offrir le produit de base pendant 1 an avant de constater les avantages qu’il peut offrir.

Comme exemple simplifié, la variable "Avgdays.week" de la base de données (voir an-
nexe A.1) est utilisée afin de déterminer si un assuré¢ est un bon conducteur. Cette variable
télématique est la méme que celle utilisée pour 'exemple précédent (voir sous-section 4.1.2)
et décrit le nombre de jours moyens passés sur la route. Le sous-ensemble A construit a la
figure 4.1.1 est repris pour cet exemple. Cet ensemble regroupe les assurés qui ont un bon
profil de risque en utilisant leur voiture en moyenne 1 & 3.5 jours par semaine. La premiére
étape consiste a déterminer la fonction caractéristique A(r) de ce sous-ensemble A :

0 sir<Qour>3.5
Alry=¢ 1 si0<r<1
=35 i1 <r <35

Gréce a la fonction d’appartenance A(r) et & son complément, il y a lieu pour tout z,
de calculer F*(x) et F,(x) selon les formules présentent en (4.2.4). Concernant F*(x), il
faut prendre pour tout x le degré d’appartenance maximal contenu dans I’ensemble des
r < z. Pour F.(z), il faut choisir pour tout x le complément du degré d’appartenance
minimum contenu dans I’ensemble r > z. Le tableau 4.2.1 résume l'information nécessaire

2. Dans ce cas, Vp (A) = )\folc+ (1—a)({d—c)da+(1-2X) fol b—(1—a)(b—a) da
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a la construction des fonctions de distribution. La figure 4.2.1 illustre la fonction d’appar-
tenance A(r) ainsi que son complément et les fonctions de répartition F* et F..

x r<z sup{A(r)|r <z} r>z inf{l- A(r)|r >x}
0 0 1 10,7] 0
1 [0.] 1 11,7] 0
3 [0.3] 1 3.7] 0.8
5 [0.5] 1 15.7] 1
7 0,7] 1 17.7] 1

TABLE 4.2.1 — Quelques valeurs utiles a la construction des fonctions F* et F, pour le
sous-ensemble A

Sous-ensemble A des bons conducteurs F'etF.

Alr) F(x)

0.75 1 A(I’)

50

Fonction d'appartenance
o
Fonction de répartition
o
g

0.25

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Nombre de jours moyen passé sur la route (r) X

FIGURE 4.2.1 — Sous-ensemble A représentant les bons conducteurs et les fonctions de
distribution supérieure (F™*) et inférieure (F})

Comme le noyau de A est C(A) = [0,1] (voir sous-section 2.3.4), a= = 0 et a* = 1.
Par conséquent, en utilisant les équations présentent en (4.2.5), les bornes de I'espérance
du sous-ensemble flou A sont :

35 435

&unzanm@:1+/ da = 2.25

1
L’intervalle flou de confiance [E,(A), E*(A)| est donc compris entre 0 et 2.25. Dés lors,

si un assuré détient une variable "Avgdays.week" dont la valeur est comprise entre cet

intervalle, il sera dans I'intérét de I'assureur de lui proposer un contrat télématique.

Le méme raisonnement doit est réalisé pour le sous-ensemble C (voir figure 4.1.1) qui
correspond aux conducteurs plus a risques. Le développement se trouve en annexe C.
Comme résultat, U'intervalle de confiance |E,(C), E*(C')] est compris entre 5.25 et 7. Par
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conséquent, si un assuré détient une variable "Avgdays.week" dont la valeur est supérieure
ou égale a 5.25, il sera dans l'intérét de ’assureur de ne pas lui proposer un contrat télé-
matique.

Ces deux exemples illustrent l'effet d’une seule variable, & savoir le nombre moyen de
jours passés sur la route, mais il est bien entendu possible de cumuler ’effet de nombreuses
variables télématiques au sein d’'un méme contrat. Pour ce faire, il est par exemple possible
de créer une variable déterminant un score de conduite pour chaque assuré sur base de
plusieurs variables télématiques. Le chapitre 5 sera consacré a la construction d'un score
flou de conduite en intégrant plus d’une variable télématique. Ce chapitre utilisera la théorie
de la logique floue présente au chapitre 3.

4.3 L’espérance floue selon Kandel

Une autre maniére® de calculer I'espérance floue fut élaborée par Kandel et Byatt
(1978). Dans la théorie de probabilité classique, un systéme de probabilité est un triplet
(2,5, P) ou Q est un ensemble arbitraire regroupant tous les résultats possibles, S est une
collection d’événements A et P est une fonction & valeur réelle définie pour chaque A € S.
Ce systéme répond a trois axiomes de probabilités, & savoir :

1. La probabilité P d'un événement A est représentée par un nombre réel compris entre
Oet1:0< P(A) <1

2. La probabilité d’obtenir un quelconque résultat de 'univers est égale a 1 : P(Q) =1

3. Si Ay, Ag, ... est une séquence d’événements deux a deux disjoints dans S, alors :
P(A;UA,U.) =Y P(A)

Selon Kandel, cette troisieme propriété est critiquable, car elle implique une certaine
exhaustivité qui restreint I'emplacement de chaque point d’échantillonnage dans un en-
semble bien défini. Bien entendu, pour les espaces finis, la probabilité de tout événement
A, P(A), respecte 'axiome numéro 3. Cependant, ce mémoire illustre clairement le fait
qu'un événement peut étre flou s’il appartient & un ensemble flou. De plus, méme si un
événement est bien défini, sa probabilité peut quant & elle étre mal définie suite a des éva-
luations peu précises, par exemple. Dés lors, 'objectif est de trouver une mesure alternative
qui supprime 'additivité et qui s’applique aux données floues.

La notion de mesure floue est définie par Kandel et Byatt (1978) de la maniére suivante.
Soit B une tribu borélienne (o-algébre) de sous-ensembles présents dans 2. Un ensemble de
fonctions défini sur B, noté u(.), est appelé mesure floue s’il détient les propriétés suivantes :

L ou(®)=0
2. () =1

3. Pour rappel, la section 4.3 et suivantes sont 1a afin de montrer la grande variété des outils flous et
une étude plus approfondie n’a pas été effectuée.
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3. SiA, Be Bavec A C B, alors pu(A) < u(B)

4. Si {zj|1 < j < oo} est une suite monotone, alors lim [p(z;)] = p] lim (z;)]. Clai-
J—>+oo J—>+o0

rement Q,® € Betsix; € Bet {z;]1 < j < oo} est une suite monotone, alors
Ii )€ B
)

Soit A : Q — [0,1] une fonction caractéristique ou A* = {x|A(x) > «a} représente
'alpha-coupe (voir sous-section 2.3 du chapitre 2). La fonction A est une fonction B-
mesurable si A* € B Va € [0, 1]. Si A est une fonction mesurable de B telle que A € [0, 1],
alors la valeur attendue floue de A sur un ensemble A" par rapport a la mesure floue w(.),
notée FEV (A), est définie par I’équation (4.3.1).

FEV(A) = sup {min[a, u(A%)]}, Ou A* ={z|A(z) > a} C A (4.3.1)
a€0,1]
La fonction fa(a) = pu(x|A(x) > «) dépend du niveau «. Le calcul de I'espérance floue

dans ce cas consiste donc a trouver I'intersection de la courbe telle que o = fa(a) = H,
de sorte que FEV(A) = H € [0,1].

Un exemple de cette théorie se trouve dans un article écrit par Schneider et Kandel
(1988). Ce concept utilise le principe d’extension de Zadeh décrit a la sous-section 2.5.1
du chapitre 2, ce qui prouve encore une fois que c¢’est un principal fondamental. Dans un
article, Kandel et Byatt (1978) a également défini ’extension de cette définition quand
Aela,b,0<a<b<oo.

4.4 L’espérance floue dans un espace de crédibilité

Pour cette sous-section, il est nécessaire de présenter deux nouvelles mesures floues, a
savoir la mesure de possibilité et la mesure de nécessité (Baoding Liu et Yian-Kui Liu,
2002). Si r est un nombre réel et A est une variable aléatoire floue normalisée, le degré de
possibilité que {A > r} se définit par I’équation (4.4.1). Le degré de nécessité que {A > r}
peut lui se définir par ’équation (4.4.2).

Pos{A>r} = fgg{A(u)} (4.4.1)
Nec{A>r}=1—Pos{A<r} =1—sup{A(u)} (4.4.2)

Sur base de ces deux mesures, I'indice de crédibilité peut se définir par I’équation (4.4.3).

Cr(A) = %(POS{A} 4+ Nee{A}) (4.4.3)

Pos et Nec représentent ensemble une paire de mesure floue, car il est possible de définir
'une des deux en utilisant Pautre, tel que Pos{A} = 1 — Nec{A®} ou A représente le
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complément de A. Dés lors, si A est une variable aléatoire normalisée floue, les valeurs
attendues supérieures et inférieures de A, notées respecivement E[A] et E[A], sont définies
par I’équation (4.4.4). La définition de 'intégrale de Choquet (1954) motive ces définitions.

FlA] = /OOO Pos{A > r}dr — /io Nec{A < r}dr

N ° (4.4.4)
E[A] = / Nec{A > r}dr— / Pos{A <r}dr
0 —00
L’espérance floue de A, notée E[A], est définie par I’équation (4.4.5).
) 0
E[A] = / Cr{A>r}dr— / Cr{A <r}dr (4.4.5)
0 —00

Cette espérance existe a condition qu’au moins une des deux intégrales soit finie.

4.5 L’espérance floue selon Puri et Ralescu

L’intégrale de Aumann (1965) a été généralisée par Puri et Ralescu (1986) afin de
définir I'espérance d’une variable aléatoire floue. Selon eux, soit un espace de probabilité
(Q, A, P), x est une variable aléatoire floue si elle est D{fV—Borel mesurable. Puri and
Ralescu définissent la valeur attendue floue comme une mesure de la tendance centrale
d’une variable aléatoire floue de la maniére suivante. Si y est une variable aléatoire floue
telle que la variable aléatoire max{|infx°|, |supx®|} est intégrable, alors la valeur attendue
floue de x correspond a E(x) (équation (4.5.1)).

(E(0))* = [E(infx*), E(supx®)]  VYa €0,1] (4.5.1)

Cette espérance flou de x est définie comme étant 'unique élément tel que Vo € [0, 1] :

(E(x))* = Uintégrale d’Aumann (1965) de l’ensemble aléatoire x®

— {/ X(Ww)dP(Ww)|X : Q= R, X € L'(Q A P), X GXa}
Q

LY(Q, A, P) dénote l'espace des fonctions P-intégrables X : Q — R. Par ailleurs, la
variance d’une variable aléatoire floue peut étre définie grace a la notion de distance entre
deux nombres flous D{;, définie a la sous-section 2.5.3 (Lubiano et al., 2000). Soit x une
variable aléatoire floue telle que [maz{|infx°|, |supx®|}]* est intégrable, alors, la variance
de x est donnée par I'équation (4.5.2).

Var(x) = E(IDg (x, EQQ))?) = /Q (D%, (x(w), E(x))]? dP(w) (4.5.2)



Chapitre 5

Construction d’un produit télématique

5.1 Base de données

Ce chapitre s’appuie sur une base de données simulée qui est présentée en annexes A.1.
Les résultats présentés ci-dessous sont donc donnés a titre d’exemple afin d’illustrer et
d’appliquer la théorie présente dans ce mémoire. Il serait dés lors intéressant de réaliser
ces analyses sur une base de données réelle afin de tirer des résultats fiables et utiles pour
le domaine des assurances. L’utilisation de cette base de données a pour principal objectif
d’analyser la fréquence de sinistres. Au sein d’un portefeuille automobile d’un assureur, il
y a généralement, au cours d’une année de police, une grande proportion de conducteurs
qui n’ont causé aucun sinistre, une proportion moindre avec exactement un sinistre et une
proportion bien moindre avec deux sinistres ou plus. Cet effet peut s’amplifier lors d’une
étude sur la télématique en secteur automobile, car ce sont généralement les personnes
qui se sentent les plus prudentes sur la route qui se dirigent vers ce genre d’assurance.
Dans la partie de la base de données dédiée a I'entrainement du modéle, il y a 95.73%
d’observations sans sinistre, 4.06% avec exactement 1 sinistre, 0.2% avec 2 sinistres et
0.01% avec 3 sinistres. Dans ’analyse, il faut donc étre conscient que les observations sont
assez déséquilibrées.

5.2 Construction de plusieurs sous-scores flous de conduite
a l’aide de la logique floue

Cette sous-section est dédiée a la construction, pour chaque assuré, d'un score de
conduite compris entre 0 et 100 qui dépend de toutes les variables télématiques présentes
dans la base de données (voir annexe A.1). Au plus le score se rapproche de 100, au plus
Iassuré sera estimé comme un conducteur a faible risque. Pour ce faire, la logique floue
présentée au chapitre 3 est utilisée. Cependant, comme des régles floues (voir sous-section
3.1.3) doivent-étre élaborées afin de construire ces sous-scores, il est difficilement conce-
vable de créer un score flou unique comprenant les 39 variables télématiques de la base de
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données. En effet, le nombre de régles floues qui sous-tendrait ce systéme serait beaucoup
trop compliqué a mettre en place. Par conséquent, le choix s’est tourné vers la construction
de plusieurs sous-scores dérivant chacun d’un plus petit nombre de variables. Ces derniers
seront ensuite utilisés afin de modifier la tarification des primes. Plusieurs étapes sont
nécessaires, a savoir une analyse de corrélation et une analyse en composantes principales
(ACP) (voir sous-section 5.2.1), ’étude du lien entre les regroupements effectués par I’ACP
et la sinistralité (voir sous-section 5.2.2) et enfin la création d’un systéme d’inférence floue
pour chacun des sous-scores déterminés (voir sous-section 5.2.3).

5.2.1 Corrélation et analyse en composantes principales (ACP)

Tout d’abord, une analyse de corrélation est effectuée afin de supprimer les variables
trés corrélées entre elles. Le coefficient de Pearson, mesurant la corrélation linéaire entre
deux variables, est utilisé. Les variables qui présentent une corrélation supérieure a 60%
en valeur absolue sont retirées du modéle et seules 11 variables sont retenues (voir tableau
D.1.1 en annexe D.1).

L’étape suivante consiste a déterminer plusieurs catégories de variables qui définiront
chacune un sous-score de conduite. Pour ce faire, une analyse en composantes principales
(ACP) est réalisée. Cette analyse étudie les relations qui existent entre des variables quan-
titatives et permet de résumer l'information en un nombre réduit de nouvelles variables
appelées composantes principales (Lebart et al., 2006). Chaque groupe de variables dé-
terminé servira au calcul d’un sous-score de conduite concernant un domaine bien précis
(par exemple la vitesse). Le nombre de composantes principales est inférieur ou égal au
nombre de variables explicatives (11). Bien entendu, I’ACP n’est pas la seule fagon de re-
grouper des variables entre elles, mais c’est cette derniére qui a été choisie pour ce mémoire.

Dans R, la fonction PCA() (package FactoMineR) permet d’effectuer cette analyse. En
annexe D.1, le cercle de corrélation pour les dimensions 1 et 2 ainsi que la qualité de repré-
sentation des variables avec 5 dimensions sont présents a la figure D.1.2. Le cercle de corré-
lation détermine les variables qui sont fortement corrélées entre elles, tandis que la qualité
de représentation met en évidence les variables les plus contributives pour chaque dimen-
sion. Le cercle de corrélation révéle que les variables "Pct.drive.2hrs" et "Pct.drive.4hrs"
sont négativement corrélées a la dimension 1, tandis que les variables "Accel.06miles" et
"Brake.06miles" en sont le plus positivement corrélées. Intuitivement, il est facile de com-
prendre qu’au plus la voiture est utilisée pour de longues durées, au moins 1’assuré accélére
et freine brusquement. Deux profils peuvent ressortir, a savoir celui qui roule plutot agres-
sivement ou celui qui, étant habitué aux longs trajets, roule de maniére plus calme. En ce
qui concerne la dimension 2, ces quatre variables en sont positivement corrélées.

A premiére vue, les regroupements de variables réalisés par I’ACP semblent évidents.
Par exemple, les variables "Accel.06miles" et "Brake.06miles" appartiennent a la catégorie
vitesse, tandis que les variables "Pct.drive.2hrs" et "Pct.drive.4hrs" représentent le pour-



Construction d’un produit télématique 47

centage de véhicules conduits pendant une longue durée (2 et 4h). La conduite en heures de
pointe peut étre résumée par les variables "Pct.drive.rush.am" et "Pct.drive.rush.pm". La
dimension 4, expliquée principalement par les variables "Pct.drive.wkday", "annual.pct.driven"
et "avgdays week" peut exprimer le temps passé sur la route. Finalement, I'informa-
tion liée a la prise des virages peut étre résumée par la dimension 5, par les variables
"Left.turn.intensity08" and "Right.turn.intensity08". Ces cinq groupes de variables sont
des candidats potentiels a la création de cing sous-scores de conduite. Avant cela, il est
toutefois nécessaire d’évaluer s'il existe un lien entre ces derniers et la sinistralité (voir

sous-section 5.2.2).

5.2.2 Lien entre les regroupements effectués par I’ACP et la sinis-
tralité

En proposant un produit télématique, I'assureur fait face a un dilemme. D’un coté,
son produit doit attirer I'assuré en permettant une variation de prime en fonction du
comportement. De l'autre, ’assureur ne veut pas faire de cadeaux et souhaite que cela
ait une conséquence sur la sinistralité. Le changement de comportement de ’assuré doit
permettre une diminution du risque sur les routes. Cette sous-section consiste a trouver du
sens aux regroupements de variables établis a la sous-section 5.2.1 en analysant la relation
entre ces groupes de variables et la sinistralité. Pour ce faire, un GLM est réalisé (voir
théorie a la sous-section 1.1.1) avec comme variable & expliquer le nombre de sinistres et
comme variables explicatives les variables classiques ainsi que les cing premiéres dimensions
de 'ACP réalisée (modele 1). Ce GLM est ensuite comparé & un GLM comprenant les
variables classiques ainsi que les 11 variables télématiques non corrélées (modéle 2). Les
résultats sont résumés dans le tableau 5.2.1.

Modele  AIC  Déviance Variables télématiques/dimensions non significatives
1 22200 16 700 /
2 20 670 15 160 Right.turn.intensity08

TABLE 5.2.1 — Résultats des différents GLM comprenant les dimensions de I’ACP

Résumer fait perdre de l'information. Dés lors, il n’est pas surprenant de voir que
le modele 2 donne de meilleurs résultats que le modeéle 1, sachant que les 5 dimensions
n’expliquent que 61.8% de la variance totale (voir scree plot en annexe D.1 figure D.1.1).
Cependant, il n’est pas gérable de construire un score flou sur base d’autant de variables et
regrouper l'information de fagon logique est nécessaire. De plus, pour 'aspect marketing,
construire un score de conduite sur base de 11 variables restera assez vague pour la majorité
des assurés. La combinaison de plusieurs sous-scores avec un nom parlant semble étre le
meilleur choix. Selon le premier modéle, les cing dimensions sont significatives. La variable
"Right.turn.intensity08" n’est pas significative selon le modéle 2. L’aspect statistique qui
considére le modéle 2 comme étant plus optimal s’oppose a I'aspect marketing qui considére
le regroupement de plusieurs variables comme étant plus compréhensible. Comme c’est un
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produit risko-marketing, le choix final se tourne vers la création de cinq sous-scores de
conduite présents dans le tableau 5.2.2.

1 : Vitesse 2 : Heures de conduite 3 : Prise des virages
Accel.06miles Pct.drive.2hrs Left.turn.intensity08
Brake.06miles Pct.drive.4dhrs Right.turn.intensity08

3 : Conduite en heures de pointe | 4 : Temps passé sur la route
Pct.drive.rush.am Pct.drive.wkday
Pct.drive.rush.pm Annual.pct.driven

Avgdays week

TABLE 5.2.2 — Présentation des cinq sous-scores de conduite liés a la sinistralité

Meéme si ce choix n’est pas idéal statistiquement, il ne faut pas oublier que les données
sont simulées. De plus, avec le temps, I'utilisation de ces sous-scores de conduite peut faire
varier les comportements routiers et ces groupes de variables peuvent prendre de plus en
plus d’importance. Si l’objectif est de construire un produit télématique transparent envers
le client, ces scores doivent pouvoir lui étre expliqués et celui-ci doit les comprendre.

5.2.3 Création d’un systéme d’inférence floue pour chacun des
sous-scores déterminés

La derniére étape consiste a créer un systéme d’inférence floue (voir section 3.1 du cha-
pitre 3) pour chacun des sous-scores de conduite. Pour ce faire, le package FuzzyR (voir
annexe B) est utilisé dans R. Comme les étapes nécessaires a la création d’un systéme d’in-
férence floue sont assez similaires pour chaque sous-score, les fonctions d’appartenances
et les régles floues ont été placées en annexe D.2. Pour le sous-score "temps passé sur la
route", I’élaboration des régles floues avec trois variables était compliquée & mettre en place
sans 'avis d’experts. Dés lors, seules les variables "Annual pct.driven" et "Avgdays.week"
ont été prises en compte, car ce sont les plus significatives.

Des nombres flous de formes trapézoidales ont été utilisés afin de construire les fonc-
tions d’appartenance des ensembles flous d’entrée et de sortie. La construction des sous-
ensembles flous des variables d’entrée tient compte des analyses exploratoires. Par exemple,
comme le nombre d’accidents augmente avec le nombre d’accélérations (variable d’entrée
"Accel.06miles" du sous-score vitesse), les nombres flous ont été construits sur base des
quantiles (voir tableau D.2.1 et figure D.2.1 de 'annexe D.2.1). En ce qui concerne les
régles floues, 'opérateur flou choisi parmi tous les antécédents est le "ET". C’est le cas de
figure ou les variables doivent étre observées simultanément afin de sélectionner une valeur
de sortie. Si une régle posséde deux antécédents au sein d'une catégorie, le résultat de la
conséquence va toujours compenser les deux effets.

Le tableau 5.2.3 résume ’ensemble des résultats relatifs aux sous-scores de conduite
pour 'ensemble des assurés du portefeuille d’apprentissage.
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Sous-score Min Max Moyenne
Vitesse 10.56  89.44 48.78
Heures de conduite 10.56 89.44 75.81
Conduite en heures de pointe 12.32 89.44 53.06
Temps passé sur la route 10.56 89.44 43.08
Prise des virages 13.02 89.44 57.23

TABLE 5.2.3 — Résultats des sous-scores par catégorie

5.3 Conception du produit télématique : le systéme bonus-
malus

Cette étape consiste a4 imaginer un produit télématique sur base des sous-scores flous
de conduite construits a la sous-section 5.2. Ce produit récompensera les clients qui ont un
bon score en leur accordant une réduction de prime et au contraire pénalisera les assurés
qui en détiennent un mauvais en augmentant leur prime. Chaque assuré recevra donc pour
chaque sous-score une augmentation ou une diminution de prime. En combinant toutes ces
variations, le changement de prime final est obtenu. Les questions sont maintenant de savoir
a partir de quels scores ces récompenses/sanctions seront déclenchées et de quels montants
seront ces derniéres. De plus, il est nécessaire de déterminer comment ces variations de
prime, résultant de chaque sous-score, seront combinées afin d’obtenir 'augmentation ou
la diminution finale de la prime de chaque assuré. La sous-section 5.3.1 est dédiée a la
création du systeme, tandis que la sous-section 5.3.2 illustre ce produit sur base de deux
sous-scores. Finalement, la sous-section 5.3.3 tient compte de I’équilibre du portefeuille.

5.3.1 Mise en place du systéme

Afin de déterminer a partir de quels scores I'assuré recoit une augmentation ou une
diminution de prime, deux approches sont abordées. La premiére utilise les intersections
des sous-ensembles flous représentant le niveau de risque d’un conducteur. Sur la figure
5.3.1 de gauche, le score 25 représente 'intersection entre le sous-ensemble C dédié aux
scores qui qualifient un conducteur agressif et le sous-ensemble C5 dédié aux conducteurs
plus modérés. Le score 75 représente quant & lui 'intersection entre le sous-ensemble C5 et
le sous-ensemble C3 dédié aux conducteurs plus calmes. Par conséquent, chaque année, si
le comportement de I'assuré se dégrade et atteint un sous-score de 25 ou moins, un malus
(majoration de prime) sera accordé. En revanche, si le preneur d’assurance augmente son
score a 75 ou plus, il recevra un bonus par une réduction de prime. Si le score d’un assuré
se maintient entre 25 et 75, ce dernier continuera de payer la prime initialement fixée.
Cependant, cette approche est trop directe et ne tient pas compte de la logique floue. La
transition est brutale et un assuré qui passe d'un sous-score flou de 25 a 24 obtient une
augmentation totale de prime, ce qui n’est pas en accord avec la théorie des ensembles flous.

La deuxiéme approche tient compte du mécanisme flou de déffuzification. Il ne faut
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pas oublier que le score flou est un score numérique utilisé pour le systéme bonus/malus
qui est construit via un processus de déffuzification. Dés lors, les scores compris entre
20 et 30 et entre 70 et 80 appartiennent respectivement aux sous-ensembles C et Cy et
aux sous-ensembles Cy et C5 (voir figure 5.3.1 de droite). Pour ces tranches, il y a lieu
d’ajuster le tarif progressivement, sinon 1’approche floue perd de son sens. Dans le cas ol
I'appartenance totale (100%) d’un score a ses ensembles ne peut pas étre déterminée, seule
son appartenance aux sous-ensembles connus est considérée, comme si ceux-ci constituaient
la totalité des ensembles auxquels cet objet appartient. Par exemple, le score 25 appartient
a 25% au sous-ensemble C et a 25% au sous-ensemble Cy, la prime doit donc étre impactée
de maniére égale (50%) par chacun de ces deux sous-ensembles, étant donné que Cy et Cs
sont les seuls ensembles considérés. Pour le reste, I’approche 2 est semblable a I’approche
1.

Sous-ensembles C de la variable Score de conduite

Premiére approche Seconde approche

Cq Cz Cs

g

Fonction d'appartenance
Fonction d'appartenance
g

0.25 / 025

0.00 . 0.00

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 100 0 10 20 30 40 50 60 70 a0 0 100
Score de conduite Score de conduite

FIGURE 5.3.1 — Définition des frontiéres du systéme bonus-malus selon deux approches

La part de réduction ou d’augmentation de prime se référe a la différence de sinistralité
entre les différents types de conducteurs (calme, modéré, agressif). Si un assuré détient un
score de 50 et améliore sa conduite en obtenant un score de 80 ou plus, l'assureur gagne
en termes de sinistralité et lui fait en retour un cadeau. La réduction de prime sera égale
a la différence entre la moyenne du taux de sinistres du groupe Cj et celle du groupe
Cy. Si son score est compris entre 70 et 80, cette réduction sera revue a la baisse (car
le score appartient aussi & Cy), proportionnellement & la part de son score appartenant
a Cy'. Au contraire, si cet assuré ne se comporte pas tel un conducteur prudent et que
son score se dégrade a 20 ou moins, son augmentation de prime sera égale a la différence
entre la moyenne du taux de sinistres du groupe C5 et celle du groupe C;. Pour les scores
compris entre 30 et 20, 'augmentation sera progressive et suivra le méme raisonnement
que celui décrit précédemment. Pour connaitre cette différence de sinistralité, un GLM est
réalisé sur les variables classiques et sur la variable du sous-score flou obtenu. Ensuite, pour
chaque sous-ensemble flou C, C5 et (3, la fréquence de sinistres est prédite. La différence

1. Par exemple, un score de 73 appartient & 15% a Cs et & 35% a Cs. La prime associée doit donc étre
impactée a 70% (35% x 2) par le sous-ensemble Cy et a 30% par C3 (15% x 2). La diminution de prime
pour un score égal & 73 sera donc égale & 30% de la différence de sinistralité entre les deux groupes.
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de celle-ci selon les sous-ensembles flous déterminera la réduction/augmentation de prime.
Toutefois, 'assureur doit garder une marge de sécurité. Dés lors, sur ces diminutions de
prime, la compagnie peut garder un pourcentage pour se couvrir. Par raison d’égalité, ce
méme pourcentage est appliqué aux augmentations de prime. La sous-section 5.3.3 évo-
quera comment ce pourcentage peut jouer dans 1’équilibre du portefeuille de 1’assureur.
Par ailleurs, seul le passage d'un sous-ensemble & un autre entraine une variation de prime.

Au niveau du marketing, il est plus compréhensible pour le client que chaque sous-score
impacte la prime de maniére équivalente. Dés lors, les poids des augmentations/diminutions
de prime pour chaque sous-score sont égaux. Par exemple, si un assuré obtient une aug-
mentation de prime de 5% suite & un sous-score, mais re¢oit une diminution de 5% suite
a un des cing autres sous-scores, I'impact final sur sa prime initiale sera alors de 0%. Le
méme procédé est appliqué pour 'ensemble des cing sous-scores.

5.3.2 Exemple sur base de deux sous-scores

Afin d’illustrer ce produit télématique, la variation de prime d’un assuré est calculée
en utilisant deux sous-scores de conduite choisis aléatoirement, a savoir les sous-scores
"vitesse" et "conduite en heures de pointe". Les différents résultats obtenus se trouvent
au tableau 5.3.1. La fréquence de sinistres diminue bien en passant du sous-ensemble C
(conducteurs agressifs, score plus petit ou égale a 30), aux sous-ensembles C5 (conducteurs
modérés, score compris entre 20 et 80) et C3 (conducteurs calmes, score plus grand ou égale
a 70). La marge de sécurité est posée arbitrairement a 50%. L’assureur la garde afin de se
couvrir en cas de mauvaises surprises. Elle tient également compte de la marge bénéficiaire
que souhaite se faire ’assureur sur ’aspect télématique.

Sous-score Vitesse <=30  [20,80] >=70

Fréquence moyenne de sinistres 0.04918 0.0456  0.0389
Variation de la fréquence de sinistres par rapport au sous-ensemble Cy | + 0.0036 / - 0.0068
Variation de la prime (50 %) -+ 0.0018 / - 0.0034

Sous-score Conduite en heures de pointe <=30  [20,80] >=70

Fréquence moyenne de sinistres 0.052 0.0464  0.037
Variation de la fréquence de sinistres par rapport au sous-ensemble Cy | + 0.0056 / - 0.0097
Variation de la prime (50 %) + 0.0028 / - 0.0048

TABLE 5.3.1 — Variation de la prime selon le systéme bonus/malus avec deux sous-scores

Soit un assuré qui détenait des sous-scores "vitesse" et "conduite en heures de pointe"
égaux a 50. Un an plus tard, son sous-score "vitesse" est de 11.87 et son sous-score "conduite
en heures de pointe" de 89.44. Celui-ci recoit donc une augmentation de prime de 0.0018
liée & son score "vitesse" et une diminution de prime de 0.0048 liée a son bon comportement
en heures de pointe. Sa diminution de prime finale est donc de 0.003. Chaque année, ce
systéme doit étre appliqué a tous les assurés en prenant ’ensemble des cing sous-scores de
conduite.
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5.3.3 Equilibre du portefeuille

La conception d’'un tel produit télématique peut étre problématique d’un point de vue de
I’équilibre du portefeuille. Il est difficile de prédire a 'avance comment les comportements
des assurés vont se modifier et de déterminer I'impact de ces changements sur la sinistralité.
Il est par conséquent important pour I'assureur de tester le maintien de 1’équilibre de son
portefeuille. Celui-ci doit notamment savoir comment réagir en cas de déséquilibre. Une
des possibilités est donc de laisser la possibilité & ’assureur de garder de la marge pour
réagir face a de quelconques surprises. Celle-ci a été supposée a 50%. Il est bien entendu
possible de faire varier ce pourcentage en fonction du portefeuille en vigueur.

5.4 Perspective future de I’utilisation de I’approche fuzzy

Jusqu’a présent, ’assureur utilise les données qu’il posseéde afin de fixer des primes qui
dépendent des caractéristiques analysées. L’assureur fait une offre a son client et ce dernier
est libre de 'accepter. Une perspective future liée a cette théorie serait d’intégrer pour la
premiére fois 'assuré dans un processus bilatéral de négociation. Si le client recoit une grille
lui permettant de traduire ses résultats numériques pour chacun de ses sous-scores en une
modification de primes, il pourrait la remplir en tenant compte de ses propres caractéris-
tiques. Comme c’est une approche floue, il est plus facile pour I’assuré de la compléter, car
les variables sont plus faciles & comprendre. L’assuré serait donc capable de déduire, sur
base de ses particularités, la construction définitive de sa prime et pourrait également faire
une proposition de tarification a ’assureur. Une négociation doit ensuite étre menée entre
les deux parties. Cette approche permet un double gain. D’une part, ’assuré comprendrait
le calcul réalisé par 'assureur et détiendrait donc des idées pour améliorer son compor-
tement au volant. D’autre part, ce processus d’éducation permettrait a ’assuré d’obtenir
une prime qui lui serait plus adaptée. L’assureur, quant a lui, augmenterait sa quantité
d’information et son profit serait par conséquent moins mis en cause.

Une autre possibilité serait qu’aprés un temps d’observation, ’assureur propose a son
client une variation de prime suivant les données qu’il posséde. Si ’assuré s’engage a aug-
menter un score et qu’il respecte son engagement, il pourrait obtenir, en plus de sa variation
de prime, un bonus supplémentaire. Cela responsabiliserait I'assuré dans le processus de
tarification. Pour s’assurer que ’assuré suive le bon comportement, I'assureur procéderait
a un suivi continu par la télématique.

I1 est toutefois évident que cette approche est difficile & mettre en oeuvre. L’assureur doit
contacter chacun de ses clients individuellement, ce qui représente un effort supplémentaire
non négligeable. Une solution consisterait a ne seulement contacter que les personnes qui
bénéficieraient le plus d’un contrat télématique. L’assuré doit également détenir des moyens
pour arriver a ce genre de négociation. Cependant, ¢’est une vision futuriste et cela souligne
I'intérét que peut apporter I'approche floue dans I’assurance automobile.



Conclusion

L’objectif de ce mémoire était d’utiliser la théorie des ensembles flous afin de concevoir
un produit télématique d’assurance automobile. Il a été prouvé que la théorie des probabi-
lités classiques n’est pas adaptée pour le traitement et I’analyse des données télématiques
et que le caractére flou de celles-ci doit étre modélisé autrement. La théorie des ensembles
flous développée par Zadeh (1965) a répondu a ce besoin. Celle-ci a permis de décrire le
comportement routier des assurés répertorié dans la base de données a I’appui de scores
flous de conduite. Ces derniers ont servi a réviser la tarification de prime de chaque assuré.

Ce mémoire s’est appuyé sur une base de données simulée. Par conséquent, les résultats
ont été donnés a titre d’exemple afin d’illustrer et d’appliquer la théorie floue. Il serait
intéressant d’appliquer ce systéme a des données réelles afin d’étayer les résultats de cette
analyse. De plus, il s’agit d'une étude acturielle qui se base principalement sur la ration-
nalité de 'assuré et qui ne tient pas compte de toutes les spécificités du monde réel. Selon
ce mémoire, un assuré choisit un contrat télématique si ce dernier lui permet d’avoir la
possibilité de réduire sa prime. Ce que pense I'assuré en ce qui concerne la sécurité et la
protection de ses données n’a pas été pris en compte.

Cette approche floue permet de réfléchir a des perspectives futures dans le domaine de
I’assurance automobile. Dans celles-ci, ’assuré pourrait étre intégré dans le processus de
négociation et I’assurance prendrait un nouveau tournant. L’idée que ’assuré entre dans
un tel processus est dans la tendance actuelle. Par exemple, Corona Direct Assurances a
lancé une assurance au kilométre qui permet a ’assuré d’estimer le nombre de kilométres
qu’il envisage de rouler. Avec cette estimation, I’assureur adapte la prime de son assuré.
Une application de la théorie floue a ce cas particulier permettrait d’améliorer I’ensemble
du processus de tarification vers une prime encore plus adaptée, et de renforcer la relation
bilatérale entre assureur et assuré.
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Annexe A

Présentation de la base de données

A.1 Provenance et bréve explication de la base de don-
nées

Ce mémoire utilise une base de données regroupant un ensemble de 52 variables ca-
ractérisant un portefeuille d’assurance automobile de 100.000 polices (So et al., 2021b).
Parmi ces variables, certaines sont associées a des risques traditionnels ou a la sinistralité
des conducteurs et d’autres sont liées a la télématique. Ce sont des données synthétiques
générées a I'aide de deux algorithmes d’apprentissage automatique populaires : le SMOTE
étendu ("Synthetic Minority Oversampling Technique") et le réseau neuronal & anticipa-
tion. Le premier algorithme est utilisé afin de simuler les variables prédicteurs classiques
et télématiques dans I'ensemble de données. Le second est quant & lui nécessaire pour gé-
nérer le nombre de sinistres et le montant agrégé de ces derniers, qui sont les variables de
réponse correspondantes. Pour plus d’information a ce sujet, 'article de revue de Chawla
et al. (2002) pour le SMOTE et le livre de Goodfellow et al. (2016) pour le réseau neuronal
a anticipation sont disponibles.

La simulation du portefeuille se base sur un ensemble de données réelles acquises aupres
d’un assureur canadien, qui a lancé en 2013 un programme UBI (usage-based insurance)
destiné a ses assurés. La période d’observation des données réelles s’étendait de 2013 a
2016 sur un portefeuille de plus 70.000 polices. Gréace a ces techniques, un portefeuille
synthétique de 100.000 polices fut généré, dont 63 002 ont été utilisées pour I'entrainement
et 36 998 pour le test final.

Les 52 variables explicatives sont divisées en onze variables traditionnelles, trente-neuf
variables télématiques et deux réponses décrivant le nombre de sinistres déclarés et le mon-
tant cumulé des demandes de remboursement. Le tableau A.1.1 décrit chaque variable. Les
variables "Pct.drive.xxx (mon/.../wed)" sont des variables de composition, ce qui signifie
que la somme des sept variables (représentant les sept jours de la semaine) est égale a 1.
Les variables "Pct.drive.wkday" et "Pct.drive.wkend" sont aussi des variables de composi-
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62 Division de la base de données

tion. De plus, 95.72% des observations n’ont pas déclaré de sinistre, 4.06% en ont déclaré
exactement un, seulement 0.20% en ont déclaré deux et enfin 0.01% ont réclamé trois
sinistres.

Type Variable Description
Duration Durée de la couverture d’assurance d’une police donnée en jours avec des valeurs comprises dans U'intervalle [22, 366].

Insured.age
Insured.sex
Car.age
Classique Marital
Car.use
Credit.score
Region
Annual.miles.drive
Years.noclaims
Territory

Age du conducteur assuré, en années avec des valeurs comprises dans l'intervalle [16, 103].
Sexe du conducteur assuré¢ (homme/femme)
Age du véhicule, en années, avec des valeurs comprises dans lintervalle [-2, 20"
Etat civil (célibataire/marié)
Utilisation du véhicule : Privé, trajet domicile-travail, Agriculteur, Commercial
Score de solvabilité du conducteur assuré
Type de région o vit le conducteur : rurale, urbaine
Kilométrage annuel prévu déclaré par le conducteur
Nombre d’années sans sinistre avec des valeurs comprises dans I'intervalle [0, 79].
Localisation territoriale du véhicule. Cette variable a 55 libellés dans 11, 12, 13, . . ., 91.

Annual.pct.driven
Total.miles.driven

Pourcentage annualisé du temps passé sur la route
Distance totale parcourue en miles

Pct.drive.xxx (mon/.../sun) Pourcentage de conduite jour xxx de la semaine : lun/mar/. . . /dim
Pct.drive.xhrs Pourcentage de véhicules conduits dans un délai de x heures : 2 heures/3 heures/4 heures
Télématique  Pet.drive.xxx (wkday/wkend) Pourcentage de véhicules conduits pendant xxx : jour/week-end
Pet.drive.rushxx Pourcentage de conduite pendant les heures de pointe de xx : am/pm
Avgdays.week Nombre moyen de jours d’utilisation par semaine
Accel.xxmiles Nombre d’accélérations soudaines 6/8/9/ . . /14 mph/s par 1000 miles
Brake.xxmiles Nombre de freinages brusques 6/8/9/... . . /

Left.turn.intensityxx Nombre de virages a gauche par 1000 miles avec intensité 08,/09/10/11/12
Right.turn.intensityxx Nombre de virages a droite par 1000 miles avec intensité 08/09/10/11,/12
Réponses N Bciaim Nombre de sinistres pendant 'observation, compris entre 0 et 3.

AMTe1aim Montant cumulé des sinistres pendant ’observation

TABLE A.1.1 — Variables présentes dans la base de données

A.2 Division de la base de données

Lors de la construction d’'un modéle, il est important que celui-ci reste général et soit
efficace pour n’importe quel jeu de données. Le surentrainement, aussi appelé overfitting,
doit étre évité au maximum. Ce phénomeéne décrit un modeéle qui s’applique bien aux
valeurs du jeu de données utilisé pour l'entrainement de ce modéle, mais qui converge
vers des valeurs incohérentes pour un autre jeu de données. Le modéle construit est donc
inutile dans le monde réel. Dés lors, dans une bonne analyse, il est nécessaire de diviser la
base de données en plusieurs parties. Le modéle est initialement ajusté sur un ensemble de
données d’entrainement, afin de pratiquer a I’exploration, de sélectionner les variables et
d’estimer les parameétres. Cette étape peut construire un ou plusieurs modéles. Le modéle
ajusté va ensuite étre utilisé pour prédire les réponses des observations de l’ensemble de
données de validation. S’il existe plusieurs modéles, ce jeu de données est également utilisé
pour comparer leurs performances et pour choisir le meilleur. La base de données utilisée
dans ce mémoire a été divisée en 63% et 37% pour la base d’entrainement et de validation,
respectivement. Chaque observation peut étre utilisée pour une seule des bases de données.
Cependant, bien qu’une observation peut étre utilisée autant de fois que souhaité pour
I’exploration, elle ne peut I’étre qu’une seule fois pour la validation.

1. Les valeurs négatives désignent 1’achat d’un modéle plus récent qui se réalise jusqu’a deux ans a
I'avance.
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A.3 Analyse exploratoire de certaines variables explica-
tives

I1 est nécessaire d’analyser les différentes variables afin de comprendre la tendance géné-
rale des données. Afin d’optimiser les avantages de I’'UBI pour les assureurs et leurs assurés,
il devient crucial d’identifier les variables télématiques les plus significatives qui affectent
réellement 'occurrence des accidents de la route. Les variables télématiques "Avg.days" et
"Annual pct.driven" sont analysées.

A.3.1 Variable Avg.days

La moyenne de la variable "Avg.days" augmente avec la sinistralité (voir point noir
sur la figure A.3.1). Par ailleurs, la variance de cette variable diminue quand le nombre de
sinistres augmente. Cela montre qu’il existe une relation entre la sinistralité et le nombre de
jours passés en moyenne par semaine sur les routes. Lorsque ce nombre est grand, I’assuré
a plus de chance de causer un ou plusieurs dommages.

N
s o

Avgdays.week

~
—seme

0 1 2 3
Nombre de sinistres déclarés

FIGURE A.3.1 — Boxplot de la variable Avdgays sur le nombre de sinistres

A.3.2 Variable Annual pct.driven

La moyenne de la variable "Annual pct.driven" augmente avec le nombre de sinistres
(voir point noir sur le boxplot présent a la figure A.3.2). De plus, I'espace interquartile
entre deux et trois sinistres diminue énormément. Cela prouve qu’il existe une relation
entre le nombre de sinistres et le pourcentage de temps annuel passé sur la route. Lorsque
ce pourcentage augmente, 1’assuré a plus de chance d’étre impliqué dans un sinistre.
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——

Annual.pct.driven

Nombre de sinistres déclarés

FIGURE A.3.2 — Boxplot de la variable Annual pct.driven en fonction du nombre de si-
nistres



Annexe B

Présentation du package FuzzyR

Afin de construire un systéme flou (voir chapitre 3), le package FuzzyR est utilisé. Celui-
ci est une boite a outils de la logique floue applicable au langage de programmation R. Un
article reprenant toutes les caractéristiques de ce package fut écrit par Chen et al. (2020).
FuzzyR est dérivé d'un ancien package nommé FuzzyToolkitUoN. Il a repris les différentes
fonctions et en a ajouté de nombreuses autres. L’ancien package permettait entre autres
de faire plusieurs choses, dont :

— Créer, évaluer et construire des fonctions d’appartenance, dont la majeure partie des
formes couramment utilisées (triangulaires, trapézoidales et gaussiennes) ont été dé-
finies et sont prétes a étre utilisées.

— Créer des systémes d’inférence floue de style Mamdani (1977) avec des fonctions
d’appartenance, des régles floues et des méthodes de défuzzification spécifiées par
'utilisateur.

— Permettre de visualiser la base de régles des systémes d’inférence floue construits en
utilisant des phrases IF-THEN faciles & comprendre.

Le nouveau package fuzzyR permet d’intégrer le systéme d’inférence floue de Takagi
et Sugeno (1985) (TS). De plus, une interface utilisateur graphique (GUI) est présentée
afin que tous les éléments d’un systéme flou, tels que les graphiques des fonctions d’appar-
tenance, les régles floues et la déffuzification puissent étre visualisés. Cet aspect rend ce
package plus interactif.
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Annexe C

Complément du chapitre 4

La fonction caractéristique C'(r) du sous-ensemble C est donnée par :

0 sir<4b5our>7
C(r) = g:i:g sid5<r<6
1 sie<r<7

Le tableau C.0.1 résume l'information nécessaire & la construction des fonctions de
distribution et la figure C.0.1 illustre la fonction d’appartenance C(r) ainsi que son com-
plément et les fonctions de répartition F™* et Fj.

x r<az sup{C(r)lr <z} r>z inf{l-C()|r >x}
0 0 0 10, 00) 0
1 [0.1] 0 1, 00) 0
3 10,3] 0 13, 00) 0
5 [0,5] 0.33 15, 00) 0
7 [0,7] 1 7, 00) 1

TABLE C.0.1 — Quelques valeurs utiles a la construction des fonctions F™* et F, pour le
sous-ensemble C

Comme le noyau de C est représenté par C(C') = [6,7] (voir sous-section 2.3.4), ¢~ = 6
et ¢t = 7. Par conséquent, en utilisant les équations présentent en (4.2.5), les bornes de
I’espérance du sous-ensemble flou C sont données par :
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Sous ensemble C des mauvais conducteurs FletF-

c(r)
1-C(r)

Fonction d'appartenance
e a
& o
3 E

Fonction de répartition
o
S

e
i
&

0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
Nombre de jours moyen passé sur la route X

F1GURE C.0.1 — Sous-ensemble C représentant les conducteurs & plus hauts risques et les
fonctions de distribution supérieure (£*) et inférieure (F})

+oo

E*(C)=c" +/ C(z) dx
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400
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Annexe D

Complément du chapitre 5

D.1 Analyse de corrélation et ACP

Variable Description

Annual.pct.driven Pourcentage annualisé du temps passé sur la route
Pct.drive.2hrs Pourcentage de véhicules conduits dans un délai de 2 heures
Pct.drive.4hrs Pourcentage de véhicules conduits dans un délai de 4 heures
Pct.drive.wkday Pourcentage de véhicules conduits pendant la semaine
Pct.drive.rusham Pourcentage de conduite pendant les heures de pointe de am
Pct.drive.rushpm Pourcentage de conduite pendant les heures de pointe de pm
Avgdays.week Nombre moyen de jours d’utilisation par semaine
Accel.06miles Nombre d’accélérations soudaines 6 mph/s par 1000 miles
Brake.06miles Nombre de freinages brusques 6

Left.turn.intensity08 ~ Nombre de virages a gauche par 1000 miles avec intensité 08
Right.turn.intensity08 Nombre de virages a droite par 1000 miles avec intensité 08

TABLE D.1.1 — Variables non corrélées de la base de données

40-

o
=]
.

20-

Pourcentage de la variance expliquée

5 [ 7 8 ;] 10
Dimensions

FIGURE D.1.1 — Scree plot
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Dim.1
Dim.2
Dim.3
Dim.4
Dim.5

Annual.pct.driven
PCA graph of variables Pct.drive 2hrs .
.57
Pect.drive.4hrs ‘

Pct.drive. wkday . 5
Pct.drive.rush.am . .43

Dim 2 (13.59%)

Pct.drive.rush.pm

Righ\urpAftensity08

Left.fumn.intensity08 ¢t 13y Pet.drive.rush.pm Avgdays.week 29

Xgdays.we:
Annvalpetdriven | Pedrverush.am
al.pet.driven 4 ve.n Accel.06miles . .
H 21
; Brake.06miles .
14

Left.turn.intensity08 '

Right.turn.intensity08 .

10
Dim 1 (16.08%) o

FIGURE D.1.2 — Cercle de corrélation (gauche) et qualité de représentation (droite)

D.2 Systéme d’inférence flou pour chaque sous-score

D.2.1 Sous-score 1 : vitesse

««««««

FIGURE D.2.1 - Sous-ensembles flous des variables "Accel.06mile" (gauche) et
"Brake.06mile" (droite)
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Variable Nombre Francgais Nombre flou trapézoidal
A, Faible [0,0,10,20]

Accel.06mile Ao Moyen [15,25,35,45]
As Elevé [30,100,622,622]
B Faible [0,0,10,40]

Brake.06mile By Moyen [35,55,65,85]
Bs Elevé [80,150,621,622]

TABLE D.2.1 - Construction des nombres flous des variables "Accel.06mile" et

"Brake.06mile"

Numéro de la régle  Accel.06mile Et Brake.06mile Alors Score de conduite

1 Faible (A;) Faible (Bj) Calme (Cs)
2 Elevé (Aj3) Elevé (Bs) Agressif (C))
3 Moyen (Az) Moyen (By) Modéré (Cs)
4 Elevé (As) Faible (B;) Modéré (Cs)
5 Faible (A;) Elevé (Bs) Modéré (Cs)
6 Faible (A;) Moyen (By) Modéré (Cs)
7 Moyen (As) Faible (By) Calme (Cj

8 Elevé (A3 Moyen (By) Modéré (Cs)
9 Moyen (Az) Elevé (Bj3) Agressif (Ch)

TABLE D.2.2 — Construction des régles floues pour le sous-score vitesse

D.2.2 Sous-score 2 : Heures de conduite

........

FIGURE D.2.2 — Sous-ensembles flous des variables "Pct.drive.2hrs" (gauche) et
"Pct.drive.4hrs" (droite)
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Systéme d’inférence flou pour chaque sous-score

Variable Nombre Francais

Nombre flou trapézoidal

A

Faible [0,0,0-001,0.006]

Pct.drive.2hrs Ay Moyen

[0.003,0.0035,0.004 ,0.00524]

As

Elevé [0.005,0.35,0.455743,0.455743]

B,

Faible [0,0,0.0001,0.0005 |

Pct.drive.4hrs By Moyen

[0.0003,0.004,0.005 ,0.009]

Bs

Elevé  [0.007,0.2,0.2658871, 0.2658871]

TABLE D.2.3 — Construction des nombres flous

"Pct.drive.4hrs"

des variables

Numéro de la régle Pct.drive.2hrs Et Pct.drive.4hrs

Score de conduite

Faible (A;)
Elevé (A3)
Moyen (As)
Elevé (A3)
Faible (A;)
Faible (4;)
Moyen (A,)
Elevé (As)
Moyen (As)

© 00 1O Tk Wi~

Faible (By)
Elevé (Bs)
Moyen (Bs)
Faible (By)
Elevé (Bs)
Moyen (Bs)
Faible (By)
Moyen (Bz)
Elevé (Bs)

Calme (C3)
Agressif (Cy)
Modéré (C5)
Modéré (Cs)
Modéré (02)
Calme (Cs)
Modéré (02)
Agressif (C4)
Modéré (Cy)

"Pct.drive.2hrs"

et

TABLE D.2.4 — Construction des régles floues pour le sous-score pourcentage de véhicules

conduits

D.2.3 Sous-score 3 : conduite en heures de pointe

RRRRRR

ooooo

nnnnnn

sssss

FIGURE D.2.3 — Sous-ensembles flous des variables "Pct.drive.rush.am" (gauche) et

"Pct.drive.rush.pm" (droite)
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Variable Nombre Frangais Nombre flou trapézoidal
Ay Faible [0,0,0.02,0.10]

Pct.drive.rush.am Ay Moyen [0.08,0.11,0.12,0.15]
Az Elevé [0.13,0.8,0.9847, 0.9847|
By Faible [0,0,0.02,0.11]

Pct.drive.rush.pm By Moyen [0.10,0.125,0.145,0.16]
B3 Elevé [0.15,0.8,0.9932,0.9932]

TABLE D.2.5 — Construction des nombres flous des variables "Pct.drive.rush.am" et
"Pct.drive.rush.pm"

Numéro de la régle Pct.drive.rush.am  Et Pct.drive.rush.pm  Alors  Score de conduite

1 Faible (A;) Faible (B;) Calme (Cs)
2 Elevé (A3) Elevé (Bs) Agressif (C1)
3 Moyen (A,) Moyen (B,) Modéré (Cs)
4 Elevé (As) Faible (B;) Modéré (Cs)
5 Faible (A;) Elevé (Bs) Modéré (Cs)
6 Faible (A;) Moyen (Bs) Modéré (Cs)
7 Moyen (A,) Faible (B;) Calme (Cs

8 Elevé (A3) Moyen (B,) Modéré (Cs)
9 Moyen (As) Elevé (Bs) Agressif (Ch)

TABLE D.2.6 — Construction des régles floues pour le sous-score conduite en heures de
pointe

D.2.4 Sous-score 4 : temps passé sur la route

nnnnnnnn

AAAAAAAAAA

FIGURE D.2.4 — Sous-ensembles flous des variables "Annual pct.driven" (gauche) et "
Avgdays.week" (droite)
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Variable Nombre Francais Nombre flou trapézoidal

Ay Faible [0,0,0.1,0.33]
Annual pct.driven Ay Moyen [0.17,0.4,0.6,0.83]

A Eleve [0.66,0.9,1,1]

B Faible [0,0,1,3.5]
Avgdays.week By Moyen [2.5,3.5,4.5,5.5]

Bs Elevé [4.5,6,7,7]

TABLE D.2.7 — Construction des nombres flous des variables "Annual pct.driven" et "Avg-
days.week"

Numéro de la régle Annual pet.driven Et Avgdays.week Alors Score de conduite

1 Faible (A;) Faible (By) Calme (C5)
2 Eleve (As) Elevé (Bs) Agressif (C4)
3 Moyen (Asz) Moyen (Bs) Modéré (Cy)
4 Elevé (As) Faible (By) Modeéré (Cy)
5 Faible (A;) Elevé (Bs) Modéré (Cs)
6 Faible (A;) Moyen (Bsz) Calme (C3)
7 Moyen (Asz) Faible (By) Modére (Cs)
8 Elevé (A3 Moyen (Bs) Agressif (C4)
9 Moyen (As) Elevé (Bj) Modéré (C»)

TABLE D.2.8 — Construction des régles floues pour le sous-score temps passé sur la route

D.2.5 Sous-score 5 : Prise des virages

1 A -Faibie B1-Faible
A2- Moyen 82 Moyen

FIGURE D.2.5 — Sous-ensembles flous des variables "Left.turn.intensity08" (gauche) et
"Right.turn.intensity08" (droite)
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Variable Nombre Francais Nombre flou trapézoidal
Ay Faible [0,0,5,35]
Left.turn.intensity08 Ay Moyen [30,160,170,300]
As Elevé [290,840000,841210,841210]
By Faible [0,0,5,50]
Right.turn.intensity08 By Moyen [45,165,175,300]
Bs Elevée  [290,790000 ,794740 ,794740]

TABLE D.2.9 — Construction des nombres flous des variables "Left.turn.intensityO8" et
"Right.turn.intensity(08"

Numéro de la régle Left.turn.intensity08 Et Right.turn.intensity08 Alors Score de conduite

1 Faible (A;) Faible (B) Calme (Cs)
2 Elevé (As) Elevé (B3) Agressif (C1)
3 Moyen (As) Moyen (Bz) Modéré (Cy)
4 Elevé (A3) Faible (B) Modéré (Cy)
5 Faible (A;) Elevé (Bs) Modéré (Cy)
6 Faible (A;) Moyen (B3) Calme (Cs)
7 Moyen (A,) Faible (By) Modéré (Cs)
8 Elevé (A3) Moyen (B,) Agressif (Cy)
9 Moyen (As) Elevé (Bs) Modéré (Cs)

TABLE D.2.10 — Construction des régles floues pour le sous-score virages
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