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Résumé

Ce travail traite de la quantification d’incertitude dans le cas de problémes in-
verses en traitement d’images. On s’intéresse plus particulierement a la formulation
bayésienne de ces problemes avec une approche convexe.

Les méthodes traditionnelles pour quantifier I'incertitude font usage des méthodes de
Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC). Ces méthodes sont réputées cotiteuses
en termes de temps de calcul. Récemment une méthode reposant sur ’estimation du
maximum a postériori est apparue. Cette méthode, nommée BUQO suggere de consi-
dérer une forme log-concave du probléme inverse et d’utiliser 'optimisation convexe
pour le résoudre. Il est alors possible d’utiliser I'estimation MAP de I'image pour
analyser I'incertitude autour d’une structure d’intérét a ’aide d’une définition d’une
région de crédibilité et d’un test d’hypothese bayésien, ceci plus efficacement qu’avec
les méthodes de Monte-Carlo.

Les deux méthodes présentées sont mises en parallele pour mettre en lumiere le lien
entre celles-ci. Apreés une analyse dans une base de pixels, une autre analyse est ef-
fectuée dans la base des ondelettes. Nos résultats montrent une corrélation entre les
méthodes MCMC et BUQO d’une part, et dans I’expression en base de pixels et d’on-
delettes d’autre part.



Table des matiéres

[1 Introduction et contextel

|2 Introduction générale sur les problemes inverses

[2.1 Approche bayésienne| . . . . . ... L oo

[2.2  Distribution postérieure de notre modele|. . . . . . . . ...

[2.2.1 Parcimonie et compressibilité dans la base W| . . . . . ... ... ..

[2.3  Formulation finale du probleme| . . . . . . .. ... 0000000

2.4 Opérateur proximal| . . . .. ... ... o o o
2.5 Algorithme de Condat : primal-dual| . . . .. ... ... ... ... ... .
[2.5.1  Application sur 'estimateur MAP| . . . ... ... ... ... ...

I3 Sources d’incertitude et méthode classique de quantification|
3.1 Quantifier I'incertitude et MCMC|. . . . . .. . ... ... ... .......

13.2  Sources supplémentaires d’incertitudes| . . . . . ... ...

4 éthode dite

4.5 Interprétation de la distance entre les deux ensembles] . . . . . . ... ...
4.6 BUQO enrésumeé|. . . . . . . . . e e
4.7 Ajout Artefact] . . . . . ..o

6_Résultats
[b.1 Déconvolution et débruitage] . . . . . . . . ... oo
5.2 Quantification de 'incertitude via MCMC| . . . . . . .. .. ... ... ...
9.3 Quantification de I'incertitude via BUQO| . . . . ... ... ... ... ...

|6  Conclusion et perspectives|

10
11
12

14
14
17

20
20
23
23
26
28
29
30
31

33
33
37
39
40
42
43
45

48



1 Introduction et contexte

La quantification d’incertitude dans le cadre du traitement d’images est une question
importante. De nombreux domaines nécessitent de prendre des décisions a la simple vue
d’une image. Citons le domaine de la médecine, a la sortie d’'un IRM ou d’autre autre
examen d’imagerie médicale, le médecin devra analyser les résultats pour poser un diag-
nostique précis au patient. Il peut y avoir de 'incertitude autour de cette image et des
artefacts de reconstruction peuvent apparaitre. Quid si cet artefact prend ’apparence
d’une forme suspecte 7 Est-ce une tumeur ou une structure imaginaire ? Ce n’est pas une
question anodine et il faut pouvoir quantifier la véracité de cette structure visible sur
I’image. C’est ce qui va nous concerner tout le long de ce travail qui va se concentrer sur
la mise en relation des différentes méthodes disponibles pour quantifier 'incertitude, en
particulier la méthode BUQO dans son analyse approfondie en base de pixels et en base
d’ondelettes.

La notion de probleme inverse est d’abord abordée, dans sa formulation bayésienne et log-
concave. Le chapitre suivant introduit la méthode classique de quantification (MCMC) et
aborde les éléments qui amenent cette incertitude. Le chapitre 4 se concentre sur I’étude
d’une méthode nommée BUQO qui utilise ’estimation a postériori et des régions de cré-
dibilité pour permettre de résoudre plus efficacement cette quantification. Enfin, dans le
dernier chapitre des simulations sont menées pour illustrer le probleme de la quantification

d’incertitude.



2 Introduction générale sur les problemes inverses

La notion de probleme inverse est largement utilisée dans une multitude de domaines
et dans le cas qui nous concerne, ’analyse ou le traitement d’image[19].
Selon [14] une définition opérationnelle d’un probléme inverse est qu’il consiste a détermi-
ner des causes connaissant des effets. La dualité du probleme inverse est appelée probléeme
direct et consiste a déterminer des effets connaissant des causes. La raison pour laquelle
nous devons utiliser la notion de probléeme inverse est que 1’électronique qui réalise la
capture d’une image ne la reproduit pas sans bruit ou autre détérioration (convolution,
décimation par exemple). En d’autres mots, les senseurs électroniques ne reproduisent pas
exactement ce que nos yeux pourraient voir. Connaissant donc les effets produits sur la
prise de vue par les senseurs, nous pouvons récupérer I'image sans bruit et sans détériora-
tion. Ceci est vrai dans le cas le plus idéal, mais en réalité c’est presque chose impossible.
Comment connaitre avec exactitude le niveau de bruit, la convolution, ou tout autre opé-
rateur induit par la capture de 'image ?

Une des difficultés principales dans la résolution des problémes inverses d’images est le
caractere mal posé de ceux-ci. Cette notion a été introduite par Jacques Hadamard dans

[9] 11 énonce qu’un probléme est bien posé si :
— Une solution existe
— La solution est unique

— La solution dépend de fagon continue des données.

Un probleme qui ne respecte pas ces conditions est dit mal posé.

Plusieurs raisons menent au fait que notre probléme puisse étre mal posé. La princi-
pale est qu’il est sous-déterminé, dans le sens ou la solution n’est pas unique ( dans le
probléme y = O il y a une infinité de x possibles, par exemple si 'opérateur © réalise une
décimation) . Une autre raison qui améne un probléme a étre mal posé est la présence du
bruit, les données recues ne sont pas les données réelles étant donné qu’elles différent non
contintiment avec le bruit. Ces raisons sont en particulier vraies dans le cas du traitement
d’images. Il y a plus d’inconnues que d’observations et I'image recue est entachée de bruit,
autrement dit une petite perturbation entraine ici une possible grande différence entre la

solution calculée et la solution réelle .

Le probleme qui va nous intéresser pour la suite est ’estimation de I'image inconnue

z € RY & partir des observations y € RM défini tel que :

y=>dz+0b (1)

avec @ : RV — > RM un opérateur d’observation et b € RM une réalisation d’un bruit
d’énergie limitée tel que [|b]|? < e.

Comme dit plus haut, ce probléme est souvent mal posé et mal conditionné, ce qui



ameéne de l'incertitude autour de la solution x. Cependant les méthodes bayésiennes nous
permettent de résoudre ce probleme en utilisant une information a priori sur la distribution
de x, ce qui permet de régulariser le probleme et ainsi de réduire l'incertitude autour de

x.

2.1 Approche bayésienne

L’approche bayésienne des problemes inverses développée dans [13] et [10] stipule que
toutes les quantités sont considérées comme aléatoires. Le caractere aléatoire reflete ’'incer-
titude qui découle des valeurs d’un point de vue de I'observateur. De cette perspective, la
solution d’un probleme inverse est la distribution de probabilités des quantités auxquelles
on s’intéresse quand toute I'information disponible & été incorporée au modele. Cette dis-
tribution est appelée distribution postérieure et représente le niveau de confiance que 'on
a par rapport aux quantités observées. On peut déja remarquer la différence essentielle
entre I'approche bayésienne et I’approche classique de la régularisation. Pendant que la
régularisation produit une estimée raisonnable du probleme, I'approche bayésienne nous
donne une solution qui est une distribution de probabilités qui peut alors étre utilisée pour
produire des estimées. La méthode bayésienne résout le fait que le probleme soit mal posé
en reformulant le probléme comme une extension bien posée dans un espace plus large de

distributions de probabilité.

Supposons qu’on puisse obtenir des informations sur X avant la mesure de Y, on peut
alors déterminer une densité de probabilité py,ior () appelée densité de probabilité a priori.
Celle-ci exprime ce que ’on sait a propos de I'inconnue, a priori des mesures. Supposons
qu’apres avoir analysé tous les parametres de mesure ainsi que toutes les informations
disponibles a propos des variables, nous puissions déterminer la densité de probabilité

conjointe de X et Y, que 'on écrit p(z,y). Alors la densité marginale de I'inconnue X est

/ p(:z,y)dy :pprior(x)- (2)
RM

Si d’un autre coté nous pouvions déterminer la valeur de I'inconnue, en d’autres mots
X =z, la densité de probabilité conditionnelle de Y (appelée fonction de vraisemblance)
étant donné cette information serait

p(z,y)

p(ylz) = Dorion (@)’ 8t Pprior () # 0. (3)

Finalement, supposons que les mesures Y = yypserved SOient données. La densité de

probabilité conditionnelle

p(x, yobserved)
p(yobserved)

est appelée la distribution a posteriori de X. Elle exprime ce que 'on connait de X apres

p(x|y0bserved) = , 81 p(yobserved) = /]RN p(xayobserved)dx =0 (4)

I'observation Y = yopserved-



Une formulation bayésienne du probléme inverse qui nous concerne serait alors : étant
donné les données Y = y,pserved, trouver la distribution conditionnelle de probabilité
P(Z|Yobserved) de la variable X. Et le probléme s’écrit comme

i B pprior(iv)p(y‘x)
Ppost(z) = p(zly) = o : (5)

Notons que y ici correspond aux observations donc y = Yopserved- En effet, quand la
densité de probabilité postérieure est utilisée ce sont évidemment les observations qui sont

utilisées pour y. Notons également que dans [5|la densité marginale p(y) est définie comme

ply) = /IR P y)de = /IR PWlT)ppriorde. (6)

2.2 Distribution postérieure de notre modele

Plusieurs informations peuvent étre déduites de notre modele [I] Une premieére infor-

mation dont on peut se servir est que le bruit est borné. En d’autres mots on a que

[Pz —y <e. (7)

De ceci on peut déterminer une fonction de vraisemblance uniforme qui va se traduire

en une fonction indicatrice donnée par

p(ylz) o< 1y (P) (8)

avec Ba(y,€) la boule o centrée en y de rayon e. Cette fonction peut étre comprise dans
ce sens, la probabilité est de 1 si I'observation y respecte et 0 si elle ne le respecte
pas. En d’autres mots, cette fonction s’assure que les résidus sont contenus dans la boule

déterminée par la borne € du bruit.

Une autre information dont on peut se servir est que dans un domaine particulier induit
par I'opérateur W, on peut promouvoir la parcimonie ou la régularité a ’aide d’une norme
l, (p>1). W peut se référer a un opérateur différentiel dans notre cas, une transformée en
ondelettes [I] ou les gradients verticaux et horizontaux qui définissent la variation totale
(TV) [8] a priori. Si’on définit W comme une transformée en ondelettes, on va se servir

de la parcimonie.

2.2.1 Parcimonie et compressibilité dans la base W

On dit qu'un signal = € R™ est compressible [5] si il peut étre défini par un vecteur
parcimonieux (qui ne contient que quelques valeurs non nulles) s € R™ dans une base de

transformation W € R™*", 1l peut alors étre écrit comme

x=Ws. 9)



On dira alors qu’il est K-parcimonieux dans W si il y a exactement K coefficients diffé-
rents de zéro dans s. Si W est générique (dans le sens ou toutes les images ou signaux
sont parcimonieux dans cette base), dans notre cas si W est une base d’ondelettes, alors
seulement quelques éléments de s permettent de reconstruire le signal original . Il est bon
de savoir qu’un signal dans la base d’ondelettes est parcimonieux mais a quoi cela va-t-il
nous servir 7 La réponse est simple, le bruit n’est pas parcimonieux dans cette base! Sur la
Figure on remarque que 'image (les illustrations sont obtenues via une image utilisée
comme test dans les simulations du chapitre 5) est composée de presque 50000 coefficients
d’ondelettes nuls, alors que les coefficients du bruit sont répartis de facon homogéne sur

toutes les valeurs.
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Distribution du nombre de coefficients d'une IMAGE dans une base d'ondelettes
dans une base d'ondelettes 100
50000
80 |
g
4 40000 4 a
5 o
=] £ 801
E S
¥ 30000 A o
= 3
] o 40
E F=1
5 20000 4 E
[=}
E =
= 20
10000 1
o
0 T T T T T T T T 0.5 10 15 20 25 30 35 40
0.0 0.5 10 15 20 25 3.0 35 4.0 Valeur absolue du coefficient

Waleur absolue du coefficient
(a) Distribution des valeurs de 'image (}) ) Zoom sur le nombre de coefficients de
I'image plus grands que 0.5

Distribution du nombre de coefficients du BRUIT
dans une base d'ondelettes

100 1

Mombre de coefficients
g

20 1

0.0 0s 10 15 20 25 30 5 40
Valeur absolue du coefficient

(c) Distribution des coefficients du bruit

FiGURE 1

En promouvant la parcimonie du signal bruité, on peut alors retrouver une version
non bruitée (ou moins bruitée) du signal. Pour réaliser ceci nous allons utiliser la norme
l1. En effet comme on peut le voir sur la Figure 2| la norme [/; (comme la norme [y mais
la {1 est plus facile & calculer) promeut la parcimonie étant donné que la minimisation du
probléme en cette norme ne nécessite qu’une seule coordonnée, pendant que la solution en

norme [y nécessite les deux coordonnées (dans un cas a deux dimensions).



FIGURE 2 — Comparaison de la solution de la minimisation avec différentes normes
Cette condition sera alors exprimée comme

|Wa||; avec W: RN —>RE (10)

Enfin, étant donné que notre image de base est composée de pixels dont la valeur est
comprise entre 0 et 1, on va pouvoir rajouter cette information dans notre probléme. La
condition de parcimonie et la condition sur la valeur des pixels sont des conditions que

I’on sait déduire de I'image originale x et constituent donc deux informations d priori.

2.3 Formulation finale du probléme

Comme nous le verrons plus loin, une maniére efficace de résoudre le probléme inverse
en image est d’utiliser des méthodes d’optimisation convexe. Une formulation pratique
pour utiliser la convexité est la formulation log-concave [2].

Une fonction f non négative définie sur [0,00] est dite log-concave [20] si elle respecte
fla+ 1 —a)y) > f9=)f17%@W) pour 0<z,y<oo et 0<a<l. (11)

La distribution postérieure prend alors la forme

pzly) o e~ 91(z:y)—g2(x) (12)
avec
51 (l’,y) = LB(y,e) (q)m) (13)
et
92(x) = —logp(z) = A[[Wz |1 + [0 v (14)

A étant un parametre de régularisation.



En utilisant ’estimateur du maximum a posteriori (MAP) on peut désormais résoudre

le probléme en profitant des propriétés convexes de notre formulation

2! € argmaxp(z|y). (15)
z€RN

p(z|y) étant une exponentielle négative, cette expression devient

al € argmingl(x,y) + g2(z). (16)
RN

Finalement, 'estimateur MAP est donné par

z! € argmin A (W) + e + 1y (y,e) (D), (17)
z€RN

f étant la norme Iy et C =[0,1]Y comme expliqué plus haut.

Ou sous une autre forme
minimiser |Wz||; t.q. x € Ry et ||Px—y| <e. (18)

2.4 Opérateur proximal

Avant de rentrer plus en détail dans la résolution de I'estimateur MAP, il convient
d’introduire quelques notions relatives aux opérateurs proximaux qui nous seront bien
utiles pour la suite [4].

Définition

L’opérateur proximal prox, : R" — RR" de la fonction f est défini par
. 1 2
prox(v) = argmin (f(x) + g{lz - v|i3) (19)
ot || - |2 est la norme Euclidienne usuelle.

Il existe aussi 'opérateur proximal de la fonction mise a 1’échelle Af, ot A > 0, exprimé

comme

prox (v) = argmin (f(z) + 5[l o) (20)

L’opérateur proximal peut étre interprété comme un point qui fait le compromis entre
minimiser f tout en étant proche de v. Dans 'opérateur proximal de la fonction mise a
I’échelle, le parametre A peut étre interprété comme un poids relatif ou un parametre qui

gere le compromis entre les deux termes.



FIGURE 3 — Opérateur proximal[4]

La figure [3] illustre bien ce que fait I'opérateur proximal. Les lignes pointillées repré-
sentent les courbes de niveau de la fonction f et la ligne épaisse représente les limites du
domaine de la fonction. Evaluer prox; (v) revient a faire bouger les points verts jusqu’aux
positions représentées par les points oranges. Les trois points en dehors du domaine de f se
déplacent donc vers la limite du domaine et également vers le minimum de la fonction. Les
points situés a l'intérieur du domaine se déplacent aussi vers le minimum de la fonction.
Augmenter le paramétre A aura pour effet de favoriser le déplacement des points vers le
minimum de la fonction, et a 'inverse diminuer ce parametre aura tendance a favoriser les

points a rester proches de leur position initiale.

Une autre interprétation suggere un lien avec la descente de gradient de la fonction f.

En effet, on peut exprimer 'opérateur proximal comme

prox;(v) ~v—Af(v) (21)

quand X est petit et f dérivable. Cette connexion entre 'opérateur proximal et la descente
de gradient peut nous étre utile dans notre cas étant donné que ’on veut réaliser la mini-

misation d’une fonction.

Enfin, les points qui minimisent la fonction f sont en réalité les points qui restent fixes
étant donné qu’ils sont déja positionnés dans le domaine de f et sur son minimum. En
d’autres mots

prox;(z) =z (22)



si et seulement si z minimise f.

Lien entre la fonction indicatrice et la projection

Quand f est la fonction indicatrice

0 z el
e(r) = (23)
+o0o zeC

Iopérateur proximal de f se réduit a la projection Euclidienne sur C, que ’'on note

[Te(v) = argmin ||z — v||2 (24)
xeC
Décomposition de Moreau
Si la fonction f est la norme générale ||-|| sur RY, sa fonction duale f* est la fonction

indicatrice ¢tz ou B est la boule unitaire pour la norme duale. Par la décomposition de

Moreau on a

prox,;(v) = v — Aprox;. ;5 (v/A)
=v— NlIg(v/A) (25)

2.5 Algorithme de Condat : primal-dual

L’algorithme qui va nous permettre de résoudre est I'approche primale-duale de
Condat présentée dans [7].

Le probléeme général que 'on veut résoudre dans sa formulation primale est :

m
Trouver & € argmin | F(z) + G(x) + ZHZ(sz) ) (26)

N

ou

— F :H— > R est convexe, dérivable sur H et son gradient VF est §-Lipschitz continu,

pour un S € [0,+o00[;a savoir,
|VF(z) = VE ()| < ||z —2'|, Y(z,z') € H2 (27)

On peut noter que le cas § = 0 correspond & VF étant constant, ce qui est le cas

par exemple quand le terme F' doit étre ignoré dans le probleme (Donc F' = 0).

— G eTy(H) et H€Tp(Y) sont "simples", dans le sens ou leur opérateur proximal a une
représentation en forme close, ot peuvent au moins étre résolus efficacement avec

haute précision.
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— L :H— > )Y est un opérateur linéaire "fermé" avec un adjoint L* et une norme induite
|L|| = sup{||Lz|| : x € H,||z|] <1} <400 (28)

Précisons que H et Y sont des espaces de Hilbert.

On obtient alors cet algorithme (algorithme 5.1 dans le papier de Condat) :

Algorithm 1 Algorithme primal-dual forward-backward pour résoudre

Choisir les parametres proximaux 7 > 0,0 > 0, la séquence de parameétres positifs
d’assouplissement (p,)nen et le schéma initial (z0,y1,0,...,Ym,0) € X X V1 X ... X V.
Ensuite itérer, pour tout n > 0,

Tpp1 :=prox,g(zn —T(VF(xn) +ern) — 72 im1 Liyin) +eam
Tptl = PnTptl + (1 - pn)xn

Vi=1,...,m, gi,n-ﬁ-l = prOXJHi* (yl,n + O'Li(2‘%n+1 - l‘n)) + €H;n
Vi=1,...m, Yint1:= pubint1 + (1= pn)Yin

Les paramétres o et 7 doivent respecter L — || 7, L¥L;|| > g Si F'=0, la relation

=
devient o7||> 7% LY L;|| < 1.

2.5.1 Application sur ’estimateur MAP

En reprenant [17] et I'algorithme général [T] on peut maintenant définir I’algorithme qui

va résoudre notre probleme inverse. Identifions les différents parametres :

— F : Il n’y a pas de fonction dérivable ici, donc F=0.

— G correspond a la fonction indicatrice ¢[g 1). On se rappelle que 'opérateur proximal

d’une fonction indicatrice est une projection sur ’ensemble donné. On a donc
proxg(r) = 1_[[071] (z)

— Ligne 3 de l'algorithme nous devons calculer : proxX,r« (i + 0 Li(2Zn4+1 — zn)) +
eH; n- La premiere fonction H correspond a la fonction indicatrice LBa(y.€) (Pz). On a
besoin ici de H*, mais I’identité de Moreau nous permet d’éviter de calculer ce terme.
En effet on a que prox, y«(z) = x — oprox s (Z). Enfin en utilisant la propriété de

l'opérateur proximal d’une fonction indicatrice on a
x
prox. i« (x) = & — g,y ¢ ( 5)

sans oublier I'opérateur L qui est dans notre cas @. Le résultat final se trouve aux
lignes 6 et 7 de

— Enfin, il reste le terme Af(Wz). Par les mémes arguments on a donc les lignes 4 et
5del2

L’algorithme complet est le suivant :

11



Algorithm 2 Algorithme primal-dual forward-backward pour résoudre

1: Initialisation : Soit (%) € RN, ygo) eRY, et yéo) € RN, Soit o > 0 et v > 0 tels que
oy (PP +[|PD*[|) < 1.

2: fori=0,1,... do

3 2l =g (a0 — o (W +-@Ty))

£ G =yl W (el —20)

. ng—l) _ gﬁi) —yproxy . (’fl'yf))

o B =)+ (@) 4 0)

oy =) g0 ()

8: end for

2.6 Convolution

L’opérateur @ cité plus haut peut correspondre a une convolution. Il mérite qu’on s’y
attarde. Deux convolutions vont étre explorées, une Gaussienne et une LoG (Laplacien
d’'une Gaussienne). Pour les moins avertis, la fonction gaussienne est définie en toute
généralité par

G(z) = ! 6_%. (29)

C o21

Pour la suite nous allons utiliser une forme exprimée en 2D et simplifiée étant donné que

le noyau sera normalisé et appliqué a une image elle-méme en 2D. On a donc

2, 2
ozt

G(z1,x2) =€ 257 . (30)

FIGURE 4 — Gaussienne
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Le Laplacien se calcule comme suit

82G(w1,22)  62G(1,22)

L(z,y) = V2G(x1,29) =
Sx? §x3

et finalement en 'appliquant a la fonction Gaussienne nous obtenons le LoG

1 $2+$2 _w2]+x22
LOG(xl’a:z):_wa‘l(l_ 1202 2ye” 27,

FIGURE 5 — LoG

Si on prend une image f(n,m) et un filtre quelconque h(n,m), la convolution de f par
h est

N M
(f+h)(n,m) = Z Z f(n',m"h(n' —n,m' —m)

n/=1m’'=1

Si on se rappelle du théoréme de convolution [21],
fxh=F YF-H)

avec F~! l'opérateur de transformée de Fourier inverse et F' et H respectivement 'image
et le filtre exprimés dans le domaine de Fourier. On en conclut qu’une convolution dans
le domaine spatial correspond a une multiplication dans le domaine de Fourier. Cette
information nous sera utile pour réaliser la convolution d’une maniére efficace. En effet la
convolution réalisée en passant par le domaine de Fourier requiert bien moins de ressources

calculatoires qu’'une convolution dans le domaine spatial.

13



3 Sources d’incertitude et méthode classique de quantifica-

tion

La solution obtenue via I'estimateur MAP ' est une image unique résumant x|y qui
peut étre facilement affichée et analysée. Cependant cette image unique ne permet pas
de quantifier 'incertitude qui est inhérente aux problémes mal posés et mal conditionnés.
Quantifier 'incertitude est un probleme important dans certains dommaines du traitement
d’images. Prenons comme exemple une image d’un IRM, il est important de savoir si une
tache que l'on voit sur la solution affichable 2 est une tache réelle ou un artefact de
reconstruction. En effet, dans le cas de cet IRM, le médecin doit étre siir de ce qu’il voit

pour poser un diagnostique précis. La tache est elle une tumeur ? L’enjeu est important.

3.1 Quantifier Pincertitude et MCMC

La solution MAP est une fagon parmi tant d’autres de caractériser la distribution de
probabilité. On peut également vouloir connaitre sa valeur moyenne (moyenne arithmé-
tique), sa déviation standard ou des intervalles de confiance. La question est de savoir
comment déterminer ce genre de valeur. C’est impossible par calcul conventionnel, cepen-
dant il existe une méthode qui permet de déduire ces valeurs sans connaitre toutes les
propriétés mathématiques de la distribution de probabilité de notre modele, la Méthode
de Monte-Carlo par chaines de Markov ou MCMC trés bien résumée dans [22]. Ceci se fait
en échantillonnant au hasard des valeurs de la distribution. Cela repose sur deux principes
distincts, la méthode de Monte-Carlo d’une part et les chaines de Markov d’autre part.
Le principe de Monte-carlo est de calculer les valeurs citées plus haut (moyenne, dévia-
tion standard entre autres) non pas via ’équation de la distribution mais en générant un
grand nombre d’échantillons aléatoires a partir de cette distribution et d’ensuite a partir
de ceux-ci obtenir les valeurs voulues. Il est en effet souvent plus facile de générer des
échantillons aléatoires et de calculer les valeurs voulues que de les calculer via les équa-
tions de probabilité. On parle de chaine de Markov parce que tous les échantillons forment
une chaine, chaque nouvel échantillon étant généré a partir de ’échantillon précédent et

uniquement a partir de celui-ci.

La méthode MCMC est donc particulierement utile dans notre cas étant donné ’ex-
pression de la densité de probabilité étudiée qui est difficilement traitable analytiquement.

Rappelons ici que la distribution de probabilité postérieure définie comme

Pprior\T)P\Y|T
Puos(a) = plaly) = P22 IRV, (31)
est de forme log-concave, soit
p(zly) e~ 91(zy)—g2(z) (32)
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Les méthodes traditionnelles utilisant MCMC pour 'analyse bayésienne sont réputées
tres cotliteuses en terme de calcul. Il existe cependant une approche reposant sur ’opti-
misation proximale. Ces méthodes sont plus faciles & mettre en place et sont bien moins
coliteuses en termes de calcul. Elles reposent sur l'utilisation de 1’équation différentielle

stochastique de Langevin suramortie définie par
dX; = Vogppost(Xy)dt + V2dW,

avec YV un processus de Wiener. Cette équatiion converge vers la distribution ppes lorsque
t tend vers l'infini et est donc utile pour générer des échantillons de Monte Carlo a partir
de ppost- ¢’est encore plus vrai lorsque la distribution est de forme log-convace comme dans
notre cas. Cependant la forme continue n’est pas pratique et difficile & résoudre donc on
introduit sa forme discréte, la méthode nommée ULA (pour algorithme de Langevin non
ajusté)

Xnt1=Xp+0V logpp?)st(Xn) +2v25 + Wit

avec 0 un pas donné et W, 11 ~ N (0,1y) une séquence de variables aléatoires gaussiennes.
On reconnait dans cette expression les caractéristiques d’une méthode MCMC, les échan-
tillons forment une chaine (séquence X) et chaque échantillon X, est évalué a 'aide de
celui qui le précede (X,,) et uniquement celui-ci. Une des limitations d’ULA (et de son
homologue MULA) est que la fonction logppes: doit étre contintiment dérivable sinon la
chaine de Markov ne converge pas. Etant donné que dans de nombreux cas et en particulier
le notre ce n’est pas le cas, il faut passer par d’autres méthodes. Citons entres autres la
Moreau-Yosida regularised ULA (MYULA), Proximal MALA (Px-MALA) ou le schéma
SK-ROCK développés dans [6] et [23]. Rappelons que ces méthodes nous permettent de
générer des échantillons aléatoires provenant de la distribution de probabilité de notre

probléme.

La quantification de 'incertitude requiert d’analyser des statistiques propres a la dis-
tribution p(z|y). Les échantillons générés 2U) nous donnent justement accés & cette distri-
bution. Comme on peut le voir sur la figure [6] la premiére étape de la procédure présentée
dans [6] est de générer la densité postérieure complete de 'image et ensuite d’utiliser

plusieurs formes de quantification d’incertitude.
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(Observed visibilities in RI imaging: |
Sample full pos-

terior by MCMC ] r HPD credible

methods: p(x|y) J\L regions: Cu

Pixel-wise credible
intervals: (E_,£4)

[ Point estimator: @* } { Hypothesis testing

FIGURE 6 — Procédure présentée dans [6] pour la quantification d’incertitude en partant
d’une méthode MCMC

La premiere chose que 'on peut faire est de déterminer des intervalles de confiance a
I’échelle des pixels que 1'on note I; pour la borne inférieure de 'intervalle et .S; pour la
borne supérieure. Ces intervalles indiquent la plage de valeurs que peuvent prendre ces
pixels avec probabilité (1 —«), c’est-a-dire p(z; € [I;,S;]|y) = 1 — a pour i € [1,N]. Pour

obtenir ces intervalles, on calcule simplement

(1;,S;) = quantile(a;z(j), {3, 1-— ;}) (33)
Ces intervalles sont utiles pour identifier des zones de haute incertitude, et peuvent faci-

lement étre visualisés en calculant la largeur de l'intervalle S; — I;.

Les intervalles de confiance évalués a I’échelle des pixels sont utiles pour analyser
localement l'incertitude, mais pour une analyse plus approfondie il faut introduire une
autre méthode de quantification. Celle-ci repose sur 1’évaluation de régions de densités de
probabilité postérieure avec niveau de confiance (1 — «) notées C,. Il existe une région
particuliere qui est optimale et nommée HPD, elle sera développée plus en détail dans le
prochain chapitre. Cette région est utilisée pour analyser le niveau de confiance concernant

la présence de structures observées apres la reconstruction de I'image.

L’étape finale de la procédure est de réaliser un test d’hypothese a propos d’une struc-
ture observée dans l'estimateur x*, en enlevant la structure de 'image et en vérifiant si
la nouvelle image sans la structure fait toujours partie de la région de crédibilité C,. Si
la nouvelle image est acceptée dans C, alors les données en présence nous permettent de

conclure que la structure n’est pas présente dans la vraie image, ceci avec haute probabilité.
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3.2 Sources supplémentaires d’incertitudes

La borne du bruit est définie comme € =/ N + 2 V2N. Ce résultat vient du fait que
pour un bruit gaussien (celui qui sera utilisé) ||b|| suit une distribution x? avec N degrés de
liberté. Quand N est grand, x? se concentre autour de sa moyenne avec haute probabilité
ce qui meéne au résultat donné. Dans cette expression la dimension N est connue mais
il n’en est pas de méme pour o. Précédemment nous avons utilisé le ¢ connu et utilisé
dans le probleme direct pour générer I'image bruitée, mais en pratique nous n’avons pas
acces a cette information. Tout ce dont on a acces est I'image entachée de bruit. Pour
déterminer le niveau de bruit on peut utiliser une information déja évoquée plus tot, le
bruit est surrepresenté a hautes fréquences comparativement au signal. Cette méthode
appelée Ecart absolu médian définie dans [IT] et [I2]peut étre utilisée en passant par la

transformée en ondelettes.
1. Prendre la transformée en ondelettes de I'image.

2. A partir de la résolution la plus fine (jo = —[log2(IN) — 1], calculer I’écart médian
absolu de la bande des coefficients (D}°)

Médiane(|DY|)
Oestimé — 0.6745

Le choix de la base d’ondelettes a I'étape 1 est important étant donné qu’elle déter-
mine le niveau de compression de ’énergie dans le domaine considéré. Il faut choisir une
base qui compresse le signal en tres peu de coefficients de grande valeur et en une grande
majorité de coefficients de petite valeur. Dans notre cas, le bruit est représenté par les
petits coefficients qui sont présents en grand nombre. L’étape 2 permet donc de calculer
la déviation standard du bruit ¢ en assumant que la majorité des coefficients de la bande

des détails sont des coeflicients qui sont issus des composants du bruit.

Cette estimation, bien que relativement proche de la vraie valeur de o, est en elle
méme une source d’incertitude, ou tout du moins source de dégradation du résultat du
débruitage. En effet les figures[7] et [8| montrent une claire différence entre I’estimation et la
valeur exacte. Cette estimation a tendance a étre surévaluée mais I'erreur tend a diminuer
quand o augmente. Prenons oezqet = 0.05, Verreur d’estimation est de 10 % ce qui est
tout de méme significatif. La solution du débruitage sera affectée négativement par cette

mauvaise estimation.
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Déviation standard estimée du bruit
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FIGURE 7 — Déviation standard estimée du bruit pour différentes bases d’ondelettes

Erreur d'estimation de la déviation standard du bruit
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Erreur de I'estimation [%]
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FIGURE 8 — Erreur d’estimation de la déviation standard du bruit pour différentes bases
d’ondelettes
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La figure [9] est encore plus explicite. La meilleure solution serait d’utiliser ce qu’on
appelle la "ground truth", c’est a dire estimer le niveau de bruit en connaissant I'image x
originale et 'image bruitée y. La seconde option est d’utiliser la valeur exacte de ¢ pour
évaluer une estimation € un peu plus large que la valeur obtenue via la "ground truth". La
derniére option est celle présentée ici, c’est-a-dire d’utiliser ’estimation € & partir d’une
autre estimation o. Etant donné notre d priori donné plus haut , on en déduit que plus
€ est grand, plus lespace des solutions de ||[@z — y|| < € est grand. Autrement dit, plus

grand espace de solution signifie plus d’incertitude.

Boule de rayon
« ground truth »
Boule de rayon
€ (o exact)
Boule de rayon
€ (o estimé)

FIGURE 9 — Différentes boules de rayon e centrées en y (image bruitée)

Une autre source d’incertitude peut provenir de I'opérateur ¢. Plus haut nous avons
utilisé I'opérateur ¢ qui nous a permis de générer le probléme direct. Dans la réalité, on
ne dispose pas de cet opérateur. Il faut I'estimer via une calibration par exemple. Une
mauvaise estimation de cet opérateur peut elle aussi dégrader la solution du probléme

inverse et donc engendrer de l'incertitude.
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4 Meéthode dite BUQO

Comme on I’a vu au point précédent, la méthode de Monte-Carlo est utile dans le cadre
de la quantification d’incertitude mais est bien plus coiiteuse en termes de calculs que la
méthode d’estimation ponctuelle MAP. De plus, est il nécessaire de quantifier I'incertitude
sur ’ensemble d’une image ? Ce qui pose question ce sont surtout les structures présentes
dans z! (Pestimation MAP). Et pas toutes les structures, plutdt certaines structures a
propos desquelles des doutes sont présents. Un choix judicieux de méthode serait d’analyser
seulement certaines structures qui posent question, et de profiter du caractére convexe du
probléme (déja abordé dans la résolution de l’estimation MAP) qui permet de le résoudre
en utilisant des algorithmes d’optimisation performants. C’est I'idée proposée dans [] avec
la méthode dite BUQO (Bayesian uncertainty quantification by optimization) présentée
dans [18] et [17]. Elle consiste en la quantification d’incertitude d’une structure en réalisant
un test d’hypothese bayésien, ceci en deux étapes. D’abord considérer que la structure
n’est pas présente dans I'image réelle et ensuite utiliser nos informations a priori pour
déterminer si ’hypothése nulle est a rejeter avec haute probabilité. Avant d’entrer dans
les détails de cette méthode il convient d’introduire un concept qui va nous permettre de
mener a bien la méthode BUQO, la dite Région postérieure de haute densité de crédibilité

(Highly Posterior Density credibility region or HPD).

4.1 Région HPD

La solution du probleme MAP ne nous apportant aucune information sur 'incertitude
il serait judicieux de déterminer un espace ou la majeure partie de la masse de probabilité
a posteriori de z|y se trouve. On définit un ensemble C,, comme une région postérieure de

crédibilité de degré de confiance (1-«v) si

Pz e Cyly) = /p(;r\y)lca (x)dr=1-«a.

Il existe une région particuliére qui est optimale (volume minimal) et pratique a utiliser,

la Région postérieure de haute densité de crédibilité (HPD). Elle est définie comme

Co=A{z:9y(®) <7}

avec Y, € R choisi tel que fC;; p(z|y)dr =1 — « soit valable.

Le probleme rencontré est qu’il est difficile de calculer des ensembles de crédibilité.
Cela requiert de résoudre des intégrales. Ces intégrales peuvent étre approchées a l'aide
de méthodes de Monte-Carlo mais le cotit de calcul est important, cotit qui est bien plus
important que celui du calcul de I'estimation azjw 4p (et qui augmente fortement en rapport
avec la dimension du probléme). Il serait justement intéressant de pouvoir profiter de
I’estimation déja calculée x}w 4p pour définir 'ensemble de crédibilité voulu. Pour rappel

notre distribution postérieure de x connaissant y, en considérant que p(z|y) est log-concave,
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est donnée en toute généralité par

p(zly) = exp{—gy(x)}/Z

avec gy(x) une fonction convexe. L’estimation MAP est alors définie par

Eprap = argmax p(z|y)

= argmin g, (z).

La figure [L0|résume la situation. L’estimation MAP vise & minimiser la fonction gy ().
Un seuil v, est défini, la région de crédibilité (zone verte) correspond & toute solution de

gy(x) se trouvant en dessous de ce seuil.

\ } gy (x)

/7

o —

Xpmap

F1GURE 10 — Solution de I'estimation du MAP et illustration de la région de crédibilité
HPD (zone verte)

Il est en réaNIité possible de profiter de la connaissance de x}LV[ Ap pour établir une
nouvelle région C, dans laquelle est contenue la région C; définie plus haut. Cette approche
est introduite dans [16] Cette nouvelle région est définie pour tout a €]dexp—N/3,1[

comme
Co={z: gy(2) < gy(@r14P) + N(7a +1)}

avec T, = \/1610g(%) /N une constante positive indépendante de p(x|y). On définit donc
le nouveau seuil 4o = gy(Zprap) + N(7o + 1) et on a que

Ya — Va 1
0< <1 \/>
= N < 14+7a d

avec 1q = \/1610g(%) /N + \/g une constante positive. Si la dimension n du probléme

augmente l'erreur tend vers 0 < %% <1 (d’autant plus vrai lorsque N > 103).

L’ensemble C', est une région bayésienne conservatrice, c’est a dire qu’elle vérifie

PxeCyly) >1—a.

En d’autres mots, le seuil 7, est supérieur ou égal au seuil 74, et donc Cy englobe cr

21



(Figure tout en étant sa plus proche approximation possible obtenue en connaissant
I’estimation MAP.

o —

Xpmap

Fi1Gure 11 — Nouveau seuil 7,

Dans le cas de notre modéle, la région de crédibilité est donnée par
Co={z€C|DxeBa(y,e) et A\f(Vx)<Tja} (34)
ol 7 = Af (\I’x}r\/[ ap) + N(7o +1). La projection sur cet ensemble est donnée par
I~ (%) = argmin F(z,z*)) (35)

Ca z€RN

avec pour tout (z,z*)) € RN x RN

1
F(xvx(k))_LB2(ye)(cD$)+”lev~ (W) g (@) + Sz =2 @2 (36)

La fonction [36] est similaire & la fonctlon [I7 qui permet de trouver 'estimation MAP
a deux termes prés. Premiérement une attache aux données iz — z(#)||2 apparait et le
terme ¢, (g (W) differe de [ représente la norme [y et lev<g(f) est défini comme
<na/A -
leveg(f) = {ueRN|f(z) < B}.
Par le méme raisonnement établi pour générer 'algorithme de ’estimation MAP, on

peut déterminer I'algorithme pour effectuer la projection sur Co. Il est exprimé comme

Algorithm 3 Algorithme primal-dual forward-backward pour résoudre

1: Initialisation : Soit u(®) € RY, Ugo) eRYN, et (0) e CM. Soit o >0 et v > 0 tels que
oz +y(IW|?+[l@)*) < 1

2: fori=0,1,... do

3wl = gy (u® — o (ul® —z*) 4 \I’T’U( —|—CDTv(l)))

4 5&%‘) = vl AW (2ulitD) — )

5: ngH_l) = IT)Y) ’Ynlev ~ (f)( 551))

6: 775” = vé’) + fyCD(Qu(Z+1) _ u(l))

7 vg—H) = Eg) =g,y (7_15§i))
8: end for
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4.2 Test d’hypothése bayésien

Pour déterminer si oui ou non une structure est bien présente dans I'image réelle, un

test d’hypothese bayésien introduit dans [I7] est effectué a partir de deux hypotheéses
— Hj : La structure est absente dans la vraie image
— Hj : La structure est présente dans la vraie image.

Le but du test est de déterminer si I'image observée y supporte Hg ou H; c’est a dire si
I'image supporte le fait que la structure est bien réelle ou si c’est un artefact de recons-
truction. Le test divise donc Pespace de 'image en deux régions, un ensemble S ¢ RY
associé a I’hypothese Hg contenant toutes les images sans la structure d’intérét, et son
complément RV\ S associé & ’hypothése Hy. La théorie bayésienne nous indique que I'on

rejette 'hypothese Hy en faveur de Hj avec un niveau de confiance « €]0,1][ si

P[Holy) = Ple € Sly) = [ plaly)dz <o, (37)
ou par équivalence si le ratio

PlHily] PlzeSCRVjy] _1-a
PlHoly ~  Plresly - a (38)

Grace a la région de crédibilité développée au point précédent, on peut désormais
développer un schéma de travail. Ce que ’on veut déterminer c’est si ’ensemble S contient
une intersection avec Pensemble C,,. En d’autres mots on veut déterminer si il existe une
image qui se trouve dans la région de crédibilité ne contenant pas la structure d’intérét .

Si ceci n’est pas vérifié alors il n’existe pas d’intersection entre les deux ensembles
CanS=0

et 'hypothese Hy est rejetée en faveur de H; avec un niveau de confiance «, les condi-
tions [37] et [38| étant respectées. Si « est suffisamment petit on peut en déduire avec forte
conviction que la structure est bien présente dans I'image réelle.

A Vinverse, si 'on trouve que C,, NS = § alors cela implique que la structure d’intérét
n’est pas présente dans toutes les images que la densité postérieure p(x|y) suggere comme
solution a notre probleme inverse. La présence de la structure d’intérét est donc de faible

évidence.

4.3 Ensemble S

Afin de réaliser le test d’hypothese, il faut introduire une nouvelle image représentant
S, :1:1;- € S. Cette image est donc z' & laquelle on a enlevé la structure d’intérét, telle que
zf — :)::rs correspond a la structure d’intérét seule. Pour enlever la structure d’intérét de
I'image ', on définit un opérateur M : RV — R¥M qui sélectionne la structure d’intérét
et son complément M¢ : RV — RN~Nm qui sélectionne toute l'image sauf la structure

d’intérét. M (x) représente donc la région de I'image ot la structure d’intérét est présente.
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[ = M(x)

FIGURE 12 — Opérateurs M et M€

e
N

1l convient également d’introduire 'opérateur £ : [0, +oo[N ~NM — [0, +00[V* qui rem-
plit les pixels M(z) par les informations contenues dans I'image complémentaire M€(z).
Pourquoi cet opérateur 7 On ne peut pas retirer la structure d’intérét en produisant mg
par une simple mise & zéro des pixels a I’endroit de la structure. Cela produirait un trou
dans 'image et ne représenterait pas correctement l’allure générale de 'image, il faut au
contraire retirer la structure en laissant le background intact, similaire & la hauteur des
pixels qui se trouvent dans les environs de la structure d’intérét. Dans cette optique, on

définit :L‘TS telle que M(a::rs) = L(M(zh)) et ./\/lc(:c];) = M°(zh).
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FIGURE 13 — Combinaison des opérateurs M, M€ et L pour produire I'image x:rg
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4.4 Intersection entre les ensembles C, et S

Pour rappel, on veut vérifier si P[Hyp|y] < «, c’est-a-dire si 'on peut rejeter ou non

I’hypothese Hy. Il faut donc déterminer si

Pour déterminer si l'intersection entre les deux ensembles est vide ou non, on va alterner
les projections sur chacun d’eux. On se référera a 'algorithme de von Neumann pour
résoudre ce probléme nommé POCS (projection sur des ensembles convexes) qui est utilisé
dans [17].

Algorithm 4 Algorithme POCS pour résoudre le probleme suivant : trouver 2t € é; NS

1: Initialisation : Soit z(®) € S
. fori=0,1,... do
1
243 — Mg (k)
4 20 = TIg(x+3)
5. end for

W N

Deux résultats sont possibles, d’une part une intersection existe, et d’autre part l'in-

1
tersection n’existe pas. (mk+§) ren et (2F)pen sont les projections successives générées par

I’algorithme.

1
At )JkeN et (xk)k:elN
vers un méme point 2t € C, NS. On a alors que C, NS # 0. Le résultat est visible a

1. La premiere possibilité est la convergence des deux projections (z

la figure 77.
1
2. La deuxieme possibilité est la convergence des projections (mk+§) keIN Vers un point
xé et des projections (z¥)en vers un point xfg et donc Co, NS = 0. Le résultat est

visible a la figure

Pour la deuxiéme possibilité, on va définir une distance entre les deux ensembles. En

toute généralité la distance entre les ensembles C et S est définie comme

dist(Co,S) = inf ||C, — S|,

C’est-a-dire que la distance entre les deux ensembles est déterminée par les deux points

les plus proches des deux. C’est justement ce que POCS détermine, on a alors
dist(Cya, S) = nga —zk).

Cette distance va nous permettre d’interpréter le résultat des projections successives sur

les deux ensembles, et par conséquent de quantifier 'intensité de la structure d’intérét.
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dist(Cy, S) = lIxg — x|l

FIGURE 14 — Cas ou les projections ne convergent pas vers un méme point.

dist(Co,S) =0

FIGURE 15 — Cas ou les projections convergent vers un méme point.
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4.5 Interprétation de la distance entre les deux ensembles

Le but premier de la méthode mise en place est de déterminer si oui ou non une
structure analysée est présente dans l'image réelle. Pour bien comprendre cette notion
de distance, il faut d’abord se rappeler que 'algorithme POCS détermine la distance
minimale entre les ensembles Cy et S. Il y a deux possibilités. Soit cette distance est nulle
et ensemble S touche ou est contenu partiellement dans C,. Soit elle est non nulle et
les deux ensembles n’ont aucun point en commun. On a cependant besoin de quantifier
I’incertitude autour de la présence de la tache. On va donc introduire une nouvelle valeur
définie par la distance entre ’estimation m}r\/l 4p et 'image initiale sans la structure xTS et
notée HZL‘J][W AP — a:TSH Elle représente l'intensité de la structure présente dans l’estimation

MAP. Evaluons le rapport entre les deux distances précitées (notion introduite dans [I7])

[ it (C
é, —Tslh dist(Cq,S) (39)

Pa = = .
lzhap — bl ey ap — 2kl

Deux cas sont possibles

1. po =0, qui indique que dist((fa,S) =0et Co,NS =0 done Phypothése Hy ne peut
étre rejetée. La présence de la structure est hautement incertaine.

2. pa > 0, la distance dist(éa,S) étant non nulle et C, NS = 0, 'hypothése Hy est

rejetée et la structure confirmée.

Dans le cas p,, > 0 la valeur de p,, indique le pourcentage de certitude vis a vis de 1’énergie
de la structure contenue dans m}r\/[ Ap- Plus p, est proche de 1 (ou 100%), plus on est certain

de voir la vraie structure dans I'image x}rw AP

FIGURE 16 — L’image de gauche correspond au cas ou p,, est relativement petit et I'image
de droite correspond a un cas ol p,, est sensiblement plus proche de 1 (sa valeur maximale)
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4.6 BUQO en résumé

Observation
y

; 4

En déduire C,
Estimation MAP

ot
Test d’hypothése
Identifier la structure @@ e Minygaiiess aulls
La structure est absente dans la
vraie image

A

Définir 'ensemble associé S

2 étapes

Determmer siSNCy, (D /\

Projection sur Projection sur

/ N\

FIGURE 17
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4.7 Ajout Artefact

Bien que cela ne fasse pas partie de I'objet du raisonnement de la méthode présentée,
on peut pour des raisons d’approfondissement du lien entre les ensembles Cy, et S illustrer

le cas ou 'on rajoute une structure a un endroit ou il n’y en a pas initialement.

FIGURE 18

L’équation a résoudre est la suivante

1
F(,2M) = 15,05,/ (@) + 5,0, (W) + 0,y (2) + 5 12— 2P 2. (40)

Elle s’explique comme suit. Partons de la fonction permettant de calculer 'esti-
mation MAP. Cette estimation fait partie de I’ensemble C, et est par définition 1’élément
premier pour le définir. On veut que notre nouvelle image avec une structure ajoutée fasse
aussi partie de Cy. On part donc de I'image ac}LW Ap» on lui ajoute une tache a un emplace-
ment voulu en gardant en téte qu’au mieux 'image finale doit garder les mémes propriétés
que xEWAP. On ajoute donc une attache aux données 3|z — ®)||2 pour s’assurer que la
projection conservera la tache ajoutée et le terme ¢z, (g g) (Wx) s’assure que l'on reste au

plus proche des propriétés de $}r\4 Ap- La borne 6 étant définie comme
A (Wl p) <0 <<l = A(Pzh, 1 p) + N(7a+1)

avec 1o la borne de ensemble C,,.

L’algorithme suivant permet de résoudre
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Algorithm 5 Algorithme primal-dual forward-backward pour résoudre

1: Initialisation : Soit u(®) € RY, vgo) e RN, et véo) eCM. et 0 >0ety>0 tels que
(g +y(IW|? +[l®]*) < 1.
fori =0,1,... do

ul ) =TT e (u® = o (@@ —2®) + Whof? + otef))

551‘) =} + AW (20 — (D)

o =g - 71-131(079)(”(7*15?))

775” = v;i) + 4D (20D — ()

o) Z 50 1500

551 _PYHBQ(ZAE)(’Y Vg

Avec cet algorithme, il est donc possible de générer une image z gy contenant une
structure non présente dans I'image réelle, tout en restant dans la région de crédibilité C,
et en quittant ’ensemble S des images ne contenant pas la structure. Cela démontre qu’il
est possible qu'une image appartenant a C., contienne une structure non présente dans

I'image réelle.

4.8 Travail dans le domaine des ondelettes

Tout les travaux de quantification d’incertitude étudiés dans les sections précédentes
ont été réalisé dans le domaine des pixels. Il serait intéressant d’étudier I'incertitude dans
le domaine des ondelettes. Il se pourrait qu’un artefact de reconstruction soit dii & un ou
plusieurs coefficients dans la base d’ondelettes qui seraient incertains, I’expression de la
reconstruction par I'estimateur MAP contient en effet une optimisation sur les ondelettes.
On ne peut pas exclure de 'incertitude dans cette base.

Connaissant la région de crédibilité C,, il est possible de déterminer des intervalles de
confiance, comme ceux énoncés dans le chapitre 2 a ’aide des échantillons générés par
MCMC dans le domaine des pixels, mais cette fois-ci dans le domaine des ondelettes et
sans avoir besoin d’utiliser MCMC. Le principe est le suivant, partir de \I’m}LW Ap> cest-
a-dire la représentation de ’estimation MAP dans le domaine des ondelettes et ensuite
diminuer progressivement les valeurs des coefficients jusqu’a ce que 'image associée Q:I/V
(en définissant le nouveau domaine associé WV des images dont la valeurs des coefficients
en ondelettes a changé) ne fasse plus partie de Co. On aura alors déterminé la valeur mi-

nimale de chaque coefficient avec niveau de confiance (1 — «).

La méthode est illustrée sur la figure[19] En pratique on ne jouera que sur les coefficients
du premier niveau de détail d;_;1 (tout du moins dans ce travail). En d’autres mots il faut
déterminer

Minimum {d?;‘i’D(i,j)} tel que :ELV cCq

avec 1,7 € [1, ].
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1’4 D
dj_q di_y
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x [100 — 0]%

e

FIGURE 19 — Méthode de quantification de l'incertitude dans le domaine des ondelettes
dans une représentation des coefficients de premier niveau de détail
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5 Résultats

5.1 Deéconvolution et débruitage

Deux types de convolutions ont été abordées dans le chapitre 2, une avec un kernel
gaussien et 'autre avec un kernel LoG (le laplacien de la gaussienne). Elles seront donc
toutes les deux explorées dans le cadre de I'estimation du MAP. Les simulations sont éva-
luées jusqu’a la convergence de ’algorithme [2| On considere que cet algorithme a convergé

si la condition suivante est remplie
ka—l—l o ka < 10_5ka+1H'

L’image utilisée est la représentation d’'une fleur d’Hibiscus. Les ondelettes utilisées sont
de type Haar. Lorsque l'expression SNR du bruit est rencontrée, elle traduit le SNR entre
I'image convoluée et I'image convoluée et bruitée de sorte que 'on puisse analyser les
résultats indépendamment du bruit apporté par la convolution. On rappelle que le SNR
est inversement proportionnel au bruit, donc un haut niveau de SNR se traduit par un
faible bruit. L’expression du SNR est

a

avec a un signal de référence (image sans bruit) et b le signal a analyser.

Tant pour la déconvolution gaussienne que pour la déconvolution LoG, une tendance
claire apparait, I’écart entre le SNR d’entrée (entre y 'image bruitée et convoluée et x
la vraie image, courbe bleue) et le SNR de sortie (entre z! I'image débruitée et décon-
voluée et x la vraie image, courbe orange) diminue en fonction du bruit ajouté (quand
le SNR bruit diminue). Cela s’explique par le fait qu’a un petit niveau de bruit, 1’algo-
rithme ne doit lutter que contre la déconvolution alors qu’au fur et & mesure que celui-ci
augmente, ’algorithme doit de plus en plus lutter pour & la fois résoudre le probleme de

la déconvolution et le probléme du débruitage avec un un effet de bruit de plus en plus fort.

Une autre tendance est la meilleure performance de la reconstruction de la convolution
LoG. Alors que la déconvolution LoG atteint un écart maximum de 20 dB entre le SNR

de y et le SNR de zT, pour la déconvolution gaussienne cet écart tombe & maximum 10 dB.

Les mémes observations peuvent étre déduites par ’analyse visuelle des images. Lorsque
le bruit est tres faible (SNR bruit = 70 [dB]), la déconvolution est presque parfaite visuel-
lement dans les deux cas. En revanche lorsque le bruit est plus important (40 [dB]), dans
le cas de la déconvolution gaussienne il est clair que le résultat est moins bon. Dans le cas
de la déconvolution LoG le résultat est meilleur, avec cependant 'apparition d’artefacts

de reconstruction (sorte de carrés) propres aux ondelettes. Lorsque le bruit est tres im-
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portant (18 [dB]) le résultat est loin d’étre satisfaisant, et ceci tant pour la déconvolution
Gaussienne que la LoG avec des artefacts de reconstruction trés marqués (surtout dans le
cas LoG).

Déconvelution bruitée

Image: Hibiscus
Kernel Gaussien

— Image bruitée et convoluée
Image debruitée et déconvoluée

28

26

15

16 -

20 30 40 50 B0 0
SMR bruit

FI1GURE 20 — Résultat de la déconvolution gaussienne en fonction du bruit d’entrée

Déconvelution bruitée
Image: Hibiscus

Kernel LoG
—— |Image bruitée et convoluée
35 4 Image débruitée et déconvoluée
30 4
(=
Z 5
20 e
/
‘/
15
T T T T T T
20 £ 40 50 ) 70
SMR bruit

FIGURE 21 — Résultat de la déconvolution LoG en fonction du bruit d’entrée
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Convolution kernel Gaussien

09
Denoised 28.26
08 0 —
* 08
07 20
6 @ 06
05
0.4 0.4
03 100
02 13 02
01 125
0.0
(a) SNR bruit = 70 [dB]
Nois
0 oy 08
08 08
20
[T 06 06
0.4 0.4 0.4
100
02 1y 02 02
0.0
(b) SNR bruit = 40 [dB]
10 10
Noisy Denoised 17.84
e TR
08 08 08
20
06 40 06 06
0.4
04 04
100 02
02 1y 02
0.0
0.0

(¢) SNR bruit = 18 [dB]

FIGURE 22 — Déconvolution Gaussienne pour différents niveaux de bruit. De gauche a

droite respectivement, I’image réelle, I'image bruitée et déconvoluée, et I'estimation MAP
T

xl.
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Convolution kernel LoG

09
08 o Denos 36.22
h 08
07 20
06 40 06
05 60
04 a0 0.4
03 0
02 139 02
01 125
00
(a) SNR bruit = 70 [dB]
09
0 0|syr 08 0 Denosd 25.33
08 R 08
Bl 07 Bl
06 40 06 40 06
60 05 60
04 80 04 80 04
100 03 100
02 120 02 gy 02
01 125
00
(b) SNR bruit = 40 [dB]
10
o Noisy o Denoised 15.13
08 3 08 - 08
0 0
06 40 0.6 40 06
04
04 04
100 100
02
02 139 120 02
00 125
00

(¢) SNR bruit = 18 [dB]

FiGURE 23 — Déconvolution LoG pour différents niveaux de bruit. De gauche a droite
respectivement, 1'image réelle, image bruitée et déconvoluée, et 'estimation MAP .
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5.2 Quantification de l’incertitude via MCMC

Pour la suite de 'analyse, on considere une image (Figure générée artificiellement
par un algorithme développé pour la reconstruction d’image en microscopie présenté dans
[3]. Cette image est composée de fibres plus ou moins longues et d’intensités variables, et
de taches ponctuelles de forme ronde. Il y a également un léger "brouillard" dans certaines
zones, le fond de 'image n’y est donc pas nul. Différentes analyses sont menées, a différents

niveaux de bruit et toujours avec une convolution de type LoG.
Image originale

10

0
08

50
06

100

150
04

200
02

20

0 50 100 150 200 250

00

FIGURE 24 — Image utilisée pour 'analyse de 'incertitude

Comme abordé dans les précédents chapitres, il y a plusieurs méthodes pour quanti-
fier I'incertitude. En utilisant la méthode de MCMC, on peut calculer des intervalles de
confiance pour chaque pixel. C’est réalisé ici en utilisant une version légerement modifiée
de l'algorithme SK-ROCK disponible ici [I5]. Le résultat est visible sur la figure [25| pour
différents niveaux de bruits indiqués. Il est clair que plus le bruit augmente, plus la largeur
des intervalles de confiance sont larges. D’une largeur comprise entre 0.009 et 0.027 a 50
[dB], on atteint une largeur comprise entre 0.1 et 0.35 & 15 [dB]. Etant donné que la valeur
des pixels est comprise entre 0 et 1, on passe donc d’intervalles de confiance qui valent
entre 0.9 % et 2.7 % de la valeur que peut prendre un pixel a 50 [dB] & entre 10 et 35 %
a 15 [dB]. La différence est significative. On remarque également que plus le bruit aug-
mente, plus I'incertitude est localisée la ot il a des structures. Ces intervalles de confiance
étant calculés pixel par pixel, ils ne nous donnent pas d’indication claire quant a la pré-
sence d’une structure ou non. Cependant ils nous donnent déja une premiere tendance
quant a I’évolution de l'incertitude en fonction du niveau de bruit et nous permettent de

déterminer des zones ou l'incertitude est plus forte.
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0
030 0250
0 50
0225
025
100 100
0200
150 150 0175
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(a) SNR bruit = 15 [dB] (b) SNR bruit = 20 [dB]
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(e) SNR bruit = 40 [dB] (f) SNR bruit = 50 [dB]

FIGURE 25 — Largeurs des intervalles de confiance générés par une méthode de MCMC
évaluées pixel par pixel.
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5.3 Quantification de P’incertitude via BUQO

Pour rappel la base d’ondelettes W est de type Haar. Comme dans l'article [I7], on
choisit a = 1% et A = Nz

le l’algorithme [4 On considére qu’il a atteint la convergence si les conditions

our C,. Les simulations sont menées jusqu’a la convergence
«

ka—}—l _ :L'k” < 10—5”1,16—!-1”

et
43 —ah 72 < 10702t 43)

sont simultanément respectées. Ces criteres vérifient la relative convergence des séquences
des projections sur C, et S. Un autre critére évalue si I’algorithme converge vers une
distance dist(Cy,S)

’5k+1 _ 5k’ < 10~ 5gk+1
avec 6Kl = Ha:kJ“% — k.

Il est important de remarquer que vu les criteres d’arrét définis ici, ’algorithme ne
peut pas converger exactement vers dist(éa,S ) = 0. Il faut alors revoir le critére de rejet
de ’hypothese Hy étant donné que p, ne peut (presque) jamais atteindre 0. On choisit
donc une valeur arbitraire de 3% (et plus 0) au dessus de laquelle I'hypothése H sera
rejetée. En d’autres mots si po, > 3% on confirme la structure.

On choisit également 'opérateur L associé a S défini dans le chapitre 4, comme
L= %(53@«3 + L7z7 + L1121) avec L3,3 représentant une convolution entre 'image sans

la structure (0 & cet endroit) et un kernel gaussien de taille 3 x 3.

La figure [26| montre le résultat de la méthode BUQO pour une structure en particulier
(la boule de droite en 'occurence sur l'image). Ce test a été réalisé pour un niveau de
bruit de 20 [dB]. On obtient po, = 9.26%, cette valeur étant supérieure & 3%, on en conclut
que C, NS = (0. Donc Phypothése Hy est rejetée et la structure est confirmée avec niveau

de confiance (1 — «).

La figure 27 montre un autre résultat pour une structure située & un autre emplacement
pour un bruit de 34 [dB]. On obtient p, = 0.81%, cette valeur étant inférieure a 3%, on
en conclut que C, NS = 0 et Phypothése Hy ne peut étre rejetée. La structure est donc

considérée comme hautement incertaine.
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FIGURE 26 — A gauche, 'emplacement de la structure d’intérét, seule la boule de droite

est analysée. Au milieu z . le résultat de la projection sur C, et & droite ot S, le résultat

de la projection sur S. Ici p, = 9.23% et la structure est confirmée.

den %C %S
0o 0o 00
07 0 0
15 25 15
50 0.6 50 50
06 06
75 05 75 75
100 0.0 0.0
04
125 125 04 s 04
03
15.0 5.0 15.0
175 02 375 02 175 02
0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15

0.0 0.0 0.0

FIGURE 27 — A gauche, 'emplacement de la structure dans I'image de 'estimation MAP
2. Au milieu z oo le résultat de la projection sur C, et a droite l"is, le résultat de la

projection sur S. Tci pa = 0.81% et la structure n’est pas confirmée.

Plusieurs parametres pourraient influencer la validation d’une structure, sa hauteur,

sa taille et enfin son emplacement.

5.3.1 Influence de la hauteur de la structure

On propose d’étudier la hauteur de la structure a un emplacement donné sur I'image.
La structure utilisée comme banc de tests est une structure similaire aux structures déja
présentes. On fait varier la hauteur pour différents niveaux de bruits. Ces hauteurs sont
comprises dans l'intervalle h € [0.1,1]. Le tableau des résultats est disponible a la figure
Pour les bruits de 50,40 et 33.5 [dB], la valeur de p, est toujours supérieure a 3%,
I’hypothese Hy est toujours rejetée et la structure confirmée. Cependant a partir de 30

[dB], les structures de hauteurs 0.2 et 0.1 ne sont plus validées.
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SNR BRUIT
50 40 335 30 25,5 21 16 13,5
. 0,1 74 36,5 384 13 05 0,027 0,0093 0
= 0.2 83,34 57 2365 2,94 075 0,26 0,015 0,01
9 03 87,45 67,27 40,53 17,93 1,03 0,347 0,014 0,117
g 0,4 89,31 73,12 51,47 31,52 335 0,48 0,18 0,125
< 0,5 91,05 71,72 59,3 02,8 14,76 061 0,135 0,086
n 0,6 91,26 80,36 6394 48,95 2432 091 02 0,135
x 0,7 91,79 82 67,81 54,7 3097 448 0,178 0,099
o 0,8 92,24 83 70,8 59,1 375 10,7 0,23 0,093
2 0,9 92,7 843 Bl 62,6 4298 17,2 0,238 0,158
- 1 93,12 85,25 75,15 65,61 4746 2382 03 0,16

F1GURE 28 — Tableau des valeurs de p, en fonction de la hauteur de la structure et du
bruit.

La tendance concernant I’évolution du p, en fonction de la hauteur et du bruit est
disponible a la figure Il est clair que la hauteur de la structure étudiée a un impact
significatif sur la conclusion qui sera donnée concernant sa présence ou non dans l'image

réelle (rejet de Hp ou non). Plus la hauteur est importante, plus le p, associé est élevé.

Influence de la hauteur de la structure et du bruit sur
le Rho Alpha

Rho Alpha [%]
g

50 40 33,5 30 25,5 21 16 13,5
SNR bruit [dB]

—(),]  e—(0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

F1GURE 29 — Graphe de I’évolution du p, en fonction de la hauteur de la structure et du
bruit

La figure [30f montre combien de fois la structure a été validée sur le banc de test (les

différents niveaux de bruit) en fonction de sa hauteur. Plus la hauteur de la structure est

haute, plus elle est validée.
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Nombre de tentatives ou la structure est confirmée
en fonction de sa hauteur (sur 8 tentatives)

0 I I I
01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

Hauteur de la structure

Nombre de validations
w »

N~

[N

FIGURE 30 — Statistiques de validation de la structure en fonction de sa hauteur

5.3.2 Influence de la taille de la structure

La méme expérience qu’au point précédent est réalisée cette fois-ci concernant la taille
de la structure. On analyse une structure (un disque) de rayons compris entre 1 et 10
pixels et de hauteur fixe h = 0.6. Le tableau des résultats est disponible a la figure

Rappelons que la structure est confirmée si po > 3%.

SNR BRUIT
50 40 33,5 30 25,5 21 16 13,5

¥ 1 71,96 30 0,52 0,13 0,012 0,007 0,004 0,003
= 2 845 61,05 32,66 9,13 034 0,165 0,077 0,052
5 3 92,87 81,66 68,25 55,58 33,48 533 0,16 0,075
2 4 95,12 87,9 79,01 70,93 57,48 37,79 1,735 0,184
E 5 96,13 90,81 845 7897 68,83 54,38 29,13 15,6
" 6 97,06 92,75 87,57 82,86 74,28 62,03 42,06 30,95
2 7 97,63 94,07 89,67 85,6 78,18 68,38 50,84 11,11
S 8 97,8 94,8 91,13 87,73 81,5 73,07 58,1 50,16
< 9 98,15 95,58 92,36 89,44 83,97 76,64 63,45 56,42

10 98,49 96,23 93,38 90,75 85,9 79,4 67,84 61,68

F1GURE 31 — Tableau des valeurs de p, en fonction du rayon de la structure et du bruit.

La méme conclusion qu’au point précédent peut étre tirée via la figure [32] plus la taille

de la structure est grande, plus le p, sera élevé.
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Influence du bruit et du rayon de la structure sur le

Rho Alpha
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FI1GURE 32 — Graphe de I’évolution du p, en fonction du rayon de la structure et du bruit

Sur la figure [33] on remarque que tous les tests sont validés & partir d’un rayon de 5

pixels.

Nombre de tentatives ou la structure est confirmée
en fonction de son rayon (sur 8 tentatives)
8

0 I I | | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Rayon

o ~

v

w

Nombre de validations
N »

[N

FI1GURE 33 — Statistiques de validation de la structure en fonction de son rayon

5.3.3 Influence de ’emplacement

On I’a vu au début de ce chapitre, la méthode MCMC nous permet de générer des
intervalles de confiance. Il est clair que sur la figure 25| on peut identifier des zones plus
incertaines que d’autres (des zones ou l'intervalle de confiance est plus large). On identifie
sur la figure [35] trois emplacements, un dans lequel il y a peu d’incertitude et deux ou il

y a une haute incertitude. On y place la méme structure, rayon de 2 pixels et hauteur
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h =0.6 et on teste pour différents niveau de bruits.

Largeur de l'intervalle de confiance a 99%
SNR bruit = 15 dB

FIGURE 34 — Identification de zones d’incertitudes et emplacement des zones de test. En
vert la zone de faible incertitude, et en rouge et orange les zones de forte incertitude

La figure [35] indique une claire différence entre les résultats obtenus dans une zone de
faible incertitude et les zones de haute incertitude. Etant donné que dans une zone de
plus haute incertitude intervalle de confiance est plus large, il est logique de constater
que le p, réagit dans le méme sens vu qu’il représente le pourcentage de certitude vis a
vis de I’énergie de la structure contenue dans x}fw 4p- Plus haute incertitude mene a une
plus petite valeur de p,. On en conclut également que la structure n’est plus confirmée
que dans deux cas sur huit dans les zones de haute incertitude alors qu’elle était validée 4

fois dans la zone de basse incertitude.
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Influence de I'emplacement sur le Rho Alpha
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50 40 33,5 30 25,5 21 16 13,5
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F1GURE 35 — Graphique de l'influence de 'emplacement des structures sur la valeur de
Po- Le code couleur est le méme que celui de la figure

5.4 Cartes d’incertitude

A la lumieére de la méthode proposée dans le chapitre 4 concernant la quantification
d’incertitude dans le domaine des ondelettes, on réalise sur plusieurs niveaux de bruit ce
qu’on appellera des cartes d’incertitude. Elles représentent pour chaque coefficient dans
la base d’ondelettes le pourcentage minimal de sa valeur initiale tel que I'image associée

d/\/ se trouve toujours dans la région de crédibilité Cq.

Les différentes cartes pour différents niveaux de bruit se trouvent aux figures |36| et
Visuellement on en déduit que plus le bruit augmente, plus on peut diminuer la valeur des
coeflicients. Cela rejoint 1’observation faite avec les intervalles de confiance générés avec

MCMC vus précédemment. Augmenter le bruit, augmente I'incertitude.

On calcule également la moyenne des pourcentages sur la totalité des coefficients pour
chaque carte afin de mettre des chiffres sur I'incertitude. Ces valeurs vont de 3.23 % (qui
exprime donc un pourcentage de certitude) de moyenne & 13 [dB] de bruit jusque 54.3%

de moyenne a 50 [dB].
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Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 16 dB

Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 13 dB

100 100

120 120

(a) SNR bruit = 13 [dB]. Moyenne = 3.23 % (b) SNR bruit = 16 [dB]. Moyenne = 5.1%

Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 21 dB SNR bruit = 25 dB

(¢) SNR bruit = 21 [dB]. Moyenne = 9.78% (d) SNR bruit = 25 [dB|. Moyenne = 13.4%

F1GURE 36 — Cartes d’incertitude dans le domaine des ondelettes. La couleur jaune indique
une tres forte certitude a propos d’un coeflicient et la couleur bleue indique une tres forte
incertitude. La valeur 1 correspond & un pourcentage de 100 %
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Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 33 dB

Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 30 dB

i | ¥ J . 0 -

(a) SNR bruit = 30 [dB]. Moyenne = 18.6% (b) SNR bruit = 33 [dB|. Moyenne = 24.2%

10 10

Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes
SNR bruit = 50 dB

Carte d'incertitude sur les coefficients d'ondelettes

120

(¢) SNR bruit = 40 [dB]. Moyenne = 34.9% (d) SNR bruit = 50 [dB|. Moyenne = 54.3%

F1GURE 37 — Cartes d’incertitude dans le domaine des ondelettes. La couleur jaune indique
une tres forte certitude a propos d’un coeflicient et la couleur bleue indique une tres forte
incertitude. La valeur 1 correspond a un pourcentage de 100 %
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6 Conclusion et perspectives

Le but de ce travail était de mettre en lumiere les méthodes de quantification d’in-
certitude en partant de la définition du probléme inverse sous formulation bayésienne et
log-concave jusqu’a sa résolution et implémentation grace a l’optimisation convexe. La mé-
thode BUQO ameéne une relative facilité d’appréhension comparativement aux méthodes
classiques de Monte-Carlo (générer des échantillons avec SK-ROCK demande un temps
de calcul d’environ une heure alors que l'estimation de x}r\/l 4p ne demande pas plus de
quelques minutes) puisque elle repose sur l'estimation du maximum & posteriori pour gé-
nérer la région de haute densité de crédibilité qui permet de réaliser un test d’hypothese
. Ce test, on I'a vu, permet de déterminer si oui ou non une structure présente dans 1’es-

timation :c}f\/[ Ap est présente dans la vraie image.

Des intervalles de confiance on été implémentés grace a une méthode MCMC, ce qui
a permis de confirmer le lien entre la quantification de l'incertitude avec la méthode clas-
sique dite MCMC et la nouvelle méthode BUQO. L’influence de la taille, de la hauteur
et surtout de 'emplacement de la structure ont été mis en évidence. Les régions de haute
incertitude indiquées par le méthode de MCMC via les intervalles de confiance ont été va-
lidées par I’évaluation du pourcentage de certitude de la structure avec BUQO (la valeur

Pa) €t inversement.

Finalement la nouvelle définition du probleme dans la base d’ondelettes a également
permis de montrer I’évolution de I'incertitude dans une image et ceci dans une nouvelle
base, autre que celle des pixels. Cela ouvre la voie vers une amélioration ou une méthode
alternative & BUQO qui déterminerait I'incertitude non plus dans la base de pixels mais
dans la base d’ondelettes. Une amélioration de la méthode de détermination des cartes
d’incertitudes pourrait également étre amenée. Jusqu’ici tous les coefficients sont testés
mais dans un but d’optimisation il serait judicieux de présenter une méthode similaire qui

ne teste que les coefficients d’intérét particulier.
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