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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a des données comprenant une pro-
portion d’individus cure. Plutét que d’utiliser les modeles de cure habituels, nous
optons pour les modeles de frailty. Nous utilisons des modeles de frailty univariés
avec une distribution de frailty discrete afin de donner un poids a la frailty en 0,
représentant ainsi les individus cure. Nous explorons d’abord trois distributions
discretes simples : la distribution de Poisson, la géométrique et la binomiale né-
gative. Nous construisons des modeles avec ces trois distributions, puis procédons
a des simulations pour évaluer leurs performances sur différents échantillons de
données. Les simulations révelent que la proportion de cure est systématiquement
sous-estimée par les modeles. Pour remédier a cela, nous complexifions nos trois
distributions pour augmenter le nombre de zéros. Nous utilisons pour cela des
distributions de la famille ZMPS (Zero Modified Power Series). Ces distributions
ajoutent un parametre p pour augmenter ou diminuer le nombre de zéros des
distributions de la famille PS (power series). Nous construisons trois modeles avec
des distributions de la famille ZMPS : la ZMP (Zero Modified Poisson), la ZMG
(Zero Modified géométrique) et la ZMBN (Zero Modified binomial négative). Nous
constatons a travers des simulations que cela améliore I'estimation du taux de cure.
Ensuite, nous explorons la distribution compound Poisson comme distribution de
la frailty. C’est une distribution continue a laquelle nous ajoutons une composante
discrete pour inclure un poids en 0 et pouvoir estimer une proportion de cure. La
distribution compound Poisson est encore une fois évaluée via des simulations pour
évaluer son comportement sur différentes données. Enfin, nous appliquons tous
ces modeles a la base de données "retinopathy" du package "survival' en R, pour
discuter les résultats obtenus avec ces différents modeles.
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Chapitre 1

Introduction

L’objectif de ce mémoire est de modéliser des données de survie dans lesquelles
une partie de la population est considérée comme "guérie" (cured), mais au lieu
d’utiliser des modeles de cure traditionnels, nous allons opter pour des modeles de
frailty. Nous allons utiliser un modele de frailty univarié avec une distribution de
frailty discrete et non négative. Cette approche nous permettra de mettre un certain
poids a la valeur de la frailty 0. Les individus avec une frailty nulle correspondent
alors aux individus "cured". Nous allons passer en revue une série de distributions
discretes pour la frailty afin de déterminer les meilleurs modeles a utiliser selon les
données de survie a analyser.

Nous commencerons dans le chapitre 2 par rappeler les concepts fondamentaux
de I'analyse de survie. Dans la section 2.1, nous aborderons les principes de base
tels que la fonction de survie, la fonction de hazard, ainsi que les différents types
de modeles de survie paramétriques et non paramétriques, et enfin les méthodes
d’estimation des parametres. Ensuite, dans la section 2.2, nous réviserons les mo-
deles de frailty en définissant ce qu’est une frailty et en discutant des formes de
ces modeles, des frailty univariés/multivariés et des méthodes d’estimation des
parametres. Enfin, dans la derniere section 2.3, nous ferons un rappel sur ce qu’est
un individu cure, sur les modeles de cure, et plus particulierement sur les "mixture
cure model" (MCM).

Le chapitre 3 introduira les modeles de survie avec une frailty discréte, en
construisant le modele et en montrant ses particularités. Nous construirons le
modele avec trois distributions discretes différentes, a savoir dans la section 3.1 une
distribution de Poisson, dans la section 3.2 une distribution géométrique, et dans
la section 3.3 une distribution binomiale négative.

Dans le chapitre 4, nous expliquerons l'importance des simulations. Nous réali-
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serons deux types de simulations : d’abord en générant des échantillons de données
selon un modele de frailty avec une distribution discrete, puis en modélisant les
échantillons de données avec le méme modele (section 4.1); et ensuite en générant
les échantillons avec un MCM, puis en les modélisant avec les 3 modeles de frailty
avec une distribution discréte construits précédemment (section 4.2).

Nous verrons grace a ces simulations que les trois distributions discretes (Pois-
son, géométrique et binomiale négative) sont trop simples. Dans ces distributions,
la proportion d’individus avec une frailty égale a 0 par rapport aux proportions des
autres valeurs de la frailty est trop contraint. Nous voudrons donc tester d’autres
distributions discretes pour la frailty afin de pouvoir avoir suffisamment de 0 et
une diversité dans la proportion de valeurs non-nulles de la frailty. Tel sera 'objet
du chapitre 5. Nous commencerons par expliquer ce que sont les distributions
PS (section 5.1), puis les distributions ZMPS (section 5.2). Nous construirons
ensuite un modele de frailty avec une distribution ZMPS (section 5.3). Enfin, nous
réaliserons des simulations pour voir comment se comporte ce modele sur différents
échantillons de données (chapitre 6).

Dans le chapitre 7, nous allons introduire un modele de frailty ot la distribution
de la frailty utilisée sera une compound Poisson. C’est une distribution continue a
laquelle on ajoute une partie discrete pour donner un poids a la valeur de la frailty
0. On va commencer par présenter la distribution compound Poisson (section 7.1),
ensuite construire le modele de survie (section 7.2), et enfin passer a des simulations
(chapitre 8 ).

Pour finir, dans le chapitre 9, on va appliquer nos différents modeles a la base
de données "retinopathy" du package "survival' en R. On regardera comment nos
modeles estiment la proportion de cure de cette base de données et on discutera
les résultats obtenus avec ces différents modeles.
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Chapitre 2

Analyse de survie

Dans ce chapitre, on rappelle les concepts fondamentaux de I’analyse de survie
classique tirés du cours "Analysis of survival and duration data" d’I.Van keilegom
[16]. On va ensuite faire des rappels des modeles de "frailty" et des modeles de "cure'
tirés du cours "Advanced Survival Models" de C.Legrand [8] et du livre "Advanced
survival models" [7].

2.1 Analyse de survie classique

En analyse de survie classique, I'objectif principal est d’examiner le temps écoulé
depuis une certaine origine jusqu’a la survenue d’'un événement spécifique. Cet
événement peut étre la mort d’un patient, 'atteinte d’une certaine taille par une
tumeur, 'arrivée a un stade particulier d'une maladie, etc.

Nous allons d’abord définir la variable aléatoire T', continue et non négative,
qui représente le temps écoulé depuis une origine choisie jusqu’a 'occurrence d’un
événement d’intérét.

Voici plusieurs fonctions de base que 1’on va utiliser tout au long de ce mémoire :

La fonction de survie qui représente la probabilité qu’un individu expérimente
I’événement apres un temps donné ¢ :

S(t)=P(T > t),

c’est une fonction décroissante non-négative, de plus au temps 0, S(0) = 1 et a un
temps infini limy o, S(t) = 0.
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La fonction de hazard qui représente la probabilité conditionnelle instantanée
que I’événement se produise au temps ¢, étant donné que 1’événement ne s’est pas
encore produit :

Pt <T <t+ At|T > t)
At—0 At

Ces trois fonctions sont liées par I’équation ci-dessous :

S(t) = exp (— / th(u)du) — exp(—H(1)). (2.1)

Nous avons également la fonction de répartition de T" qui représente la probabilité
que I'événement survienne avant le temps ¢ :

F(t)=P(T <t)=1-5(t)

c’est une fonction croissante. De plus, au temps 0, F'(t) = 0 et a un temps infini
lim; ., F'(t) = 1. C’est a dire que au temps 0, personne n’a expérimenté I’événement
et & un temps oo, tout le monde a expérimenté I’événement.

La fonction de densité de T :

ft)=—=F(t) = —CCZZtS(t). (2.2)

Une caractéristique importante que l'on retrouve dans I'analyse de survie est
la présence de censure. La censure se produit lorsque le moment survenue de
I’événement n’est pas connu. La censure peut se produire pour différentes raisons :
la fin de I’étude sans qu’un patient n’ait eu ’événement, un patient qui quitte
I’étude pour différentes raisons, ... Le temps de censure est une variable aléatoire
positive C' qui suit une certaine fonction de distribution. On va se concentrer dans
ce mémoire sur la censure a droite. On dira qu'une personne est censurée a droite
quand min(T,C) = C, et qu'une personne est non-censurée quand min(C,T) = T.
On associe & cette censure un indicateur de censure § = I(7° < C'). Une personne
censurée aura donc 0 = 0 et une personne qui expérimente I’événement aura 6 = 1.
On va faire I’hypotheése que le temps de censure est indépendant du temps de
I'événement (C' L T).

Si notre étude concerne n individus, les données de survie de I'individu 7 =
1,...,n sont représentées par le vecteur (y;,d;), o y; = min(¢;, ;). Dans cette
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équation, ¢; représente le temps de censure et t; représente le temps d’événement
de l'individu 4, tandis que d; est défini comme indiqué précédemment.

Le but principal de I'analyse de survie est d’estimer les parametres de la
fonction de survie. Si 'on considere n observations indépendantes, si I’'on suppose
que les temps de censure ¢; sont indépendants des temps de d’événement %;, et que
I’on considere seulement la censure a droite, la fonction de vraisemblance sera la
suivante :

n

L =] h(y:)*S(y:)

=1

Par la fonction (2.1) et la formule de la dérivée du logarithme, on peut réécrire
la fonction de vraisemblance en termes de la fonction de densité f(y;) (2.2) :

d "
e tou(00)| t0)

d %o
dyis(yi)l WS(.%‘)

h
Il

@
Il
,_.

@
Il
,_.

Il
=
:h\ — —

)7 (S (i)' (2.3)

|

@
I
—

On peut estimer paramétriquement les fonctions de survie et de hazard en
supposant que 1" suive une distribution paramétrique non négative par exemple
une distribution exponentielle h(t) = A avec A > 0 et donc S(t) = exp(—At), une
distribution de Weibull h(t) = pAt?~! avec p, A > 0 et donc S(t) = exp(—At¥),...
Pour estimer les parametres, on va remplacer dans la formule de la vraisemblance
(2.3) les fonctions de survie et de hazard par la distribution paramétrique choisie.
Puis, on va maximiser cette fonction de vraisemblance pour obtenir les estimateurs
du maximum de vraisemblance des parametres de la distribution choisie. C’est sur
cette estimation paramétrique que 1'on va se concentrer dans ce mémoire.

Il existe également des estimateurs non-paramétriques, tel que 'estimateur de
Kaplan-Meier [7], pour la fonction de survie. On consideére ici plus l'ordre dans
lequel les événements et les censures se passent que leur temps d’événement/de
censure. Cet estimateur a la forme suivante :

St= I (1—%‘)) (2.4)
Jitg) <t

e
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avec t(;) le j eme temps ou un événement s’est produit, d;) le nombre d’événements
survenus au temps £(;) et n(; le nombre de sujets encore a risque juste avant le
temps ;).

En analyse de survie, il est important de pouvoir prendre en compte l'effet
de covariables dans les modeles. Par exemple 'effet du sexe, de ’age, d’'un trai-
tement, etc sur la survie des individus. Il existe plusieurs modeles paramétriques
qui prennent en considération ces covariables, et parmi eux, un modele largement
utilisé est le modele des hazards proportionnels.

Celui-ci s’exprime comme suit :
hi(t) = hy(t) exp(6'X;) (2.5)

oui = 1,...,n avec n le nombre d’'individus, X = (X;1, Xi2, ..., Xjp) est le
vecteur des covariables avec p le nombre de covariables, §° = (B1, Bay -, ﬁp)/ est la
transposée du vecteur des coefficients mesurant I'impact des covariables, et hy(t)
est la fonction de hazard de base (elle est supposée identique pour tous les individus).

On peut également grice a la fonction (2.1) le réécrire en termes de la fonction
de survie :

Si(t) = Sy(t)=P ¥ XD (2.6)

avec Sy(t) la fonction de survie de base associée a la fonction de hazard de base
hy(t) grace a (2.1).

L’hypothese de base que I'on pose pour ce modele est celle des hazards propor-
tionnels : le ratio des fonctions de hazard de deux individus avec des covariables x;
et ; ne dépend pas du temps,

hi(t) _ hy(t) exp(B' ;) _ exp(B'z;)
hi(t) — ho(t)exp(B'z;)  exp(f'z;)
La fonction de hazard de base hy(t) peut étre choisie de fagon a ce que T

suive une distribution paramétrique comme une distribution exponentielle, une
distribution de Weibull, une distribution log-normal...

Dans le cas paramétrique, ’estimation des parametres se fera par ’estimation
du maximum de vraisemblance, avec comme formule pour la vraisemblance :
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avec y; = min(c;, t;), 0; qui est l'indicateur de censure, n le nombre d’individus,
S;(.) la fonction de survie (2.6), h;(.) la fonction de hazard (2.5) et f;(.) la fonction
de densité de base associée a Sy(.). Pour passer a la fonction de vraisemblance en
terme de fy(.), on procede comme dans (2.3).

On peut également laisser la fonction de hazard de base du modele des hazards
proportionnels non spécifiée, ce qui donnera le "modele de Cox" [7]. Par ailleurs,
il existe d’autres modeles paramétriques qui ne font pas 'hypothese des hazards
proportionnels tel que le "accelerated failure time model" (AFT) [7].

Dans les sections suivantes, on va introduire des modeles plus complexes tels
que les modeles de "frailty" et les modeles de "cure'. Ces modeles offrent une plus
grande flexibilité pour analyser les données de survie dans des contextes réels.

2.2 Modele de frailty

Dans le modele des hazards proportionnels (2.5), les individus avec les mémes
valeurs des covariables z; ont les mémes valeurs de hazard. On suppose dans le
modele des hazards proportionnels que les covariables capturent toute la variabilité
entre les individus, et donc que la population est homogene.

Mais dans la vie réelle, une variabilité supplémentaire entre les individus qui
ont les mémes valeurs de covariables peut exister; ils peuvent avoir un hazard
différent malgré leurs valeurs de covariables identiques. En effet, le modele n’est
jamais entierement spécifié. Une certaine partie de I'information ne sera pas prise
en compte par les covariables du modele car on ne sait jamais tout mesurer, tout
observer dans des situations réelles. Il y aura entre les individus une certaine
hétérogénéité non observée.

Les modeles de frailty que ’on va introduire dans cette section sont des modeles
développés pour tenir compte de cette hétérogénéité non observée. Pour la prendre
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en compte, ce modele va introduire une variable aléatoire non négative Z appelée
"frailty" (fragilité en frangais) dans la fonction de hazard.

La fonction de hazard conditionnel a la frailty a la forme suivante :
ht|Z = 2, X) = zhy(t) exp(5' X). (2.8)

Elle exprime le hazard étant donné la valeur des covariables X et la valeur
spécifique de la frailty Z.

La fonction de survie conditionnelle a la frailty est la suivante :
) t
S(t|Z =2, X) = B(T > |7 = 2, X) = exp (—zexp(ﬁ x) | hb(u)du) (2.9)
0

Elle représente la probabilité que I’événement survienne apres un temps donné
t étant donné les covariables X et la valeur spécifique de la frailty Z.

Comme la frailty Z multiplie la fonction de hazard, elle doit étre non-négative.
La distribution de la frailty pourra étre n’importe quelle distribution positive et on
notera sa fonction de densité fz(z). Pour éviter les problemes d’identifiabilité, cette
distribution sera souvent standardisée en E(Z) = 1. La variance V(Z) peut étre
vue comme le parametre d’hétérogénéité des hazards dans la population. Parmi les
distributions souvent utilisées, il y a la gamma, la log-normal, la inverse-Gaussian,
... qui sont toutes des distributions continues. Comme expliqué dans l'introduction,
nous allons dans ce mémoire considérer des distributions de frailty discretes plus
au moins compliquées.

Il existe deux types de modeles de frailty :

Le premier est le modele de frailty multivarié qui s’applique au cas ou la
population est divisée en différents clusters. Les individus d’un méme cluster auront
la méme valeur de la frailty. Pour I'individu ¢ avec ¢ = 1, ...n;, du cluster j avec
Jj =1,...,J avec les covariables Xj;, la fonction de hazard conditionnelle est la
suivante :

hw(t|Z, X) = h(t|Z = Z, Xzy) = Zzhb(t) exp(B/Xij).

Les individus qui viennent d'un cluster avec une frailty élevée ont un hazard
plus grand de subir I’événement, tandis que ceux qui viennent d’un cluster avec
une frailty plus faible ont moins de chance de le subir.
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Le deuxieme modele est celui avec une frailty univariée. Ici chaque individu
de la population aura sa propre frailty. Pour la suite de ce mémoire, on va parler
uniquement de ce modele de frailty univarié, dans lequel la fonction de hazard
conditionnelle & la frailty Z pour un individu i (i = 1,...,n) avec les covariables X
est la suivante :

hi(t|Z, X) = h(t|Z = 2, X;) = zhy(t) exp(8 X;). (2.10)

Le hazard global, aussi appellé hazard marginal, a la forme suivante :

h(t) = B(h(t|Z, X)), (2.11)
avec 'espérance qui est prise par rapport a la distribution de la frailty.

Les individus avec une frailty élevée ont un hazard plus grand de subir 1’événe-
ment que ceux avec une frailty plus faible. Ainsi, au sein de la population étudiée,
les individus avec une frailty élevée quitteront plus vite ’étude que les individus
avec une petite frailty car ils expérimenteront 1’événement plus t6t. Au plus on
avance dans le temps, au plus il ne restera dans 1’étude que des individus avec une
faible frailty, et donc le hazard global aura tendance a diminuer au cours du temps.

La fonction de survie globale sur la population, ou autrement dit la fonction de
survie non-conditionnelle, a la forme suivante :

S(t) = B(S(tZ, X)), (2.12)
avec 'espérance également prise par rapport a la distribution de la frailty.

Le modele de frailty peut étre paramétrique ou semi-paramétrique. Si la fonction
de hazard de base hy(t) est laissée non-spécifiée, le modele de frailty sera semi-
paramétrique. Si la fonction de base du hazard est spécifiée de maniere paramétrique
avec par exemple une exponentielle, ou une Weibull, I’estimation des parametres du
modele paramétrique se fait par la maximisation de la log-vraisemblance marginale.

La fonction de vraisemblance conditionnelle pour 'individu ¢ de la population
de n individus est la suivante :

Li(¢, Blzi) = hi(y|Z, X)5iSi(y|Z,X)

= (zhy(y;) exp(B X;))% exp (—zi exp(8 X;) /Ot hb(u)du) (2.13)
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avec ( les parametres de la fonction de hazard de base hy, h;(y|Z, X) spécifiée
comme dans (2.10) et S;(y|Z, X) la fonction de survie conditionnelle associée, et
avec (3, X;, y; et 9; spécifiés comme dans la section (2.1).
La fonction de vraisemblance marginale de I'individu ¢ est la suivante :
Liargil€) = [ iyl 2, X)"Si(y|2, X) fo(2)dz (2.14)
avec fz(z) la fonction de distribution de la frailty, et £ qui contient les coefficients
B, les parametres de la fonction de hazard de base ( et les parametres de la fonction

de distribution de la frailty 6.

Et pour finir, la fonction de vraisemblance marginale est donnée par :

meg(g) = H Lmargﬁj (5) (2'15)

Il suffit alors d’estimer les parameétres du modele en maximisant le log de cette
fonction.

On va maintenant introduire la transformée de Laplace qui va nous aider a
construire des fonctions de survie.

Pour une variable aléatoire non négative W avec une fonction de densité fy(+),
la transformée de Laplace est définie par :

L(s) = Elexp(— Ws)]
—/ exp(—sw) fyy (w)dw (2.16)

Nous pouvons ainsi réécrire la fonction de survie globale du modele de frailty
en termes de la transformée de Laplace :

S(t) = E[S(t]2)]

“efeu(cr )
— L, </O°° hb(u)du>
= [ (= () mtdn) <) 2tz (2.17)
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avec Z la frailty, hy la fonction de hazard de base, f; la fonction de densité de Z
et Lz la transformée de Laplace de Z.

Notons que l'intégrale de ’équation (2.14) ne peut pas toujours étre résolue
avec une forme analytique exacte. Dans certaines situations, il faut approximer
numériquement cette intégrale. Comme on va se concentrer ici sur des distributions
de frailty discretes, nous n’aurons pas ce probleme.

2.3 Modele de cure

Dans la section 2.1, on a fait I’hypothése que tous les individus auront I’évé-
nement si le temps est assez long (lim; . S(t) = 0). Mais dans la vie réelle, cette
hypothese n’est pas toujours respectée. Dans certaines situations, les individus
peuvent étre "cured", immunisés, non-susceptibles d’avoir ’événement. Ces indivi-
dus qui n’expérimenteront jamais 1’événement sont aussi souvent appelés des "long
term survivors'; on écrira alors que leur temps d’événement est T = oo.

Le fait d’avoir une partie de la population qui n’expérimentera jamais 1’événe-
ment d’intérét a un impact sur la fonction de survie. Lorsque ¢ tend vers 'infini,
la fonction de survie ne tend plus vers 0, mais elle se stabilisera a un niveau
correspondant au taux de guérison. Ce sera alors une fonction de survie impropre :

fim S =

ol w > 0 représente la proportion d’'individus cure. Le fonction F(t) =1 — S(T)
ne sera donc plus une fonction de répartition propre.

Dans un échantillon, on peut facilement voir si il y a une fraction d’individus
cured en regardant la courbe de survie estimée par 'estimateur de Kaplan-Meier
(2.4) introduit précédemment. Si la courbe de survie finit par un long plateau plus
haut que zéro, cela indique que I'on a probablement une partie de la population qui
est cure. Sur la figure (2.1), on a modélisé la fonction de survie de Kaplan-Meier
sur une base de données qui a été générée de facon a ce que 20% de la population
soit censurée. On y voit clairement le long plateau a la fin.
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FIGURE 2.1 — Estimation de Kaplan-Meier pour une base de données avec une
proportion de cure

Dans les données de survie comprenant une fraction d’individus cure, tous les
individus cure sont censurés. Cependant, un individu censuré n’est pas nécessaire-
ment cure. Dans la figure (2.1), le long plateau inclut a la fois les individus cure et
les individus censurés mais non cure. C’est la que réside la difficulté des données
de survie en présence d'une fraction d’individus cure : il faut pouvoir distinguer les
individus censurés en ceux qui sont cure et ceux qui auraient pu avoir I’événement
mais qui ont simplement quitté 1’étude.

En général, en présence d’une fraction d’individus cure, la proportion d’individus
cure va devenir un parametre d’intérét. Si on étudie un nouveau traitement, on
voudra savoir si la proportion de cure est plus grande avec ce nouveau traitement
que avec une ancien traitement. On va donc vouloir estimer ce parametre w de
proportion d’individus cure. On va également vouloir mesurer I'impact des cova-
riables sur la proportion de cure et sur le temps d’événement des individus non cure.

Quand on a une fraction d’individus cure, on peut considérer que la population
peut étre divisée en deux parties : une partie cure et une partie non-cure. Nous
avons deux groupes ayant chacun des hazards différents. Pour les individus cure,
la fonction de hazard est égale a zéro. Un modele souvent utilisé pour gérer ces
différences de hazard dans les deux groupes est le "Mixture Cure Modele" (MCM).

Le MCM se construit en deux parties :
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Une appelée la partie d’incidence, qui modélise la probabilité d’étre susceptible
d’avoir ’événement étant donné la covariable X :

Y(x) = P(B =1]X), (2.18)

avec B = 0 si 'individu est cure et B = 1 si 'individu est susceptible d’avoir
I’événement. Cette partie d’incidence est souvent modélisée par une régression

logistique, ¥ (z) = %.

Et une partie appelée partie de latence, qui modélise la fonction de survie
conditionnelle des individus susceptibles d’avoir I’événement :

S.(t|W) = P(T > t|B =1,W) (2.19)

avec W un vecteur de covariable, il peut étre le méme que X ou non. Cette fonction
de survie conditionnelle est une fonction de survie propre (lim; . S,(t) = 0).
On peut modéliser cette partie de latence en utilisant un modele paramétrique,
semi-paramétrique ou non-paramétrique.

La fonction de survie du MCM construite a partir des deux modeles (2.18) et
(2.19) est la suivante :

S*(EIX, W) = (1 = (X)) + $(X)Su (W) (2.20)

Si on prend un modele paramétrique pour la partie de latence (2.19), I'estimation
du modele MCM se fait par maximisation de la fonction de vraisemblance suivante :

LMEM(() S () (S (i)

n

(V(x:) fu yz|wz H Y(xi) + (i) (yz‘wl)) o (2.21)

Il

s
I
—

I

s
Il
—

avec ( le vecteur des parametres du modele, f* la fonction de densité associée a
S*, fu la fonction de densité associée a S, et y; = min(c;, t;).
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Chapitre 3

Frailty avec une distribution
discrete

Comme expliqué dans l'introduction, I'objectif de ce mémoire est d’analyser des
données de survie dans lesquelles une partie de la population est cure en utilisant
des modeles de frailty univariés avec une frailty discréte non-négative.

Avec une distribution continue pour la frailty, la probabilité associée a un point
précis est nulle, donc la probabilité qu'un individu ait une certaine valeur de la
frailty est nulle. Alors que avec une distribution discrete de la frailty, nous pouvons
attribuer directement une probabilité pour chaque valeur de la frailty, ce qui va
nous permettre d’estimer une proportion d’individus cure comme nous le verrons
dans la suite ce ce chapitre.

Dans ce mémoire, différentes distributions discretes non-négatives vont étre
utilisées, en commencant par des distributions tres simples, pour aller vers des
distributions plus compliquées.

Comme on a vu dans la section 2.2 sur les modeles de frailty, la fonction de
hazard conditionnelle se note h(t|Z) = Zhy(t) (lorsqu’on ne consideére pas de cova-

raibles), avec hy(t) la fonction de hazard de base.

La fonction de survie conditionnelle a la frailty lorsqu’on ne considere pas de
covariable est donnée par :

S(t1Z) = exp (—Z / t hb(u)du> _ S,(t)? (3.1)

avec Sy(t) = exp(— [y hy(u)du) qui va étre le fonction de survie associée a la fonction
de hazard de base hy(t). Notons que Sy(t) est une fonction de survie propre.
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Comme la distribution de la frailty Z est discrete, il existe une infinité dénom-
brable de valeurs non-négatives entieres possibles pour cette frailty (k € 0,1,2,3,...).
Ainsi, certains individus peuvent se retrouver avec la méme valeur de frailty. Malgré
cela, nous parlons quand méme ici d’'un modele de frailty univarié. Chaque individu
possede en effet une frailty indépendante des autres méme s’ils partagent la méme
valeur de frailty. Cela differe du modele multivarié ot la population est divisée en
clusters, et ou chaque cluster se voit attribuer une valeur de la frailty spécifique,
comme expliqué dans le chapitre 2.2.

On notera la distribution de probabilité de la frailty comme suit :

cela représente le taux d’individus partageant la méme valeur de la frailty k.

La fonction génératrice de probabilité de la frailty est notée :

Gz(s) =Y. P(Z =k)s* = q.s".
k=0 k=0

L’article de C.Caroni [4] nous donne la fonction de survie non conditionnelle
quand on suppose une distribution discrete pour la frailty,

S(t) = Ez(Sy(t)?)
= Z Sp(t) g
= G.(S(1)) (3.2)

avec G'z(.), la fonction génératrice de probabilité de Z, g la distribution de proba-
bilité de Z et avec Sy(t) et Sy(t)? comme dans (3.1).

Les individus ayant une frailty nulle représentent des individus ayant une

fonction de hazard conditionnelle nulle; ils correspondent donc a des individus
cure.

h(t|Z = 0,X) = 0hy(t) exp(f X) = 0.

Nous allons maintenant chercher la proportion d’individus cure. Regardons la
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fonction de survie (3.2) quand le temps ¢ tend vers l'infini :

t—o00

lim S(t) = Jlim > Su(t) g
k=0
= tlLI?o Sb<t)OQQ + Z Sb(t)qu
k=1
=qo+ ) Jim Sp(t)*qn.
k=1

Comme la fonction de survie S,(t) est une fonction de survie propre (décrois-
sante et limy ;o Sy(t) = 0), on a que lim;_,o, Sp(t)* = 0 car k est un entier.

On trouve alors la proportion de cure qui est égale a la probabilité que la frailty
soit égale a 0 :

Jim S(t)=qo=P(Z =0). (3.3)

On va maintenant s’intéresser a estimer les parametres du modele de frailty avec

distribution discrete. La fonction de hazard de base hy(t) sera choisie en supposant

que T suive une distribution paramétrique. On estimera les parametres du modele
par la méthode du maximum de vraisemblance.

Nous avons rappelé la formule de la fonction de vraisemblance dans le chapitre
2.1 a I’équation (2.3). Nous allons dans cette formule remplacer les fonctions de
survie S(t) par la fonction de survie trouvée en (3.2), avec h(t) et f(t) = —L5(t)
respectivement la fonction de hazard et la fonction de densité de survie associée a

S(t). :

L(9) = ﬁlh(ti)&sm)
n [ di
:1:[1 —Cilog(Gz(Sb(t)))] G.(Su(ti))
-1 |- et LG
ol ody T P G.(Sy(t:))
n T 0
:1:[1 _djdinz(Sb(tO)] G.(Sy(t:) . (3.4)

Avec 6 le vecteur des parametres du modele. Ce dernier comprend le ou les para-
meétre(s) de la fonction de base du hazard et le ou les parametre(s) de la distribution
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de la frailty.

De la formule précédente, on obtient facilement la fonction de log-vraisemblance

1(0) = log(L(#))
= zn: 0; log Q—

L’article de C.Caroni [4] utilise les distributions discretes suivantes pour la
frailty : la distribution de Poisson, la distribution géométrique et la binomiale
négative. Dans la suite, on va reprendre ces 3 distributions pour construire 3
modeles différents. Pour chacun de ces modeles, nous allons utiliser comme fonction
de hazard de base une Weibull, h,(t) = pAt*~! avec A > 0 et p > 0 et donc
Sp(t) = exp(—AtP).

’ Gz(Sb(ti))D + (1= 0;) log(G=(Se(t:))) (3:5)

%

3.1 Frailty avec une distribution de Poisson

Le premier modele est un modele avec comme distribution de la frailty une
Poisson, Z ~ Pois (1) avec n € (0,00). La distribution de probabilité de la frailty

est donc la suivante : .
exp(—n)n

k!
La moyenne et la variance de la distribution de Poisson sont données par E(Z) =
Var(Z) =n, et la fonction génératrice de probabilité est Gz(s) = exp(n(s — 1)).

qx =

En substituant ceci dans la fonction de survie (3.2), on obtient comme fonction
de survie non conditionnelle pour ce modele :

S(t) = Gz(5(1))
= exp(n(Sy(t) — 1))
= exp(n(exp(=At”) — 1)). (3.6)

La fonction de densité de survie est donnée par
d
J(t) = ==5(8) = nApt? ™" exp[=At? + nexp(=At?) — 1)].

En réinjectant ces deux équations dans la formule de la vraisemblance (3.4), on
trouve :

n

L, A p) = TT [t~ exp(=At? + nexp(—Mt?) — 1))}& [exp(n(exp(=At?) — 1))

=1
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Il s’en suit que la log-likelihood de ce modele est la suivante :

1(n, A, p) 25 log(f(t)) + (1 — di)log(S(t)) (3.7)
La proportion de cure de ce modele est donnée par :

go = Jim exp(n(exp(—=At*) — 1))

= exp(n(0 — 1))
= exp(—n) (3.8)

ce qui est bien égal & P(Z =0) = % = exp(—n).

3.2 Frailty avec une distribution géométrique

Le deuxiéme modele est un modele avec comme distribution de la frailty
une distribution géométrique, Z ~ Geom (7) avec m € (0, 1). La distribution de
probabilité de la frailty est donc la suivante :

g = (1 — ).
La moyenne et la variance de la distribution géométrique sont respectivement

données par E(Z) = "~ et Var(Z) = a2 La fonction génératrice de probabilité
est Gz(s) = &

l—7ms”

En substituant ceci dans la fonction de survie (3.2), on obtient comme fonction
de survie non conditionnelle pour ce modele :

S(t) = Gz(Sy(t))
1—m
1— st(t)
l1—m
1 —mexp(=AtP)

La fonction de densité de survie est donnée par :

Apm(1 — m)tP~ L exp(—=At?)
[1 — mexp(—Atr)]?

ft) =

En réinjectant ces deux équations dans la formule de la vraisemblance (3.4), on
trouve :

v =TI Apm(1 — m)tP~ L exp(—At?) & 1—m Lo
Lim . p) = e [1 — mexp(—Atr)]? 1 — mexp(—Atr)
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Il s’en suit que la log-likelihood de ce modele est la suivante :

(7,2 p) = 3 0slog(£(8)) + (1 — 8:)log(S(1)) (3.10)

i=1
La proportion de cure de ce modele est donnée par :
= lim L=
O %1 T exp(—AtP)

B l1—m7m
1
=1—7 (3.11)

ce qui est bien égal & P(Z =0) =71 —7) = (1 — 7).

3.3 Frailty avec une distribution binomiale néga-
tive
Pour le troisieme modele, la distribution de la frailty sera une binomiale négative,

Z ~ BinNeg (7,;v) avec m € (0,1) et v > 0. La distribution de probabilité de la
frailty est donc la suivante :

kE+v—1
%Z( . >7Tk(1—71')y

La moyenne et la variance de la distribution binomiale négative sont respecti-

vTm

vement données par E(Z) = - et Var(Z) = 575z La fonction génératrice de
probabilité est Gz(s) = [11::8}11'

En substituant ceci dans la fonction de survie (3.2), on obtient comme fonction
de survie non conditionnelle pour ce modele :

S(t) = Gz(S(1))
B [ 1—m T
N 1— st(t)

- l Lo )r (3.12)

1 — mexp(—Atr

La fonction de densité de survie est donnée par :

~ Aprm(L—m) P exp(—AtP)
B [1 — mexp(—Atr)]v+1

f(t)
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En réinjectant ces deux équations dans la formule de la vraisemblance (3.4), on
trouve :

n 7T/\I/(1 —7T) exp(_)\t) bi 1—7 vq1-6;
L(m,v, A, p) H [1 — mexp(—At)]v+1 ] Hl —Wexp(—)\t)] ]

Il s’en suit que la log-likelihood de ce modele est la suivante :
l(m v, A, p) Zé log(f(t)) + (1 —6;)log(S(t)) (3.13)

La proportion de cure de ce modele est donnée par :

1—m Y
1 — mexp(—Atr)

L

—(1—7)" (3.14)

t—o00

qo = lim [

ce qui est bien égal & P(Z =0) = (OJFg*l)ﬂO (1—m)=(1-mn)".

29



Chapitre 4

Simulations

Dans le chapitre 3, nous avons construit 3 modeles d’apres I'article de C.Caroni
[4], le premier avec une frailty qui suit une Poisson (3.6), le deuxiéme une géomé-
trique (3.9), et le dernier une binomiale négative (3.12). Dans cet article, C.Caroni
souleve le fait que en utilisant ces 3 distributions discretes assez simples, la pro-
portion d’individus cure (go) par rapport aux proportions des autres valeurs de
la frailty (gx) avec k > 0 est assez contraint (nous verrons cela plus en détails
dans la section 4.3 de ce chapitre). Par conséquent, ces trois modeles basés sur
ces distributions pourraient ne pas étre adaptés pour modéliser efficacement des
ensembles de données plus complexes.

Nous allons générer des ensembles d’échantillons de données a l'aide de dif-
férentes fonctions de survie, et ensuite leur appliquer nos 3 modeles afin de voir
dans quelles situations ils sont les plus performants. Pour cela, nous allons faire
des simulations. Nous commencerons par définir les objectifs des simulations et
expliquerons de maniere générale la démarche suivie. Ensuite, nous procéderons a
plusieurs types de simulations inspirées de celles faites dans les articles [2], [12], [3]
et [11]. Le langage de programmation utilisé pour ce faire est R.

Lors de la modélisation des données dans une étude réelle, il est impossible de
déterminer avec certitude si les parametres estimés correspondent aux véritables
parametres, étant donné que ces derniers sont inconnus. C’est pourquoi nous utili-
sons des simulations. Nous générons nous-mémes un certain nombre d’échantillons
de données de survie, tous d’apres une méme fonction de survie avec des para-
metres fixés. Ensuite, nous estimons les parametres de la fonction de survie pour
chaque échantillon généré a ’aide du modele que nous souhaitons étudier. Grace
au grand nombre d’échantillons créés et donc au grand nombre de fois que chaque
parametre est estimé, on va pouvoir vérifier si le modele choisi reflete correctement
les parametres et les caractéristiques que nous avons définis lors de la génération
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de nos échantillons.

4.1 Génération des échantillons et modélisation
avec le méme modele

Dans un premier temps, nous allons générer des échantillons de données avec la
méme fonction de survie que celle du modele que 'on veut étudier pour valider
notre méthodologie. On va donc générer des échantillons avec les modeles de frailty
avec une distribution discrete introduits dans le chapitre 3. Pour rappel, la fonction
de survie conditionnelle & la frailty est donnée (3.1) par :

Sy(t)? = exp (—Z/Ot hb(u)du>

Pour commencer, on va générer une réalisation de la frailty Z; pour chaque
individu 7. Les individus cure seront ceux avec une frailty nulle (Z; = 0), on notera
leur temps d’événement t; = co. La proportion d’individus cure sera donnée par

Pour générer des temps d’événement pour les individus non-cure (Z # 0),
revenons a une notion plus générale :

Soit Y une variable aléatoire avec une fonction de répartition continue F(Y).
Alors U = F(Y') suit une distribution uniforme sur [0, 1]. De plus, nous avons
également que 1 — U suit une distribution uniforme.

Appliquons maintenant ce méme principe a la génération de nos données. Soient
T la variable aléatoire et F(¢|Z) = 1 — S,()? la fonction de répartition condition-
nelle & la frailty, oit Sy(¢)Z représente la fonction de survie conditionnelle a la frailty
Z. Nous savons que F(t|Z) ~ Unif[0, 1]. Ainsi, 1 — F(t|Z) = Sy(t)? ~ Unif[0, 1].

Pour obtenir nos temps d’événement ¢;, nous recherchons alors les racines de
I’équation suivante :

Sb(ti)zi — U; = 0,

ol u; est une réalisation de la distribution Unif[0, 1], et z; est la réalisation de la
frailty. Nous trouvons ces racines a l'aide de la fonction "uniroot" du package "stats"
en R, permettant ainsi d’obtenir un temps d’événement ¢; pour chaque individu
non-cure.
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On a maintenant un temps d’événement fini ¢; pour chaque individu non cure
et co pour les individus cure. Il faut encore rajouter la censure. On va générer avec
une distribution exponentielle un temps de censure ¢; pour chaque individu. Selon
le parametre de la distribution exponentielle, on aura plus ou moins de censure
dans ’échantillon. Pour chaque individu, si le temps de censure est plus petit que
le temps d’événement (¢; < t;), il sera censuré (6 = 0) et y; = ¢;; si le temps
d’événement est plus petit que le temps de censure (¢; < ¢;), il sera non censuré
(6 = 1) et y; = t;. Comme les personnes cure ont un temps d’événement égal a
t; = 0o > ¢;, les personnes cure seront toutes censurées et y; = oo.

On va générer 1000 échantillons de données sur base de chacun des 3 modeles
(3.6), (3.9) et (3.12), et ensuite leur appliquer le méme modele pour estimer les
parametres. On va faire varier dans un premier temps le nombre d’individus dans
les échantillons de données pour voir si cela a une influence sur I'estimation des
parametres, et ensuite modifier le taux d’individus censurés ajouté a la censure
déja présente avec les individus cure.

4.1.1 Frailty de Poisson

Nous commencons par générer 1000 échantillons de données de survie selon le
modele de surive avec une frailty de Poisson (3.6), rappelé ci-dessous :

S(t) = exp(n(exp(—At?) — 1)). (4.1)

Nous fixons les parametres de la Weibull a A = 0.2, p = 0.5, et le parametre de
la frailty de Poisson a n = 1.5, ce qui nous donne un taux de cure

_exp(—n)n°
="

= 0.22.

La censure suit une distribution exponentielle de parametre 0.005, ajoutant ainsi
en moyenne 7% de censure supplémentaire a celle déja présente avec les individus
cures.

On va d’abord générer 1000 échantillons de données avec n = 200 individus par
échantillon, ensuite n = 500, puis n = 1000.

Dans le tableau 4.1, nous présentons la moyenne, le biais, la variance et la MSE
des 1000 estimations pour chaque parametre et pour les différents nombres d’indivi-
dus. Nous remarquons que plus le nombre d’individus augmente, plus 'estimation
des parametres est précise; le biais, la variance et donc la MSE diminuent avec
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I’augmentation du nombre d’individus.

On peut également observer les boxplots pour chaque parametre dans I’annexe
A a la figure A.1, ou il est clair que 'estimation est meilleure lorsque le nombre
d’individus est élevé.

Sur le graphique 4.1, nous avons sélectionné de fagons aléatoire 100 jeux de
parametres parmi les 1000 estimés et reconstruit les courbes de survie a ’aide
de I'équation de survie rappelée au début de la section. Nous avons réintégré les
parametres estimés dans la fonction de survie pour les tracer. Bien que I'estimation
soit meilleure avec plus d’individus, nous constatons que nos parametres avec
200 individus sont tout de méme bien estimés et que les courbes de survie se
rapprochent de celles ayant généré les échantillons de données (courbe rouge). Ainsi,
nous pouvons conclure que notre méthode de génération de données et d’estimation
des parametres pour ce modele est bien réalisée.

En faisant varier le parametre de censure, on peut voir que la précision des
estimations des parametres change aussi. Au plus le parametre de la distribution
exponentielle augmente, au plus les temps de censure diminuent ; au plus la censure
ajoutée augmente, au moins l'estimation est précise. Les résultats pour la Poisson
sont disponibles dans la table A.1 de 'annexe A. On garde pour ces simulations ci
les mémes A, p et n que juste au dessus, on fixe n = 500. On commence par fixer
le parametre de censure a 0.005 pour avoir une censure ajoutée de 7%, ensuite a
0.05 ce qui donne une censure ajoutée de 25%. On verra cela plus en détails pour
le modele qui a une frailty binomiale négative.
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Parametre ‘ Moyenne Biais Variance MSE

n = 200
A=0.2 0.1994 —0.0006 0.0011 0.0011
p=0.5 0.5047 0.0047 0.0017  0.0017
n=15 1.5248 0.0248 0.0336 0.0342
qo = 0.22 0.2212 —0.0019 0.0015 0.0015
n = 500
A 0.1995 —0.0005 0.0004 0.0004
p 0.5024 0.0024 0.0006 0.0006
n 1.5157 0.0157 0.0139 0.0142
Qo 0.2212 —0.0020 0.0006 0.0006
n = 1000
A 0.2000 —0.0001 0.0002 0.0002
p 0.5012 0.0012 0.0003 0.0003
n 1.5037 0.0037 0.0059 0.0059
qo 0.2230 —0.0002 0.0003 0.0003

TABLE 4.1 — Résultats des simulations pour le modele de Poisson (3.6) avec
différentes tailles d’échantillons
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FIGURE 4.1 — Courbes de survie du modele Poisson construites a partir des
parametres estimés avec différentes tailles d’échantillons.

4.1.2 Frailty géométrique

On génere 1000 échantillons de données de survie d’apres le modele de survie
avec une frailty géométrique (3.9) qui pour rappel est donné par :

B 1—m
1 —mexp(=AtP)’

S(t) (4.2)

en faisant également varier le nombre d’individus.

On va fixer les parametres de la distribution Weibull : A = 0.1, p = 0.5, et
le parametre de la frailty géométrique : m = 0.75, ce qui nous donne un taux de
guérison

q =7 (1 —7) =0.25.

La censure suit une distribution exponentielle de parametre 0.005, ajoutant
ainsi en moyenne 10% de censure supplémentaire a celle déja présente avec les
individus guéris.
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Dans le tableau 4.2, nous présentons la moyenne, le biais, la variance et la
MSE des 1000 estimations pour chaque parametre et pour les différents nombres
d’individus. Comme pour le modele de Poisson, on observe que plus le nombre
d’individus augmente, plus les estimations sont précises.

Dans 'annexe A a la figure A.2, les boxplots de chaque parametre montrent
clairement que ’estimation est meilleure lorsque le nombre d’individus est élevé.

Sur le graphique 4.2, nous retragons 100 courbes de survie sélectionnées aléatoi-
rement dans les 1000 estimées. On remarque encore une fois que au plus le nombre
d’individus augmente, au plus les parametres sont bien estimés.

Comme pour le modele de Poisson, au plus la censure ajoutée augmente, au
moins I'estimation des parametres est précise. On peut voir ces résultats dans la
table A.2 de 'annexe A. On garde les mémes A, p et 1 que juste au dessus, on
fixe n = 500. On commence par fixer le parametre de censure a 0.005 pour avoir
une censure ajoutée de 10%, ensuite a 0.05 ce qui donne une censure ajoutée de 29%.

Parameétre ‘ Moyenne Biais Variance MSE

n = 200
A=0.1 0.0962 —0.0038  0.0011 0.0012
p=0.5 0.5039 0.0039 0.0021 0.0022
m=0.75 0.7615 0.0115 0.0040  0.0041
qo = 0.25 0.2385 —0.0115  0.0040  0.0041
n = 500
A 0.0984 —0.0016  0.0004  0.0005
p 0.5022 0.0022 0.0009  0.0009
T 0.7534 0.0034 0.0015 0.0015
qo 0.2466 —0.0034  0.0015 0.0015
n = 1000
A 0.0987 —0.0013  0.0002 0.0002
p 0.5015 0.0015 0.0004  0.0004
s 0.7514 0.0014 0.0007  0.0007
Qo 0.2486 —0.0014  0.0007  0.0007

TABLE 4.2 — Résultats des simulations pour le modele géométrique (3.9) avec
différentes tailles d’échantillons
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FIGURE 4.2 — Courbes de survie du modele géométrique construites a partir des
parametres estimés avec différentes tailles d’échantillons.

4.1.3 Frailty binomiale négative

Pour le modele avec la frailty binomiale négative, on va commencer par faire
varier le taux de censure pour voir si cela a une influence sur I'estimation des
parametres. On génére 1000 échantillons de données de survie d’apres le modele
(3.12) qui pour rappel est donné par :

50 = | e >T-

1 — mexp(—Atr

On va fixer les parameétres de la distribution Weibull : A = 0.3, p = 0.6, et les
parametres de la frailty binomiale négative : m = 0.2 et ¥ = 5, ce qui nous donne
un taux de guérison

—1
g = (O +g >7r0(1 — ) =0.32.

On va fixer le nombre d’individus par échantillon & 500 et faire varier le para-
metre de la censure qui suit une distribution exponentielle. On va commencer par
le fixer a 0.005, ajoutant une moyenne de 2% de censure supplémentaire, et ensuite

37



le fixer a 0.05 ajoutant en moyenne 13% de censure.

Dans le tableau 4.3, nous présentons la moyenne, le biais, la variance et la
MSE des 1000 estimations pour chaque parametre et pour les différents taux de
censure ajoutés. Plus le taux de censure ajoutée augmente, moins les estimations
des parametres sont précises (augmentation du biais, de la variance et de la MSE).

Dans I'annexe A a la figure A.3, on voit également sur les boxplots que plus la
censure augmente, moins les estimations sont précises.

Sur le graphique 4.3, nous avons sélectionné 100 ensembles de parametres parmi
les 1000 estimés pour retracer les courbes de survie. On remarque encore une fois
que au plus la censure augmente, au moins l'estimation des parametres est précise.

Comme pour les deux autres modeles, on a également fait varier le nombre
d’individus dans les échantillons en fixant le paramétre de censure a 0.005. Les
résultats sont dans 'annexe A au tableau A.3. Ces résultats confirment encore que
au plus on a d’individus, au mieux les parametres sont estimés.

Parametre ‘ Moyenne Biais Variance MSE
Censure ajoutée 2%

A=0.3 0.2534 -0.0466  0.0055 0.0076
p=20.6 0.6367 0.0367 0.0035 0.0076
m=0.2 0.3869 0.1869 0.0962 0.1311

v=>5 7.5995 25995  67.0042  73.6945

qo = 0.32 0.3269 -0.0008 0.0005 0.0005
Censure ajoutée 13%

A 0.2392 -0.0608 0.0098 0.0135
p 0.6382 0.0382 0.0040 0.0135
T 0.4163 0.2163 0.1177 0.1644
v 7.0810 2.0810  55.1605  59.4358
qo 0.3173 -0.0104  0.0017 0.0018

TABLE 4.3 — Résultats des simulations pour le modele binomial négatif (3.12) avec
différentes tailles d’échantillons
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FI1GURE 4.3 — Courbes de survie du modele binomial négatif construites a partir
des parametres estimés avec différents taux de censure ajoutés.

4.2 Génération des échantillons avec un MCM

Dans cette section, on va générer les échantillons de données a I’'aide d'un MCM
(mixture cure model introduit dans la section 2.3). Pour rappel, la fonction de
survie du MCM est donnée (2.20) par :

§*(t) = (1 =) + Su(t)

avec ¢ = P(B = 1) la probabilité qu'un individu soit susceptible d’avoir 1’événe-
ment et S,(t) = P(T > t|B = 1) la fonction de survie conditionnelle des individus
susceptibles d’avoir 1’événement, et avec B = 1 si 'individu est susceptible et B = 0
si il est cure.

Pour commencer, on va générer une réalisation de B; pour chaque individu %
a l'aide d’une Bernoulli de parametre . Les individus cure seront ceux avec un
B; = 0. On notera leur temps d’événement ¢; = oo. La proportion d’individus cure
sera donnée par 1 — .

Pour les individus non-cure (B = 1), on va procéder comme dans la section pré-
cédente pour générer leur temps de survie mais en utilisant I’équation S, (¢;) —u; = 0

pour générer les temps.

Dans ces simulations, la censure suit une distribution de Weibull plutot qu'une
distribution exponentielle.

On génere 1000 échantillons de données avec 500 individus chacun. La baseline
suit une Weibull de parametres A = 0.06 et p = 1.5. On va faire varier dans la
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génération des données la proportion de cure 1 — ¢ = P(B = 0) pour voir com-
ment se comportent nos 3 modeles. Nous allons utiliser comme proportion de cure
1—1 = 0.6, puis 1 —¢) = 0.4 et pour finir 1 —1) = 0.2. Comme nous faisons varier le
taux de cure, différents parametres sont nécessaires pour la distribution de Weibull
de la censure afin de maintenir une censure supplémentaire moyenne d’environ
10%. Pour les simulations avec 1 — ¢ = 0.6, les parametres nécessaires sont 4.5 et 9
pour obtenir une censure supplémentaire de 10% ; pour 1 — ¢ = 0.4, les parameétres
nécessaires sont 5 et 11; et pour 1 —¢ = 0.2, les parameétres nécessaires sont 6 et 12.

Nous allons appliquer a ces échantillons de données générés le modele MCM
(2.20), le modele de Poisson (3.6), le modeéle géométrique (3.9) et le modele binomial
négatif (3.12). Nous allons nous concentrer sur la comparaison des taux de cure
estimés, car les autres parametres estimés ne sont pas comparables aux parametres
qui ont généré nos données. Nous examinerons la moyenne, le biais, la variance
et la MSE pour les différents 1 — 1 fixés. Ensuite, comme pour les simulations
précédentes, nous avons sélectionné 100 ensembles de parametres de fagon aléatoire
parmi les 1000 estimés afin de tracer les courbes de survie.

4.2.1 Taux de cure fixé al—v =0.6

Commencons par appliquer nos modeles aux échantillons de données générés
avec une proportion de cure de 1 — 1) = 0.6. Le tableau 4.4 indique que dans le
MCM, les estimations des parametres convergent a 100%, pour le modele de Poisson
a 99%. En revanche, pour les distributions géométrique et binomiale négative, les
taux de convergence sont légeérement plus bas, a 92% et 93% respectivement. Cette
différence peut étre due au fait que la fonction de vraisemblance pour ces deux
distributions contient une division qui, pour certains échantillons de données, peut
entralner une division par zéro et donc une vraisemblance non finie.

On peut également observer dans le tableau 4.4 que 'estimation du taux de cure
a une meilleur MSE pour le modele de Poisson que pour le MCM. Cependant, si
I’on considere le biais, le MCM est nettement plus précis que le modele de Poisson.
Par ailleurs, le modele de Poisson présente une variance plus faible que le MCM.
Les modeles géométrique et binomial négatif estiment moins bien le taux de cure,
ayant tous deux une MSE assez grande par rapport aux deux autres modeles.

La figure 4.4 met en évidence que le modele MCM ajuste le mieux les données.
Les courbes grises sont plus proches de la courbe rouge, qui a généré les données.
Pour le modele de Poisson, on constate que les courbes sont assez proches de celles
observées dans le MCM, mais quelques courbes se détachent légerement en dessous
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de la courbe rouge. Ensuite, on remarque que les modeles géométrique et binomial
négatif ajustent nettement moins bien les données, avec une grande partie des

courbes bien en dessous de la courbe rouge.

Comme nous 'avons vu dans le tableau, le biais est toujours négatif. De plus,
pour les modeles géométrique et binomial négatif, un grand nombre de courbes
de survie sont largement en dessous de la courbe de génération des données. Cela
suggere que l'estimation de la proportion de cure n’est pas assez élevée. Pour
améliorer nos modeles, il faudra donc augmenter le nombre d’individus cure et

donc de zéros dans la frailty.

1—-9v=06 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.5893 —0.0107  0.0063  0.0064 100%
Poisson 0.5804 —0.0196  0.0047  0.0051 99%
Géométrique 0.5436 —0.0564  0.0132  0.0164 92%
Binomial Négatif |  0.5393 —0.0607  0.0157  0.0193 93%

TABLE 4.4 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.6

avec les différents modeles
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FI1GURE 4.4 — Courbes de survie pour 1—1 = 0.6 construites a partir des parametres
estimés avec les différents modeles.

4.2.2 Taux de cure fixéal—1y =04

Appliquons maintenant nos modeéles aux échantillons de données générés avec
une proportion de cure 1 —1 = 0.4. Le tableau 4.5 montre que dans le MCM, toutes
les estimations des parameétres convergent a 100%, tandis que dans le modele de
Poisson, ce taux est de 99%. Dans les deux derniers modeles, il est respectivement
de 71% et 78%, ce qui est nettement inférieur, encore une fois a cause de la division
dans la fonction de vraisemblance. On devra faire attention a 'interprétation des
résultats du tableau, les deux derniers taux de convergence étant assez bas.

Le modele MCM présente la meilleure précision d’estimation du taux de cure,
suivi du modele de Poisson ; tandis que les modeles géométrique et binomial négatif
estiment vraiment moins bien le taux de cure. Encore une fois, tous les biais sont
négatifs, le taux de personnes cure estimé n’est pas assez élevé.

Sur les graphes de la figure 4.5, on voit que le modele MCM ajuste le mieux les
données. Le modele de Poisson se rapproche fort des résultats pour le MCM mais
avec quelques courbes de survie qui sont nettement en dessous des autres. Pour les
modeles géométrique et binomial négatif, on observe que de nombreuses courbes
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de survie se terminent bien en dessous de la courbe rouge qui a généré les données.
Il semble une fois de plus que, dans de nombreux cas, le taux d’individus cure a
été sous-estimé.

=04 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.3990 —0.0010 0.0016 0.0016 100%
Poisson 0.3792 —0.0208 0.0025 0.0029 99%
Géométrique 0.2634 —0.1366 0.0184  0.0370 1%
Binomial Négatif |  0.2852 —0.1148  0.0185  0.0317 78%

TABLE 4.5 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.4
avec les différents modeles
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(c) Modeles géométrique (d) Modeles binomial négatif

FI1GURE 4.5 — Courbes de survie pour 1—1 = 0.4 construites a partir des parametres
estimés avec les différentes modeles.

4.2.3 Taux de cure fixé al—yv =0.2

Pour finir, passons aux échantillons de données générés avec une proportion de
cure de 1 — v = 0.2. Dans le tableau 4.6, on constate que dans le modele MCM,
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toutes les estimations des parametres convergent a 100%. Dans le modele de Poisson,
ce taux descend a 97%. Pour le modele géométrique, le taux de convergence est de
51%, tandis que pour le modeéle binomial négatif, il est de 61%. C’est nettement
moins bien que pour les taux de cure qui avaient été fixés a 0.4 et 0.6. La baisse du
taux de cure semble entrainer une augmentation des vraisemblances non finies, et
donc une baisse du taux de convergence des estimations.

Le modele MCM affiche la meilleure précision, suivi du modele de Poisson, alors
que les modeles géométrique et binomial négatif estiment a nouveau nettement
moins bien le taux de cure. Encore une fois, tout les biais sont négatifs.

Sur les graphiques de la figure 4.6, on remarque que le modele de Poisson ajuste
les données moins bien que le MCM. Pour les deux autres modeles, bien qu’ils
semblent légerement moins performants que le MCM, cette différence n’est pas
aussi évidente que les résultats obtenus dans le tableau. Toutefois, il est important
de rappeler que nous avons un taux de convergence des estimations tres bas, ce qui
pourrait expliquer la difficulté a interpréter les graphiques.

1—9v=0.2 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.2000 0.0000 0.0011 0.0011 100%
Poisson 0.1626 —0.0374  0.0019  0.0033 97%
Géométrique 0.0877 —0.1123  0.0011 0.0137 51%
Binomial Négatif | 0.0890 —0.1110  0.0024  0.0148 61%

TABLE 4.6 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.2
avec les différents modeles
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FI1GURE 4.6 — Courbes de survie pour 1—1 = 0.2 construites a partir des parametres
estimés avec les différents modeles.

4.3 Conclusion des simulations

Dans les premiéres simulations (4.1), nous avons constaté que le nombre d’in-
dividus inclus dans notre base de données affecte la précision de nos résultats.
Plus le nombre d’individus est grand, plus nos estimations sont performantes. De
plus, nous avons observé que plus le taux de censure est élevé, moins le modele est
performant.

Dans les deuxieémes simulations (4.2), le modele MCM semble mieux ajuster
les données, suivi du modele de Poisson. En revanche, les modeles géométrique et
binomial négatif estimaient systématiquement beaucoup moins bien les données,
bien que le modele binomial négatif se comporte légérement mieux. De plus, nous
avons observé une convergence de ’estimation a 100% pour le MCM, ainsi qu’un
taux proche de 100% pour le modele de Poisson. En revanche, pour les modéles
géométrique et binomial négatif, le taux de convergence est bien plus bas en raison
de la division par zéro dans la fonction de vraisemblance. De plus, lorsque le taux de
cure diminue, le nombre d’estimations convergentes diminue également. Nous avons
également constaté sur les graphiques que les données semblaient étre bien ajustées

45



au début par tous les modeles, mais que des que 'on atteignait la proportion de
cure restante, c’est la que 'estimation devenait moins précise. Comme nous ’avons
observé a chaque fois, le taux de cure était beaucoup trop bas sur les graphiques,
ce qui se reflete également dans le biais qui était systématiquement négatif.

Nos observations rejoignent celle de 1'article de C. Caroni [4]. Il suggere que
I'utilisation des distributions de Poisson, géométrique et binomiale négative comme
distributions de frailty ne modélise pas correctement les données. Il remarque
qu’avec ces distributions, la proportion d’individus cure (o) par rapport aux pro-
portions des autres valeurs de frailty (gi) est trop contrainte, et que pour certains
types de données, cela posera des problemes dans I’estimation des parametres.

Dans ces 3 distributions, lorsque le nombre de zéros est élevé, cela signifie que
les autres valeurs de frailty restent relativement faibles. En effet, dans les distri-
butions de Poisson, géométrique et binomiale négative, les valeurs de frailty ont
tendance a rester petites lorsque le nombre de zéros dans les données est important.
Par conséquent, si ’on souhaite obtenir des valeurs de frailty plus élevées, cela
entrainera une diminution du nombre de zéros dans les données. A un certain point,
cela pourrait méme conduire a la disparition totale des zéros dans les données, ce
qui rendrait impossible la modélisation de données de survie contenant une fraction
d’individus cure.

Initialement, une simple distribution exponentielle a été utilisée pour modéliser
la censure dans la génération des données. Avec cette approche "simple", les trois
modeles ont montré un tres bon ajustement aux données, comme en témoignent
les résultats de ces simulations disponibles dans les tableaux B.1, B.2 et B.3 de
I’annexe B. Dans ces tableaux, nous observons que les trois modeéles, ainsi que le
MCM, ont une MSE de maximum 0.0007 pour chaque parametre et chaque valeur
de 1 —1). De plus, pour les modeles binomial négatif et géométrique, la convergence
des estimations est légérement supérieure a celle des données générées avec une
distribution de Weibull, tandis que le taux de convergence du modele de Poisson
est légerement inférieur.

Comme les limites des performances de ces modeles sur des données plus com-
plexes ont été soulignées dans 'article de C. Caroni, nous avons décidé d’utiliser une
distribution de Weibull pour générer la censure. Dans ces simulations, les modeles
binomial négatif et géométrique n’ajustaient pas bien les données, tandis que le
modele de Poisson montrait des résultats encore acceptables. Comme la moyenne
est égale a la variance dans la distribution de Poisson, si on a des données avec
une grande variance, on peut supposer que méme le modele de Poisson n’estimera
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pas bien les données.

Ainsi, pour des ensembles de données moins complexes ou la censure n’est pas
aussi problématique, les trois modeles peuvent fonctionner efficacement. Toutefois,
dans des cas plus complexes, il faudra trouver des moyens d’augmenter le nombre
d’individus cure, qui était systématiquement sous-estimé dans les simulations avec
une censure Weibull.

Dans son article, C. Caroni propose de modifier les distributions de Poisson,
géométrique et binomiale négative pour que le rapport entre ¢y et ¢ soit moins
contraignant. Il suggere de traiter ¢y comme un parametre distinct, en posant que
la proportion de guérison est donnée par P(Z = 0) = p et que pour le reste des
individus (les non guéris), P(Z = k) = (1 — p)rg, ou k = 1,2,... et 74 suit 'une
des trois distributions utilisées jusqu’a présent.
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Chapitre 5

Zéro modified power series

K.Molina propose dans son article [11] une solution qui rejoint celle de C. Caroni
[4]. 11 propose d’utiliser des distributions de la famille ZMPS (Zero modified power
series) qui sont construites en modifiant les zéros des distributions de la famille
PS (Power series). On espere de cette maniere pouvoir introduire des valeurs de
la frailty assez variées tout en gardant une certaine proportion de 0 pour pouvoir
ajuster correctement le modele aux données.

On va commencer par introduire ce que sont les distributions de la famille PS
(Power series distribution) d’apres les articles [9] et [10]. Ensuite, on va définir les
distributions de la famille ZMPS (zero modified power series distribution) d’apres
les articles [5] et [11]. Pour finir, a I’aide des méme articles, on va construire des
modeles de survie avec différentes distributions de la famille ZMPS comme distri-
butions de la frailty.

5.1 Distributions de la famille power series (PS)

Les articles [9] et [10] font une bonne introduction aux distributions de la famille
PS. Si la variable aléatoire Z suit une distribution de la famille PS, sa distribution
de probabilité peut s’écrire sous la forme suivante :

alz,0)g(p, )?
b(p, ¢)

avec i1 > 0 le parametre de moyenne et ¢ > 0 le parametre de dispersion. Avec
a(k,¢) >0, g(u, ) > 0 et avec

Eps(zm,0) =P(Z = 2) =

(5.1)
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b, 0) = 3 (ks ), 0)

La variance des distributions de la famille PS est donnée par

0_2 — g(ﬂ“?¢)
P2 g, 9)

et la fonction génératrice de probabilité est donnée par

Gps(s) = blsp, 9)

b(p, @)

Beaucoup de distributions couramment utilisées sont des distributions de la
famille PS. Les 3 distributions utilisées dans le chapitre précédent (Poisson, géomé-
trique et binomiale négative) sont des distributions PS.

Distribution de Poisson

Commencons par la Poisson, on veut montrer que sa distribution de probabilité
% avec 1 € (0,00) peut se réécrire sous la forme (5.1).

Si on pose «a(z) = % et g(u) = u =n on a alors,

) = 3 it = explu) = exp(n)

k=0 """

ce qui donnera bien la distribution de probabilité

lpJZ
Eps(z;p) = ==
(z50) exp(p)
exp(—p)p?
2!

_e(-ny 52)

z!

Sa variance est donnée par
2 _ K
Ops = q, —H=T
d,u'u
et sa fonction génératrice de probabilité sera

Grs(s) = S —oxpus — 1) = expln(s ~ 1)

49



Nous retombons bien sur toutes les caractéristiques d’une distribution définie dans

la section 3.1. Donc, la distribution de Poisson est bien une distribution de la
famille PS.

Distribution géométrique

Ensuite pour la géométrique, on veut montrer que sa distribution de probabilité
(1 — m) avec w € (0, 1) peut se réécrire sous la forme (5.1).

Si on pose a(z) = 1 et g(u) = = = 7 on a alors,

4
> TR 1 s 1
b(u) = 3 1(E—yF = g1
= l+p -+ -7 1-nx
ce qui donnera bien la distribution de probabilité
1(45)°
) — T
Eps(z; 1) 1+
ﬂ.Z
=1
-7
=7 (1 — ). (5.3)
Sa variance est donnée par
S S T T T
2 +up +u1
Ops = 4 u — 1 =p(l+p) = (1+ ):
@1jru fEmE 1—m 1—m (1 —m)?

et sa fonction génératrice de probabilité sera

I+sp  1-—m
l+p 1—sm

GPS(S) =

Nous retombons bien sur toutes les caractéristiques de la distribution géométrique
définie dans la section 3.2. Donc, la distribution géométrique est bien une distribu-
tion de la famille PS.

Distribution binomiale négative

Enfin, pour la binomiale négative, montrons que sa distribution de probabilité

(Zﬂ;l)wz (1 —7m)” avec m € (0,1) et v > 0 peut se réécrire sous la forme (5.1).

Si on pose ¢ = v, a(z,¢) = (z+f_1) = (ZJ”Z’_I), et g(p, ) = s = =mon
a alors,
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—¢
N
=\ u+¢>
=(1-m"
B 1
C(L—m)Y

ce qui donnera la distribution de probabilité

:<Z+f_l><1(— )
- <Z+”_ 1)#(1 — 7). (5.4)

2 e
m)*

z

Sa variance est donnée par

oy = o _ qsiu plo+mp)  a-m
PST 4 4 T 4 0 (1 =72
dp d+p (p+1)2 ¢ (]‘ ﬂ—) (1 7T)

et sa fonction génératrice de probabilité sera

(i) () _1-my
Gps(s) = (¢¢>_¢ - (¢¢ ) - (1—s7r)

p+sp

Nous retombons bien sur toutes les caractéristiques de la distribution binomiale
négative définie dans la section 3.3. Dongc, la distribution binomiale négative est
bien une distribution de la famille PS.

5.2 Distributions de la famille zero-modified po-
wer series (ZMPS)

On va maintenant construire des distributions de la famille ZMPS en modifiant
la probabilité d’avoir des zéros dans les distributions de la famille PS introduites
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dans la section 5.1. On va modifier le nombre de zéros de la distribution en ajoutant
un parametre p a la fonction de distribution (5.1). On verra plus tard qu’en fonc-
tion de la valeur de ce parametre p, le nombre de zéros sera modifié de manieres
différentes.

Si Z suit une distribution de la famille ZMPS, sa fonction de distribution est
donnée par :

Ezmps (251, &,p) = (1 —p)I(2) + p(Eps(z; 1, @) (5.5)

avec z € {0,1,...}, avec le paramétre de moyenne p > 0, avec le parametre
de dispersion ¢ > 0, avec la fonction indicatrice I(z), qui est telle que I(z) =1
siz=0et I(z) =0siz>0, et avec p le parametre responsable de modifier la
probabilité d’avoir un zéro de la distribution PS.

Le parametre p prend ses valeurs dans l'intervalle [0, m} En effet, si
p < 0, alors on aura une probabilité négative d’obtenir une valeur pfus grande que
0 et Eznps(z; i, @, p) ne sera plus une fonction de distribution. Si p est plus grand
que m, cela signifie que la probabilité d’obtenir un zéro de la distribution
de la famille ZMPS est négative, ce qui ne respecte pas non plus la définition de

distribution de probabilité.

La moyenne de Z est E(Z) = pu, sa variance est donnée par Var(Z) =
p(o%s + p2(1 — p)) et sa fonction génératrice de probabilité par

Gzmps(s) =1—p(1 — Gps(s))

avec 0hg et Gpg(s) la variance et la fonction génératrice de probabilité de la
distribution PS.

Comme expliqué précédemment, notre but est de modifier le nombre de zéros
des distributions de la famille PS. Pour voir comment la distribution de la famille
ZMPS change cette proportion de zéros, regardons la différence entre la distribution
ZMPS (5.5) au point zéro et la distribution PS (5.1) au point zéro :

Ezmps(0; g, ¢, p) — Eps(0; 1, @)

= [(T=p)1(0) + p(Eps(0; 1, 0))] — [£ps(0; 1, B)]
= [(1 = p)1 + p(€ps(0; 1, 9))] — [€ps(0; 11, 9]
=1 =p)+(p—1)&ps(0;11,9)

= (1 =p)(1 = &ps(0; 1, 9)). (5.6)
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Cette différence nous montre qu’en fonction de la valeur du parametre p, la
distribution de la famille ZMPS modifiera les zéros de la distribution de la famille
PS de maniere différente :

Si p = 0, la différence (5.6) devient, {znps(0; 1, ¢, p) — Eps(0; ) = 1 —
Eps(0; 1, ¢) et donc
Ezmps(0; 1, ¢, p) = 1

Toutes les valeurs de la distribution de la famille PS seront alors transformées en 0
dans la distribution de la famille ZMPS.

Si p € (0,1), la différence (5.6) sera positive et donc

Ezmps(0; 1, @, p) > Eps(0; 1, D)

On aura alors plus de zéros dans la distribution de la famille ZMPS que dans la
famille PS. On dira que cette distribution appartient a la famille zero inflated power
series (ZIPS), car le nombre de zéros de la distribution de la famille PS est augmenté.

Si p = 1, la différence (5.6) sera égale a 0 donc

§ZMPS(0; K, ¢7p) = é-PS(Ov Ly ¢)

La probabilité d’avoir un zéro est la méme dans la distribution de la famille PS
que dans la distribution de la famille ZMPS.
Sipe

(1, m), la différence (5.6) sera négative et donc

Ezmps(05 11, 0,0) < Eps(0; 1, @).

On aura donc moins de zéros dans la distribution de la famille ZMPS que dans la
famille PS. On dira que cette distribution appartient a la famille zero deflated power
series (ZDPS), car le nombre de zéros de la distribution de la famille PS est diminué.

Sip= L 7 la différence (5.6) sera égale & —£pg(0; 1, @) et donc

1-€ps (05,0
fZMPS(O; 1, ¢7P) = 0.

Tous les 0 de la distribution de la famille PS seront alors tronqués dans la dis-
tribution de la famille ZMPS. On aura donc plus aucun zéro. On dira que cette
distribution appartient a la famille des zero truncated power series(ZTPS), car on
a plus aucun zéro dans la distribution de la famille PS.
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5.3 Modele de survie avec une frailty de la famille
ZMPS

Maintenant que I'on a défini les distributions de la famille ZMPS, on va pouvoir
utiliser celles-ci comme distributions de la frailty dans les modeéles de survie.
Repartons du modele de survie avec une frailty discrete (3.1) pour définir la
fonction de survie de ce nouveau modele avec une frailty de la famille ZMPS :

Szmps(t) = Gzups(Su(t))
=1—p(1 —Gps(Sy(t)))

11 bS(t)p, 0)

avec Sy(t) la fonction de survie de base, p € [O, WS] le parametre qui mo-
difie la probabilité d’avoir des zéros de la distribution PS. Avec Gpg et Gzyps
respectivement les fonctions génératrices de probabilité de la distribution de la
famille PS et de la distribution de la famille ZMPS. Avec b(), i, ¢ définis comme

dans 'équation (5.1).

La proportion d’individus ayant une frailty nulle est donnée par la formule
suivante avec £pg et Ezyps les fonctions de distribution de la famille PS et de la
famille ZMPS,

g =P(Z=0)
= &zmps(0; 1, ¢, p)
= (1 = p)I(0) + p§ps(0; 1, P)
= (1 —p) +p€ps(0; i1, 9). (5.8)

Cette proportion d’individus avec une frailty égale a zéro représente les individus
cure, comme nous l'avons vu dans les chapitres précédents. Cependant, quand
nous somme dans le cas d'un ZIPS pour rappelle quand p € (0,1), K.Molina [11]
et G.Cancho [5] considerent que cette proportion comporte deux composantes
distinctes.

La premieére composante, (1 — p), représente les individus qui n’ont jamais été
exposés au risque d’avoir I’événement, ce sont les individus immunisés.

La deuxiéme composante, notée
@ = péps(0; 1, )
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représente les individus qui étaient initialement a risque mais qui ont été guéris
grace a un traitement ou une intervention depuis leur inclusion dans I’étude.

Le fait que la fraction d’individus guéris soit séparée en deux catégories est tres
intéressant dans les études ou 'on s’intéresse a l'effet d’un traitement. Cela permet
de différencier les personnes immunisées de base de celles qui ont été guéries grace
au traitement.

Comme nous 'avons vu précédemment, les distributions de Poisson, géométrique
et binomiale négative sont des distributions PS. Nous allons modifier les zéros de
ces distributions pour construire une Zero Modified Poisson (ZMP) & partir de la
Poisson, une Zero Modified Géométrique (ZMG) a partir de la géométrique, et
une Zero Modified Négative Binomiale (ZMNB) a partir de la binomiale négative.
Ensuite, nous allons construire des modeles de survie dans lesquels ces distributions
ZMPS serviront de frailty.

5.3.1 Zero modified Poisson (ZMP)

Commengons par construire la distribution Zero modified Poisson (ZMP) qui
est une distribution de la famille ZMPS construite a partie de la distribution de
Poisson qui est une distribution de la famille PS.

La fonction de survie de la ZMP est alors donnée par :

Szmp(t) = Gzup(Si(t))
=1 —p(1 — Gpoiss(S(1))
=1 —p(1 —exp(n(Sy(t) — 1)))
(5.9)

avec n > 0 le parametre de la frailty de Poisson.

Le parametre p sera compris entre 0 et

1 !
- £Poiss(0; ey (b) B 1- eXP(_n)

On pose que la survie de base suit une Weibull de parametre A, p > 0, la fonction
de survie est alors donnée par :

Szup(t) =1 —p+ pexp(n(exp(—At?) — 1)).
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La fonction de densité de survie est :

(1) =~ -Szaap(t) = prvot ™" expl-M? + nlexp(—\t7) — 1)

On peut alors construire la fonction de vraisemblance :

Lzyr(n, A p,p) =
11 [Pt ™ exp[=At? + n(exp(=At*) — 1)]}& [1 = p+ pexp(n(exp(=At”) — 1))

La proportion d’individus cure est donnée par :
g = (1 —p) +pexp(—n).

5.3.2 Zero modified géométrique (ZMG)

Passons ensuite a la distribution Zero modified géométrique (ZMG) qui est une
distribution de la famille ZMPS construite a partie de la distribution géométrique
qui est une distribution de la famille PS.

La fonction de survie de la ZMG est donnée par :

Syma(t) = Gzua(Sy(t))
=1- p(l - Ggeom(s(t>>

1—m
:1_p<1_1—7r5(t)> (5.10)

avec m € (0,1) le parametre de la frailty géométrique.

Le parametre p sera compris entre 0 et

1 1 1

1_£geom(o;ﬂa¢> B - (1_7T) B ;

On pose que la fonction de survie de base va suivre une Weibull de parametre
A, p > 0, la fonction de survie est alors donnée par :

1—m
1 — mexp(—Atr)

Szma(t)=1—p+p
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La fonction de densité de survie est :

d _ pApm(l —m)tPtexp(—At*)

W) = =g Szmet) = == )P

On peut alors construire la fonction de vraisemblance :

Lzvc(n, A\ p,p) =

2 [ pApm(1 — m)tP~ exp(—\tP) & 1—m
| e S VT ﬂ P‘p+p1—wwm—mq

=1

La proportion d’individus cure est donnée par :
g = (1—p)+p(l—m).

5.3.3 Zero modified binomial négative (ZMBN)

Pour finir, construisons la distribution Zero modified binomiale négative (ZMBN)
qui est une distribution de la famille ZMPS construite a partie de la distribution

binomiale négative qui est une distribution de la famille PS.
La fonction de survie de la ZMBN est alors donnée par :

Szmen(t) = Gzupn(S(t))
=1- p(l - Gbinney(s(t))

ol )

avec m € (0,1) et v > 0 les parametres de la frailty binomiale négative.

Le parameétre p sera compris entre 0 et

1 B 1
1- Sbinneg(o;’fra V) B 1— (1 - W)V‘

(5.11)

On pose que la fonction de survie de base va suivre une Weibull de parametre

A, p > 0, la fonction de survie est alors donnée par :

S P S
ZMBN = prp l—wS(t)

o7



La fonction de densité de survie est :

d _ pApvm(l —m)V P exp(—AtP)

f(t) = = Szupn(t) = (1 — 7 exp(—AP) )71

On peut alors construire la fonction de vraisemblance :

Lzvuc(n, A\ p,p) =

© [ pApym (1 — )" tP ! exp(—At?) b 1—x \“17%
izl_[l (1 — mexp(—=Atr))r+1 ] [1 —pp (1—7r5(t)> ]

La proportion d’individus cure est donnée par :

g = (1—p)+p(l—m)".
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Chapitre 6
Simulation ZMPS

Dans ce chapitre, on va générer différents échantillons de données et leur appli-
quer les trois modeles construits dans la chapitre précédant : le modele ZMPS (
5.9), le modele ZMG (5.10) et le modele ZMBN (5.11).

Nous avons généré les données de la méme maniere que dans la section 4.2. Des
échantillons de données de 500 individus ont été générés, en fixant les parametres
A et p de la fonction de hazard de base qui suit une distribution de Weibull a
0.06 et 1.5. Ensuite, nous avons varié¢ le taux d’individus cure en commencant
par 1 — ¢ = 0.2, puis 1 — ¢ = 0.4, et enfin 1 — 1) = 0.6. Les données ont été
générées avec une censure suivant une distribution de Weibull, les parametres de
cette distribution ayant été choisis de maniere a ce que la moyenne de la censure
ajoutée soit de 10%.

Dans le chapitre 5, nous avons défini que le parametre p devait étre compris
dans 'intervalle :

1
0,
1 —&ps(0; 1, 0)
ou &ps(0; i, @) est la proportion d’individus cure dans la distribution PS; ho-

mologue a la distribution ZMPS choisie. Ainsi, dans ces simulations, nous allons
borner le parametre p pour chaque échantillon entre 0 et qui est le taux

1
1—£ps(031,0)
de cure estimé par le modele PS homologue sur le méme échantillon de données.
Cependant, comme pour certains échantillons de données I'estimation ne converge
pas en raison d’une vraisemblance infinie, nous allons borner le parametre p pour ces
échantillons entre 0 et 1. Nous avons choisi cet intervalle car, comme observé dans
les simulations précédentes, le taux de cure était systématiquement sous-estimé.
Cela nous permet de rester directement dans un cadre ZIPS.
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Dans larticle [11], 'auteur souléve le fait que lorsque 'indice p est proche de
1, le modele a du mal a déterminer s’il doit passer du modele PS a un modele
ZIPS (qui augmente le nombre de zéros) ou a un modele ZDPS (qui diminue le
nombre de zéros). Comme nous 'avons vu dans la section 4, le nombre de zéros était
systématiquement trop faible, nécessitant une augmentation pour mieux estimer le
taux de cure. Nous allons donc également réaliser des simulations avec le parameétre
p contraint a rester entre 0 et 1 pour les 1000 échantillons de données, comme le fait
G. Cancho dans son article [5]. Cela nous donnera un modele ZIPS qui augmente la
proportion de cure estimée par le modele PS de base. De plus, grace au modele ZIPS,
nous pourrons identifier si, parmi la proportion d’individus cure, il y a une propor-
tion d’individus immunisés selon I'interprétation de K. Molina [11] et G. Cancho [5].

\ 1
Nous noterons les modeles avec p € {O, era0id) | P ZMP; ZMG et ZMBN,

et les modeles avec p € [0, 1] par ZMP*, ZMG* et ZMBN* (ZMPS*) afin d’éviter
toute confusion.

On présentera pour chaque modele la moyenne des estimations du taux de
cure, la variance, la MSE ainsi que le taux de convergence des estimations. Pour
les modeles ZMPS, nous afficherons également la moyenne du parametre p et sa
variance. Pour les modeles ZMPS*, nous présenterons le taux d’individus immunisés
et le taux d’individus guéris selon U'interprétation de K. Molina [11] et G. Cancho

[5].

6.1 Taux de cure fixé a 1l—1 =0.2

Dans cette section, on va appliquer nos différents modeles aux données générées
avec un taux de cure fixé a 1 — ¢ = 0.2.

Dans la table 6.1, on constate que pour le modele de Poisson, ainsi que pour les
modeles ZMP et ZMP*, I'estimation de la proportion de cure reste pratiquement
identique. Les moyennes et les variances sont trés proches. Le taux de convergence
est également le méme pour les trois modeles, et il est tres élevé.

En revanche, on observe une meilleure estimation de la proportion de cure dans
les modeles ZMG* et ZMBN* par rapport aux modeles ZMG et ZMBN, qui sont
eux-mémes meilleurs que les modeles géométrique et binomial négatif. Le biais est
plus faible et la variance est également réduite. De plus, le taux de convergence a
augmenté dans les modeles ZMG et ZMBN, et encore plus dans les modeles ZMG*
et ZMBN*,
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Dans la table 6.2, on remarque que les moyennes des parametres p, qui mo-
difie la proportion de zéros de la distribution de Poisson en ZMP et ZMP*, sont
tres proches de 1 (1.0001 et 0.9993), ce qui explique la similarité des résultats
d’estimation de proportion de cure entre les deux modeles. La proportion de zéro
estimée par le modele de Poisson est déja assez élevée, les modeles ZMP et ZMP*
ne rajoutent pas de zéro supplémentaire.

Pour le modele ZMG*, la moyenne du parameétre p vaut 0.9864, tandis que
pour le modele ZMG, elle est de 1.0120. Cependant, ces deux modeles augmentent
le nombre de zéros estimé par le modele géométrique, alors que le modele ZMG
devrait le réduire puisque son p est supérieur a 1. Mais rappelons que 1.0120 est
une moyenne et que sa variance est de 0.0028. On a donc que 68% des parametres
p estimés se trouvent dans l'intervalle [0.95,1.06]. Donc, pour une partie des échan-
tillons, le nombre de zéros estimé de la distribution PS est augmenté et pour 'autre
diminué. Pour les modeles ZMBN et ZMBN*, les deux moyennes des parametres p
sont inférieures a 1.

On observe également dans la table 6.2, selon U'interprétation de K.Molina [11]
et G.Cancho [5], que la proportion moyenne d’individus immunisés dans le modele
ZMP* est de 1 — p = 0.0007, ce qui est assez faible en raison de la valeur élevée
du parametre p. C’est une information que nous n’avions pas avec le modele de
Poisson ou avec les modeles MCM qui mélangeaient tous les individus cure dans
une méme proportion sans distinguer les individus immunisés des individus guéris
de la maladie. On voit pour le modele ZMG* que la proportion moyenne d’individus
immunisés est de 0.0136 et la proportion moyenne d’individus guéris de la maladie
est de 0.1438, donnant ainsi un taux de cure total moyen de 0.1574. Nous avons
donc une proportion notable d’individus immunisés parmi les individus guéris, ce
qui n’aurait pas été perceptible avec le modele géométrique ou le MCM qui nous
donnent seulement le taux de guérison totale. Pour le modele ZMBN*, le taux
moyen d’individus immunisés est de 0.0193, celui des guéris de 0.1111, et le taux
moyen de guérison totale de 0.1304.

Dans la figure 6.1, on peut observer que l'allure générale des courbes de survie
estimées s’ajustent mieux aux données dans le modele ZMP* que dans le modeéle
de Poisson, méme si cette amélioration n’était pas visible dans I’estimation du
taux de cure. Pour les modeles ZMG* et ZMBN*, on observe sur les graphes une
amélioration de I'estimation de la proportion de cure par rapport a leurs modeles
de la famille PS respectifs. Pour les six modeles, on constate sur les graphiques
qu’ils s’ajustent assez bien aux données jusqu’a arriver a la proportion de cure, ou
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I’on observe une différence entre les modeles avec une frailty de la famille PS et
ceux avec une frailty de la famille ZMPS.

Les comparaisons des graphes pour les distributions ZMP, ZMG et ZMBN par
rapport aux distributions ZMP*, ZMG* et ZMBN* sont disponibles dans la figure
C.1 de 'annexe C. Ces graphes ont sensiblement la méme allure, mais on observe
néanmoins que la variance du taux de cure des modeles ZMG et ZMBN est plus

grande que celle des modeles ZMG* et ZMBN*.

1—¢ =02 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
Poisson 0.1626 —0.0374  0.0019  0.0033 97%
ZMP 0.1625 —0.0375  0.0019  0.0033 97%
ZMP* 0.1625 —0.0375  0.0019  0.0033 97%
Géométrique 0.0877 —0.1123  0.0011 0.0137 51%
ZMG 0.1469 —0.0531 0.0016  0.0044 61%
ZMG* 0.1574 —0.0426  0.0007  0.0025 66%
Binom Négatif |  0.0890 —0.1110  0.0024  0.0148 61%
ZMBN 0.1268 —0.0732  0.0015  0.0069 68%
ZMBN* 0.1304 —0.0696  0.0009  0.0057 74%

TABLE 6.1 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ) = 0.2
avec les 7 différents modeles

1 -4 =0.2| Cure Moyenne p Variance p Imunne (1-p) Guerri
ZMP 0.1625 1.0001 0.0051 - -
ZMP* 0.1625 0.9993 0.0001 0.0007 0.1617
ZMG 0.1469 1.0120 0.0028 - -
ZMG* 0.1574 0.9864 0.0004 0.0136 0.1438
ZMBN 0.1268 0.9975 0.0027 - -
ZMBN* 0.1304 0.9807 0.0007 0.0193 0.1111

TABLE 6.2 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.2
avec les 6 différents modeles
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FI1GURE 6.1 — Courbes de survie des modeles de Poisson, géométrique, binomial
négatif, ZMP*, ZMG* et ZMBN* avec la proportion de cure fixée & 1 — 1) = 0.2

6.2 Taux de cure fixé al—vyv =04

Dans cette section, nous appliquons nos différents modeles aux données générées
avec un taux de guérison fixé a 1 — ¢ = 0.4.

Comme indiqué dans le tableau 6.3, pour le modele de Poisson et le ZMP*,
les résultats pour l'estimation du taux de cure sont tres similaires. Le modele
ZMP présente une estimation légerement plus élevée du taux de cure. Comme
dans la section précédente, presque toutes les estimations de ces modeles convergent.
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Les modeles ZMG* et ZMBN* estiment nettement mieux la proportion de cure
que les modeles géométrique et binomial négatif. De plus, les modeles ZMG et
ZMBN améliorent encore le biais de I’estimation du taux de cure par rapport aux
ZMG* et ZMBN*, mais leur variance est légerement plus grande. Cela a pour
conséquence que les modeles ZMG et ZMG* ont la méme MSE, de méme que les
modeles ZMBN et ZMBN*.

Le taux d’estimation qui converge augmente en passant du modele géométrique
au modele ZMG, puis augmente encore en passant au ZMG*, de méme qu’il aug-
mente en passant du binomial négatif au ZMBN, et encore plus avec les modeles
ZMBN*,

La table 6.4 nous montre que les moyennes des parametres p des trois modeles
ZMPS dépassent 1. On voit également que les moyennes des parametres p des 3
modeles ZMPS* sont plus petits que 1. Les taux moyens d’individus immunisés
selon l'interprétation de K.Molina [11] et G.Cancho [5] des modeles ZMP* et ZMG*
sont assez proches (0.0351 et 0.0386), mais pour le modele ZMBN*, ce taux moyen
d’individus immunisés est de 0.0569, ce qui est plus élevé.

La figure 6.2 montre clairement que les modeéles de la famille ZMPS* ajustent
mieux les données que les modeles de la famille PS comme on I’a vu dans la section
précédente. La différence est plus forte entre le modele de Poisson et le modele
ZMP* qu’entre les modeéles géométrique et ZMG* et binomial négatif et ZMBN*,
ce qui reflete bien les parametres estimés dans les tableaux.

Les comparaisons des graphes pour les distributions ZMPS par rapport aux
distributions ZMPS* sont disponibles dans la figure C.2 de 'annexe C.
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Vv =04 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
Poisson 0.3792 —0.0208 0.0025 0.0029 99%
ZMP 0.3859 —0.0141 0.0021 0.0023 99%
ZMP* 0.3779 —0.0221 0.0025 0.0030 99%
Géométrique 0.2634 —0.1366 0.0184 0.0370 1%
ZMG 0.3459 —0.0541 0.0048 0.0077 83%
ZMG* 0.3388 —0.0612 0.0040 0.0077 86%
Binom Négatif 0.2852 —0.1148 0.0185 0.0317 78%
ZMBN 0.3513 —0.0477  0.0050 0.0072 86%
ZMBN* 0.3479 —0.0520 0.0045 0.0072 91%

TABLE 6.3 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.4
avec les différents modeles

1—1¢% =04 | Cure Moyenne p Variance p Imunne (1-p) Guerri
ZMP 0.3859 1.3813 0.1021 - -
ZMP* 0.3779 0.9649 0.0068 0.0351 0.3428
ZMG 0.3459 1.1140 0.0622 - -
ZMG* 0.3388 0.9614 0.0033 0.0386 0.3002
ZMBN 0.3513 1.0777 0.0767 - -
ZMBN* 0.3479 0.9431 0.0035 0.0569 0.2910

TABLE 6.4 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.4
avec les différents modeles
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FI1GURE 6.2 — Courbes de survie des modeles de Poisson, géométrique, binomial
négatif, ZMP*, ZMG* et ZMBN* avec la proportion de cure fixée & 1 — ) = 0.4

6.3 Taux de cure fixé a1 —1 =0.6

Dans cette section, nous appliquons nos différents modeles aux données générées
avec un taux de cure fixé a 1 — ¢ = 0.6.

La table 6.5 montre encore une fois que pour les modele ZMP, ZMP* et le
modele de Poisson, les résultats pour I’estimation du taux de cure sont tres similaires.

Contrairement aux deux autres sections (ou le taux de cure était plus faible), on
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constate qu’ici le modele géométrique estime mieux le taux de cure que les modeles
ZMG et ZMG*, et le modele binomial négatif estime mieux le taux de cure que les
modeles ZMBN et ZMBN*.

La table 6.5 nous montre que les moyennes des estimations des parametres p
pour les 3 modeles ZMPS sont plus grandes que 1. Pour les 3 modeles ZMPS*, les
moyennes des estimations des parametres p sont plus petites que pour les taux de
cure de 0.2 et 0.4, ce qui donne une grande proportion moyenne d’individus immu-
nisés selon l'interprétation de K.Molina [11] et G.Cancho [5] pour les 3 modeéles
ZMPS*.

La figure 6.3 montre qu’il n’y a pas vraiment de différence entre ’ajustement
des données des modeles avec des frailty de la famille ZMPS* et des modeles avec
des frailty de la famille PS. On peut observer la méme chose sur le graphe C.3 de
lannexe C qui compare les modeles ZMPS au modeéles ZMPS* .

1—¢ =06 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
Poisson 0.5804 —0.0196  0.0047  0.0051 99%
ZMP 0.5793 —0.0207  0.0047  0.0051 99%
ZMP* 0.5771 —0.0229  0.0046  0.0051 99%
Géométrique 0.5436 —0.0564  0.0132  0.0164 92%
ZMG 0.5400 —0.0599  0.0140  0.0175 90%
ZMG* 0.5321 —0.0679  0.0133  0.0179 91%
Binom Négatif | 0.5393 —0.0607  0.0157  0.0193 93%
ZMBN 0.5375 —0.0625  0.0160  0.0199 90%
ZMBN* 0.5239 —0.0761 0.0177  0.0235 91%

TABLE 6.5 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.6
avec les différents modeles

1 -4 =0.6| Cure Moyenne p Variance p Imunne (1-p) Guerri
ZMP 0.5793 1.2594 0.5062 - -
ZMP* 0.5771 0.8427 0.0351 0.1573 0.4198
ZMG 0.5400 1.3023 0.5797 - -
ZMG* 0.5321 0.8952 0.0203 0.1048 0.4273
ZMBN 0.5375 1.2978 0.5948 - -
ZMBN* 0.5239 0.8848 0.0208 0.1152 0.4087

TABLE 6.6 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.6
avec les différents modeles
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(e) Binomial négatif (f) ZMBN

FI1GURE 6.3 — Courbes de survie des modeles de Poisson, géométrique, binomial
négatif, ZMP* ZMG* et ZMBN* avec la proportion de cure fixée & 1 — 1) = 0.6

6.4 Conclusion des simulations ZMPS

Pour les taux de cure fixés a 0.2 et 0.4, les simulations ont montré que les
modeles ZMPS* estiment mieux le taux de cure et ajustent mieux les données que
les modeles PS, en augmentant leur proportion de cure estimé. Les modeles ZMPS
ajustent également mieux les données que les modeles PS; ils sont souvent a égalité
avec les modeles ZMPS* (méme MSE). Les modeles avec une distribution de la
frailty PS ont donné les moins bons résultats.
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En revanche, pour un taux de cure de 0.6, nous avons observé de meilleurs
résultats avec les frailty ayant une distribution de la famille PS, comparé aux
modeles ZMPS et ZMPS*. Cela s’explique probablement par la proportion élevée
d’individus cure, ce qui rend difficile pour le modele ZMPS d’ajouter encore de tels
individus.

Selon K.Molina [11] et G.Cancho [5], un avantage des modeles ZMPS* par
rapport aux modeles MCM et PS est qu’ils permettent de séparer la proportion
de cure en deux parties, celle avec les individus immunisés (qui n’ont jamais été
a risque) et celle comprenant ceux qui ont été guéris (qui étaient a risque au
départ mais ne le sont plus). Il serait intéressant de mener des simulations ou 'on
impose une proportion d’individus immunisés pour voir si les modeles arrivent a
bien l'estimer. Il serait aussi intéressant d’ajouter une covariable traitement qui
influencerait la partie des individus qui ont été guéris mais pas la partie immunisée.

Nous avons principalement exploré le cas des modeéles ot nous devions augmenter
le nombre de zéros de la distribution PS. Il serait également intéressant d’examiner
le cas ol nous avons trop de zéros et ou I'on doit donc diminuer le nombre de zéros
en utilisant un modele ZDPS.
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Chapitre 7

Compound Poisson

Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé des modeles de frailty avec
différentes distributions discrétes pour modéliser des données de survie présentant
une fraction de cure. Ici, nous allons utiliser comme distribution de la frailty une
compound Poisson (CP). C’est une distribution continue a laquelle on ajoute une
partie discrete en 0. Cela va permettre de donner un poids a la valeur de la frailty
z = 0 pour prendre en compte les individus cure.

Nous allons commencer par introduire ce qu’est la distribution compound
Poisson d’apres les articles [13] et [1], puis construire le modele de survie avec la
compound Poisson comme distribution de la frailty d’apres les articles [15], [14],
[13]et [17].

7.1 Distribution compound Poisson

La distribution compound Poisson est la distribution d’une variable Z définie
par :

X+ Xo .ot Xy siN>0
Z:{ 1Azt + Ay sl (7.1)

0 si N=20

avec N qui suit une distribution de Poisson (discréte) de parametre ® > 0, sa
distribution de probabilité est pour rappel donnée par :

_ PFexp(—)
B k! '

(N ~ Poiss(P)).
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avec X1, Xo,... indépendants et identiquement distribués selon une certaine
distribution continue. Ici, on va se restreindre a la distribution Gamma de parametre
de dispersion v > 0 et de forme 6 > 0, la densité de probabilité de la Gamma étant
donnée par :
72’ exp(—yz)
I'(9) ’

(X ~ Gamma(d,~)) avec I'(.) la fonction Gamma.

fX(:Ua 977) =

La fonction de distribution de la compound Poisson est une fonction de distri-
bution en deux parties, une partie discréte et une partie continue :

La partie discrete correspond a la probabilité que Z soit égale a 0 :
P(Z =0) = P(N =0) = exp(—9).
qui est donc donnée par la probabilité d’avoir un zéro de la distribution de Poisson.

La partie continue est trouvée en prenant en compte 'effet de la variable aléa-
toire IV sur la distribution Gamma des variables X :

Pour chaque valeur de N > 0, Z est la somme de N variables aléatoires Xj.
Donc, pour chaque N, la densité de probabilité de Z est la convolution des fonctions
de densité de N variables aléatoires indépendantes X;, qui sont toutes distribuées
selon une distribution Gamma.

La convolution des fonctions de densité de N variables aléatoires identiquement
distribuées avec une distribution Gamma est donnée par :

f2(ZIN = k) = (fx * fx *... % [x)(2)

_ ’yk‘gzkail exp(—vz) : (72)
T (k6)

qui est aussi une distribution Gamma de parametre de forme k6 et de dispersion ~.

On a donc (Z|N ~ Gamma(kf,7)).
Enfin, la densité de probabilité de Z pour N > 0 est obtenue en pondérant

chaque densité conditionnelle par la probabilité correspondante de N, donnée par
la distribution de Poisson :
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f(2,7,0,8) = > P(N = k)f(2|N = k)
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OF exp(—®) 772" exp(—9z)
! T'(k0)
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I
NE

£
Il
—

On va maintenant réécrire la densité de probabilité générale (N > 0) pour la
compound Poisson :

exp(—(® +72))2 Z?l% siz >0

exp(—P) siz=0 (73)

fZ(Z77707¢) - {
On pose que l'espérance de Z doit étre égale a 1 pour assurer l'identifiabilité

du modele, ce qui implique
dH
EZ)=—=1.
Y

On obtient ainsi & = /6. On a alors un lien directement entre la distribution de
Poisson et la distribution Gamma.

7.2 Modele de survie avec une frailty compound
Poisson

Pour construire notre modele de survie avec la frailty compound Poisson, nous
allons utiliser la transformée de Laplace introduite plus tot (2.17).

La transformée de Laplace de la distribution de Poisson de parameétre ¢ est
donnée par :
Ly(s) = exp(—P + Pexp(—s))

La transformée de Laplace de la distribution Gamma de parametre 8 et v est

donnée par :
0
_ i
Lxls) = (7 + s>

L’article [17] nous explique comment trouver la transformée de Laplace de la
compound Poisson :
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Lz(s) = Elexp(=Zs)]
= Elexp(—s(X1 + ...+ Xy)]
= E[Lx(s)"] (7.4)
= Ly[=In(Lx(s))] (7.5)

en replacant la transformée de Laplace de la Poisson et de la Gamma dans

I’équation, on obtient :
0
v+s

erl ason(n((2)))]

0
= exp —<I>+¢>< 1 )
v+ s

— exp i_cp (1 . (ﬂj)] . (7.6)

On a alors la fonction de survie du modele de survie avec une frailty compound
Poisson qui est donnée par :

[:Z(S) = ['N

S(t) = £y ( /O ” hb(u)du)

— exp (—(I) 1- (7 . fomvhb(u)quD (7.7)

avec hy(.) le hazard de base.

On pose que le hazard de base hy(.) suit une Weibull de parameétre A, p > 0, la

fonction de survie est alors donnée par :
0
[ — .
v+ AtP

La fonction de densité de survie est donnée par :

1) 0 p—1 0
_ 20y Mt p(—q> 1_( v )D
v+ AtP

S(t) = exp (—(I)

f(t)—Wex
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On peut alors trouver la fonction de vraisemblance qui est donnée par

=) )] ol

La proportion d’individus cure est donnée par :

L(0,v, X\ p) =

no | OO NptP
1:[ CEDYO e Ul

- (v +7Atﬂ>0])] .

qo = lim S(¢)

t—o00

= lim exp (—CD 1
t—o0

= exp (—CD [1 — 09D
= exp(—®)

5
= exp(—g). (7.8)
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Chapitre 8

Simulations compound Poisson

Pour les simulations des distributions Compound Poisson, nous avons généré les
données de la méme maniere que dans la section 4.2. Des échantillons de données
de 500 individus ont été générés en fixant les parametres A et p de la fonction
de hazard de base qui suit une distribution de Weibull a 0.06 et 1.5. Ensuite,
nous avons varié le taux d’individus cure en commencant par 1 — ¢ = 0.2, puis

1—1 =04, et enfin 1 — 1 = 0.6.

8.1 Distribution des temps de censure : Weibull

Nous avons d’abord utilisé une distribution de Weibull pour générer les temps de
censure avec des parametres différents pour chaque taux de cure fixé afin d’atteindre
en moyenne un ajout de 10% de censure a la censure déja présente avec les individus
cure.

Dans le tableau 8.1, on observe que les estimations du taux de cure sont moins
précises pour le modele compound Poisson que pour le modele MCM. Pour chaque
taux fixé, la moyenne de nos estimations est inférieure a la valeur réelle du taux
de cure (tous les biais sont négatifs) et la variance est plus grande pour le modele
compound Poisson que pour le MCM. Le taux de convergence des estimations est
assez élevé pour tous les taux fixés (plus de 95%).

A la figure 8.1, on voit qu'au début le modeéle compound Poisson ajuste bien
les données, mais dés que 1’on atteint la proportion de cure, les courbes de survie
s’éparpillent en dessous de la ligne rouge qui a généré les données. On remarque
également sur les graphes que la variance est plus faible pour le modele MCM que
pour le modele Compound Poisson.

75



1 —1 | Modele Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
0.2 MCM 0.2000 0.0000 0.0011 0.0011 100%
0.2 CP 0.1232 -0.0768  0.0024  0.0083 96%
0.4 MCM 0.3990 -0.0010  0.0016  0.0016 100%
0.4 CP 0.3481 -0.0519  0.0044  0.0071 95%
0.6 MCM 0.5893 -0.0107  0.0063  0.0064 100%
0.6 CPp 0.5303 -0.0700  0.0112  0.0161 98%

TABLE 8.1 — Résultats des estimations de la proportion de cure avec le modele
compound Poisson et le MCM pour différents taux de cure fixés et avec une censure
qui suit une distribution de Weibull
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(e) MCM (taux de cure de 0.2) (f) CP (taux de cure de 0.6)

FiGURrE 8.1 — Courbes de survie du modele compound Poisson et du MCM pour
différents taux de cure fixés avec une censure qui suit une Weibull

8.2 Distribution des temps de censure : exponen-
tielle

Nous allons dans cette section utiliser une distribution exponentielle pour gé-
nérer les temps de censure. Pour ce faire, nous allons fixer les parametres de la
distribution exponentielle de maniere a ce que le taux de censure ajouté soit de 10%.

Les résultats de 'estimation du taux de cure des données générées avec une
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censure exponentielle sont présentés dans le tableau 8.2. Nous constatons que, sur
ces échantillons de données, le modele compound Poisson estime nettement mieux
le taux de cure. La MSE est plus faible que lorsque la censure était distribuée
selon une distribution de Weibull. Sur ces données, le modeéle compound Poisson
est aussi performant que le MCM, ils ont la méme MSE pour chaque taux de cure
fixé. Cela est probablement dii au fait que la censure générée avec une distribution
exponentielle donne des temps de censure bien plus grands que la censure générée
par la distribution de Weibull. La censure arrive plus tard pour la distribution
exponentielle, ce que le modele semble mieux gérer.

Le taux de convergence des estimations du modele compound Poisson est un
peu moins bon que celui du MCM, mais reste assez satisfaisant.

La figure 8.2 montre également que le modele s’ajuste mieux aux données lorsque
la censure est distribuée selon une distribution exponentielle. Nous remarquons
que les courbes grises sont toutes assez proches de la courbe rouge qui a généré les
données.

1 —1 | Modele Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
0.2 MCM 0.1993 -0.0007  0.0004  0.0004 99%
0.2 CPp 0.2037 0.0037 0.0004  0.0004 81%
0.4 MCM 0.4007  -0.0007  0.0006  0.0006 100%
0.4 CP 0.4018 0.0018 0.0006  0.0006 80%
0.6 MCM 0.6007 0.0007 0.0007  0.0007 100%
0.6 CPp 0.5989 -0.0010  0.0007  0.0007 98%

TABLE 8.2 — Résultats des estimations de la proportion de cure avec le modele
compound Poisson et le MCM pour différents taux de cure fixés et avec une censure
qui suit une distribution exponentielle
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(e) MCM (taux de cure de 0.6) (f) CP (taux de cure de 0.6)

FiGURE 8.2 — Courbes de survie du modele compound Poisson et du MCM pour
différents taux de cure fixés avec une censure qui suit une exponentielle

8.3 Conclusion des simulations compound Pois-
son

Ces simulations ont montré que quand les temps de censure arrivent plus tard
avec la distribution exponentielle, le modele compound Poisson estime aussi bien

le taux de cure que le MCM. Quand la censure suit une distribution de Weibull ou
la censure arrive plus tot, le modele ajuste moins bien les données.
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L’article [13] propose une extension du modele compound Poisson ot le pa-
rametre @ qui est le parametre de la distribution de Poisson sera une variable
aléatoire qui suit une certaine distribution. Dans 'article, les auteurs proposent des
distributions telles que la Gamma, I'inverse Gaussian et la positive stable pour la
distribution de la variable aléatoire ®. Mais ces approches concernent les modeles de
frailty multivariés, ou les individus d'un méme cluster auront les méme valeurs de ®
générées par la distribution choisie. La variance de la variable aléatoire ® indiquera
le variation entre les différents cluster. Notre étude se limitant aux modeles de
survie avec une frailty univariée, nous n’avons pas exploré plus loin cette piste.

80



Chapitre 9

Application

Dans ce mémoire, nous avons examiné théoriquement plusieurs modeles, notam-
ment le MCM, le modele de Poisson, le modele géométrique, le modele binomial,
ainsi que les modeles de frailty ZMP, ZMG et ZMBN, puis le modele compound
Poisson. Nous avons ensuite appliqué ces modeles a des échantillons de données
que l'ont a générés avec différents taux de cure pour observer comment les modeles
estimaient ce taux de cure. Nous allons a présent appliquer tous les modeles étudiés
a la base de données "retinopathy" du package "survival' en R. Contrairement aux
simulations que nous avons menées précédemment, nous ne connaissons pas le taux
de cure "réel" de cette base de données; nous allons I'estimer avec nos différents
modeles.

Nous commencerons par expliquer comment on va calculer nos intervalles de
confiance, puis présenterons brievement la base de données. Nous allons ensuite
ajuster nos différents modeles, et enfin les comparer a l'aide de I'indice AIC afin de
vérifier si 'un d’eux ajuste mieux les données que les autres.

9.1 Intervalle de confiance

On va pour chaque taux de cure calculer son intervalle de confiance de 95%.
Pour ce faire, nous utilisons la propriété asymptotique de normalité de I’estimateur
du maximum de vraisemblance. L’intervalle de confiance de I’estimateur du taux
de cure ¢y sera donné par :

[Go — Za\/V (G0), Go + Zar) V (d0)]

avec Z, le quantile d’ordre 1 — & de la distribution normale réduite centrée, et
V(qo) la variance de l'estimation de la proportion de cure.
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Quand la proportion de cure dépend de un parametre 6, la variance de son
estimation est donnée par :

_ 4o (6)
00
avec V(0) trouvée a l'aide de I'inverse de la matrice Hessienne. La fonction "optim',

qui a servi a maximiser notre fonction de vraisemblance, nous donne la Matrice
Hessienne.

V(do)

V(6)

Quand la proportion de cure dépend de n parameétre 64, ... ,0,, la variance de
son estimation est donnée par :

R 8y (0 8 (0,)\ 9G, (0 8do (0,
V(qo):< q(f;(gll),..., qgé )> *V(el,...,en)*< qaoéll),..., q(f;é )>

avec V(01,...,V(0,)) la matrice de variance covariance trouvée a ’aide de l'inverse
de la matrice Hessienne. La fonction "optim", qui a servi a maximiser notre fonction
de vraisemblance, nous donne la Matrice Hessienne.

9.2 Présentation de la base de données

Pour commencer, la base de données "retinopathy" contient deux mesures pour
197 patients, ce qui nous donne 394 observations au total. Les patients souffrent
de rétinopathie diabétique, une complication du diabete qui affecte les yeux et
peut entrainer une perte de vision si elle n’est pas traitée. Chaque patient de cette
base de données a un oeil soumis a un traitement au laser, tandis que l'autre
oeil ne regoit aucun traitement. L’événement d’intérét est la perte de vision. Les
durées de survie dans cet échantillon représentent le temps réel jusqu’a la perte de
la vision en mois. La censure était causée par le déces, 'abandon ou la fin de I’étude.

Comme les modeles étudiés dans ce travail utilisent une frailty univariée et pas
multivariée, nous ne savons pas prendre en compte le fait que les informations pour
les deux yeux d'un patient sont corrélées. Nous allons donc restreindre la base de
données a un seul oeil par patient. Nous allons garder 1’oeil de contrdle, c’est-a-dire
I’oeil non traité. Nous aurons donc dans notre base de données 197 patients avec
un oeil non traité.

Dans cette base de données, nous avons 96 mesures censurées et 101 mesures
qui ont eu I’événement, donc 101 yeux qui ont perdu la vision. Le temps moyen
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de censure est de 46 mois et le temps moyen d’événement est de 18 mois. Le plus
grand temps d’événement est 61 mois et le plus petit 0.3. Nous allons regarder la
courbe de I'estimation non paramétrique de Kaplan-Meier que nous avions intro-
duite dans le chapitre 2.1 pour voir si la courbe suggere la présence d’individus cure.
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FIGURE 9.1 — Estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de survie de la base de
données rétinopathie

On peut voir a la figure 9.1 que la courbe de Kaplan-Meier suggere qu’il y a
une fraction d’individus cure dans la base de données car la courbe se finit en un
long plateau bien au-dessus du taux de survie de 0. Avec ce graphe, on peut penser
que l'on a un taux de cure d’environ 30% dans notre base de données. Ce graphe
nous confirme que c’est approprié d’appliquer nos modeles, qui prennent en compte
la proportion de cure, a cette base de donnée.

9.3 Application des modeles PS

Nous commencons par appliquer le modele MCM et les modeles de la famille de
distribution PS (Poisson (3.6), géométrique (3.9) et binomial négatif (3.12)) a la
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base de données. On peut voir dans la table 9.1 que les taux de cure estimés sont
assez différents. Le MCM estime le plus haut taux de cure avec 29%, ce qui reflete
assez bien ce que la courbe de Kaplan-Meier nous montre. Le taux de cure des
modeles Poisson, gométrique et binomial négatif sont un peu plus faibles. Au vu
de nos résultats de simulation, il semble logique de se demander s’il ne faudrait pas
utiliser les modeles avec une frailty de la famille ZMPS pour augmenter le nombre
de zéros dans la mesure ou il y a une certaine différence entre le taux de cure du
MCM et celui des 3 autres modeles.

Les intervalles de confiance pour les estimations des taux cure sont assez larges
pour les 4 modeéles.

Sur la figure 9.2, on observe que les trois courbes de survie estimées par les
modeles PS sont légerement plus basses que celle estimée par le modele MCM
(noir). Comme l'indique le tableau, la courbe du modele binomial négatif (vert) est
la plus proche de celle du MCM. Les courbes du modele de Poisson (rouge) et du
modele géométrique (bleu) sont un peu plus basses. Toutes les courbes ont une allure
similaire, avec seulement une légere différence observable au niveau du taux de cure.

Modele Taux de cure IC

MCM 0.2890 [0.06, 0.52]
Poisson 0.2453 [-0.05, 0.54]
Géométrique 0.2345 [0.04, 0.43]
Binom négatif 0.2585 [0.04, 0.48]

TABLE 9.1 — Taux de guérison estimés par le MCM et les différents modeles PS.
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FIGURE 9.2 — Courbes de survie estimées par les modeles MCM (noir), Poisson
(rouge), geométrique (bleu) et binomial négatif(vert).

9.4 Application des modeles ZMPS

On va maintenant appliquer les modeles de survie avec une frailty de la famille
de distribution ZMPS : ZMP (5.9), ZMG (5.10) et ZMBN (5.11). On va borner le
parametre p des distributions ZMPS entre 0 et

1-€ps(0;f1,)
Donc, pour le modele ZMP on a
€10 # =1 3248_
P T 202453 — 00
pour le ZMG on a
) 1 )
— =1
PE 0Ty a305 = 1OV
et pour le ZMBN on a
€0 # =1 3484_
P T 02885 — 77
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On voit dans la table 9.2 que les taux de cure estimés des modeles ZMPS
sont plus petits que les taux de cure estimés des modeles PS. On constate que les
modeles ZMG et ZMB ont fortement diminué le nombre de zéros estimé de leur
distribution PS homologue. Pour le modele ZMP, la proportion de zéros estimée
n’a pas fortement diminué. En outre, le tableau montre que les intervalles de
confiance des distributions PS sont toujours inclus dans les intervalles de confiance
des distributions ZMPS, qui sont plus larges.

Modele Taux de cure IC

Poisson 0.2453 [-0.05, 0.54]
ZMP 0.2434 -0.09, 0.55]
Géométrique 0.2345 [0.04, 0.43]
ZMG 0.1084 -0.15, 0.55]
Binom négatif 0.2585 [0.04, 0.48]
ZMBN 0.2154 -0.12, 0.55]

TABLE 9.2 — Taux de cure estimés par les différents modeles

On peut voir dans le tableau 9.3 que tous les parametres p sont supérieurs a 1.
Comme nous ’avons observé dans 'autre tableau, cela réduit le nombre de zéros
estimés dans la distribution PS. En ce qui concerne les intervalles de confiance des
parametres p, nous remarquons qu’ils sont assez larges. De plus, ils incluent systé-
matiquement 1, ce qui, rappelons-le, signifie qu’il n’est pas nécessaire d’ajouter de
z€éro au zéros estimés par la distribution PS. Par conséquent, on peut se demander
si passer a une distribution ZMPS est vraiment nécessaire et si une distribution PS
ne serait pas suffisante.

Modele | Cure Parametre p IC p

ZMP 0.2434 1.1073 [-2.48, 4.69]
ZMG 0.1984 1.2009 [0.20, 2.20]
ZMBN | 0.2154 1.2264 [-1.33, 3.79]

TABLE 9.3 — Taux de cure et parameétres p estimés par les modeles ZMPS

Sur le graphique 9.3, on observe que, comme le montrent les valeurs du tableau,
la courbe orange du modele ZMP se confond avec celle du modele de Poisson
(rouge), et qu’elles sont toutes deux légerement en dessous de celle du MCM (noir).
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Le graphique 9.4 confirme ce que les données du tableau montrent : la courbe
du modele ZMG (bleu clair) est plus basse que celle du modele géométrique (bleu
foncé), ce qui reflete le fait que le taux de cure du ZMG est plus faible que celui du
modele géométrique.

Le graphique 9.5 confirme ce que le tableau de valeurs indiquait : la courbe du
modele binomial négatif (vert clair) est tres proche de la courbe du MCM (noir),
tandis que celle du ZMBN (vert foncé) se trouve en dessous de la courbe binomiale
négative.
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FIGURE 9.3 — Courbes de survie estimées par les modeles MCM (noir), Poisson
(rouge) et ZMP (orange).
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FIGURE 9.4 — Courbes de survie estimées par les modeles MCM (noir), géométrique
(bleu) et ZMG (bleu clair).
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FIGURE 9.5 — Courbes de survie estimées par les modeles MCM (noir),binomial
négatif (vert) et ZMBN (vert foncé).
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9.5 Application du modele compound Poisson

On applique maintenant le modele compound Poisson. On obtient pour ce
modele une estimation de taux de cure tres basse par rapport au taux de cure que
les autres modeles estiment et que la courbe de Kaplan-Meier indique. De plus,
son intervalle de confiance est tres large. Ces résultats sont disponibles a la table 9.4.

Modeéle ‘ Taux de cure 1C
CP | 0.1735 [-0.10, 0.45]

TABLE 9.4 — Taux de cure estimés par le modele compound Poisson

Sur le graph 9.6, on voit que la courbe du compound Poisson (mauve) est bien
plus basse que la courbe du MCM (noir).
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FIGURE 9.6 — Courbes de survie estimées par les modeles MCM (noir), compound
Poisson (mauve).
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9.6 Comparaison de tous les modeles

Pour comparer les différents modeles, on va comparer leurs criteéres d’information
d’Akaike (AIC) respectifs, donnés par

AIC = =2 xlog(L) +2* P

ou L est le maximum de la vraisemblance et P le nombre de parametres du modele.

Les résultats confirment ce que nous avons observé dans les sections précédentes
grace aux tables et aux graphiques : le modele MCM semble mieux ajuster les
données, avec le plus petit AIC et un intervalle de confiance plus restreint pour
son taux de cure estimé.

En ce qui concerne les modeles de Poisson, géométrique et binomial négatif,
nous constatons que dans chaque cas, leurs équivalents ZMPS ont un AIC plus
élevé. Ainsi, en termes de préférence, nous pourrions favoriser les modeles PS plutét
que les modeles ZMPS.

Les modeles ZMPS comportent un parameétre supplémentaire, ce qui entraine
une pénalisation plus importante de I’AIC, mais dans le cas ou p € [0, 1] (ZIPS),
ils offrent I'avantage d’estimer le taux d’individus immunisés. Dans notre étude,
nous avons appliqué les modeles ZMP*, ZMG*, ZMBN* lorsque p € [0, 1], mais
pour les trois distributions, le parametre p estimé était de 1. Ainsi, la proportion de
cure estimée des modeles PS n’a pas été modifiée et les taux d’individus immunisés
sont égaux a zéro. Cependant, dans d’autres ensembles de données, il pourrait étre
intéressant d’utiliser les modeles ZIPS, méme si ’AIC est moins favorable, surtout
lorsque I'estimation de la proportion d’individus immunisés est un objectif.

On constate que pour les modeles PS, le meilleur AIC est celui du modele de
Poisson, suivi du modele géométrique et ensuite du modele binomial négatif. On
observe le méme ordre pour les AIC des modeles ZMPS. Donc, s’il faut faire un
choix parmi les trois types de distributions discretes, la distribution de Poisson
semble préférable, avec un AIC tres proche de celui du MCM.

Quant au modele compound Poisson, il présente le plus mauvais AIC (apres le
ZMBN que nous avons déja écarté), et il estime une proportion de cure nettement
inférieure a celle proposée par les autres modeles et par la courbe de Kaplan-Meier.
Nous ne recommandons donc pas son utilisation pour cette base de données.
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Modele Taux de cure IC AIC Nbr parametres
MCM 0.2890 [0.06, 0.52] -1025.961 3
Poisson 0.2453 [-0.05, 0.54] -1025.654 3
ZMP 0.2484 [-0.09, 0.50] -1023.661 4
Géométrique 0.2345 [0.04, 0.43] -1025.556 3
ZMG 0.1984 [-0.15, 0.55] -1023.396 4
Binom négatif 0.2585 [0.04, 0.48]  -1023.668 4
ZMBN 0.2154 [-0.12, 0.55] -1021.457 D
CP 0.1735 [-0.10, 0.45] -1023.54 4

TABLE 9.5 — Table reprenant les taux de cure, les IC de taux de cure, les AIC et
le nombre de parametres de chacun des modeles
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Chapitre 10

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons exploré ’analyse de données de survie ou une
partie de la population est considérée comme cure, en utilisant des modeles de
frailty univariés avec une frailty discrete non négative. Une distribution discrete
pour la frailty permet d’attribuer directement une probabilité a chaque valeur de
la frailty. La proportion d’individus cure est la probabilité que la frailty soit égale
a zéro. Cette approche nous a permis de mettre en évidence la relation entre la
distribution de la frailty et la proportion d’individus cure.

Nous avons construit 3 modeles de frailty avec une distribution discrete, en uti-
lisant les distributions de Poisson, géométrique et binomiale négative que C.Caroni
[4] suggérait.

Ensuite, nous avons générer des échantillons de données avec les 3 modeles
discrets, pour dans un second temps appliquer a ces échantillons les mémes modeéles.
Cette démarche nous a permis d’observer que plus la taille de I’échantillon est
grande, meilleur est I'ajustement des données ; tandis que plus le taux de censure
est élevé, plus 'ajustement des données est mauvais.

Ensuite, nous avons généré des échantillons de données avec un mixture cure
modele dont la censure suit une distribution exponentielle. Dans ce cas, les trois
modeles estiment correctement le taux de cure et s’ajustent bien aux données. En
revanche, lorsque la censure suit une distribution de Weibull, le modele de Poisson
semble bien fonctionner, mais les modeles géométrique et binomial négatif estiment
un taux de guérison beaucoup trop bas. De plus, l'article de C. Caroni [4] souligne
les limitations de ces trois distributions dans le contexte de la distribution discrete
de la frailty, car le rapport entre la proportion des valeurs de la frailty égale a
zéro et les proportions des autres valeurs de la frailty est trop contraint. Cela
conduit dans le cas des simulations réalisées & une estimation trop faible de la
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proportion de cure pour les modeles géométrique et binomial négatif. Il est donc
nécessaire de complexifier ces distributions afin d’obtenir une meilleure estimation
de la proportion de cure. Il serait intéressant de trouver un modele capable de
générer des échantillons de données qui mettent a mal le modele de Poisson. C.
Caroni [4] a mentionné que sur certaines bases de données, ce modele pourrait
rencontrer des difficultés. Mais ce n’est pas ce que nous observons ici. Il serait donc
utile de déterminer dans quelles situations ce modele peine a estimer le taux de cure.

Pour modifier le nombre de zéros de la distribution de la frailty, nous nous
sommes tournés vers les distributions de la famille ZMPS, comme suggéré par K.
Molina [11]. Ces distributions sont & la base des distributions de la famille PS, mais
elles integrent un parametre supplémentaire, p, qui permet d’ajuster la proportion
de zéros, en augmentant celle-ci (ZIPS) ou en diminuant celle-ci (ZDPS). Nous
avons ainsi construit des modeles ZMPS en utilisant nos trois modeles de Poisson,
géométrique et binomial négatif, puisque nous avons montré qu’ils appartenaient a
la famille PS. Nous les avons appelé ZMP, ZMG, et ZMBN. Nous espérions ainsi
mieux estimer le taux de cure et ajuster les données car ces distributions offrent
une plus grande flexibilité entre la proportion de valeurs de la frailty égale a zéro
et les proportions des autres valeurs de la frailty grace au parametre p ajouté. De
plus, selon l'interprétation de K.Molina [11] et G.Cancho [?], les modeles ZIPS
(p € [0,1]) offrent I'avantage de séparer la proportion de cure en deux composantes :
une pour les individus immunisés et une pour ceux qui ont été guéris de la maladie.

Nous avons réalisé de nouvelles simulations sur les échantillons de données
générés avec le MCM, utilisant une censure suivant une distribution de Weibull,
afin de comparer les modeles avec une frailty de la famille de distributions ZMPS

1
(avec p € [0’ 1—£ps(0;ﬂ,<z3)b
ayant une distribution de la frailty appartenant a la famille PS. Les résultats des
simulations suggerent que pour les taux de cure fixés a 0.2 et 0.4, les modeles de
survie avec la distribution de frailty ZMPS* (suivi de pres par le modeles ZMPS)
ajustent mieux les données que les modeles PS. Pour le taux de cure fixé a 0.6,
on voit que les estimations sont meilleures avec les modeles PS. Comme le taux

de cure estimé est déja tres élevé, les modeles ont du mal a encore augmenter ce taux.

et les modeles ZMPS* (avec p € [0, 1]) a leurs homologues

Il serait intéressant de trouver des modeles de survie capables de générer des
données ou le nombre de zéros est trop grand, conduisant ainsi a une estimation
trop élevée de la proportion de zéros. Dans de tels cas, 'utilisation de distributions
ZDPS avec un parametre p > 1 serait nécessaire pour mieux ajuster les données. Il
serait tout aussi intéressant de générer des données avec un certain taux d’individus
immunisés pour voir si les 3 modeles savent estimer correctement cette proportion
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d’individus immunisés.

Ensuite, nous avons utilisé comme distribution de la frailty la distribution "com-
pound Poisson". C’est une distribution continue ot on ajoute une partie discrete
pour mettre un poids en 0 et savoir estimer la proportion de cure.

Des simulations ont été effectuées en générant encore une fois les échantillons
de données avec un MCM avec une censure qui suit une distribution de Weibull.
Le modele ajuste moins bien les données que le MCM, mais on a un bon taux
de convergence. Nous avons utilisé ensuite une distribution exponentielle pour la
censure, ce qui fait que la censure arrive plus tard. Cela a donné de meilleurs
résultats pour I'estimation du taux de cure mais un moins bon taux de convergence.
L’article [13] propose une extension du modele compound Poisson, ol le parametre
® de la distribution de Poisson est une variable aléatoire. Mais cela dans le contexte
des modeles de frailty multivariés ou la population est divisée en clusters et chaque
individu d’un méme cluster a la méme valeur du parametre ®. On s’est concentré
dans ce mémoire sur des modeles de frailty univariés, mais il serait intéressant
d’étudier plus en profondeur ce modele de compound Poisson dans la contexte des
shared frailty model.

Nous avons appliqué nos différents modeles a la base de données "retinopathy"
du package survival en R. En utilisant I'indice AIC et les intervalles de confiance
du taux de guérison, nous avons constaté que le meilleur modele était le MCM,
suivi des modeles avec une distribution de la frailty de la famille PS, en parti-
culier le modele de Poisson. Les modeles ZMPS ont également donné de bons
résultats mais ils sont pénalisés en raison du nombre supplémentaire de parametres,
bien qu’ils soient intéressants si l’on souhaite estimer le taux d’immunisés. Le
modele compound Poisson a présenté les pires performances. Il serait intéressant
d’appliquer tous ces modeles a d’autres bases de données pour déterminer dans
quelles situations les modeles avec une distribution discrete de la frailty ajustent
mieux les données et estiment plus précisément le taux de cure par rapport au MCM.

Pour finir, ce mémoire m’a permis d’en apprendre plus sur les modeles de frailty
utilisant une distribution discrete pour modéliser des données de survie en présence
d’une fraction d’individus cure. Il a permis de synthétiser, de regrouper et de
comparer les travaux de divers auteurs sur ce sujet, en appliquant leurs modeles
sur des données générées de la méme fagon.

Dans la continuité de cette étude, il serait pertinent d’intégrer des covariables
afin d’analyser comment l’estimation du taux cure peut étre influencée par la
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présence de covariables. Enfin, ce mémoire abordant uniquement les modeles de
frailty univariés, il serait intéressant aussi de voir ce que 1’on pourrait faire avec
ces frailty discretes dans le cadre de modeles de frailty multivariés.
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Annexe A

Frailty de Poisson
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FIGURE A.1 — Boxplot des estimations des différents parametres du modele de
Poisson pour différentes tailles d’échantillons.
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Parameétre | Moyenne Biais Variance MSE
censure ajoutée 10%

A=0.2 0.1995 —0.0005 0.0004 0.0004
p=0.5 0.5024 0.0024 0.0006 0.0006
n=15 1.5157 0.0157 0.0139 0.0142

qo = 0.22 0.2212 —0.0020 0.0006 0.0006
censure ajoutée 25%

A 0.1489 —0.0511 0.0044 0.0070
p 0.4869 —0.0131 0.0014 0.0016
n 2.7292 1.2292 5.4360 6.9415
q0 0.1447 —0.0784  0.0085 0.01464

TABLE A.l1 — Résultats des simulations pour le modele de Poisson (3.6) avec
différents taux de censure ajoutés
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FIGURE A.2 — Boxplot des estimations des différents parametres du modele
géométrique pour différentes tailles d’échantillons.
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Parametre | Moyenne Biais Variance MSE
censure ajoutée 10%

A=0.1 0.0984 —0.0016 0.0004 0.0005

p=0.5 0.5022 0.0022 0.0009 0.0009

T =0.75 0.7534 0.0034 0.0015 0.0015
qo = 0.25 0.2466 —0.0034 0.0015 0.0015

censure ajoutée 29%

A 0.0533 —0.04665 0.0021 0.0043

P 0.4950 0. — 0.0050 0.0011 0.0012

s 0.8583 0.1083 0.0085 0.0203

Qo 0.1416 —0.1083 0.0085 0.0203

TABLE A.2 — Résultats des simulations pour le modele géométrique (3.9) avec
différents taux de censure ajoutés
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Frailty binomiale négative
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FIGURE A.3 — Boxplot des estimations des différents parametres du modele
géométrique pour différents taux de censure ajoutés.

101



Parameétre ‘ Moyenne Biais Variance MSE
n = 200

A 0.2347 -0.0653 0.0102 0.0145
p 0.6681 0.0681 0.0099 0.0145
T 0.4323 0.2323 0.1345 0.1883
v 9.3373 4.3373  111.4096 130.1102
q0 0.3255 -0.0022 0.0012 0.0012
n = 500
A 0.2534 -0.0466 0.0055 0.0076
p 0.6367 0.0367 0.0035 0.0076
T 0.3869 0.1869 0.0962 0.1311
v 7.5995 1.5995  67.0042 73.6945
qo 0.3269 -0.0008 0.0005 0.0005
n = 1000
A 0.2632 -0.0368 0.0032 0.0046
p 0.6242 0.0242 0.0014 0.0046
T 0.3637 0.1637 0.0689 0.0956
v 6.3150 1.3150  42.8202 44.5064
q0 0.3280 0.0003 0.0002 0.0002

TABLE A.3 — Résultats des simulations pour le modele binomial négatif avec
différentes tailles d’échantillons
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Annexe B

1— =06
1—9=0.6 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.6007 0.0007 0.0007  0.0007 100%
Poisson 0.5989 —0.0011 0.0007  0.0007 97%
Curegeo 0.6000 0.0000 0.0007  0.0007 97%
Binomial Négatif | 0.5994 —0.0006  0.0007  0.0007 97%

TABLE B.1 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ) = 0.6
avec une censure exponentielle pour les différents modeles

11— =04
1—¢v=04 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.4007 0.0007  0.0006  0.0006 100%
Poisson 0.4019 0.0019  0.0007  0.0007 91%
Curegeo 0.4049 0.0049  0.0006  0.0007 81%
Binomial Négatif | 0.4030 0.0030  0.0007  0.0007 84%

TABLE B.2 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ¢ = 0.4
avec une censure exponentielle pour les différents modeles
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1—1 =02

1—-9v=0.2 Moyenne Biais Variance MSE | Taux de convergence
MCM 0.1993 —0.0007  0.0004  0.0004 99%
Poisson 0.2026 0.0026 0.0004  0.0004 80%
Curegeo 0.2140 0.0140 0.0005  0.0006 57%
Binomial Négatif | 0.2071 0.0071 0.0004  0.0004 61%

TABLE B.3 — Résultats des estimations de la proportion de cure pour 1 — ) = 0.2
avec une censure exponentielle pour les différents modeles
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Annexe C
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FIGURE C.1 — Courbes de survie des mogdeles ZMP, ZMG, ZMBN, ZMP*, ZMG*
et ZMBN* avec la proportion de cure fixée a 1 — 1) = 0.2
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FIGURE C.2 — Courbes de survie des modeles ZMP, ZMG, ZMBN, ZMP*, ZMG*
et ZMBN* avec la proportion de cure fixée & 1 — 1) = 0.4
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FIGURE C.3 — Courbes de survie des modeles ZMP, ZMG, ZMBN, ZMP*, ZMG*
et ZMBN* avec la proportion de cure fixée & 1 — 1) = 0.6
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