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Introduction

Les équations de Maxwell dans le vide acceptent de curieuses solutions connues sous
le nom de nceuds électromagnétiques. Leur caractéristique principale est que chaque paire
de lignes de champs électrique ou magnétique constitue un entrelacement. Cet entrelace-
ment constitue en fait un invariant topologique, émergeant par exemple de la formulation
topologique\de I’électromagnétisme.

Au XIX®™€ giecle, Faraday et Maxwell pensaient que les lignes de champ électroma-
gnétique étaient de réels objets physiques. On tentait d’expliquer leur existence en termes
de lignes de flot et de vortex de I’éther. D’autre part, Lord Kelvin, au méme moment,
essaya d’expliquer les différences entre les atomes, qui étaient alors considérés comme des
particules élementaires, en postulant qu’ils ne sont autres que des nceuds faits de tubes
de vortex dans I’éther, chaque élément étant alors un type de nceud différent. Pendant
environ une vingtaine d’années, cette proposition motiva I’étude des propriétés des nceuds,
notamment par le célebre écossais Peter Tait, dont les travaux furent une contribution
importante a I’émergence de la théorie des noeuds en mathématiques.

Les noeuds électromagnétiques sont analogues a des solutions caractéristiques de fa-
milles de solitons pour des modeles de champs non linéaires. Dans ce dernier cas, il s’agit
de solutions classiques a des modeles non linéaires : des configurations de champ régulieres
et localisées disposant d’une énergie associée finie. Ces solitons ont été le sujet de beaucoup
de recherches depuis des décennies, car ils émergent dans plusieurs domaines différents,
tels que, en physique et en physique mathématique, pour des modeles de physique sta-
tistique, en théorie des cordes et en physique des cristaux; et en biologie et en chimie
moléculaires, ou les noeuds formés par les chaines d’ADN interferent avec les processus de
réplication, transcription et recombinaison.

Plus généralement, les solitons sont la source d’énormément d’études, mais presque
toutes les recherches ont été effectuées en une et deux dimensions, comme par exemple,
en deux dimensions, avec le soliton “vortex” et le modele sigma non linéaire, et en trois
dimensions, avec les skyrmions et les monopoles de ‘t Hooft-Polyakov.

Des solitons stables topologiques apparaissent notamment dans la famille des théories
scalaires de type Skyrme. Globalement, on peut considérer ces théories comme des défor-
mations du modele sigma. Cependant, toutes ces configurations sont “point-like”, et ne
peuvent donc pas étre directement associées a des structures de noeuds.

Un autre exemple pertinent de solitons se trouve dans les solutions du modele de
Faddeev-Skyrme , dont la topologie est définie par la premiere fibration, ou carte, de
Hopf S3 — S2, avec le groupe d’homotopie correspondant, qui est associé & une charge
topologique appelée “nombre d’entrelacement”.

Jusqu’a présent, les investigations a propos des structures de nceuds ont été peu
présentes dans la littérature, surtout parce qu’il y a peu de principes dynamiques permet-
tant la génération de noeuds stables.



Tous ces exemples et recherches dans le domaine des noeuds nous démontrent que de
telles configurations topologiquement stables sont appelées a jouer un role important dans
les dynamiques, classiques et quantiques, non perturbatives, pour toutes les interactions
fondamentales.

D’autre part, la topologie a joué et joue toujours un role important dans le développe-
ment de nombreux domaines de la physique. Elle fut, par exemple en 1931, a la base du
modele des monopodles de Dirac, qui contenait alors une mécanisme de quantification de
la charge électrique, ce qui fut plus tard a nouveau abordé, toujours grace a la topologie,
mais cette fois par Rafiada dans son modele topologique de 1’électromagnétisme . Ce
modele permet de construire des champs dits “admissibles”, c¢’est-a-dire avec E- B = 0
(appelés champs de radiation) construits & partir de deux champs complexes S® — S2.
De plus, il montra que n’importe quel champ électromagnétique standard de radiation est
localement équivalent a un champ admissible, a part peut étre sur un ensemble de mesure
Zéro . On peut donc reconstruire un champ standard complet en “collant” ensemble
différents champs admissibles.

D’autres exemples existent : les instantons de SU(2) et SU(3) comme mécanisme
non perturbatif contribuant au confinement des quarks; en supraconductivité, les vortex
magnétiques engendrant les supraconducteurs de type I et de type II.

D’autres exemples de quantifications dues a la topologie sont encore le nombre d’en-
roulements (“winding number”) autour d’un vortex magnétique, la quantification de la
conductivité dans le “integer quantum Hall effect” qui ne sont donc pas des effets quan-
tiques liés a des symétries continues.

Pour notre part, nous allons nous concentrer sur les nceuds électromagnétiques (que
nous appellerons de maniere interchangeable “hopfions”) formés a partir d’une configura-
tion de champs électriques et magnétiques tels que (E/ 0)2 —B? = E-B = 0. Nous allons en
construire de différentes manieres, puis examiner la quantification de leur hélicité grace a
la topologie. Nous allons également dériver les équations pour la trajectoire d'une particule
relativiste plongée dans un champ électromagnétique externe homogene, et les résoudre.
L’intention premiere était d’observer comment se comporte la trajectoire d'une telle par-
ticule plongée dans un nceud électromagnétique, mais par manque de temps, ces projets
sont reportés a une étude ultérieure. Dans la littérature n’existe qu’une seule étude fort
sommaire de cette question, d'un grand intérét dans un contexte gravitationnel .

D’autres développements ont également ont été étudiés, comme la généralisation de
neeuds électromagnétiques a des champs dont le produit scalaire est non nul, dont I'hélicité
électromagnétique reste constante mais ou 'on a un échange entre les hélicités électrique
et magnétique. Nous n’en parlerons pas.

Dans le chapitre [I, nous précisons nos conventions et effectuons quelques rappels
élémentaires de I’électromagnétisme, dont la dualité des champs électriques et magnétiques
dans le vide. Nous explicitons les formulations vectorielles, covariantes et 1’écriture dans
le langage des formes différentielles. Nous rappelons le concept de vecteur de Riemann-
Silberstein, qui sera abondamment utilisé dans la suite.

Dans les trois chapitres suivants nous allons utiliser différentes méthodes pour cons-
truire toujours le méme noeud, en 'abordant a chaque fois d’une maniere différente. Ces
différentes méthodes mettront en exergue diverses propriétés du hopfion. Dans le chapitre
2], nous créons des nceuds a I’aide d’un champ électromagnétique non physique mais trivial,
sur lequel nous appliquons une inversion conforme spatio-temporelle, puis une translation
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complexe dans le temps pour obtenir un nceud. Nous immobilisons ensuite ce nceud en
nous placant dans son repere inertiel propre a ’aide d’une transformation de Lorentz.
Le chapitre |3| décrit les nceuds électromagnétiques grace a la formulation de Bateman,
c’est-a~dire a I'aide de potentiels d’Euler complexes. Cette formulation alternative permet
d’effectuer des manipulations de maniere plus aisée qu’avec les expressions completes
en terme de champs électriques et magnétiques. Enfin, le chapitre [l montre comment
exprimer ’électromagnétisme sous la forme d’un modele topologique. Nous décrivons les
cartes de Hopf, dont le hopfion est issu, et considérons la notion d’index de Hopf.

Dans le chapitre [5, nous abordons la notion d’hélicité pour un champ, son lien avec
I’hélicité de la physique des particules, et la quantification qui en est ainsi engendrée.

Le chapitre [6] reprend la dérivation des équations de la trajectoire d’une particule
relativiste, massive ou non, plongée dans un champ électromagnétique, avec leur solution
analytique exacte dans le cas d’'un champ homogene et statique critique comme c’est le
cas pour le hopfion.

Dans le chapitre [7], nous effectuons le développement en puissances de l'inverse de
I’échelle de longueur du hopfion et calculons au premier ordre la trajectoire d'une particule
plongée dans un champ de hopfion, dans un repere inertiel indépendant du hopfion.

La conclusion offre un résumé des points abordés. Nous parlons également des tenta-
tives essayées puis abandonnées, et des points restant a éclaircir concernant la trajectoire
de la particule dans le hopfion. Enfin, nous exposons des pistes pour les perspectives
futures.



Chapitre 1

Equations de Maxwell

1.1 Conventions et généralités

Nous nous placons dans un espace-temps de Minkowski de dimension 4, et nous allons

utiliser des notations 3-vectorielles, tensorielles et de formes différentielles. Nos conven-
tions sont les suivantes :

O

Lo C R IR C RS R

o

&

2

métrique de Minkowski de signature négative : 1), = diag(+ — ——),
les indices grecs pu,v, ... = 0,1, 2,3 parcourent ’espace-temps de Minkowski,
les indices latins i, j, k, ... = 1,2, 3 parcourent seulement 1’espace euclidien,

pseudo-tenseur de Levi-Civita €77 tel que €123 = +1 et €7 tel que €' = +1,
convention d’Einstein : on somme sur les indices répétés,
les indices de 4-vecteurs sont montés/descendus avec la métrique de Minkowski,

les indices euclidiens des 3-vecteurs (pour la partie spatiale de l'espace-temps, donc
indexés par des lettres latines) sont écrits uniquement en indices supérieurs,

o . 0
on notera, pour simplifier les expressions, 0, = gy
x
D (2# . O(xH
potentiel vecteur A*(z#) = <ﬂ,Al(x“)> = ( (@ ),A(x“))
c c
Pz .
Aty = (P, o).
champ électrique ve 0 E 0 04
m rique — = ——— — — A — = ——— —
P aHe c dct) 7 ¢ dric Oz
, o (OAF QAT 0AT QA y
champ magnétique B = V x A; B = e (axj - 8xk) i L
: 0A,  0A, . . :
tenseur covariant de Faraday/Maxwell : F,, = o pgv nvariance de jauge :
T g

Al = A+ Oux(ah).

Nous allons considérer les équations de Maxwell dans le vide et sans source. En notation

vectorielle, elles sont données par



V.-B=0, V-E=0,

0B 1 OE 1.1
VXE+E:0, VxB—-——=0. ( )

En notation covariante, on a alors

8, "™ =0, (1.2)
0.F,,+0,F,, + 0,F,, =0.

Ces équations dérivent de ’action

1 vo
S[AH] = /d4xu {—ZUW’? Fuqua} , (1.4)
dont le tenseur-énergie impulsion correspondant est donné par
T = L FHPE Y + 17]“”}7’ Fre (1.5)
Ho ? 4 o ’

avec 1o la perméabilité magnétique du vide. On a, entre autres,

™™ =T",  9,T" =0 T/M=0, (1.6)
et en particulier
1 | .
T = JE + B, T - — (ExB),
Ho HoC (17)
E = / <1, Pic = / d3xTY,

avec € la permittivité électrique du vide et ¢ la vitesse de la lumiere, telles que eypuoc? = 1,
E 1'énergie électromagnétique totale et P la quantité de mouvement électromagnétique
totale.

1.2 Dualité des équations de Maxwell

Dans le langage des formes différentielles, on peut écrire le quadripotentiel comme la
1-forme A = A, dx", et le champ électromagnétique s’écrit alors comme une 2-forme :

1
F = §Fm,dx“ A dz”, (1.8)

avec A le produit extérieur entre formes. Nous avons alors que la dérivée extérieure de A
donne F' = dA. Par la propriété de la dérivée extérieure, nous obtenons alors naturellement

d*A=dF =0, (1.9)
ce qui donne en langage tensoriel

P9, Fs =0, (1.10)
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ce qui est équivalent a 1’éq. , I'identité de Bianchi. Cette dérivation montre donc
que les équations de la colonne de gauche de viennent simplement d’une identité
géométrique.

L’éq. constitue en la contribution dynamique aux équations de Maxwell. On peut

I’écrire, dans le langage des formes différentielles, avec le dual de la forme F', qu’on notera
F

d*F =0, (1.11)
avec
* 1 v j..Q B 1 * « 8
F = ZLEIU/aﬁF'u dx® N dxP = 3 Fopdz® N dx”, (1.12)
ou l'on définit )
*FW/ = §6W,a5Faﬁ. (113)
Les composantes du tenseur *F' sont alors données par
*Fo=B', *Fi= EWT’ (1.14)
par analogie avec F' : '
E? - .
Fp = —, F = ¢k Bk, (1.15)
c
Notons de plus que nous avons * (*F,,) = —F),.

Dans le langage des formes différentielles, 1’électromagnétisme est donc régi par une
équation d’origine géométrique dF = 0, et une équation dynamique, d*F = 0.
Ces considérations nous amenent a la dualité des champs électrique et magnétique.

Dans le vide, les équations de Maxwell sont invariantes sous I’échange (%, B) > (B, —%)
L’éq. (1.11]) permet d’écrire
ac
P =— (1.16)
c
par analogie avec F' = dA. En langage tensoriel, on obtient donc que
1
*F=-—-(0,C, —0,C,), (1.17)
c

et donc E =V x C, par analogie avec B =V x A.

1.3 Un espace-temps courbe

Revenons a la notation tensorielle des équations. Considérons-les dans un espace-
temps de géométrie pseudo-Riemannienne de dimension D arbitraire avec une structure
métrique de signature (+ — — ... —), que l'on représente dans un systéme de coordonnées
locales {x#}(u=0,1...D — 1) par un tenseur métrique symétrique donné par la matrice
fonctionnelle g, (2#) avec I’élément de longueur suivant :

ds® = g, (2")dz"dz" . (1.18)

La métrique inverse s’écrit g"” et est la matrice inverse de la représentation matricielle
de g,,. Pour 'espace-temps de Minkowski, nous avons g, (") = 1,,, en accord avec la
section [l



Le tenseur antisymétrique de Faraday s’écrit encore

F, =0,A, — 0,A,, (1.19)

tandis que 'action pour la dynamique du champ électromagnétique dans le vide, sans

source, devient
EE— 1
S[A;“ gl“/] - /dD.TM ’ det g,UJ/‘ {_Z_lgﬂngUF‘uz/Fpo'} Y (120)

le tenseur métrique g, jouant alors le role d’'un champ extérieur.
Considérons a présent un changement non singulier et local de coordonnées

0
ot — 7 (x), det == # 0. (1.21)
oz
Par invariance géométrique, on doit avoir
Ox? 0z°
2 _ 72 B el EY VI fA 2
ds® = g dztdx” = oo 5= (%de dz”, (1.22)
ce qui entraine comme transformation pour le tenseur métrique :
. Ox? 0x° ox? 0x° _ .
g;w(aj) - @@gpa('x)a g;w@j) - @%gpo(x% (123)

ainsi que pour la métrique inverse :

s 0T OV 5 Ox* Ox”
g(z) = @%9” (z), 9" (z) = 7P 077

Nous obtenons ainsi pour le déterminant de la métrique :

37 (). (1.24)

N\ 2
det g, = <det g—i) det g, (1.25)

De plus, I’élément d’intégration de dimension D se transforme de la maniere suivante :

dPxt = dP 7" det (%) : (1.26)

En assemblant les éq. ((1.25) et (1.26]), on obtient finalement :

dPx*\ /| det g,,| = sign <det %) dPzt /| det G| (1.27)

Le signe de (det %) dépend du changement de coordonnées, c’est-a-dire si celui-ci
préserve (+) ou non (—) lorientation de I’espace-temps.

Quant aux champs A, et F),,, ils se transforment comme

Nz
~ ox” ory ~
A=Ay A=A (1.28)
- P OxC P OF° -
_ Ox Ox F = 91" 0%7 (1.29)

e 9gm 9y P77 Oxr Oxv = 7



Avec ces transformations, on alors que
9" (2)9"7 (2) Fuu () Fpo () = §"(2)§"7 (&) Fyu(8) Foo (), (1.30)

prouvant donc que cette double contraction du tenseur de Faraday avec lui-méme est une
grandeur scalaire sous les difféomorphismes d’espace-temps.

Enfin, on peut vérifier que l'action de Maxwell définie par 1’éq. (1.20) est un scalaire
sous de tels difféomorphismes :

1
S[Au; gl = / dPz* /| det gu| {—Zg“pg”"FWFpa},
] ~ 1. e = P
= /deM |d-et g;w| {_Zgupg F,uVFpO'} = S[Au;g;w]

Cette derniere équation signifie que dans le cas d’'une configuration (A4, (x), F.(z))

qui obéit aux équations de Maxwell en présence de la métrique g, () pour le systeme

(1.31)

local de coordonnées {z#}, alors la configuration (flu(i), F W(i")) obéit aux équations de

Maxwell en présence de la métrique g,,(Z) dans le systeme de coordonnées {z#}. Une
solution ainsi transformée reste donc une solution.

En fait, il s’agit de la méme solution (c’est-a-dire la méme configuration abstraite
du champ électromagnétique) mais dans deux systémes de coordonnées différents, et donc
représentées par des fonctions différentes dépendant de systemes de coordonnées différents.

1.4 Covariance des équations de Maxwell sous les
transformations de Poincaré

Les transformations de Poincaré sont définies par le changement de coordonnées
= At x” + at, (1.32)

ou A" représente une transformation de Lorentz générale et a” un quadrivecteur de
translation. A*, et a* sont indépendants du temps et de ’espace. En prenant toutes les
composantes de a* = 0, on retrouve bien sur une transformation de Lorentz pure.

Afin que de telles transformations laissent la géométrie de Minkowski invariante, il
faut que

NN 7 =,

S (1.33)
npaA MA v = M-

On déduit de ces deux relations que det A¥, = +1, et qu’on peut monter et descendre les
indices de A*, avec la métrique de Minkowski. On a par exemple les relations suivantes :

A" NP =08,
(A", =A% (1.34)
= (" —ad")A P = (A_l)uy (¥ —a”).
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Les quadrivecteurs potentiel et tenseur de Faraday étant covariants de Lorentz, nous avons
également que

A=A (1.35)
Fp = APATE,,.

Pour de telles transformations, le tenseur métrique de Minkowski est laissé invariant :
glﬂ/(f) = Ap,pAyUT/pO' = 77;1,1/- (136)

Comme on l'a dit dans la section précédente, toute solution F),,(z) aux équations de
Maxwell sans source dans le vide pour le tenseur métrique 7, est transformée en une
solution F (%) aux mémes équations de Maxwell pour donc ici le méme tenseur métrique
G (Z) = 1. Les deux configurations FW(QE) et F),(x) représentent physiquement le
méme champ, mais il est vu dans deux reperes différents, qui sont eux-mémes reliés par
la transformation de Poincaré correspondant aux parametres A*, et a*.

Nous allons étudier plus particulierement le cas d’un boost de Lorentz dans la direction
z, notée €3, avec une vitesse de ¥ = 3 = 3¢5, avec 8 € R, sans translation dans I'espace-
temps, c¢’est-a-dire a* = 0. Nous avons alors

v 00 —=fy v 00 =fy
0 10 O 0 -1 0 0
- —
A 0O 01 0 | Ay 0o 0 -1 0 |’
—By 0 0 ~ By 0 0 —vy
(1.37)
v 00 fBy
y 0 10 0
A= 0 01 0]
Sy 0.0 v
1 . .
avec vy = - = Nous avons donc comme transformations pour les coordonnées {x#} :
7 = ct = y(ct — Bx?), 2 = ct = y(ct + i),
it =2t ot =3 (1.38)
'%2 _ x2 $2 — j2
i* = y(—Bet + 2%), z? = y(Bct + 7%).
En exprimant le tenseur électromagnétique sous sa forme matricielle,
E'  E* EB
o = = =
J c c c
— 0 B3 —B?
Fr = E02 : (1.39)
— —-B> 0 B!
3
— B? -B' 0
c
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et par les équations précédentes, nous savons que

Fro= A Fe (M) 1 (1.40)
le tenseur de Faraday se transforme donc de la maniere suivante :
E'  E?* E3
o = = =
c c c
v 00 =fy\ [ B ; | (7 00 By
o0 vo o |fo Y B =B 10 0 (1.41)
71 0 01 0 B s, 001 0] '
=By 0.0« S By 00 o
— B —-B' 0
c
et nous obtenons, pour les champs électrique et magnétique,
£ E! - E?
_:7<__BBQ)7 Bl:’Y(Bl+B_)7
c c c
E? E? - E!
c c c
23 — E_3 BS — B3
c c ) )
que l'ont peut écrire sous la forme vectorielle
E E E, E
_L:'V(_L"i_BXBJ_); - (1.43)
c c c c
. E, -
BL:'Y BL—BXT , BH:B”. (144)

1.5 Covariance des équations de Maxwell sous
transformation conforme

On peut appliquer d’autres types de transformations aux équations de Maxwell. Dans
cette section, nous allons considérer le cas des transformations conformes, et montrer que
les équations de Maxwell sont invariantes sous celles-ci.

Une transformation conforme est une transformation qui préserve les angles, sans né-
cessairement préserver les distances. Par définition, on a

G () = e?P g, (), (1.45)
ds? = datda’ g, (x) = e#DdiF"di" g, . (1.46)

Comment se transforme notre action? En D dimensions, nous pouvons utiliser les consi-

dérations de la section [I.3]
1 vo
SlAigul = [0 /laetgula) (-3 @F @) L)
~ ~ — z 1 ~\ VO (AN T ~\ T ~
= /deu /|detgw(x)|e(D/2 2)p(%) (_Zgup@)g (Z)F (%) pg(az)).
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Dans notre cas, a D = 4 dimensions d’espace-temps, nous avons donc pour une telle
transformation conforme,

S[Au(@); g (2)] = S[Au(E); g ()] (1.48)

car % — 2 =0 quand D = 4, et donc I'exponentielle de ¢(z) vaut 1.

On en déduit que si Fj,(x) est une solution aux équations de Maxwell sans source
dans le vide en présence d’une métrique g, (), alors F,, (%) est également solution aux
mémes équations de Maxwell, cette fois en présence d’une métrique g, (Z). Les équations
de Maxwell sans source dans le vide dans un espace-temps de dimension DD = 4 sont donc
covariantes sous transformations conformes.

Dans notre cas, c¢’est-a-dire dans 'espace-temps de Minkowski, ou g,,(z) = 1,,, nous
avons donc que si F),,(z) est une solution pour cette métrique, alors F),, (%) est également
solution aux mémes équations pour cette méme métrique, avec

~ xf 0x?
Ful®) = 22 90 (), (1.49)
ou Z* est obtenu a partir de la transformation conforme appliquée sur x*.

Le groupe des transformations de Poincaré (qui comprend donc les transformations de
Lorentz) est en fait un sous-groupe des transformations conformes. Dans un espace-temps
de Minkowski de dimension 4, le groupe de Poincaré dispose de dix générateurs, aux-
quels correspondent dix grandeurs conservées appelées charges de Noether. Ces grandeurs
conservées sont les quatre composantes du quadri-vecteur énergie-quantité de mouvement
Pt = (E,Pc) (translation dans I'espace-temps) et les six composantes du moment an-
gulaire total généralisé, M* (générateur des transformations de Lorentz générales). Le
groupe conforme comprend en tout quinze dimensions, c¢’est-a-dire les dix du groupe de
Poincaré et cinq autres générateurs supplémentaires, le générateur D des dilatations, et
les quatre générateurs des transformations conformes spéciales, K*, donc encore associés
a cinq grandeurs conservées.

Toutes ces grandeurs conservées peuvent s’exprimer en tant qu’intégrales sur tout ’es-
pace spatial euclidien des densités correspondantes. Nous écrirons cette densité de courant
conservée J¢, elle obéit a I’équation 0,J% = 0. La grandeur conservée correspond alors a
I'intégrale de la composante temporelle (v = 0) de la densité de courant correspondante.

P et =Tk, Do = 0, Pt = / d’xJO,
MY JOoHy — ToRgY TV i Ou JH =0, MM = / d*x g
D:Jj=T%za", O J =0, D= /d3xJ,%,
KW g8t =Ty p — 2T afa”, D, J8" =0, K = / d*xJp*. (1.50)

Les propriétés de conservation des expressions ci-dessus s’obtiennent directement des deux
relations suivantes,

9,T" =0,
T" =0. (1.51)
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Nous allons étudier, dans la suite, I'inversion conforme. Il s’avere utile d’introduire un
parametre de dimension de longueur physique, afin que les coordonnées transformées
gardent la méme dimension physique que les coordonnées non transformées.

On aura

I A
=N gr =2 (1.52)

r-T -z
Ao est le parametre de dimension physique de longueur mentionné ci-dessus. Nous avons
de plus que
ox” N
ozn (% -3)2

ce qui entraine pour la métrique

(0,(2 - &) — 22,2") , (1.53)

N
g,uzz($> = _<j ) ;i)2 Ume (154>

ce qui montre qu’'un tel changement de coordonnée est bien une transformation conforme
sur la métrique.

1.6 Le vecteur de Riemann-Silberstein

Historiquement, Silberstein a commencé par écrire ce vecteur B + ¢F, qu’il appelait
alors bivecteur. Peu apres, Riemann, 1’a redécouvert avec une autre convention, qui est
celle que nous allons utiliser :

Ro(2") = = (2#) + iB(a"). (1.55)

C

On peut réécrire les équations de Maxwell dans le vide sans source en terme de ce vecteur,

V -Ry(z") =0, (1.56)
.0
V x Ro(a") — Z@RO(ZE“> = 0. (1.57)
Un boost de Lorentz de vitesse relative ¥ = B = f[é; est donné, pour le vecteur de
Riemann-Silberstein (RS), par
Ry = — +iB| = — +iBj = Ry,
Ry, = —= +iB)

c
E E
= (—L—HBL) —iB x (—+¢B)
c c
=7 (RoL —iB x Ro).
Nous allons a présent considérer une configuration spécifique de champs F),, (et donc
des champs (E(2*)/c, B(2")) et Ro(a#)) vérifiant les équations de Maxwell. Celles-ci sont

linéaires en l'opérateur différentiel 9/0z#, on peut donc considérer une extension analy-
tique sur le plan complexe des coordonnées {z*}. Nous allons prendre z# € R — z# € C et
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considérer ces champs comme des fonctions holomorphes des variables complexes {z#}. Ces
fonctions vérifient alors les mémes équations, avec cependant les opérateurs différentiels
0/0z* remplacés par 0/0z".

Lorsque ces opérateurs différentiels agissent sur ces champs, et si x* désigne la partie
réelle de 2*, on a alors 0/0x* = 0/0z".

C’est-a-dire que si Ry(z*) obéit aux équations de Maxwell en terme des variables
complexes, alors Ro(z# + iy*) (avec z# = x# + iy") obéit a ces mémes équations, cette
fois par rapport aux variables réelles x*. Il est donc possible, a partir d’une solution
Ro(z"), de générer de nouvelles solutions en rendant les coordonnées z* complexes,
puis en considérant les équations par rapport aux parties réelles de ces nouvelles coor-
données complexes. On peut ensuite simplement séparer les parties réelles et imaginaires
de Ro(a#* + iy") pour obtenir les nouveaux champs électrique et magnétique qui sont so-
lutions aux équations de Maxwell en les considérant uniquement comme des fonctions de
zh.

Considérons les vecteurs de RS suivants :
E
Ry (z";a") = Ro(a# £ia") = — (2" £ ia") +iB(a* £+ ia"), (1.58)
c
avec a* un quadrivecteur constant, quelconque. Ces vecteurs sont tels que

R, (a#; —a") = Ry (2*; a") (1.59)
E
R (z*;a") = z(x’“‘ Fia") — iB(z" Fia"). (1.60)

Ils définissent donc de nouveaux champs électrique et magnétique qui sont solutions aux
équations de Maxwell :

E 1
—(z"a") = 3 {Ro(2";a") + RY (2" 0") } (1.61)
c
1
B(z#;a") = % {Ry(a";a") — RL(2¥;a")} (1.62)
i
Comme nous avons que
R, (2#; —a") = Ry (2" a") (1.63)
Ei(2"; —iad") = Ex(z";4+ad"
B. (2" —a") = Bg(a"; +ia")
nous allons observer uniquement les champs E(z#;a*) = E,(z#;a") et B(at;a") =
B (z#;a*). Pour ceux-ci, nous avons de maniere totalement explicite :
E 1 (E E '
—(z"a") = = {—(:c“ +ia") + —(a" — ia“)} + E{B(a:“ +iat) — B(a# — ia”)},
c 2 |c c 2
1 ([E E 1
B(z";a") = % {—(m“ +iat) — —(z" — ia”)} + i{B(:c“ +ia") + B(a* — ia“)}.
ilc c
(1.65)

Dans la suite, nous allons utiliser cette méthode pour construire de nouvelles solutions
a partir des solutions Ry(z*). Nous choisirons de prendre a* = —ié*°, afin d’avoir une
translation complexe purement temporelle.
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1.7 Le tenseur de Riemann-Silberstein
électromagnétique

Si nous combinons le tenseur de Faraday F},, avec son dual, *F),, en un seul tenseur
complexe, considérons alors le tenseur de Riemann-Silberstein :

R, =F, + i"F,, "R =—1R,, R, =1"R,,. (1.66)

Les équations de Maxwell de la section correspondent alors aux parties réelles et
imaginaires de 1’équation

0, R" = 0. (1.67)
Nous obtenons comme expressions explicites pour les champs électrique et magnétique
Ry = - +iB' =R, *Ro; = —i R,
R; = ic"* RF, *Ri = €9 RF. (1.68)

Notons que nous avons également la relation suivante :

N\ 2 -
1 E = E 5
_Z py | - B2 i 1
4RWR <C> B + 2 . B. (1.69)

Comme pour le vecteur de Riemann-Silberstein, nous utiliserons le tenseur de RS ulté-
rieurement. Chacune de ces formes sera employée pour simplifier au maximum les calculs
effectués.
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Chapitre 2

Hopfion généré par inversion
conforme

Dans ce chapitre, nous allons construire un noeud électromagnétique, que nous appel-
lerons de maniere interchangeable hopfion, a 'aide des trois transformations applicables
aux équations de Maxwell, que nous avons vues dans le chapitre précédent. Nous allons
appliquer successivement l'inversion conforme puis le shift complexe temporel du vecteur
de RS[[5]sur une configuration de champs (E, B), tels que (E/c)>~B? = 0 et (E/c)-B = 0.
Le hopfion ainsi créé sera ensuite remis dans son repere inertiel a I'aide d'un boost de
Lorentz.

2.1 Inversion conforme

Considérons un vecteur de Riemann-Silberstein composé de deux champs statiques
E = Eyé; et B = Byéy constants dans tout 'espace. On prend le cas limite cEy = By. On

By
R=|iB | . (2.1)

On doit ensuite lui appliquer 'inversion conforme. Pour ce faire, nous devons d’abord
déterminer comment celle-ci agit sur le vecteur de Riemann-Silberstein.
Le tenseur de Faraday s’exprime, en terme des champs E et B, comme

Foi=— = Bo5’1, Fij = —eFBF = —BOEUQ- (2.2)
c

Définissons a présent le parametre réel positif )y, qui a la dimension physique d’une
longueur. Considérons une inversion conforme en terme de ce parametre :

xt T .
= Agm, (z-2)(F-%) =\ (2.3)

~p_ 2
= N\§

Tr-x

Nous avons vu dans le chapitre précédent que le tenseur de Faraday se transforme de la
maniere suivante :

F 3:1:’) 8130

uu(iu) = @@ po (24)
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Dans le cas de I'inversion, nous avons que

0z7 A2 o o o~
o~ G i) {60(2- %) —22°2,}. (2.5)

En introduisant ’éq. (2.5)) dans I’éq. (2.4]), on obtient

- 0x° Ozt oxt Ox° ox3 Oxt ox' 0x3
M) — -  _ - _
Ful®) = Bogg gz~ Pogem o~ Pogm o T Pge aa (2:6)

On a, entre autres,

. Ei . -
ijk Rk
FOi = —, E] = —"" B, (27)
c
Dans les expressions suivantes, on procede immédiatement au remplacement suivant, pour
éviter les surcharges de notations :

a— (cf, il,j2,i:3) — (ct,xl,xz,xg) = (ct,x,y, 2), (2.8)
de méme que
_ Ei E _ .
F.(3") = F,(«"), —(@") — —("), B'(Z")— B'(z"). (2.9)
c c

On a ainsi pour les nouveaux champs, dans les nouvelles coordonnées :

2?2 —y? — (2 — ct)?

E . e Bo .

Z(x ) = ((et)? —x2)? 235(2 gct) ’ (210
m /\gBO 2 2_2:By 2

B = e e \ Ty LE ) 21

Le vecteur de Riemann-Silberstein est alors donné par

(o — ig)? — (2 — ct)?
il —iy)* +i(z —ct)? | . (2.12)
2(x —iy)(z — ct)

4
R(z") = _ NoBo
((ct)? —x?)?
Les champs sont toujours de méme norme et perpendiculaires entre eux, c’est-a-dire que
R - R = 0, puisqu’une transformation conforme préserve les angles.

La fig. représente ’état actuel du champ électrique. Le champ magnétique a exac-
tement la méme configuration, si ce n’est qu'il est pivoté de 7/2 autour de 'axe é;3. On
peut remarquer que toutes les lignes de champs se sont “‘refermées” sur elles-mémes, a
part celle qui coincide avec 1’axe €3, et qui part en I'infini vers le haut et vers le bas.

2.2 Shift dans le temps complexe

Introduisons maintenant un parametre 7j, ayant la dimension physique d'un temps, et
un parametre de longueur associé, Lg. Introduisons un deuxieme parametre de longueur
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FI1GURE 2.1 — Le champ électrique apres inversion conforme pour By = A\g = 1, t = 0.
La figure de gauche représente la coupe dans le plan x = 0. La figure de droite décrit la
méme configuration de champ, mais d’une perspective rotatée légerement vers le haut et
la gauche, pour mettre en exergue la structure “nouée” du champ.

Jo tel que Ty = Jy et tel que i]_g = «, avec o un parametre adimensionnel. On applique
le shift complexe suivant au vecteur de Riemann-Silberstein ([2.12]),

ct — ct —icTy = ct — iJy, (2.13)

c’est-a-dire
R, (z") = R(ct —iJy, x). (2.14)

On sait que si le vecteur de RS résout les équations de Maxwell sans source dans le vide,
alors Ry (z#) les vérifie également. R, (z#) définit alors un champ électrique et un champ
d’induction magnétique, respectivement E (z#) et B (2*), qui obéissent donc également
a ces mémes équations de Maxwell, avec

R. (") = E («") + iB, (a"). (2.15)

Cette derniere transformation correspond au nceud électromagnétique de Ranada. A partir
de maintenant, ces deux champs seront notés respectivement E/c et B, sans I'indice +.
Nous allons maintenant user de notre parametre Lo, pour rendre nos résultats plus
clairs et pouvoir manipuler le rapport entre la translation dans le temps et 1’échelle des
longueurs, «, explicitement. Nous obtenons ainsi des coordonnées d’espace-temps sans
dimension. . y s ot
X—L—O, Y—L—O, Z—L—07 T—L—O. (2.16)

On aura finalement effectué la translation dans le temps suivante :
T — T —ia, (2.17)
ce qui signifie que notre quantité A devient

2 2 2 2 g2
g0 tX +§; +20 -1 (2.18)
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FIGURE 2.2 — Le champ électrique du hopfion apres shift complexe dans le temps pour
T:O,BOZ)\DZLOZCXZL

Avec cette transformation, on obtient, pour le vecteur de Riemann-Silberstein, que

Ao\ By
Ro= (L_O) (a+iT)2+ X2+ V21 22)3
(T+X—=Y)2)(a+i(T—-X+1iY - 2))
(T+iX+Y = 2))ia—T+iX+Y +2) | . (2.19)
2X —iY)(—ia+T — Z)

o+
o+

(
x| (

On remarque que les deux échelles de distance, Ay pour l'inversion et Ly le parametre
choisi pour obtenir des coordonnées sans dimension, se recombinent en un seul parametre
adimensionnel, qui vient renormaliser le parametre By, module du champ d’induction
magnétique. Les champs électrique et magnétique restent encore de méme norme et per-
pendiculaires entre eux, puisqu’on a toujours R - R = 0.

La fig. représente le champ électrique du hopfion tel qu’il est a présent. Il mani-
feste maintenant cette forme caractéristique de tore entrelacé sur lui-méme. Le champ
magnétique a a nouveau la méme forme, pivotée de /2.
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2.3 Energie et quantité de mouvement totales du
noeud

On souhaite maintenant calculer I’énergie électromagnétique totale correspondant a
cette configuration. La densité s’y rapportant est donnée par

1 1 1 E\?
e = —E*+ —B*=_— (=) +B? (2.20)
260 2/10 2,&0 C
1 _
= —R-R (2.21)
2410

o (AO>SBQ(A—T(T—Z))2_ (2.22)

1610 \ Lo 0 (A2 +aT?)3
L’énergie totale, c’est-a-dire 'intégrale sur tout ’espace euclidien de cette derniere quan-

tité, est conservée dans le temps. On peut donc la considérer en T' = t = 0 pour plus
de simplicité. On notera A(T = 0) = Ay = 1/2(a® + R?), avec R? = X2 +Y? + 72 =

(z* +y? +2%)/L§ = r?/ L3,
T /). 1
E= | d& ) By—. 2.2
/oo X16M0 (Lo> O A (2.23)

On a
Nous utilisons le changement de variables en coordonnées sphériques :

00 ™ 27
/ d*x = L3 / d*X = Lj /0 R*dR /0 sin 0df /0 do. (2.24)

Nous en déduisons que

1T/ )\® o R?
= ) B2L34x2* / dR————— . 2.25
16/10 (L()) 050%T 0 (Oé2 + R2)4 ( )

Cette derniere intégrale vaut = (détaillée dans I’appendice , et nous en concluons

que I'énergie totale est donnée, en unité S.I., par
_ ™ Ao
-~ Suas LY
Quant a la densité de quantité de mouvement totale, toujours en unité S.I., elle est
donnée par le vecteur de Poynting. On a

(2.26)

1 (E : _
pc=— (— X B) -~ RxR (2.27)
po \ € 210

Le produit vectoriel est alors formé des composantes suivantes :

B2 ( M\ (A2 +T(T - 2)) (oY + X(T — Z))

D¢ = (L_0> (AZ + a?T2)3 ’ (2:28)
B2 (M \°* (A2 4+T(T - 2))(—aX +Y(T — 2))

poCc = " (L_o) (At a2T2)8 , (2.29)
B2 (A (A2 +T(T - 2)(—=a?+ X2+ Y2 — (T — Z)?)

psc T (L_o) (B Ty . (2.30)
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Comme pour ’énergie, la quantité de mouvement totale est conservée dans le temps.
On peut donc intégrer les expressions ci-dessus en ¢t = T = 0, pour simplifier les calculs
ainsi engendrés. On peut remarquer que les deux premieres composantes sont chacune
impaires soit en X, soit en Y et s’annulent donc lorsqu’elles sont intégrées sur tout 1’espace.

Nous pouvons donc nous préoccuper d’intégrer uniquement la troisieme composante :

NI B L [ ae XP4Y? 22
Pc= —L d°X i 2.31
C €3 (L0> 1o LO (X2+Y2+ZQ+CY2)5 ( )

A nouveau, nous pouvons passer en coordonnées sphériques.

X24+Y?2-72°-1 = R2—27°-4°
R? —2R*cos® ) — o’ (2.32)

Commencons par effectuer I'intégrale angulaire, elle est de la forme
/7r sin 6do /% dp(R? — 2R? cos® § — a?) (2.33)
0 0
= 27 /1 (R* — 2R?cos® 0 — a*)d cos )
= —(R*>-30%). (2.34)

Nous pouvons conclure en intégrant sur le rayon, a nouveau en utilisant I'intégrale de
'appendice [A] :

N BE an (R? — 3a%)R?

Pc = Bo padm [7 g pUdt =30 ) 2.35
C T T 3 (R? + a2)? (2.35)

2N B
_ : 2.36
16 (aLo) o (2.36)

E

. (2.37)

Selon la relation bien connue d’Einstein, la masse invariante du noeud électromagnétique
est donnée par :

2 \8 p2)? 1\ 2 ™ A B2)°
M =P =yl 20 ot gy (2) L3l 20 % 2.
¢ { 8 (aLp)® o 2 ’ 16 (aLo)® po J (2:38)

c’est-a-dire

M= \/_{TZ (0280) Bgeo}, (2.39)

ce qui nous permet de retrouver la vitesse de propagation de cette distribution par rapport
au référentiel inertiel,

v Pc 1

B ="__25 2.4

:=P=F 93 (2.40)
et nous obtenons finalement :

1

2

!ﬂlz% ety = (2.41)
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Les fig. et montrent la distribution de I’énergie électromagnétique, dont on voit
qu’elle se disperse. La variation du « de 1 a 3 caractérise le rapport entre 1’échelle de
longueur et la translation dans le temps complexe; plus le « est grand, plus le doughnut
est ouvert. Les figs. 2.5 et [2.6] montrent la répartition de la quantité de mouvement.

2.4 Boost de Lorentz sur le hopfion

Pour se replacer dans le repere inertiel du hopfion, il suffit d’appliquer un boost de
Lorentz de vitesse 8 = —1/2¢é; sur 'expression du champ électromagnétique que nous
avons obtenue dans la section (2.2]). Nous introduisons les notations suivantes :

1 1 2

Nous pouvons ainsi faire correspondre a un quadrivecteur contravariant = = (ct, x,y, z)
dans le premier référentiel, un quadrivecteur également contravariant z'* = (ct’, 2/, v/, )
dans le second référentiel, celui propre au nceud électromagnétique, avec,

B=pe,  p=-— (2.42)

ct" = y(ct — Bz), ct = ~(ct’' + B2'),
=, x=2a,
2 =y(—Bct + 2), z = y(Bect’ + 2.
Pour les coordonnées du nceud, nous obtenons donc
- Lor_9), L ory
V3 V3
X' =X, X=X
V' _ v _ v (2.44)
7= rioz),  z-t(rioz)
V3 ’ V3
Nous avons notamment que
1 1
A= 5(0[2 +X2 +Y2 +Z2 _TQ) — §(a2+X/2+Y12 +Z/2 —TI2),
L1 . (2.45)
T = §(2T - 7'~

L’application du boost de Lorentz sur le vecteur de Riemann-Silberstein s’exprime, comme
nous 'avons vu a 'éq. (1.58)), par

R =R, R/ =7R.-iBxR). (2.46)

Nous allons des a présent opérer les transformations de coordonnées et nous omettrons
les primes de ces nouvelles coordonnées car nous n’utiliserons plus que celles-ci.
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FI1GURE 2.3 — Pour différentes valeurs de T, densité d’énergie du hopfion avant boost de
Lorentz. On a pris By = A\g = Lo = pg = 1 et @ = 1. Attention, on a une échelle différente

dans la subfig. pour plus de clarté.
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()T =3 (d) T =10

FIGURE 2.4 — Pour différentes valeurs de 7', densité d’énergie du hopfion avant boost de
Lorentz. On a pris By = \g = Ly = pgp = 1 et a = 3. Attention, on a une échelle différente
dans la subfig. pour plus de clarté. On retrouve clairement la forme du doughnut.
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(c)T=3 (d) T =10

FIGURE 2.5 — Pour différentes valeurs de T, quantité de mouvement du hopfion avant
boost de Lorentz. On a pris By = A\g = Ly = pg = 1 et a = 1. Attention, on a une échelle
différente dans la subfig. pour plus de clarté. On voit clairement que la densité se
déplace “vers le bas”.
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()T =3 (d) T =10

FIGURE 2.6 — Pour différentes valeurs de T, quantité de mouvement du hopfion avant
boost de Lorentz. On a pris By = \g = Lo = o = 1 et @ = 3. Attention, on a une échelle
différente dans la subfig. pour plus de clarté. On voit clairement que la densité se
déplace “vers le bas”.
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Le vecteur de RS est donné, dans son nouveau repere, par
—(a+iV3(T - 2))° = 3(X —iY)?
: 3
2i0(2T—2)
(Oz2+T—T2+X2—|—Y2—I—Z2>
! ()\0>4 i((a+i\/§(T—Z))2—3(X—iY)2>

. 3
(a2 +HED T XY 22)

54V3(X —iY) (V3(T — Z) —ia)
(302 + 2iv/3a(2T — 2) + 3 (-T2 + X2 + Y2 + 72))°

(2.47)

Les champs électrique et magnétique correspondants sont encore perpendiculaires entre
eux et de méme norme, car R-R = 0.

La fig. montre cette derniere évolution du hopfion.

L’expression complete des champs électrique et magnétique est donnée dans l'appen-
dice

2.5 Densité d’énergie et énergie totale dans le
repere inertiel du hopfion

Nous pouvons recalculer la densité d’énergie et son intégrale 1’énergie totale, dans le
repere du hopfion, afin de voir comment celle-ci se distribue.

Comme nous avons ’expression explicite pour le vecteur de Riemann-Silberstein dans
son référentiel, le plus simple revient a calculer directement la densité d’énergie avec

1 _
R-R.

e=—R- 2.48
2 (2.48)
Nous obtenons
9By [ Mo \"
e= 2 (—°> X (2.49)
to \ Lo

(@ +3((T = 2)2 + X2 +Y2))?
(3t + 202 (5T2 — 8T Z + 3 (X? + Y?) +522) + 3 (~T2 + X2 + Y2 4 22)%)"

X

Dans la fig. nous avons représenté la densité d’énergie dans ’espace pour différentes
valeurs du temps. On voit que la densité d’énergie commence par étre tres localisée au-
tour du centre du nceud, puis, a mesure que le temps passe, cette densité d’énergie s’ho-
mogénéifie dans tout 'espace, en tendant donc vers 0. Nous verrons cependant dans le
chapitre [p| que le neeud ne disparait pas.

Dans la fig. [2.9) on a pris @ = 3, et on voit que la densité d’énergie prend cette forme
typique de tore qui s’élargit selon le temps 7.

On peut de plus réintégrer la densité d’énergie sur tout I’espace, et on obtient bien
pour I'énergie totale E' :

E B260 )\8
= =322 0 2.50
c V3 16 (aLg)?’ (2.50)

ce qui est égal a la masse invariante du noeud.
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FIGURE 2.7 — Lignes de champ du hopfion dans son repéere inertiel pour différentes valeurs
de T', pour By = A\g = Ly = a = 1. Le champ électrique est en bleu, le magnétique en

rouge.
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FI1GURE 2.8 — Densités d’énergie du hopfion dans son repere propre pour différentes valeurs
de T. On apris Bp=a =X =Ly =pg=1.
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FIGURE 2.9 — Densités d’énergie pour différentes valeurs de T'. On a pris By = \g = Ly =
1o = 1. Cette fois, on a pris a = 3.

31



Chapitre 3

Formulation de Bateman

La construction de Bateman permet de générer un champ électromagnétique a 1’aide
de deux champs scalaires complexes.

Originalement, Bateman introduit un vecteur M = ¢B + iE et écrit ce M en terme
de deux potentiels scalaires complexes :

M =VaxVj. (3.1)

Cependant nous allons procéder de maniere un peu différente, pour rester en accord avec
nos conventions précédentes. Soient donc deux fonctions complexes a(z#), f(z#) € C et
qui sont telles que

0,000,B — 0,00, = i €y P 7. (3.2)

Si les fonctions (a, §) obéissent a ces équations “d’auto-dualité”, alors le tenseur anti-
symétrique qu’elles définissent se trouve étre un tenseur de Riemann-Silberstein et satisfait
les équations de Maxwell. On a

R, = 0,00, — 0,00, =i €45, 07 0° 3, (3.3)

avec 1’équation
O, R" =0 (3.4)

automatiquement satisfaite.

Nous allons a partir de maintenant appeler de telles fonctions («, ) des potentiels
de Bateman (on peut en réalité les associer a des potentiels d’Euler complexes [@], .
Ainsi, résoudre les équations de Maxwell dans le vide, sans source, revient a trouver deux
scalaires obéissant a 1’équation d’auto-dualité , ce qui s’avere nettement plus simple
a manipuler que des tenseurs ou des vecteurs.-

Nous pouvons écrire le vecteur de Riemann-Silberstein de maniere simple également

—

. . . E .
R=—iVaxVi=— +iB, (3.5)

nous permettant ainsi d’identifier les champs électrique et magnétique associés en séparant
les parties réelles et imaginaires.

Par ailleurs, les conditions que nous avons imposées sur les champs, c¢’est-a-dire qu’ils
doivent étre de méme norme et perpendiculaires entre eux, est trivialement satisfaite car

S\ 2 —
E —, E —
R, R =0, (;> = B? —-B=0 (3.6)
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3.1 Notre hopfion

Pour simple mention, le hopfion que nous avons construit dans le chapitre [2 avant
qu’on ne lui applique un boost de Lorentz, et avec le facteur adimensionnel o = 1, est
généré par les potentiels de Bateman suivants :

V2ZBN A —1+iZ

“ 2 A+iT (8.7)
5 V2B Y +iX (3.8)
L2 A+l '

V2Bo)\2

les deux premieres fractions 0 étant 1a afin d’obtenir les mémes normalisations que

2
0
dans le chapitre précédent.

3.2 Familles de noeuds

Cette maniere de construire un noeud électromagnétique permet de générer des familles
entieres de nouveaux noeuds. En effet, pour toute paire («, ) satisfaisant aux équations
d’auto-dualité, les fonctions bi-holomorphes (f(a, 3), g(c, 5)) en ces deux variables y sa-
tisfont également.

En particulier, et cela va nous étre utile par la suite, les transformations conformes
des coordonnées {x*} peuvent engendrer de nouvelles solutions, qui peuvent étre physi-
quement distinctes et donc non-triviales. De plus, de maniére analogue au chapitre [I.1]
puisque toutes les dérivées sont prises par rapport a z*, on peut procéder a une exten-
sion dans le plan complexe (en fait une continuation analytique, ol toutes nos grandeurs
correspondent a des fonctions holomorphes sur celui-ci). Par apres, il suffit de séparer a
nouveau les parties réelles et imaginaires du tenseur de Riemann-Silberstein associé pour
récupérer de nouveaux champs électrique et magnétique.

3.3 Potentiels de jauge

Ces potentiels de Bateman définissent également des potentiels de jauge habituels, en
effet :

9, R" =0 (3.9)

permet de définir, dans I'espace-temps de Minkowski de topologie triviale, un potentiel
vecteur complexe, S, € C, tel que

R, = 0,5, — 0,5,. (3.10)
Ce vecteur possede alors la symétrie locale de jauge suivante,
S,=S,+0,x, x(=")ecC, (3.11)

et on peut ’écrire en fonction des potentiels de jauge habituels pour les champs magnétique
et électrique :
S,=A, +1C,, A, C,eR, (3.12)
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comme discuté dans le chapitre [I}
Lorsque le tenseur de Riemann-Silberstein est donné par des potentiels de Bateman
(cr, B), nous avons alors comme choix possibles

1
Sp = 5 (0048 = BOu) + Fp1 = Q0B + D2 = —B0pax + Oys, (3.13)
ou Y1, 72,73 € C représentent des transformations de jauge complexes arbitraires. C’est

donc bien la partie réelle de S* qui définit le potentiel de jauge vectoriel que I'on doit
insérer dans 'action pour la particule. Mais nous verrons cela dans le chapitre [6

3.4 Quantités conservées

2 8
Comme on I’a vu plus tot, le hopfion a une énergie finie £ = \/5%. On voit que
pour les potentiels de Bateman correspondants, donnés dans la section , sa quantité

de mouvement P est donnée par (0,0, —£) et son moment angulaire L = (0,0, £).
De plus, pour la famille de hopfions générée par

R = (—i)Vf(a, 8) x Vg(a, B). (3.14)

on peut relativement facilement retrouver comment se transforment ces quantités conservées
a partir de I’énergie. Par exemple, pour la transformation la plus simple, on peut prendre
fla, B) = a” et g(a, B) = 4, ot p et ¢ sont premiers entre eux, et on obtient [[6] que les
quantités conservées quantité de mouvement et moment angulaire totaux s’expriment, en
les calculant par rapport a E, ), I'énergie finie définie pour le noeud (p, ¢), comme

P
P={00-—Eq,q, |,
( p+q “"”)

(3.15)

q
L={00—25,,).
( pta (”q))
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Chapitre 4
Hopfion généré par topologie

Les premiers nceuds électromagnétiques ont été construits par Ranada a partir de son
modele topologique de I'électromagnétisme. Avec Trueba qui le rejoint peu apres, ils ont

écrit toute une série d’articles a partir de 1989 , , - .

4.1 Le modele topologique de I’électromagnétisme

Nous allons brievement résumer les éléments de base constituant la théorie topologique
de I'électromagnétisme. Cette théorie a été proposée pour la premiere fois par Ranada en
1989 . Elle permet de créer des noeuds électromagnétiques. De plus, on peut montrer que
tout champ électromagnétique de radiation (c’est-a-dire tel que E-B = 0) est localement
égal a un nceud électromagnétique, et donc que le modele topologique est localement
équivalent a la théorie standard de radiation de Maxwell. Cependant, ces deux théories
restent non équivalentes globalement. La différence se trouve au niveau du comportement
des champs autour du point en infini [12]

Par ailleurs, le modele donne une quantification naturelle de la charge électrique .
Ce mécanisme donne pour la charge fondamentale la valeur gy = v/hc, ¢’est-a-dire environ
3, 3 fois la charge de I’électron.

Nous allons tout d’abord expliciter comment décrire le champ électromagnétique avec
ses lignes de champ. Nous pouvons formaliser ces dernieres en en prenant deux champs sca-
laires complexes lisses @(r, t), 0(r,t) : R3 xR — C. Les lignes de champ électromagnétique
se trouveront alors étre les courbes de niveaux de ces deux champs scalaires ¢ et 6.

Commengons par considérer le champ magnétique B(r, ), dont les lignes de champs
sont les courbes de niveau de ¢(r,t). Nous représentons lesdites courbes par ¢(t, x,y, z) =
®o, Ou ¢y est une constante labellisant chaque courbe/ligne de champ. Comme le champ
magnétique est tangent en chaque point a ses lignes de champ, il est donné par

B(r,t) = g(r,t)V¢ x V. (4.1)
On sait que la divergence de B doit étre nulle,
V- -B=Vyg- (V¢ xVg) =0, (4.2)
il suit que g doit dépendre uniquement de ¢ et ¢. Nous pouvons réécrire B comme

B(r,1) = g(6, )V x V. (4.3)

35



On peut écrire la partie spatiale du tenseur de Faraday Fj; sous la forme suivante :

Fy; = —€iuBr = g(0, 9)(8;00;¢ — 0;00;0), (4.4)

et en imposant la covariance, on obtient finalement

F,uy = g(¢7 QB) (8“g581,¢ - 81,@_58#(5) . (45)

On peut dériver le champ électrique a partir de cette derniere expression :

E(r,t) = g(¢,9) (860V ¢ — Vo) . (4.6)

Grace a la dualité, nous pouvons procéder de maniere analogue, mais cette fois en partant
du champ électrique et du tenseur dual *F,,. Nous définissons donc le champ électrique
en termes du deuxieme champ scalaire 6

E(r,t) = h(0,0)VH x V4, (4.7)

d’ou on tire que

“Flw = h(0,0) (0,00,0 — 0,00,0) (4.8)

équation a partir de laquelle on obtient le champ magnétique B en fonction de 6

B(r, ) — "0 (a5v0 - waa) . (49)

c

Ces quatre expressions pour E et B doivent bien entendu s’identifier deux par deux, ce
qui permet d’obtenir des conditions sur g et h. On a

E(r,t) = g(¢, ) (006V ¢ — Vddop) = h(6,0)VE x V0, (4.10)
B(r,t) = g(¢,0)Vo x Vo = ( f) (006V 0 — V00,0) . (4.11)

Une solution possible a ces derniéres équations prend la forme

o va
—27i(1 + ¢9)?’
o ac
h(0,0) = il 1+ 00)2°

(4.12)

ol a est une constante dont nous trouverons I’expression exacte quand nous construirons
explicitement le hopfion dans la section suivante.

Nous obtenons finalement que deux champs scalaires complexes lisses ¢(r, t) et 0(r, )
décrivent un champ électromagnétique sous la forme

Blr.1) = VaVex Vo
7 2mi (14 ¢<5)2_’ (4.13)
B, g) _ Yic V0 X V0

" 2mi (a+60)2"
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qui doivent également obéir aux relations

Ja _ _
B(r,t) = ———— (0,0V8 — 0,0V
(x,2) 27ic(1 + 00)? (9 ’ ) (4.14)
NG B ~ .
E(r,t) = ———— (00¢V o — 009V @) .
(1,0) = 5y oy (00— 00V)
Nous pouvons a nouveau réécrire ces équations de maniere covariante :
Fy = V000000 = 0,00,0. (4.15)
ooom (14 ¢9)?
Une relation analogue vaut pour le tenseur dual :
00,0 — 0,00,0
Fo = V@ 9,000 ~ 0,09,6. (4.16)

2 (1+600)?

4.2 Compactification de R? et C

Pour construire un champ électromagnétique acceptable, il convient de choisir des
champs ¢, 6, tels que son énergie, son moment angulaire et sa quantité de mouvement
soient tous finis. Deux conditions de régularité a imposer sont donc

lp(r)] — 0, et |0(r)] — 0, quand r = |r| — oc. (4.17)

Ces conditions impliquent, d’un point de vue mathématique, que nous identifiions tous
les points & I'infini & un seul point, ce qui est appelé une compactification de R? par ¢ ou
0, respectivement.

De plus, nous devons imposer que les images inverses de ¢ = oo et § = 0o, ne dépendent
pas de la direction par laquelle on les approche dans C.

Nous nous sommes occupés des points en I'infini de R? et C, il ne nous reste donc plus
qu’a trouver des cartes pour le reste des points.

4.3 L’index de Hopf

La carte de Hopf est historiquement la premiere carte |[16] qui envoie une sphére sur
une spheére de dimension inférieure, ici f : S — S%. En quelques mots simples, chaque
point distinct de la 2-sphere correspond a un cercle distinct de la 3-sphere. On peut donc
dire que la 3-sphere est composée de fibres, chaque fibre étant un cercle.

Les coordonnées cartésiennes (z,y,z) d'un point P € R3 peuvent étre associées a
quatre coordonnées (s, u, v, w), qui sont les coordonnées cartésiennes de la 3-sphere plongée
dans la dimension 4 ; on a donc la condition s? + u? 4+ v? + w? = 1 pour se trouver sur la
3-sphere. Les expressions explicites, pour la projection stéréographique a partir du pole
nord sont

2x 2y 2z r?—1
) u = ) w =
r?+1 r?+1

avec 2 = 2% + y? + 22

S =

: (4.18)
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¢~ (P1)
FIGURE 4.1 — Les deux courbes fermées ¢! (P;) et ¢~ (P,). Leur indice de Hopf est n = 1.

Chaque point de C peut étre donné par un nombre complexe &, qui peut étre représenté
par trois coordonnées cartésiennes réelles, (k, [, m), qui sont les coordonnées de la 2-sphere

plongée dans la dimension trois, c’est-a-dire avec la condition k2 + 2 + m? = 1. La
projection a partir du pole nord donne
2R 21 ¢ 1
o 2Re© o, 2@ -1 (4.19)
EE+1 EE+1 EE+1

Cela revient & compactifier R? en S3 et C en S?, et on obtient finalement deux cartes
$,0: 8% — 52

Ces cartes peuvent étre divisées en classes d’homotopies, qui sont indexées par un
invariant topologique que 'on appelle I'indice de Hopf.

Si on prend deux points P; et P, dans S, nous pouvons prendre leurs images inverses
par ¢, ¢~ 1(Py) et ¢~ (), qui seront deux courbes fermées dans S3. Leur nombre d’en-
trelacement (de Gauss) est défini par le nombre d’intersections entre la surface orientée
définie par 1'une des courbes et I'autre courbe (voir fig. . Ce nombre ne dépend pas
de la paire de points puisque, si on déplace de maniere continue les points (P;, P») vers
(Py, Py), les images inverses ne peuvent pas se nouer ou se dénouer, puisqu’elles devraient
avoir pour cela des points communs, alors qu’on a défini que pour des points distincts
dans S?%, on a des images distinctes dans S3. De la méme maniere, si la carte ¢ évolue
dans le temps, le nombre d’entrelacement doit rester le méme.

L’indice de Hopf est défini comme le nombre d’entrelacement entre deux courbes
images inverses de deux points quelconques de S2. Il est donc défini une fois pour toutes
pour l'entiereté de la carte. Il s’agit d’une généralisation du nombre d’entrelacement de
Gauss. Les cartes peuvent donc étre divisées en classes d’homotopies, chacune représentée
par son indice de Hopf n.

En 1947, Whitehead montre que l'on pouvait écrire I'index de Hopf comme une
intégrale, formulation qui va ici nous étre utile.

n = / AAF, (4.20)
SB
avec F' = dA les formes définies précédemment. Rappelons-nous que, dans R3, ces formes
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s’écrivent .
F= —§eijk3kda¥ A da?, A= —Ada’, (4.21)
avec B=V x A.
On peut alors réécrire I'index de Hopf comme
H(p)=n= | A-Bdz, (4.22)
R3

ce qui est directement proportionnel a 1'hélicité magnétique, moyennant des constantes
dimensionnelles.
Par des manipulations similaires, en partant du champ 6 on a également

H(0) = /Rg C . Ed’z. (4.23)

4.4 Le noeud de Hopf-Ranada

La solution explicite aux éqgs. (4.13)) et (4.14) décrivant les noeuds électromagnétiques
est introduite pour la premiere fois par Ranada dans . Avec nos conventions, nous avons

(AX = TZ) +i(AY +t —T(A—1)

¢= (AZ +TX)+i(A(A—1)=TY) ' (1.24)
0 (AY +T(A—-1)+i(AZ+TX) '
C(AX —TZ2)+i(A(A—1)-TY)’
avec, définis comme précédemment, (7, X, Y, Z) sans dimensions :
t
x=2 y=4Y z-Z2 7=
LO LO LO LO (4 25)
A_X2+Y2+ZQ—T2+1 '
= 5 .
Nous obtenons alors pour les champs électrique et magnétique :
B(r.t) = va QH; + PH,
’ wL3 (A2 +T?)3 "’ (4.26)
E(I‘ t)_C\/EQHz—PHl '
" rLE (A2 4+ T2)3
ou les quantités P, () sont définies par
Q= A(A*-3T%), P=T(T*-3A%, (4.27)
et
Y+T-XZ (X272 41— (T+Y)?)
X2 =Z2+ -1+ (T+Y)? Y+XZ+T
(4.28)
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414
construit par inversion conforme. Dimensionnellement, on a

Nous pouvons finalement identifier a =

, pour concorder avec notre hopfion

[a] = hcpo.

Considérons maintenant I'index de Hopf du nceud. Nous avons écrit ici ¢ et # comme

des champs scalaires complexes R3 x R — C, essayons maintenant de les paramétriser en
tant que cartes S3 x R — S2.

Ecrivons ¢ et 0 en termes de

s+
= 4.29
¢ v+w’ (4.29)
g — L (4.30)
S+ w

avec

AX -TZ

u(r,t) = AY(;;];—(;;) 1), (4.31)
AZ +TX

AA-1)-TY

wiet) = =iy

toujours avec s? +u? +v? +w? = 1. On peut interpréter ces expressions comme se trouver
sur la sphere S3 plongée en quatre dimensions, qui se déforme de maniere lisse avec le
temps. Nous avons de plus

k+ 1l
¢=1_ (4.32)
avec k2 + [2 +m? = 1. Les relations inverses sont
Lo 010
o+ 1
=19 (4.33)
9o —1
m=—— )
o+ 1
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Nous pouvons donc établir, pour la carte ¢ = S® x R — S2, la correspondance suivante :

k = 2(sv + uw)
2 2
e (A

I =2(uv — sw)

~T(XZ+Y (A1) + AT(X? —Y? — 22+ (A - 1))},

= ﬁ {(A2=T*)(YZ - X(A—1))+2AT(XY + Z(A-1))},
m=s>+u®—0v?—w?

1 2
@y e 1A

—TH(XP4+Y? -2 —(A-1)*)+4AT(Y(A-1) - X2)}.
(4.34)

Il s’agit de la carte de Hopf correspondant au champ magnétique du nceud. Hopf lui-méme
a démontré que son index de Hopf est de 1.

Il en va de méme pour la carte correspondant a ¢, qui peut étre obtenue a partir de
I'éq. (4.34) en procédant aux remplacements s — u,u — v,v — S.
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Chapitre 5

L’index de Hopf et I’hélicité

L’hélicité est utilisée dans deux contextes différents : pour caractériser la topologie des
lignes de champs d’un champ sans divergence (c’est-a-dire la fagon dont elles s’enroulent
sur elles-mémes) ; ou, dans le domaine de la physique des particules, pour caractériser le
signe de la projection du spin sur la direction du mouvement.

5.1 L’hélicité

Intéressons-nous tout d’abord au domaine de la topologie.

Tout champ vectoriel de divergence nulle sur un domaine D C R? définit une intégrale
qu’on appelle son hélicité. Pour le champ magnétique, on parle d’hélicité magnétique ou
on choisit alors D = R3, elle est donnée par

1
hp = A - Bd® 5.1
7 2ep / o (5.1)
. s . o - aC
avec A le potentiel vecteur magnétique tel que B =V x A = —%=.

Dans notre cas, comme nous sommes dans le vide et que E est donc sans divergence,
nous pouvons définir de maniere analogue 1’hélicité électrique,

1
hg = -Ed® 2
" QCSMO/C - 5-2)

. 7 . _ _ 8A
avec C le potentiel vecteur électrique tel que E =V x C = —52.

L’hélicité électromagnétique est définie uniquement dans le cas de champs dans le vide
par h = hg + hg.

Commencons par montrer que ces trois quantités sont invariantes dans le temps. Si
nous considérons le cas d'un “null-field”, c’est-a-dire entre autres tel que E-B = 0, ce qui
est le cas pour le hopfion, nous avons que

dhp 1

W = - — E . Bd?’x,
Clo
e 3 (5.3)
ZE _ — [ E-Bd,
dt Clo

qui sont nuls dans le cas de nos champs perpendiculaires I'un a l'autre. Les hélicités
électrique et magnétique sont donc conservées séparément dans le temps. Nous avons de
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plus la propriété agréable que, méme pour un champ non nécessairement de radiation —
c’est-a-dire ou E-B n’est pas nécessairement nul — I’hélicité électromagnétique h = hp+hg
reste conservée dans le temps.

En fait, les hélicités magnétique et électrique sont égales.

Tout d’abord, nous pouvons voir qu’elles ont le méme signe, mais pas forcément la
méme valeur, en observant que

0
E(E-B):B-VXB—E-VXE:O7 (5.4)
ou B-V xBet E-V xE ont le méme signe.

La fin de la démonstration, qui identifie hr et hp, est un peu compliquée . Nous
utiliserons une autre formulation dans la section [5.2, qui la rendra plus simple. On en
déduit ensuite que les index de Hopf des cartes ¢ et 6 sont aussi égaux.

H(p) = H(0). (5.5)
Or, nous savons que
Tt B2)\8
hB = 8L40 0 (¢)7
0CHo
CAR2)S (5.6)
00
= H
i 8Lgcuo (©),
et donc
H(¢) = H(0) (5.7)

Nous allons maintenant observer quel est le lien entre I'hélicité topologique de notre
hopfion et I’hélicité du point de vue des particules.
Ecrivons le potentiel vecteur A comme une intégrale de Fourier,

1 dsk —ikx — — ikx
A(r,t) = COEE / NG {(eRaR +erap) e ™ 4 (epag + € +ar) e } , (5.8)

avec €g, €1, les vecteurs unités de polarisation droite et gauche et ag, a;, des fonctions de
k. Nous avons bien entendu une expression similaire pour C, avec cg = ia, et ¢, = —iay,
puisque les champs E et B sont duaux dans le vide, sans source. Nous avons alors, pour
I’hélicité électromagnétique,

h = hB + hE = h/d3k {dR(k>aR(k - ELL(k)CLL(k)} (59)

En électrodynamique quantique, ag et ay sont les opérateurs d’annihilation (respective-
ment ag,ar, de création) des photons. Cette derniére intégrale est donc I'opérateur qui
compte la différence entre le nombre de photons droits et de photons gauches, que 'on
peut écrire simplement A(Ng — Np).

En assemblant les égs. et , nous obtenons finalement que

473238
T By,

8L (H(¢)+ H(0)) = Np — Ny, (5.10)
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En conclusion de cette section, on peut dire que les nceuds électromagnétiques sont
stables, car leur index de Hopf, et donc leur hélicité magnétique et électrique, c¢’est-a-
dire la fagon dont ils sont enroulés sur eux mémes, sont constants. Donc méme si leur
densité d’énergie tend vers zéro en fonction du temps, les noeuds conservent leur structure
caractéristique.

De plus, I’éq. (5.10)), appelée quantification topologique de I'hélicité électromagnétique,
nous garantit que la différence en nombre entre les photons droits et gauches est conservée.

Finalement, pour en revenir a notre hopfion, a partir de la section qui nous dit
que l'index de Hopf de la carte correspondante est 1, et de la section qui identifie
index de Hopf et hélicité, on obtient finalement que les hélicités électrique et magnétique

o mBIAS
2cpo B 16p0L5

du hopfion valent hp = hg =

P w2 B2AS
co  Spolg

et son hélicité électromagnétique vaut

5.2 Formulation de Bateman

La formulation de Bateman permet de montrer facilement que, pour les noeuds élec-
tromagnétiques, les hélicités électrique et magnétique sont égales entre elles.

Pour plus de facilité, définissons simplement un nouveau vecteur potentiel complexe
avec la convention V = C+iA, tel que R = V x V. Nous avons alors, par simple identité
vectorielle :

V = (-i)aVp. (5.11)

On peut vérifier que les hélicités électrique et magnétiques sont égales en procédant
au calcul suivant :

V- R=aVp-(VaxV3)=0

5.12
=C-E—-—A-B=0. ( )

De plus, avec nos familles de hopfions générées par les conventions du chapitre[3.2] nous
pouvons exprimer les hélicités électrique et magnétique [|7]| comme dépendant uniquement
de I’énergie totale du hopfion et des puissances auxquelles nous élevons a et (3 :

E
hg =hg = ——. 5.13
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Chapitre 6

Particule chargée relativiste dans un
champ électromagnétique externe

Dans ce chapitre, nous dérivons les équations pour la trajectoire d’une particule re-
lativiste, chargée, massive ou non, plongée dans un champ électromagnétique externe
constant dans le temps et homogene.

6.1 L’action scalaire de la particule

6.1.1 Action lagrangienne

L’action scalaire habituelle pour une particule de masse mg, de charge ¢, dans un
champ électromagnétique externe, est donnée par

Szt = /dTLl(xu,z",)\; At (xh), (6.1)
Ly(at, it Ny A¥(at) = —moer/nuwaha? — gt A,( (6.2)
Tt = @ (6 3)

Codr’ '

dans laquelle 7 parametre d’évolution temporelle de la particule, le long de sa ligne
d’univers x#(7); il s’agit d'un parametre sans dimension physique. z# a une dimen-
sion physique de longueur L. On a I’élément géométrique de la métrique de Minkowski

ds?, = nw,dx dx, I'élément géométrique induit sur la ligne d'univers de la particule

dx* dx¥
ds* = nu— o d ——(dr)? = #%*(d7)%. La métrique de 'espace-temps de Minkowski dans
T dr

laquelle la ligne d’univers est plongée induit une nouvelle métrique sur cette ligne d’uni-
vers : ds? = g,.(d7)?, avec g,, = #* > 0 (particule de genre temps de masse non nulle
ou de genre lumiere de masse nulle). On a comme einbein induit sur la ligne d’univers
er = \/Grr = Vi2 > 0.

Cependant, nous souhaitons utiliser une action restant valable dans le cas d'une masse
nulle, et le lagrangien (6.2)) ne convient plus, car il devient dans ce cas trivial (il ne reste
que le terme de bord du au champ électromagnétique externe).

Prenons donc 'action définie par

Syl N = / drLo(zh, X AR(zh)), (6.4)
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avec le lagrangien

zMW¢axM@w——%mﬂmw—gm@%qu@w (6.5)
A(7) est en fait un degré de liberté additionnel non dynamique. En effet, son équation dif-
férentielle ne dépend pas de A. A(7) correspond en fait a1’ einbein d’une structure métrique
intrinseque a la ligne d’univers, g, (contrairement a 1’einbein introduit plus haut qui est,
lui, induit par la métrique de Minkwoski). On a alors ds* = g,,(d7)? = 72(7)(d7)?, qui a
donc 7y(7) > 0 comme einbein, indépendante des x* (7).

Essentiellement, \(7) correspond a (), avec notamment le fait que A(7) ne peut pas
s’annuler ni changer de signe. En effet, si A pouvait s’annuler pour un certain 7, cela vou-
drait dire que la métrique s’annule aussi pour ce 7 et donc il y aurait une dégénérescence
de la métrique riemannienne intrinseque a la ligne dunivers pour cette valeur de 7.

On a donc construit une nouvelle action Sy qui est plus générale que S;, puisque si,
dans le cas d’une masse mq nulle, S; devient triviale, So quant a elle est toujours valide.
On peut se convaincre que dans le cas massif, les dynamiques décrites par les actions S
et S7 sont équivalentes. Pour le montrer, il suffit de remplacer A par sa solution a son
équation du mouvement. En variant ’action linéairement avec d\, on a

(moc)?

1 e

= \7) = — > 0. (6.7)

mocC

On a donc bien que dans le cas d'une masse non nulle, A est directement proportionnel,
a un facteur 1/(mgc) pres, a 'élément géométrique invariant sous les difféomorphismes de
la ligne d’univers.

Si on remplace a présent cette derniere expression pour A(7) dans l'action S, on
obtient a nouveau l'action S, ce qui démontre que ces deux actions décrivent la méme
dynamique pour le cas d'une particule de masse non-nulle.

Par ailleurs, d’apres 1’éq. , la dimension physique de A est M ™! - T (car T est
adimensionnel).

6.1.2 Action hamiltonienne

Considérons une troisieme forme d’action, on a

Sl pu, A| = /dTL(x“,ab,pM,)\;A“(x“)), (6.8)
avec
Lty p, A; A(a#)) = i¥'py — H (2", pu, X; A*(2"))
ZWm+%«m+%%V—WwW% o
et pour I’hamiltonien,

H(&, g X5 A4(2)) = =5 (5 + 040" — (mac)?). (6.10)
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Au niveau des dimensions physiques, on a bien, comme d’habitude pour nos conventions,

[S]=M-L? T [zt] = L; p)=M-L-T!

A ) =M -L-T7Y; [¢F, =M -T7Y;, N=M"1.-T. (6.11)

On a le crochet de Poisson {z#,p,} = 0¥ et les équations hamiltoniennes du systeme

dzt

?:{x”,ﬂ}:—)\(p“—l—qfl“),
W (o HY = Mgl + 47 22 o
dr p, = Aq\p q 8%'

Ici, A définit un degré de liberté auxiliaire, non dynamique, qui joue le role de multi-
plicateur de Lagrange pour la contrainte correspondant a la valeur nulle que doit prendre
le générateur des difféomorphismes de la ligne d’univers, qui est en fait une charge de
Noether. Cette contrainte est donnée par

(D + aAu(z"))? = (moc)®) = 0. (6.13)

N —

¢(xuapu) =

En effet, par construction, les trois actions sont invariantes sous transformations de
coordonnées dans la variable 7. La physique ici décrite doit étre indépendante du choix
de paramétrisation de la ligne d’univers en fonction de 7, et donc le générateur des
difféomorphismes doit s’annuler pour les équations du mouvement qui sont indépendantes
du choix de coordonnées 7.

S1, 59 et S décrivent la méme dynamique dans le cas d’'une particule relativiste de
masse non-nulle. Pour une particule de masse nulle, S5 et S décrivent encore la méme
dynamique. Pour le vérifier, commencons par éliminer les moments conjugués p* en les
remplagant par ’expression donnée par les équations hamiltoniennes :

= - qgA* (zh). (6.14)

Remplacons ensuite cette expression dans 1'éq , on obtient

@2 . 2
L= 5~ qi" A N {ﬁ - (mOC)Q}

A ,
=9 §(moc)2 —qit'A, = Ly

(6.15)

Par ailleurs, si on substitue cette méme relation dans I’équation hamiltonienne pour
pt, on obtient I’équation du mouvement pour x* obtenue avec I'action Sy. Enfin, toujours
en substituant cette relation pour p*, si on la replace dans la contrainte ¢ = 0, on obtient

2 (mgc)

2)\2 2

2

—0. (6.16)

V2, ce qui

1
Ainsi, dans le cas de masse non nulle, nous avons a nouveau A\ = —
mocC
conduit finalement aussi a 'action Sj.
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6.2 Equation du mouvement

Nous avons donc les équations du mouvement suivantes :

dx* " . "
dp* i 0A,
— = H} = \g(p” AY 1
g~ WL HE = M0+ aAD) 5 (6.17)
avec la contrainte suivante :
(p" + qA*(x"))? = (mgc)?. (6.18)

La liberté de choix de paramétrisation de A, fonction de 7, paramétrise la liberté de
paramétrisation en 7 de la ligne d’univers de la particule. On choisit de paramétriser A
tel que

e A(T), (6.19)

s(t) = /T dr'\(t'), (6.20)

70

avec pour condition initiale s(7 = 79) = 0. Puisque, comme nous ’avons précisé plus haut,
A(T) > 0 pour tout 7, alors s(7) est une fonction strictement croissante et donc bijective
sur son domaine, avec s(7) sa réciproque unique. Comme A est de dimension L, on en
déduit que s est de dimension M~ - T.
Nous pouvons changer de paramétrisation en exprimant les dérivées comme
d dsd d

e dds /\E, (6.21)

avec en condition initiale
T=1, S(10)=0. (6.22)

Comme A(7) > 0, alors s(7) est une fonction strictement croissante selon 7, avec une
fonction réciproque unique 7(s). En raison de l’adimensionnalité de 7, la dimension de s
est M—1-T.

Nous pouvons donc réécrire les équations (6.17)) sous la forme

dz*
e = @+ aAt @) (6.23)
dpt 0A, , , 5
S =+ g A (a)), (6.24)
w

équations toujours soumises a la méme contrainte
(p" + qA*(2"))? = (mpc)®. (6.25)
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Ces équations différentielles d’ordre 1 impliquent des équations différentielles d’ordre 2 de
la forme

d?z+ JA* DA\ dx¥ dz”
I — id — g
PR (835" &UM) ds "y ds’ (6:26)
dat
P = - g ), (6.27)

daet\ 2
(E) = (m0C2)2. (628)
Nous pouvons maintenant introduire le quadri-vecteur vitesse de la particule

dz*

n —
uHt = —.
ds

(6.29)

Avec la contrainte (6.28]), on a

C

uz(Ep) i = (moc)?, (5)2—p3=<moc>2, (6.30)

avec I I'énergie et p, la quantité de mouvement, deux quantités relativistes et invariantes
de jauge de la particule.

Ces quantités ne sont pas conservées en présence du champ électromagnétique externe
Fre,

On a donc comme équations pour la dynamique du systeme

dz# i

L (6.31)
= P, () (s), (632
u*(s) = (mgc)?. (6.33)

Les deux premieres équations sont couplées entre elles si F'* (z#) dépend de la position
dans I’espace-temps.
Les solutions de ces équations sont uniques si on précise leurs conditions initiales en
s=0ourT ="y,
(s =0) = 7", ut(s = 0) = a". (6.34)

De plus remarquons que si la contrainte (6.28]) est vérifiée par les conditions initiales,
alors elle le reste tout le long de la ligne d’univers de la particule. En effet, comme F*
est antisymétrique, si on multiplie par u, I’équation (6.32)), on obtient

(6.35)

Enfin, notons que ces équations du mouvement soit valables que la masse de la particule
soit nulle ou non. Seule la quadri-vitesse est influencée par la masse de la particule, nulle
dans le cas d'une particule de genre lumiere et non nulle pour une particule de genre
temps.
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6.3 Vérifications pour la force de Lorentz

Nous allons maintenant procéder a quelques vérifications dimensionnelles et physiques,
afin de voir si les équations que nous avons établies précédemment sont équivalentes aux
équations du mouvement habituelles dans le cas de force de Lorentz écrite en fonction des
champs électrique et magnétique.

Nous avons
E , di¥ dt dt E
c ds ds’ ds %’
avec t le temps physique (que ’on mesure donc dans le référentiel inertiel). Nous pouvons
exprimer les équations du mouvement en terme du temps physique ¢ plutot qu’en terme

du temps propre s.
De I'éq. (6.32]), nous avons pour p = 0 que

(6.36)

du®

; q
 —gF' 4= Lp. - E. )
En y insérant 1’éq. (6.36]), on obtient
dE dx
— g— . E. 6.38
T (6.38)

Cette équation correspond a ce que la variation instantanée de 1’énergie de la particule
est égale au travail développé par le champ électrique, comme on 'attend.
Pour les composantes spatiales p =1 = 1, 2, 3, nous avons

du’ : Bt dx '
=qF' u +qF" W = qg—c— +q (— X B) : (6.39)
c
En prenant u’ = pj et en multipliant chaque membre par dt/ds, nous obtenons

dp, dx
— =qE+q¢— x B 4

ce qui correspond, comme attendu, a 1’équation du mouvement d’une particule chargée,
soumise a la force de Lorentz.
Enfin, dans le cas d’une particule massive, il vient de (E/c)? — pZ = (mgc)? que

dx 1

— 2 — _ = —
E = mgycy, Py = YMo——, avec y = 1_i(d_x)2.

= (6.41)
c? t

6.4 Trajectoire dans un champ électromagnétique
critique homogene statique

Considérons un champ électromagnétique statique et homogene noté
E,, = F,,(z"). (6.42)

20



F,,, est donc un tenseur de Faraday constant dans le temps et I’espace. Nous choisissons
la jauge pour le potentiel électromagnétique telle que

1_
Aﬂ(x'u) = _5 uuxy> (643)

pour avoir Fuv =0,A, — 0,A,.
Les équations du mouvement ((6.31]) a (6.33]) se découplent alors et deviennent :

dx*(s du*(s
5) _ sy, W)
ds ds
Notons a présent le tenseur de Faraday comme une matrice 4 X 4 [, de maniere a ce
que

= qF" u”(s), u?(s) = (moc)?. (6.44)

F—[F*].
La solution générale aux équations du mouvement est alors de la forme suivante :
u'(s) = [exp (¢sF)] a L, (6.45)
zh(s) = T+ /S ds' [exp (¢s'F)]"  a”, (6.46)
= (moc)Q(.) (6.47)

La dépendance en s de ces équations sera en fonction du signe de (E/c)? — B? et de
la valeur de E - B. Cette dépendance sera soit trigonométrique et donc périodique, ou
hyperbolique et donc non bornée. Le troisieme cas est celui qui nous intéresse; dans le
cas des champs critiques, nous nous trouvons juste “entre” ces deux possibilités.

Considérons donc le champ électromagnétique introduit par 1’éq. , c’est-a-dire que

E E
= =29, =Bye;; B = Byés. (6.48)
C C

Rappelons qu’il s’agit du champ électromagnétique que 1’on utilise ensuite pour cons-
truire le hopfion, a I'aide d’une inversion conforme, d’une translation complexe dans le
temps puis d'un boost de Lorentz.

Nous pouvons réécrire cette configuration comme

E' By

51’1 — B 51’1
c ¢ 0 (6.49)
B! = By6*?,
ce qui donne les puissances du tenseur de Faraday sous sa forme matricielle suivante
010 0 100 -1
= 100 -1 = 520 00 0 =3
F = By 000 ol F* = B, 000 ol F° = 0. (6.50)
010 0 100 —1

Nous avons que l'expansion de Taylor de I'exponentielle de I'éq. (6.45]) s’arréte naturelle-
ment apres le troisieme terme, donnant ’expression exacte suivante :

1—|—%q23233 qsbo —%QQSQBS

— sB 1 0 —qsB
exp (¢sF) = q 0 0 0 1 qO 0 . (6.51)
$qsB} qsBy 0 1 —3¢*s*Bj
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Pour cette configuration de champs critiques, on a donc comme équations du mouvement

1 1
u’(s) = (1 + 5(]23233) u’ + (gsBy)u* + (—§q25233) u,
ut(s) = (¢gsBo)u” + u' 4 (—qBys)u?,
u2(s) — I_L2 (652)
1 1
u?(s) = (§q2823(2)) u” + (gsBo)u® + (1 - 5c1232B§) u®.

avec les valeurs initiales u* telles que u? = (moc)?. Finalement, la trajectoire de la particule
suit donc la paramétrisation suivante (en temps propre) :

1 . 1 1
2%(s) = 2° + (s + —q23353) a’ + <§q3032> a' + (—ngBgs?’) u?,

6
rt(s) =2 + qu s* | a® + su' + —qu s*) u®
270 2170 ’ (6.53)
2*(s) = T + s,
3 -3 L ana3) .o 1 2 -2 L ona3) .3
r2(s) =7° + quos u + §qBos u” + s—quos u’,

Ces quatre formules donnent I'expression exacte, sans approximation, de la trajectoire
de la particule relativiste, avec ou sans masse, plongée dans un champ électromagnétique
externe.

Considérons a présent le cas d’une particule massive de masse mg # 0, avec les condi-
tions initiales

' =0,

" = (myc, 0).

(6.54)

Cela correspond a une particule immobile posée au centre du référentiel inertiel en
s =0 ou 7 = T1y. Les équations du mouvement se simplifient alors en

1
_ 000 — L 2p2.3 E 1
=200 =t (s GB) B s+ L)
B 2
xl(s) = mocq 205 s U1<S) = mocQB()S,
xQ(S) =0, UZ(S) =0,
21022
1 3,y q“Bgs
2%(s) = myc (quBgs?’) : u’(s) = moc 5

(6.55)
De ces équations, nous remarquons que la trajectoire se trouve dans un plan perpendicu-
laire au champ magnétique (B = Byés).
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Chapitre 7

Trajectoire d’une particule dans un
noeud

A présent que nous avons regardé comment se comporte une particule relativiste, mas-
sive ou non, dans un champ électromagnétique externe homogene et statique, et que nous
avons vu comment construire des noeuds électromagnétiques, nous aimerions dériver la
trajectoire d’une telle particule cette fois dans le hopfion. Nous allons aborder ce probleme
avec une approche semi-perturbative, déterminer ce que nous pouvons en tirer, et conclure
si nous devons réellement utiliser une approche totalement numérique.

7.1 Potentiel de Bateman linéaire

Considérons tout d’abord un exemple tres simple et néanmoins non-trivial, des poten-
tiels de Bateman linéaires en x*. Prenons

a(z") = a2t + a, B(zt) = Bt + B, ay, By, o, Be € C, (7.1)

ol les parametres complexes o, 3,, o, et B. sont constants. Nous vérifions facilement les
équations d’auto-dualité, qui sont équivalent a I’équation suivante :

a3 — foax =i ax X 3. (7.2)

Le produit vectoriel implique que les vecteurs ¢ et 3 ne peuvent pas avoir de composantes
paralleles entre elles. Sans perte de généralité, nous choisissons la configuration suivante :

a = o’ és, B=p" + f%é,. (7.3)

En substituant les deux expressions précédentes dans ’éq. ([7.2)), on obtient les potentiels
de Bateman suivants :

040:7]0437 ﬁ2:i7]617 n::tL (74)

avec un arbitraire de signe que 'on dénote n = £1, et qui sera gardé tout au long de ce
chapitre pour plus de généralité.

Nous pouvons alors écrire les champs électrique et magnétique en fonction des expres-
sions pour les potentiels de Bateman, a partir de

% +iB=R =—-iVax Vp; (7.5)
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nous avons E
— =" 05361 é17 B = _a3ﬁ1 é27 (76)
C

en ayant supposé que le produit o33! est réel, pour plus de simplicité dans la suite.
Comme il se doit, nous sommes toujours dans le cas ou les normes des champs

électriques sont égales et ou ces derniers sont perpendiculaires entre eux. Comme nous

I’avons déja dit, ces propriétés sont conservées sous les transformations conformes.
Faisons maintenant le choix suivant :

o® = VB, gt = —VB, B >0, (7.7)
avec donc,

E

— =nBé, B = Beé,, B >0, (7.8)

c

ce qui représente un champ magnétique aligné avec é,, d’intensité B > 0, et un champ
électrique lui étant perpendiculaire, car aligné avec né;, et de méme norme B. Le signe
donné par 7 est donc directement lié a la direction du champ électrique par rapport au
champ électromagnétique, et alors également la direction du vecteur de Poynting

— 2 xB=n—¢,. (7.9)

Nous verrons plus loin que ce signe 7 dicte également dans quelle direction, le long de
é3, se déplace le hopfion.
Finalement, nous allons donc utiliser les potentiels de Bateman suivants :

a(z") =VB (nz® — 2%) + a, = —VB (2° = n2%) + a, B(z") = VB (z' + z'n:cz)(+ 66),
7.10

ou (v, f.) sont encore les deux constantes complexes laissées libres depuis le début.

7.2 La transformation complexe

Dans le chapitre [2] la stratégie que nous avons employée consistait a prendre deux
champs E et B de méme norme et perpendiculaires entre eux, de leur appliquer une in-
version conforme de d’échelle de longueur \g, puis une translation temporelle purement
imaginaire de parametre Jy que 'on pouvait ramener a Lj. Ces deux transformations
conformes produisaient alors le hopfion avec une modification d’intensité du champ B,
d’un facteur adimensionnel (A\g/Lg)*. De plus, I'inversion conforme produisait une inver-
sion de 'espace.

On a ensuite procédé a un boost de Lorentz exactement opposé a la vitesse totale, qui
se trouvait étre Zé3 (nos choix de notation correspondaient alors a n = —1).

Ici, nous allons procéder différemment : Désignons par R le référentiel de la configura-
tion initiale, celui ou le hopfion possede la vitesse 7é;. Considérons également un second
référentiel Ry, obtenu a partir de R par un boost de Lorentz de vitesse, en unité ¢, de
valeurs nfés, et qui coincide avec R aux temps t = t; = 0 tels que mesurés dans leurs
référentiels respectifs. Donc le référentiel Ry avec Sy = 1/2 correspond au référentiel propre
du hopfion que nous avons utilisé dans le chapitre [2| Cependant une valeur différente, ar-
bitraire, de 5y peut étre considérée.
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En effet, il est possible que les trajectoires de particules ressemblant le plus a des
trajectoires circulaires ne soient pas des trajectoires possibles dans le référentiel inertiel du
hopfion, et que nous devions donc les considérer dans d’autres référentiels, en mouvement
par rapport a 'hopfion.

Quoi qu’il en soit, pour plus de généralité, nous allons garder ce parametre 3y explicite
dans les développements qui suivent. Dans le référentiel Ry, par le théoreme d’addition
relativiste des vitesses, le hopfion aura donc une vitesse, toujours en unité de ¢, nés(1 —
260)/(2 = Po)-

De plus, nous allons mettre & profit les développements du chapitre [3 car il sera
plus facile de manipuler ces potentiels scalaires plutot que des vecteurs ou des tenseurs.
Sous les transformations de Lorentz, ces scalaires se transforment en effet en scalaires,
et il suffira donc de prendre leur valeur en fonction des nouvelles coordonnées exprimées
a partir des anciennes. Il suffira ensuite d’utiliser le tenseur de Riemann-Silberstein en
terme des potentiels de Bateman pour retrouver les configurations de champs électrique
et magnétique associés.

Par ailleurs, nous allons procéder a une autre suite de transformations. Au lieu, comme
dans le chapitre [2] de procéder a une inversion conforme puis & une translation complexe
dans le temps, suivie du boost de Lorentz vers Ry, nous allons ici procéder a une inversion
conforme, puis une translation complexe dans le temps, puis a nouveau une inversion
conforme, suivie du boost de Lorentz vers un référentiel Ry. Comme nous ’avons vu dans
le chapitre [3| procéder & une transformation conforme sur un nceud ne fait qu’engendre
un nouveau noeud.

Cette nouvelle méthode offre plusieurs avantages : le premier étant que les parametres
Ao et Lg se recombinent en un seul parametre de longueur L. De plus, comme on a
deux inversions conformes, 'intensité du champ B, n’est pas renormalisée ; par ailleurs,
on inverse deux fois l'orientation de I'espace, ce qui fait qu’au final on se retrouve dans
la méme orientation que celle avec laquelle on avait commencé. Enfin, dans la limite
L — 0, ou, de maniere équivalente, 1/L — oo, ce qui équivaut a la situation lorsque toute
structure spatiale intrinseque a I’hopfion est repoussée aux échelles a une distance infinie
dans l'espace et I'espace-temps, nous retrouvons la configuration de champs électrique et
magnétique statique et homogene.

Enfin, en appliquant un boost de Lorentz vers le référentiel R, aux potentiels de Ba-
teman ainsi transformés, il est possible de construire le hopfion dans ledit référentiel. Il
s’avere que cela correspond a appliquer ce méme boost de Lorentz aux potentiels de Bate-
man avant qu’on leur applique notre suite de transformations, ainsi qu’au shift temporel
pur qui acquiert alors une composante spatiale purement imaginaire. En appliquant cette
nouvelle translation au hopfion boosté, on retrouve finalement les champs (E/c,B) du
hopfion dans le référentiel Ry, animé d’une vitesse nés(1 —25y)/(2 — Bo).

Par ailleurs, cette stratégie dispose d’un dernier avantage : nous pouvons écrire toutes
les expressions en fonction du facteur d’échelle L, dont nous pouvons nous servir de la
valeur inverse, 1/L, pour effectuer un développement de perturbation, autour de 1/L = 0.

En effet, apres avoir cherché dans toutes sortes de direction, nous avons compris qu’il
n’était pas possible de trouver des solutions analytiques et exactes a ce probleme, et
choisissons donc une approche semi-analytique avant de nous résoudre a une approche
totalement numérique.

Précisons a présent quelques-unes des conventions que nous allons utiliser dans les
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sections suivantes :

O les coordonnées utilisées dans le référentiel R avant la transformation conforme

seront dénotées u* = (u’, ut, u?, u?),

¢ une fois les transformations conformes complexes réalisées, toujours dans le référen-
tiel R, les coordonnées seront dénotées z# = (2° = ct, z!, 22, 23),

¢ dans le référentiel Ry, les coordonnées seront dénotées xf = () = cto, x4, 23, 23),

¢ en unité de L, ces coordonnées seront notées X* = z/L = (T, X,Y, Z) et X' =
I’g/L = (TOa XOa }/E)a ZO),

¢ le boost de Lorentz pour passer de R a Ry transforme les coordonnées u* en uly =
0

<u07 uéa u%a ug)'
Nous allons utiliser les potentiels de Bateman définis dans la section [7.1], donnés sous
la forme suivante dans le référentiel R :

a(u) = —vVB(u® — nu) + a, B(ur) = VB(u! + inu?) + B.. (7.11)

7.3 Transformation conforme complexe et boost de
Lorentz

Commencons par considérer la transformation conforme complexe par rapport au
référentiel R. Il s’agit d’obtenir les coordonnées x* a partir des coordonnées u#, en réalisant
la suite de transformations conformes suivantes : inversion conforme, puis translation,
puis nouvelle inversion conforme. Le facteur d’échelle de longueur des deux inversions
conformes est identique, et on le note \y. La translation est d’'un quadri-vecteur b* qui
peut étre complexe. Nous avons donc, pour les coordonnées,

Iz H H
W N s N =gt 5 2 g (7.12)
u u '
avec u? = u - u = nutu’, =0b-b= N b'b”. Nous avons finalement la transformation
conforme complexe suivante :

ut — 5 b u?
0

po_ '
1—2Aigb-u+>\iél_)2g2

(7.13)

La transformation conforme inverse, nous ramenant aux coordonnées u”, est celle corres-
pondant a —b* :

ot + b 2
ut 0

— . 7.14
1+2%3b-x+%6b2£2 (7.14)

Considérons maintenant la transformation de Lorentz qui nous envoie des coordonnées x*
du repere R vers les zfy dans le repére Ry. On la note par une matrice 4 x 4 A*,,

xhy = A", 2. (7.15)
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Cette équation est également valable pour les vecteurs u* et b*, et on obtient donc, pour
les xfy exprimés a partir des u* :

1 2 1 2
p uy — A_gbgﬂo . :cg—l—/\—%b’gfgo
33'0:1 21b 1b2 27 Uozl 21b 1b2 27 (716)
— ,\—30'U0+>76_020 + 730'$0+73_0£o
avec
B v no__ v no_ v
xy = A, 2", uy = A", u”, by = A", 0. (7.17)

Le boost de Lorentz de vitesse (toujours en unité c) nfés, nous faisant passer du référentiel
R vers Ry, s’écrit comme

Yo 0 0 —nbovo Yo 0 0 1B
0 1 0 0 0 1 0 0
woo_ -1\~ _ v
Ay = 0 01 0 ’ (A ) v 0 01 0 A“ ’
—nBow 0 0 Yo nBoyo 0 0 7
(7.18)

avec yo = 1/4/1 — B2.

7.4 Les potentiels de Bateman et I’hopfion dans le
référentiel inertiel R

Par rapport a nos conventions dans ce chapitre, la translation temporelle complexe
appliquée sur les potentiels de Bateman pour obtenir le hopfion du chapitre [2| correspond
au choix de b* tel que

)\igb“ _ % (1,0) , (7.19)
avec L > 0 un facteur d’échelle de longueur particulier mais sinon choisi arbitrairement.

Comme nous allons le voir dans la suite, il s’avere en fait que L fixe 1’échelle de distance
sur laquelle, pour le hopfion, des variations spatiales et spatio-temporelles existent pour
la distribution des champs électrique et magnétique. Le parametre B, quant a lui, fixe
I’'amplitude de ces deux champs. Il s’agit donc des deux seuls parametres physiques qui
vont caractériser les solutions de type hopfion. Pour ces deux parametres, toutes les valeurs
réelles sont possibles.

En procédant de la maniere analogue au chapitre 2, on obtient finalement que les
potentiels de Bateman discutés dans les sections précédentes, s’écrivent, en fonction des
coordonnées (T, X, Y, Z), dans le repére R, comme

alxt) = —\/§2 (Z+in(A-1)) + <ac - 277\/55) :

(A+4T)
L
"y = VB———— (X +inY 2
Bla*) = VB g (X +inY) + b (7.20)
avec, comme d’habitude,
A—%(1+X2+Y2+22—T2). (7.21)
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Dans la suite de nos calculs, nous choisissons finalement pour les deux constantes
complexes a, et (., par simplicité,

1
Qp = §in\/§L, B. = 0. (7.22)

Nous pouvons alors trouver les expressions des champs électrique et magnétique cor-
respondants, a partir du vecteur de Riemann-Silberstein :

—

E - -
Z+iB = F=—iViax Vip. (7.23)

Dans cette derniere équation les V, sont encore en termes des coordonnées x*. Nous
pouvons cependant les convertir dans notre nouvelle base de coordonnées X*, ce qui
donne

1
== . .24
\v4 7 Vx (7.24)

On obtient, a partir de ces potentiels de Bateman transformés, la méme expression

4
. avec la correspondance B = (2—2) Byetn=—1.

que pour le hopfion du chapitre
Vérifions a présent que les valeurs pour la masse invariante et la vitesse de ’hopfion
correspondent bien & celles dérivées dans le chapitre 2 11 suffit de travailler en 7' = 0,
puisque ces quantités, par nature ou lorsqu’on prend leur intégrale sur tout 1’espace, sont
conservées dans le temps.
En T =0, on a pour le vecteur de Riemann-Silberstein

Z+§m(R2—1)} y {V X+inY]

:-B
R=iB |\ Vx——p 7 X"Rr ]

(7.25)

avec encore R? = X2 +Y?+ Z2. Dans le référentiel inertiel R, on obtient, pour les champs
électrique et magnétique, dans la base {é;},

n(l+X2—Y? - 22

E
“ T =0.XY.Z) =B—" OXY — 27 9
n(2X 7 + 2Y)
X 2XY + 27
B(T=0,X,Y,2)=B——— [ 1-x24v2-2° | (7.27)
(R?+1) V7 — 2X

On peut remarquer en particulier qu’en l'origine du repere inertiel, pour T'= 0, on a

%(X“:O) —nBé,  B(X'=0)=Bé, (7.28)
ce qui correspond a la configuration des champs dans ce référentiel avant qu’on ne leur
applique les transformations conformes complexes, donc quand ils sont encore homogenes
et statiques.

De ces dernieres expressions pour les champs E et B, on peut déduire la densité
d’énergie électromagnétique, donnée en T' = 0 par

1 1 B2 1
ET=0XY.2)=|-¢E*+—B? | (T=0X)= ————— 7.29
( ) s Ly ) (260 +2,U0 )( ) ) Lo (1+R2)47 ( )
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ce qui correspond a

71_2
E= = L* B*. (7.30)
Ho

Remarquons la symétrie sphérique de la distribution spatiale de la densité d’énergie.

Pour la densité de quantité de mouvement, nous n’allons considérer que la composante
suivant 'axe é3, comme dans la section [2.3] Cette composante de sa densité est donnée
par 'expression

1 (E ’ 1 B? 212 2 212
i (2 0B) =00 = Ll 2r - oty s

A nouveau, on a une symétrie axiale autour de é3 pour la distribution spatiale de la
densité de quantité de mouvement en T' = 0. L’intégrale spatiale donne

_, 2

Pc =
‘ 7716,“0

1
LPB%é5 = 51 Eé. (7.32)

Suivant la relation d’Einstein, la masse relativiste M du hopfion est finalement telle que

/3

Mc=——L°B° 7.33
= Tom : (7.33)
et sa vitesse est donnée par
1% Pe 1 1 2
c /8 E 27] €3, Y m \/g ( )

Cette pénultieme relation montre en effet bien que le choix de signe 1 controle la direction
de propagation par rapport a é3 du hopfion. Comme annoncé, nous voyons également que
le n correspondant au choix de conventions du chapitre [2 est bien 7 = —1. Nous avons
cependant ici obtenu 'expression explicite pour des choix de n et [y arbitraires.

7.5 Les potentiels de Bateman et I’hopfion dans le
référentiel inertiel R,

A partir de 1'éq. , il est aisé de transformer les potentiels de Bateman exprimés
dans le repere inertiel R en terme des coordonnées X* vers le repere Ry en terme des
coordonnées X[, puis en terme des coordonnées zf, grace a la transformation conforme
complexe en terme du vecteur by qui est cette fois donné par

1 7
0

La quantité A est en fait un invariant relativiste et on a donc

A== 1+ X3+ Y3+ 23 -T) == (1+ X+ Y+ Z* - T?) = A. (7.36)

N | =
N | —
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Ainsi, dans le repere inertiel Ry et en terme des coordonnées X[/ L, les potentiels de
Bateman s’écrivent finalement

_ 1 Yo(Zo + nBoTo) +in(Ag — 1)
a(xg) - _EL\/E [AO n ifyO(TO n UBOZO)]
_ 1 Xo + inYy
Blay) = §L\/§ [Ao + iv0(To + nBoZo)] (7:37)

Les expressions de champs électrique et magnétiques sont données, dans ce référentiel,
par le vecteur de Riemann-Silberstein correspondant,

E
— 4By = RIS = —i Vo x Vi 3, (7.38)
C

avec

Yo(Zo + nBoTp) +in(Ag — 1) Xo + 1Yy

RRS — ;B |v : } X [V . :
o =F¢ X094, + 2iyo(To + 150 2o) X0 940 + 2iv0(To + nBoZo)
(7.39

Pour trouver les expressions explicites des champs électrique et magnétique, il faut
calculer les gradients Vx,, ce qui n’est pas tout a fait simple. Nous ne détaillerons donc
pas ici toutes les étapes intermédiaires.

Par analogie avec le chapitre [2) nous allons établir tout d’abord quelques quantités :

1
Ag=5 (1+ X0+ Y5 + 2 - T5)
Q = Ao [A} — 37(To +nboZo)?]

qui sont telles que,
3 .
P2 + Q2 = (A?) + ’}/(2)(T0 + 775020)2) = |A0 + Z’}/()(TO + 775020)’6. (741)
De plus, exprimés dans la base {é;}, nous introduisons les deux vecteurs

—0(1+ Bo) Xo Yo — (Zo +nT)
Hy: | =570 (L4 B0)(1 = X3+ Y7 = (Zo+nT0)*) + Boro | (7.42)
Xo — (1 + Bo) Yo(Zo + nZy)

%’70 (1+ Bo)(1+ XG = Y5 — (Zo +1nT0)*) — Bovo
H, : Yo(1+ 5o) Xo Yo — (Zo + 1Th) ; (7.43)
Yo + (1 + Bo) Xo(Zo +1n2p)

qui sont tels que
Hi -H, =0,  H}=H; =5 [(1465) (A +nTo(Z +nTv)) — bol*. (7.44)

Les expressions des champs électrique et magnétique du hopfion dans le référentiel inertiel
Ry sont alors données par

B, 1 1
— =-B [PH; + nQH,],

1 1 )
By =-B [—QH; + nPH,|.

47 (A2 + 3(To +nBoZo)?)’
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Nous avons également que ces champs sont perpendiculaires entre eux et de méme norme,
comme il se doit :

E
— By = 0,
C
(%)2 _g2 — gl o) (Ao + nTo(Zo +0To)) — Bol” (7.46)
c ST [AZ +73(To + mpoZo)?)’
La densité d’énergie électromagnétique est alors donnée par
1 1 - B
Eolall) = (_EOEg n _Bg) (T =0,%)=20
2 20 Ho
2 2 (747)
_ B "2 [(1 + Bo)(Ao + nTo(Zo + nTo)) — Bol
1640 A3+ 3 (To + nBoZ0)?]”

En particulier a Ty = 0 cette distribution se réduit a
B2, {(1+Bo)Ay — B}’

1
E(Ty =0,X,) = , Ao(Ty =0,Xy) = =(1+X2+Y24+22),
(7.48)

qui présente a nouveau cette symétrie axiale sous rotation par rapport a ’axe €3, mais
aussi une asymétrie entre la distribution le long de cet axe et dans la direction transverse
a cet axe quand [y # 0.

Observons a nouveau les valeurs des champs électrique et magnétique au centre du
hopfion, c’est-a-dire en l'origine et a 'instant Ty, = 0, la ou la densité d’énergie est maxi-
male,

Eo

(@6 =0)=n7(1 =) Bér,  Bo=10(1—f) Béa. (7.49)

Si l'on ignore le facteur yo(1—5y) = /(1 — B)/(1 + Bo), on revient & nouveau aux valeurs
des champs dans la configuration homogene et statique dans R de laquelle nous sommes
partis.

Nous pouvons donc observer que c’est dans la limite zff = 0, ou X} = af/L = 0,
donc quand L — oo que les effets des translations complexes de quadri-vecteurs b* ou bl
s’annulent et qu’alors on retrouve la configuration de champs électromagnétiques statiques
et homogenes du début, qui est semblable a celle de 'hopfion a tres courte échelle de
distance, c’est-a-dire quand on est dans le “trou” du doughnut formé par le hopfion.

C’est cette derniere observation qui nous suggere de considérer un développement en
puissances de 1/L des valeurs du champ électromagnétique dans le référentiel Ry.

7.6 Linéarisation du hopfion dans I’inverse de son
échelle de longueur L

Nous allons considérer les champs électrique et magnétique a l'ordre 0 en développe-
ment en puissances de 1/L. A cet ordre, ils correspondent a 1’éq. et sont en fait
indépendants des coordonnées zf, c’est-a-dire qu'’ils sont homogenes et statiques.

Considérons a présent les premieres corrections, ¢’est-a-dire a I'ordre 1 en 1/L. Comme
toutes nos coordonnées X} sont normalisées avec L, cela revient a prendre un dévelop-
pement en puissances de coordonnées de X} au premier ordre. Nous ne devons donc
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garder que les contributions linéaires en X}'. Ceci nous donne, pour les valeurs qui nous
permettent d’écrire les champs électrique et magnétique

1
% (Lo +nfoZo)* =0, A5 +5(To +nfhZo)’* = 7,

B 1 p p_ 8 Ty iz (7.50)
4 - ) = ——=" (Lo +NPo%o),

4 (A2 +3(T + 1B 20)?2)’ 4

et pour les vecteurs H; et Hy,

—(Zy + 7o) %%(1 — Bo)
H1 : —%"}/0(1 — BO) s H2 . —(Z() + 77T0) . (751)
Xo Yo

En écrivant enfin les champs électrique et magnétique dans le repere inertiel Ry a l'aide
des expressions précédentes et de I’éq. ((7.45]), on obtient finalement comme expression, au
premier ordre en 1/L,

E, ny(1 = Bo)
-~ = B | 6951 = B80)(To +nboZ0) — 20(Zo +nTo) |, (7.52)
2nYy
2(Zo +nTy) — 6n5(1 = Bo)(To + nboZo)
By, = B Yo(1 = o) : (7.53)
—2X,

7.7 Trajectoire d’une particule chargée en présence
du hopfion dans le référentiel inertiel R,

Reprenons a présent les équations du mouvement de la section ;

W) _ ey (a(5)) (),
(s = d:css(s) _ (@71)(8)) | (7.54)

T P (5)p" () = (mogc)?.

Nous cherchons a résoudre ces équations de maniere semi-analytique, afin de pouvoir
en déduire quelques propriétés élémentaires de la trajectoire d’une particule en présence
d’un hopfion. Nous allons effectuer ces développements dans le repere Ry pour plus de
généralité, et comme mentionné plus tot, au cas ou les trajectoires éventuellement sem-
blables a des trajectoires circulaires ne se trouvent pas dans le repere propre du hopfion.

Dans cette section, nous allons écrire les 25 comme 2#, et de méme pour toutes les
quantités s’y rapportant, pour alléger les notations. Nous restons cependant bien dans le
repere inertiel Ry.

Puisque dans la limite ou 1/L tend vers 0, les champs électrique et magnétique re-
deviennent des champs statiques et homogenes, nous savons déja comment résoudre la
situation a l'ordre 0 : nous l'avons explicité au chapitre précédent. Nous allons donc
considérer des corrections linéaires en 1/L & cette derniére solution.
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Pour le tenseur électromagnétique, ces développements au premier ordre en 1/L s’ex-
priment donc

1 /1\" 1
Pt =) — (Z) F", (@) = Flo", + 7 Fy", (2") + -+ (7.55)
n=0 ’

avec, comme nous ’avons vu dans la section ci-dessus, le fait qu’a l'ordre 0, les champs
E et B du hopfion sont indépendants de x*.

Lorsque nous substituons cette derniere expression dans les équations du mouvement
, on trouve qu'un développement en série analogue doit s’appliquer aux trajectoires
z#(s), il est de la forme

w0 =3 3 (1) =) + bty + 130

et donc aussi pour la quantité de mouvement

© 1 /1y X da’ (s)
O =2 (F) ) =t + Lot s o) = T (75T
n=0

Ainsi, lorsque nous développons au premier ordre I’équation de la trajectoire ((7.54)), nous
obtenons

() o)

) 2 7

(ds = ¢F0)", p{o)(5); Po(s) = (ds ’

dp# (S) dl"u (S) (758)
1 v 1 1
(d; = qFo)", p(1y(s) + aF )", () (s)) ploy(s),  piy(s) = (d)s ’

(o ()" = (moc. (vl ()) (011)(9)) = 0. (7.59)

En raison de la nature de ces équations, si ces deux dernieres conditions sont
remplies par les constantes d’intégrations pour les équations différentielles , alors
ces contraintes restent satisfaites pour toutes les valeurs du temps propre s.

Cependant, les conditions initiales pour z#(s = 0) = z* et pt(s = 0) = p" (avec
p? = (moc)?) sont & considérer indépendamment du développement en 1/L :

dyle=0) =R =0 =2 =0 =pe=0=p
(yy(s =0) =0, py(s =0)=0.

Afin de représenter au moins de maniere formelle la résolution de ces équations, intro-
duisons la matrice constante suivante,

F'ul, = qF(O)M .

v

(7.61)
A partir de 'éq. 1) on sait que cette matrice est telle que F? = 0. Ainsi, toute
exponentielle de cette matrice correspond en fait & une série finie, de seulement trois

termes, les ordres 0, 1 et 2.
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Observons a présent les équations du mouvement pour l'ordre 0. L’expression pour
p?o)(s), donnée par I’équation du mouvement 1) est de la forme

P () = (@) 5 5= (moo)?, (7.62)

v

avec p‘(‘o)(s = 0) = p" sont des constantes d’intégration dans le systeme. Elles spécifient
les valeurs de I’énergie et de la quantité de mouvement de la particule pour s = 0. Cette
exponentielle, grace au fait que F? = 0, est facilement calculable,

1 s , 1 1
e =T+ sF + 552 2, /O ds' eF = sI + 53219 + 653F2‘ (7.63)

De plus, la trajectoire de la particule est alors donnée par

(o) (s) = 7" + /0 ds’ <es/F> HV . (7.64)

Intéressons-nous a présent aux équations du mouvement a ’ordre 1. On a

dpy(s) day)(s)
T =Fo, p(s) + aFw (@l () ploy(s). plyls) = — = (7.65)

Introduisons le 4-vecteur auxiliaire w*(s) tel que,
p’{l)(s) = (eSF)“V w”(s), wh(s) = (e_SF)“V p(1y(s), (7.66)

et dont la valeur initiale est w*(s = 0) = 0 (puisque p’(‘l)(s =0)=0).
L’équation pour p’(”l)(s) devient alors,

dw*(s)
ds

= (e7)", aFwy” (z()(5)) ()", 17 (7.67)

o

Ainsi la solution pour p‘(‘l)(s) est donnée par,

pl(ll)<8) = (€SF)MVA dS/ (eiS,]F> qu(l)pa(w/(LO) (S/)) (eS/]F> )\p)\7 (768)

et finalement pour z{)(s),

xéll)(s) _ /0 ds/pétl)(sl) _ /O ds’ <651F> “V/O ds” (6—5/1F> Vp qF(l)pU(fEéLO)(SH)) <6$'/F> 0}\ ﬁ)\,
(7.69)

(0)(8), dans le tenseur F(1)” (z*), par sa solution donnée

ou, il faut encore substituer (g

plus haut.
Pour le tenseur électromagnétique défini a partir des champs électrique et magnétique

0 FE'Je E?/c E3/c
E'Je 0 B> —B?
EJe -B* 0 B
E¥e B2 —B' 0

P, = (7.70)
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Foy!, (@) =

nous avons au premier ordre

0n 0 O
v 7 n 0 0 —1
F*, = Fy 000 0 , (7.71)
010 O
avec la définition
Fy = Q”Yo(l - 50) B. (7-72)

Nous pouvons ensuite calculer explicitement les expressions pour les puissances des ma-
trices :

1 00 —n 0000
— 000 O 0000
2\H 2 3K
(F)V_FO 000 O ’ (F)V_ 0000 |’ (7.73)
n 00 —1 0000
ce qui nous permet d’obtenir la représentation matricielle des deux opérateurs
sF L 5o g SF 1L, L 5o
e =1+ sF+ —s"F", ds'e®” = sl + =s°F + —s°F~, (7.74)
2 0 2 6
a savoir, B ) B
1+ 3F3s* nkys 0 —gnkgs®
sF\H nkos 1 0 —Fos
(6 ) v - 9 _O 1 0_ ) (775)
%nFO2 s IFys 0 1-— %FOQ s
ainsi que,
SHIRS st 0 —liis
e _ anFos s 0  —3Fos
/0 ds (e ) ) 0 o s 0 (7.76)
kg s® 3Fys® 0 s—iFgs®

Nous pouvons finalement construire les solutions pour pi (s) et g (s) par simple multi-
plication matricielle a partir des équations données plus haut.
De plus, la contribution a l'ordre 1 est donnée

0 0 —2n(z + na¥)+ 2ny
+675(1 — Bo)(2° +1fo2)
0 0 —2x 0
—2n(z + nz®)+ 2z 0 2(z + na®)—
+675 (1 — Bo)(2° + nfoz) —6m3 (1 — Bo)(«° + nfoz)
2ny 0 —2(z + n2®)+ 0

+6m2(1 — Bo)(z° + nBoz)
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Il suffirait maintenant de remplacer dans cette matrice la solution 33’(‘0)(3) a la place
o* = (2° x,y, 2), puis de replacer la matrice dans les éq. (7.68) et (7.69). On obtiendrait

ainsi la solution complete pour 1'ordre du développement en 1/L

P(s) = ol (5) + %pg)(s), 2 (s) = aly (s) + -ty (5). (7.78)

Comme toutes les dépendances en s sont purement polynomiales, toutes les intégrales
des éq. et ([7.69)) peuvent étre évaluées analytiquement. Cependant, réaliser ce genre
de calcul conduirait a de longues expressions qui ne nous en apprendraient pas beaucoup
car les expressions finales seraient peu propices a nous donner des legons claires quant au
comportement de la trajectoire de la particule en présence du hopfion.

Nous en concluons donc que pour comprendre les propriétés des trajectoires de parti-
cules chargées relativistes, massives ou non, dans le voisinage d'un hopfion, méme cette
approche semi-analytique ne nous mene pas tres loin. Il semble donc que seule une ap-
proche totalement numérique de la résolution puisse nous approcher du but.
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Conclusion

Nous avons souhaité construire des hopfions a partir de configurations de champs
électrique et magnétique tels que ceux-ci sont perpendiculaires entre eux et de méme
norme. Ces champs conservent ces deux propriétés tout au long de leur évolution et des
transformations que nous leur appliquons.

Nous avons considéré trois méthodes différentes pour construire des nceuds électroma-
gnétiques; une méthode tres explicite, ot 'on commence par observer un champ électro-
magnétique trivial et constant dans le temps mais non physique. On lui applique ensuite
une inversion conforme, puis une translation complexe dans le temps. On obtient ainsi
un hopfion qui se déplace dans le repere utilisé. On calcule ensuite son énergie et sa
quantité de mouvement totales afin de lui appliquer un boost de Lorentz pour obtenir son
expression dans son repere propre, ol sa quantité de mouvement totale est nulle.

On a également construit ce méme Hopfion avec la méthode de Bateman, qui consiste
a utiliser des potentiels d’Euler complexes. On obtient alors le méme hopfion que précé-
demment, celui qui ne se trouve pas dans son référentiel inertiel. Ce hopfion peut servir a
en construire d’autres a partir de transformations conformes.

Troisiemement, on peut considérer 1’électromagnétisme comme une théorie topolo-
gique. On utilise alors le langage des formes différentielles pour construire le hopfion
comme les courbes de niveaux de deux champs scalaires complexes, qui se trouvent en
fait étre des cartes de Hopf entre S® et S? une fois qu’on a compactifié I’espace R? et le
plan des complexes C.

Cette formulation topologique permet de calculer ce qu’on appelle I'index de Hopf, ou
nombre d’entrelacement, c¢’est-a-dire la fagon dont les courbes de niveaux des deux champs
scalaires complexes s’entrelacent. Cet index de Hopf est constant (c’est un invariant to-
pologique) et est égal a 1 pour les cartes de Hopf. De plus, on peut le réexprimer comme
étant directement proportionnel (ou égal, en unités naturelles) aux hélicités magnétique
et électrique du hopfion.

Nous avons développé plus avant le sujet des hélicités électrique et magnétique, et de
leur conservation. En effet, chacune des dérivées temporelles de ces hélicités est directe-
ment proportionnelle a E - B, et est donc nulle dans notre cas puisque nos hopfions sont
construits avec des champs électromagnétiques de radiation. Ce qui prouve finalement
que le noeud électromagnétique ne disparait pas avec le temps. Nous avons également
explicité le lien entre 1'hélicité topologique (c’est-a-~dire la fagon dont les lignes de champs
s’entrelacent) et I'hélicité des particules (c’est-a-dire dans quel sens le spin, ici du photon,
est projeté sur sa direction de propagation). Nous avons donc un joli lien entre deux types
de physiques qui ont souvent I’air en opposition.

Nous avons dérivé et résolu les équations de la trajectoire d’une particule relativiste,
avec ou sans masse, quand elle est plongée dans un champ électromagnétique constant
dans le temps et homogene.
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Nous avons ensuite pu considérer une approche semi-analytique, en développement de
puissances a 'ordre 1 de I'inverse du facteur d’échelle du hopfion, des trajectoires d’une
particule chargée dans le voisinage d’un hopfion. Bien qu’étant faisable, cette approche
ne nous apprend pas grand chose en tant que propriété générique du hopfion, et nous
en avons conclu qu’il valait mieux s’en remettre a une approche numérique, chose qui
pourrait étre faite dans un travail ultérieur.

Diverses approches ont été envisagées, abordées mais n’ont finalement pas abouti, par
manque de temps ou car celles-ci ne fonctionnaient pas. Pour la trajectoire de la parti-
cule, nous aurions d’abord voulu une solution totalement analytique, mais nous n’avons
trouvé aucune solution concluante pour nos équations; par ailleurs nous avons essayé
d’exprimer les potentiels vecteurs de Bateman sur une base de matrices de Pauli, mais les
transformations de Lorentz n’étaient pas correctement exprimables sous cette forme.

Nous avons également voulu traiter le cas d’un champ électromagnétique engendré par
une sphere chargée tournant sur elle-méme (qui se ramene donc finalement & un dipole
magnétique — si 'on exclut le point de discontinuité constitué par celui-ci). Cela a engendré
la recherche de quantités conservées et nous avons notamment essayé d’exprimer le vecteur
de Laplace-Runge-Lenz se rapportant a cette sphere. La complexité de ces calculs ne nous
a pas permis d’obtenir de solutions analytiques. Nous n’en avons donc rien repris dans ce
texte.

Perspectives et recherches futures Il serait intéressant de poursuivre les calculs ici
entamés afin de trouver numériquement la trajectoire de la particule dans le hopfion,
mais aussi autour du dipole magnétique chargé. Il s’agirait ensuite de superposer ces deux
champs afin de considérer la nouvelle trajectoire ainsi engendrée.

Le but envisagé serait de pouvoir traduire ces solutions aux équations de Maxwell
vers celles de la relativité générale d’Einstein, dans les approximations de la gravitation
linéarisée propres au gravito-électromagnétisme. En effet, dans I'approximation de champ
faible du champ gravitationnel et sur base d'un développement non relativiste en puis-
sance de 1/c?, on peut ramener les équations d’Einstein & une forme analogue a celles de
I’électromagnétisme de Maxwell.

Avec de telles approximations, appelées couramment “gravito-électromagnétisme” ,
il devrait exister des analogues aux noeuds électromagnétiques, sortes de “noeuds gravita-
tionnels” avec lesquels les corps massifs peuvent interagir. Ceux-ci pourraient alors suivre
des trajectoires non-soumises & la loi habituelle en 1/r? pour la force gravitationnelle,
qui prédit des courbes de rotation des galaxies en désaccord avec ce que les observations
actuelles indiquent.
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Appendices

A Intégrales

Nous allons procéder a la résolution de la forme générale de 1'éq. 1} Ecrivons-la
comme

< pa?) _
/0 dw(l—l—ﬂ)”’ n=12,.., (A.1)

ot p(z?) est un polynome en z* d’ordre fini. Introduisons maintenant

& 1
Lo(a) = /0 e (A.2)

1+ az?)?’

une fonction génératrice de parametre a réel positif. En dérivant un certain nombre de
fois 'expression ci-dessus, puis en prenant o« = 1, on peut obtenir des intégrales de la
forme , avec p(z?) un monome de z2. En combinant linéairement ces dérivées de I,,,
nous pouvons donc obtenir la forme générale de pour tout polynéme p(z?).

Effectuons un changement de variable z — y/+/a, dx — dy/+/a, sur I'intégrale (A.2)).
Nous obtenons

_ 1 dy
[n(a)_\/a/o s (A.3)

Effectuons un nouveau changement de variable, y — tanu dy — (1 + y?)du (notons que
1/(1+y?) = cos®u) :

1 /2
I,(a) = —/ = du cos?™ Y . (A.4)
0



7T'/2 7T'/2 u —iu 2m
/ du cos® u = / du <i)
0 0 2

w/2
j—(2m—j))

e2iu(m—j) 4 e—2iu(m—j)

/2
d
/2
d | —
22m Z 2m ) / ucos(j —m)u

T
22mZ 2m—j JE

om 2m-1" 7(2m-—1)!
Coomtl ol 2 (2m)!

Nous avons donc pour notre intégrale (A.2) :

o dx 1 7 (2n—3)!
W)= || T = oo o

que nous pouvons dériver selon «, ce qui donne, par exemple

/°° 2%dx -1 i/"o dx
o (I+az®)»  n—1lda )y, (1+az?)r!

1 1 a(@2n-5)

_ A7
a322(n—1)2 (2n — 41! (A7)
/°° xtdx B 1 d? / dx
o (I+az®)»  (m—1(n-2)da? ), (1+ az?)n—2
1 1 7w (2n — 7!
_ - A8
ad24(n—1)(n—2)2 (2n — 6)!! (A-8)
Nous pouvons donc maintenant calculer I'intégrale ([2.25)), qui est de la forme
[e'¢) R2
I = AdR—————. A9
E /0 (R? + a?)* (A.9)
On effectue un changement de variable R/a — x, dR/a — dz, et on obtient
1 [~ a?
Ig = — ———d
E a5/0 (1+ z2)* v
1 1 3«
- af2-34112
S— (A.10)
32a5° '

Pour l'intégrale (2.35]), on a
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00 R4—30é2R2
Ip = dR———— A1l
v [ R (A1)

ou l'on effectue également un changement de variable R/a — =, dR/a — dx. On a alors

I - 1/°°x4—3x2_1 2 3 5 1 5!«
P oas )y (14225 of |4-4-34112 246112

-3
— . A12
64ab ( )
B Forme explicite des champs électrique et
magnétique du hopfion dans son repere
Le champ électrique est donné par
E.(t,z,y,2)
3BoA,
= X

Li (3t +2 (582 — 8zt + 522 + 3 (22 + y2)) a2 + 3 (—2 + 22 + y2 + z2)2)3
X { (3\/§a8 +6V/3 (12 — Tt 4 32% + 42°) o + 108zy(Z — 2t)a° +

+ 2v3( =22t — 602%% + 111y%* — 1092° + (¢* + 1527 — 129y°) 2t + 18z* — 9y* +
+ 312"+ 92%y% + 3 (33" + Ta® + 10y°) 2°) o’ — 24ay(2t — Z)(—17t* + 8zt + 72% +
+ 9(2® +y))a’® —6V3 (2 —a? —y* — 27 (17t4 — 632t° (—222” + 35y° + 832%) ¢

- 3z (—51’2 + 11y* + 1522) t+5xt — 4yt + 82 + 2y + (:1:2 + 4y2) 22> o — 108xy(2t — Z)

(P42 + 2+ 22 a-0VB (-2 + P+ (t—2)?) (P + 2>+ + 22)3)} (B.1)

E,(t,z,y,2)

_ 6B\ s

L (3ot +2 (5t — 82t + 522 + 3 (22 + y?)) a® + 3 (— 12 + 2% + 2 + z2)2)3

X {9ta7 — 9\/§xyoz6 + (423 + 57tz — 6 (19152 — 6a% + 3y2) z+T (49152 — 452% + 63y2)) o’ +
9V3xy(19¢% — 162t + 2° — 3 (2% + y°) Ja’ + 3(82° + 172" + 4 (=31¢> + 82 + ) 2° +

2t (912 — 3 (527 +y%)) 2% — 4(25¢* + 212°* — 62* + 3y* — 3 (4¢° + %) y*) 2 + T(17¢* +
(8622 — 50y%) t* — 392 + 33y* — 62%y?%))a® — 9V3wy( — 19¢% + 162t — 2* +

3(224+12)) (2 4+ 2% + 92 +22) a® — 9 (2 + 2% +y? + 22)° <5t3 — 1424 +

+ o+ o+ o+

+

(Ta? = 5y? + 132%) t + 22 (=22 + y* — 227) )a — 9V3ay (—* + 2% + y* +27)° } (B.2)
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EZ(t’ x? y’ Z)

- 6B\ y

L (3t 42 (562 — 82t + 522 + 3 (22 + 42)) 0% + 3 (—2 + 22 + 12 + 22)°)”

X {9ya7 +9v/3z(3t — 2)a’ + 9y (3(z*+y*) — (Tt =52)(t+2))a’ +
V3r (356" — 183242 + 17722 + 45 (2% + 9?) £ = 372" — 9 (a2 4 4) 2 ) +
3y< — 79" +22024° + 6 (2° + y® — 272%) 7 — 4z (2 + 15 (27 + y?)) t + 252" +

9 (22 +4?)* + 42 (2* + ) 22) o + 93z (—* + 2% + 47 + 27) <15t3 - 332"+

+ o+ + o+

(2 + 9> +212%) t + 2 (2* + y* — 327) >a2 +9y (2* + 9> + (11t — 72)(T — Z)) x

x (42?2 a - 90VBu(T — 2) (1 + 2+t + 2P)° } (B.3)

Le champ magnétique, quand a lui, est donné par

BCE(t7 w? y? Z)

- 6B\, .
Ly (3t +2 (5t — 8zt + 522 + 3 (22 + y?)) o2 + 3 (—2 + 22 + 32 + 22)2)3

X {9ta7 + 9\/§xyoz6 + (423 + 57tz — 6 (19t2 + 322 — 6y2) z+

+ (4967 + 632” — 45y%) )a” + 9\/§:By( — 192 + 162t — 22 + 3 (22 + ¢?) )0/1 n

+ 3(17t5 (86y* — 502°) t* + 172% + 2 (91" — 3 (2® + 5y°)) 2°t +
(

+ 3(112” — 13y?) (¢® +y°) t + 82" + 4 (=31* + 2° + 8%) 2°

+ 425t + 3 (Ty® — 42?) £ + 3 (2® — 2¢°) (2° + ¢?)) z) o’ +

+ 9\/§xy( — 19¢% + 162t — 22 + 3 (2° +y2)) (- +2”+y*+2°) a® —

— (-t + 2’ <5t3 — 142t 4 (—52” + Ty* + 132%) t +

+ 22(a" —2(y* +2%)) )a +9V3ay (— + 22 + y? + 27)° } (B.4)
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B,(t,x,y,2)
3ByA}

L (3a* +2 (582 — 8zt + 522 + 3 (22 + y2)) o + 3 (-2 + 22 + 2 + 22)2)3

X

{3\/§a8 +6V/3 (17 — Tzt + 3y* + 42%) o + 108wy(2t — z)a® + 2\/§< — 224 +
1112%* — 60y*t* — 1092°t + (t* — 1292° + 15y°) 2t — 9z* + 18y* + 312" 4 92”y” +

3 (33252 +102% + 7y2) 22) ot 4 242y (2t — 2) ( — 1Tt + 82t + 722 49 (a:2 + y2) )a3 —
6v/3 (t2 —a? -y - z2) (17754 — 632t% + (35:U2 —22¢% + 8322) t? —

3z (112% — 5y” + 152%) t — 4az* + 5y* + 82" + 2%y + (42 + °) z2> o +

108zy (2t — 2) (—t* + 2> + y* + z2)2 a—

9\/5((15 — 22+ (z—y)(z + y)) (—t2 + 2+’ + 22)3 } (B.5)

BZ (t7 x? y7 Z)
6B\

Ly (3ot +2(512 — 8zt + 522 + 3 (22 4+ y?)) o2 + 3 (—t2 + 22 + y2 + z2)2)3

X

{9:va7 +9V3y(z — 3t)a + 97 (3 (22 + y?) — (Tt —52)(t +2)) o® +
\/§y( — 35t% + 183217 — 1772% — 45 (2” + y®) t + 372° + 9 (2 + o) z) ot +
3x( — 79" +22024° + 6 (2° + y® — 272%) ¢ — 4z (2 + 15 (2” + y7)) t + 252" +

9 (2* + y2)2 + 42 (2% + y°) 22) o® — 9V3y (=2 + 2% + y* + 2%) (1563 — 332¢% + +
(¥ +y* 4+ 2122t + 2 (2® + y* — 32%)) & + 9z (2” + y° + (11t — T2)(t — 2)) x

(2 + 2 + g+ 2 a + 9V3y(t — 2) (2 + 2? + y? + 22)° } (B.6)
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