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Introduction

Depuis de nombreuses années les mathématiciens se sont intéressé a la théorie du poten-
tiel, une discipline trouvant ses motivations dans la physique et s’intéressant a 1’étude des
fonctions harmoniques. Dans ce mémoire, nous allons nous intéresser a 'un des concepts
fondamentaux de cette théorie, celui de capacité.

Parmi les différents exemples de capacités que nous pouvons trouver dans la littérature,
I'une d’elle a particulierement intéressé le mathématicien francais Henri Cartan : la ca-
pacité newtonienne. Considérons un conducteur K (par exemple une sphére métallique)
dans notre espace usuel que nous relions a une machine éléctrostatique. Ce conducteur
va se charger d'une certaine quantité d’électricité notée @) et va atteindre un certain
potentiel noté V. On peut vérifier expérimentalement que la quantité d’électricité et le
potentiel sont deux quantités proportionnelles, il existe donc une constante k telle que
Q = kV, cette constante est appelée la capacité newtonienne de K.

La construction de cette capacité est étroitement liée au domaine de la physique et
n’est pas satisfaisante pour le mathématicien. Trop de notions sont en effet mal définie :
conducteur, potentiel ou méme le concept d’électricité. Il est donc important de donner
une autre définition, indépendante de toute considération physique.

Nous nous détachons donc du concept de conducteur et allons considérer que K est un
ensemble compact dans ’espace euclidien R3. Nous définissons alors la capacité newto-
nienne de cet ensemble par

cap(K) = inf{/3 |Vul*dz | u € C°(R?) et u > 1 sur K}.
R

Nous avons définit la capacité newtonienne pour des compacts, il est également possible
de donner une définition pour un sous-ensemble arbitraire de I'espace tridimensionnel
R3. 11 existe plusieurs mani¢res de faire cela. Une premiére approche consiste a évaluer
la capacité d'un ensemble £ C R? en prenant la borne supérieure des capacités des
compacts contenu dans cet ensemble. Une autre approche serait de dire que la capacité de
E est la borne inférieure des capacités des ouverts contenant celui-ci. Ces deux approches
nous conduisent aux définitions des capacités intérieures et extérieures. Celles-ci sont
définies pour E C R? par

cap,(F) = sup{cap(K) | K est compact et K C E}



et
cap*(E) = inf{cap(U) | U est ouvert et £ C U}

respectivement. Un ensemble E satisfaisant cap,(FE) = cap*(E) sera appelé capaci-
table.

On peut observer a partir de la définition que les ouverts et les compacts sont capaci-
tables, mais en existe t-il d’autres? Cette question est intéressante a bien des égards.
En effet, si en théorie de l'intégration les ensembles de mesures nulles jouent un role
important, en théorie du potentiel ce sont les ensembles de capacités nulle qui auront un
intérét. Mais se pose alors la question suivante : parlons nous de capacité intérieure ou
extérieure 7 Bien sir la question ne se pose pas pour les compacts qui comme mentionné
précédemment sont évidemment capacitable, mais les ensembles qui se présentent na-
turellement ne sont en général pas de cette forme. Il serait donc intéressant de savoir
si tout ensemble (ou en tout cas une large classe d’entre eux) est capacitable. Plus
précisément, nous avons le probleme suivant énoncé en 1945 par Henri Cartan dans
larticle [4] :

Si un ensemble borélien E satisfait cap,(E) = 0, avons nous aussi cap*(FE) ¢

Ce probleme est resté ouvert durant plusieurs années et résolu par Gustave Choquet dans
les années 1950 avec son article [5]. Dans celui-ci, Choquet a résolu non seulement ce
probleme pour le cas de la capacité newtonienne mais il a aussi considérer des théoremes
de représentations intégrales en introduisant ce que ’on connait aujourd’hui sous le nom
d’intégrale de Choquet.

Dans ce mémoire, nous résolverons le probleme évoqué par Cartan en démontrant le
théoreme de capacitabilité et étudierons certains exemples de capacité. Une fois que
ceci sera fait, nous nous intéresserons a étudier les propriétés de l'intégrale de Cho-
quet.

Dans le chapitre 1, nous introduirons la notion de capacité au sens de Choquet dans le
but de pouvoir démontrer le théoréme de capacitabilité pour de telles applications. Nous
donnerons quelques exemples et montrerons que la capacité newtonienne satisfait toutes
les conditions nécessaires pour étre une telle capacité. Nous nous intéresserons ensuite
a la preuve du théoreme de capacitabilité. Pour cela, nous introduirons une nouvelle
classe d’ensembles appelée ensemble de Suslin. Nous montrerons dans un premier temps
que tout ensemble borélien est un ensemble de Suslin et montrerons ensuite que les
ensembles susliniens sont capacitables. En particulier, ceci nous permettra de déduire
que tout borélien est capacitable pour la capacité newtonienne.

Nous verrons dans le chapitre 2 d’autres exemples de capacité. Nous énoncerons des
applications de ces derniéres dans I'étude des équations aux dérivées partielle et pour
I’étude des espaces de Sobolev. Pour chacune de ces capacités, nous montrerons si les
conditions nécessaires pour étre une capacité au sens de Choquet sont satisfaites. Si
tel n’est pas le cas, nous regarderons si nous pouvons effectuer une modification de la



définition de la capacité en question pour que les conditions soient satisfaites pour cette
capacité modifiée.

Nous terminerons ce mémoire avec le chapitre 3 en nous intéressant a l'intégrale de
Choquet. Nous verrons que certaines propriétés classique comme la linéarité ne sont pas
satisfaite pour cette intégrale. Cependant, nous montrerons que sous certaines hypo-
theses, nous pouvons avoir une propriété plus faible, celle de sous-linéarité. Au dela de
cela, nous nous intéresserons a démontrer les résultats classiques de théorie de I'intégra-
tion comme les théoremes de convergence.

Nous avons prit soin de faire les rappels nécessaires pour que ce mémoire soit accessible au
plus grand nombre de lecteurs. Nous supposons cependant que celui-ci est familier avec
les notions de bases de ’analyse mathématique tels que les théoremes de convergence
et les inégalités fonctionelles classiques comme l'inégalité de Holder et de Minkowski.
Le lecteur non familier avec ces notions trouvera un rappel de ces derniéres dans [22,
Chapter 4].



Chapitre 1

Le théoreme de capacitabilité

Dans ce premier chapitre, nous introduisons la capacité au sens de Choquet et mon-
trons que la capacité Newtonienne satisfait les conditions requises pour étre une telle
capacité. Nous nous intéresserons ensuite a la preuve du théoreme de capacitabilité sur
les boréliens en introduisant une classe d’ensemble plus générale appelée ensemble de
Suslin.

1.1 Capacité

Nous commengons par donner la définition de capacité que nous utiliserons dans ce
mémoire.

Définition 1.1. Une application cap : P(RY) — [0, +00] est une capacité au sens de
Choquet si elle satisfait les conditions suivantes,

C1 cap(0) = 0.
C2 Si Ey C Ey alors cap(Ey) < cap(Es).

C8 Pour toute suite (E,),>1 nous avons

Cap( Gl En) < i cap(FEy)

C4 Pour toute suite décroissante de compacts (Kp)n>1 nous avons

cap(ﬁ Kn) = lim cap(K,).
n=1

n—oo

C5 Pour toute suite croissante (Ey,)n,>1 nous avons

cap([j En> = lim cap(E,).

n=1
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Si une telle application satisfait uniquement les conditions C1, C2 et C3, alors on parlera
de capacité au sens de Meyers. Nous verrons au Chapitre 2 avec la capacité de Hausdorft
dyadique qu'une capacité au sens de Meyers n’est pas toujours une capacité au sens de
Choquet.

Un premier exemple de capacité au sens de la définition 1.1 est donné par la mesure de
Dirac. Pour a € R fixé, celle-ci est définie pour E C RY par

1 siae

%(E) = { 0 sinon

Puisque d, est une mesure finie, il suit des théoremes classiques de théorie de la mesure
que les conditions C1 a C5 sont satisfaites. Nous serions naturellement tenté d’affirmer
que toute mesure finie est une capacité étant donné que ces objets satisfont toutes les
conditions de la définition 1.1. Nous devons cependant étre prudent : une mesure étant
généralement définie sur une tribu strictement contenue dans P(RY), elle ne constitue
pas un candidat raisonnable pour étre une capacité au sens de Choquet selon notre
définition.

Nous nous intéressons maintenant a un exemple moins trivial de capacité donné par la
capacité p-variationelle. Le lecteur pourra observer que cette derniére est une générali-
sation de la capacité newtonienne.

Définition 1.2. Pour 1 < p < +oo et K C RY compact, la capacité p-variationelle est
définie par

K)= inf VulPd 1.1

cany(K) = inf [ [Vupds (1)

avec
D(K) ={u € C*RY) |u>1 sur K}

ot C(RYN) désigne I’ensemble des fonctions lisses de RY dans R d support compact.

Notre objectif est de montrer que cap, est une capacité¢ au sens de Choquet définie
sur P(RY). Celle-ci étant seulement définie sur les compacts, nous devons tout d’abord
trouver une maniére d’étendre cette capacité sur les sous-ensembles arbitraires de RY.
Nous cherchons donc & définir une application cap, : P(RY) — [0,+0c] telle que
CAaf)p‘ k@Ey) = CaPp ott K(RY) désigne la classe des sous-ensembles compacts de RY.
Nous procédons en deux étapes : on étend tout d’abord la capacité sur les ouverts et on
utilise cette derniere extension pour définir 'extension générale. Plus précisément, on

pose pour U ouvert
cap,(U) = sup{cap,(K) | K est compact et K C U} (1.2)

et on vérifie directement que ceci forme une extension des compacts vers les ouverts. On
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définit maintenant pour £ C RV
cap,(F) = inf{cap,(U) | U est ouvert et £ C U}. (1.3)

Pour montrer que cap, = cap,, on observe que pour tout ouvert U contenant K

k(@)
nous avons cap,(K) < cap,(U). Une minimisation du coté droit par rapport a tout
ouvert contenant K nous donne alors

cap,(K) < inf{cap,(U) | U est ouvert et K C U}. (1.4)

L’inégalité inverse est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.3. Etant donné un compact K C RY ete > 0, il existe un ouvert U contenant
K et tel que
cap,(U) < cap,(K) +e¢.

Démonstration. Soit un compact K C RY et ¢ > 0. Par définition de la capacité p-
variationelle nous pouvons trouver u € D(K) tel que

/N |Vu|Pdz < cap,(K) +e.
R

Posons U = {u > 1} et montrons que cet ouvert satisfait les conditions requises. Il est
clair que U contient K. De plus, pour tout compact L C U nous avons u € D(L) et donc

capp(L) < /

N |VulPdz < cap,(K) +«.
R

Ceci étant vrai pour tout compact L contenu dans U nous obtenons

cap,(U) < cap,(K) +e¢. O

Il suit de ce lemme que si K est un sous-ensemble compact de R
inf{cap,(U) | U est ouvert et K C U} < cap,(U) < cap,(K) +¢
et un passage a la limite quand € — 0 implique donc que
inf{cap,(U) | U est ouvert et K C U} < cap,(K).

En combinant cette inégalité avec (1.4) on déduit que cap, = cap,, et donc cap,

)
forme bien une extension de la capacité p-variationelle sur les compacts. Dans la suite,

nous noterons simplement cap,, cette extension.

Nous allons maintenant montrer que la capacité p-variationelle respecte les conditions
de la définition 1.1, nous suivons pour cela [9, Chapter 2].
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Théoreme 1.4. La capacité p-variationelle est une capacité au sens de Choquet.

Les deux premiéres conditions suivent directement de la définition : la fonction identique-
ment nulle étant un élément de D(()), nous avons cap, () < 0 et donc cap, () = 0. Pour
la monotonicité, nous pouvons observer que si £y C F, alors tout ouvert V' contenant
FEs contiendra aussi £;. Nous avons alors

cap,(F) = inf{cap,(U) | U est ouvert et Fy C U} < cap,(V)

ce qui implique en prenant l'infimum par rapport a tout ouvert contenant FEy que
cap,(E1) < cap,(E»).

La condition C4 est elle aussi satisfaite par la capacité p-variationelle. Pour le démontrer,
nous pouvons utiliser directement la définition sur les compacts donnée par (1.1), c’est
d’ailleurs la démarche qui est suivie dans [9]. Nous allons ici donner une preuve différente

qui utilisera la forme particuliere de I'extension de cette capacité sur les sous-ensembles
de RV.

Avant de montrer ceci, nous précisons le vocabulaire que nous utiliserons dans la suite.
Etant donné que la capacité de E C RN est calculée en approchant cet ensemble par
I'extérieur, celle-ci est appelée capacité réguliere extérieure. De maniére analogue, nous
pouvons définir la régularité intérieure.

Définition 1.5. Une application cap : P(RY) — [0, +00] est appelée réguliére extérieure
si pour tout E € P(RY) nous avons

cap(F) = inf{cap(U) | U est ouvert et E C U}.

Similairement, cette application est dite réguliére intérieure si pour tout E € P(RYN)
nous avons
cap(F) = inf{cap(K) | K est compact et K C E}

Nous allons montrer que toute capacité réguliere extérieure (et donc en particulier la
capacité p-variationelle) satisfait la condition C4.

Proposition 1.6. Si cap : P(RY) — [0, +0cc] est une application réguliére extérieure,
alors pour toute suite décroissante de compacts (K, )n>1 dans P(RY) nous avons

cap(ﬁ Kn) = lim cap(K,).

n=1

La preuve de ce résultat reposera sur le lemme topologique suivant.

13



Lemme 1.7. Soient (K,,),>1 une suite décroissante de sous-ensembles compacts de RY

et U un ensemble ouvert. Si U contient K = (\ K,, alors il existe ng > 1 tel que
n=1

K, C U pour tout n > ny.

Démonstration. Supposons par 'absurde qu’il n’existe pas de n > 1 tel que K,, C U.
Nous pouvons alors construire une suite (x,,),>1 telle que z,, € K,, NU*. Puisque les K,
forment une suite décroissante, cette suite est contenue dans K; et par compacité nous

pouvons extraire une sous-suite (x,, )r>1 convergeant vers x € K N U°. Cela implique
alors que K NU¢ # () et donc K ¢ U ce qui est absurde. m

Démonstration de la proposition 1.6. Puisque cap est réguliere extérieure, elle est mo-

o
notone et nous avons donc pour K = (| K,
n=1

cap(K) < lim cap(K.,)

Pour montrer I'inégalité inverse, prenons € > 0 et U un ouvert contenant K avec
cap(U) < cap(K) +e¢. La suite de compact étant décroissante, le lemme 1.7 nous permet
de trouver ny > 1 tel que K,, C U pour tout n > ng. Dés lors, par monotonicité nous
obtenons

lim cap(K,) < cap(K). O

n—oo

Pour établir les autres conditions de la définition 1.1 nous allons montrer que la capacité
p-variationelle satisfait une autre propriété appelée sous-additivité forte : pour E; et Ej
des sous-ensembles de RY nous avons

cap,(F1 U Ey) + cap,(Ey N Ey) < cap,(E1) + cap,(Es).

Nous montrerons tout d’abord que cette inégalité est vérifiée sur les compacts, nous dé-
duirons ensuite le cas général en utilisant I’extension définie par (1.3).

Dans le cas ou F; et Fy sont des ensembles compacts, nous désirons montrer dans un
premier temps que si u; € D(E)) et ug € D(E,), alors max(uq, uz) et min(uy, us) appar-
tiennent aux ensembles D(E, U Ey) et D(E} N Ey) respectivement, ceci nous permettra de
déduire la sous-additivité forte. Il n'y a cependant pas de grand espoir de montrer ceci
étant donné que le maximum de deux fonctions dérivables n’est en général pas dérivable
(on peut par exemple penser aux fonctions u(z) = x et v(x) = —z qui sont dérivables
contrairement & max(u, v) = |z|). Pour pallier ce probleme, nous allons montrer que nous
pouvons travailler avec des fonctions moins régulieres dans la définition de la capacité
p-variationelle. Nous aurons besoin pour cela de certaines notions d’analyse fonctionelle
que nous rappelons maintenant.

14



Pour 1 < p < 400 et U un ouvert de RY, on désigne par LP(U) I'ensemble des fonctions
u : U — R mesurables et telle que

/ |ulPdr < +oo.
U

On définit ensuite les espaces de Lebesgue en posant LP(U) ou ~ est la relation
d’équivalence d’égalité presque partout. Bien qu'un élément de LP soit une classe d’équi-
valence, pour des raisons de commodité nous identifierons toujours une fonction avec sa
classe. Ceci nous permettra de travailler avec des fonctions concretes tout en bénéficiant
des propriétés de ces classes. Si on munit LP(U) de la norme

il = ( [ trac)
U

alors (LP(U), ||-||Lr(y) forme un espace normé et complet [22, Theorem 4.2.9]. Nous
dirons qu'une fonction u : U — R est p-intégrable si u € LP(U) (ou plus simplement
intégrable dans le cas ou p = 1). Par exemple, toute fonction lisse a support compact est
p-intégrable. En effet, toute fonction continue sur un compact étant bornée, nous avons
pour u € C°(RY)

_ L)

~

/ lulPde = / |ulPdz < Cu(supp(u)) < +o0
RN supp(u)

de sorte que C°(RY) C LP(RY). L’argument utilisé ici repose essentiellement sur le fait
que notre fonction s’annule en dehors d’un compact. En général méme des fonctions suf-
fisamment régulieres ne seront pas intégrables, particulierement quand nous travaillons
sur des domaines non-bornés comme RY. Nous pouvons cependant donner une notion
plus faible d’intégrabilité en définissant 'intégrabilité locale : nous dirons que u est lo-
calement intégrable si u € LP(V') pour tout V' € U (c’est-a-dire pour tout ouvert V' avec
V C U), nous noterons LY (U) I'ensemble de ces fonctions.

Nous avons défini ci-dessus les normes L” pour 1 < p < 400, nous pouvons aussi donner
une définition pour le cas p = co en posant

|u|| Loy = inf{M | |u(x)| < M pour presque tout x € U}.
De plus, nous pouvons définir

L>®(U) ={u:U — R | u est mesurable et IM > 0 tel que |u| < M presque partout}.

Nous introduisons maintenant un autre espace fonctionnel qui aura une importance
capitale dans la suite : les espaces de Sobolev. Ceux-ci sont définis comme I’espace
des fonctions intégrables avec dérivée (dans un sens qu’il faudra définir) intégrable.
Etant donné que toutes les fonctions p-intégrable ne sont pas continues (on peut par
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exemple penser & la fonction yg € LP(RY)), nous ne pouvons généralement pas parler
de dérivabilité des fonctions vivant dans les espaces de Lebesgue et nous devons donc
trouver une notion de dérivée adaptée pour ces dernieres. Remarquons pour cela que si
u € CY(U), nous avons pour tout ¢ € C(U) et pour 1 <k < N

/U wppds = — /U (D) pda (1.5)

ol O, désigne la k-iéme dérivée partielle. En effet, en posant pour z € RY

o= {37 e

nous avons par le théoréme fondamental de ’analyse pour tout 2’ € RV !

/&w(m', ry)dzy = 0.
R

Donc, par la formule de dérivation du produit et le théoreme de Fubini

/ (u(Onp) + (Onu)p)dx = Oyvdz = / / Oyv(x', zy)deyda’ = 0.
RN RN RN-1 JR

Cela montre (1.5) pour la N-ieme dérivée partielle, 'argument pour 1 < k < N — 1 est
similaire. Ceci motive la définition suivante : la dérivée faible par rapport a la k-iéme
variable d’'une fonction u € L (U) (si elle existe) est une fonction v € Li (U) telle que

pour toute fonction ¢ € C°(U)

/u@k@dx: —/vgpdx.
U U

Observons que si la fonction v existe, alors elle est unique. En effet, s’il existe une fonction
w satisfaisant la méme propriété que v, nous avons

/Ugodx:/wgodx — /(v—w)godx:().
U U U

Cette égalité étant valable pour tout ¢ € C(U), on déduit du théoreme d’annulation
[22, Theorem 4.3.10] que v — w = 0 et donc v = w presque partout. Cela a donc bien
du sens de parler de la dérivée faible de u et nous écrirons v = Jyu la dérivée faible de
cette fonction par rapport a la k-ieme variable, le gradient faible quant a lui sera noté
Vu = (01u,...,0yu). Remarquons que la notion de dérivée faible correspond a la dérivée
au sens classique (et donc le gradient faible correspond au gradient usuel) lorsque 1'on
travaille avec des fonctions de classe Ct. Nous pouvons maintenant définir les espaces de
Sobolev par

W'P(U) = {u € LP(U) | pu existe et Opu € LP(U) pour tout 1 <k < N}.

16



Tout comme pour les espaces de Lebesgue, deux fonctions égales presque partout seront
identifiées dans les espaces de Sobolev. On munit cet espace de la norme ||-||y1.»() définie
par

Il = lullZowy + IVUllTs@

ou

IVl = | 197 = / ]z (Opu)?

Proposition 1.8. Pour 1 < p < 400 les espaces de Sobolev WHP(U) munis de la norme
|- lwie@y forment un espace vectoriel normé et complet.

Démonstration. Montrons tout d’abord que W1?(U) est stable par combinaison linéaire.
Soient u,v € WHP(U) et A\, u € R, nous avons pour 1 <k < N

/()xu + pv)Oppdr = )\/ udppda + ,u/ VO pdx
U U U
= —A/(@ku)godx—u/(akv)gpdx
U U
=— / (AOku + poyv)pdz
U

ce qui implique que Jx(Au + pv) = Adyu + pdkv. Des lors, puisque \u + pv € LP(U) et
(M + pv) € LP(U), on en déduit que Au + pv € WHP(U) ce qui montre la stabilité.

Le fait que ||-||w1.r() soit une norme suit directement des propriétés de la norme L7,
seule I'inégalité de Minkowski nécessite un argument. En utilisant que cette inégalité est
satisfaite pour ||-||zr() nous obtenons

1

(lw + vlZo @y + VU + Vol Ly pay)”

< ((luller@y + l[vlle@))” + IVl owryy + (VO Lo@rm))?)
1

el Zowy + IVullZo@rny)? + U0le @y + VO @ ray)

HUHW“’(U) +|vllwrr @)

[u +vllwr @)

LS
=

IN

ce qui montre I'inégalité de Minkowski pour les espaces de Sobolev.

Nous terminons par montrer que les espaces de Sobolev sont complets. Prenons (uy,)n>1
une suite de Cauchy dans W'?(U). Pour tout € > 0 nous pouvons trouver ng > 1 tel
que pour tout m,n > ng

</U<‘u" = tm[" 4 [V (un = Um)!”)dx>; <e.
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En particulier, cela implique que les suites (u,)n>1 et (Vuy,),>1 sont de Cauchy dans
LP(U) et LP(U,R") respectivement. Par complétude des espaces de Lebesgue nous pou-
vons trouver u € LP(U) et v € LP(U,RY) tels que dans ces espaces nous avons

u, —>u et Vu, — v.

Montrons que Vu = v. Pour tout ¢ € C2°(U) nous avons
/ ulppdr = lim UpOppdr = — lim / Opppdr = — Opupdr.

Par unicité nous déduisons que Vu = v € LP(U,R") ce qui montre que u € W'P(U) et
donc que les espaces de Sobolev sont complets. O

Apres ce détour dans le monde de I'analyse fonctionelle, revenons a 1’étude de la capacité
p-variationelle. Rappelons que sur les compacts, celle-ci est définie en prenant I'infimum
sur un ensemble de fonctions infiniment contintiment différentiables. Nous allons montrer
que cette condition peut étre remplacée par celle de différentiabilité faible sans affecter la
valeur de la capacité. Plus précisément, si on pose pour K compact

D(K) = {uec W»RY)NCURY) | u>1sur K},
alors nous avons le résultat suivant.

Proposition 1.9. Pour 1 < p < +00 et K un sous-ensemble compact de RN

inf |Vu|Pde = inf |Vul|Pde.
RN

u€D(K) ueD(K) JrN

Nous allons montrer que le membre de gauche est a la fois supérieur et inférieur au
membre de droite, cela nous permettra de déduire qu’il y a effectivement égalité. Il
n’est pas difficile de montrer I'inégalité <, il suffit d’observer que C>°*(RY) c WLr(RY).
Pour 'inégalité inverse nous aurons besoin d’approximer des fonctions de Sobolev par des
fonctions lisses a support compact, nous utiliserons pour cela le principe de régularisation
par convolution. Définissons pour z € RV
o(z) = { C~texp(p—y) s? 2| < 1 (16)
0 si|x] >1

ou C' > 0 est une constante choisie telle que

/RN p(x)dr = 1.

On pose ensuite pour tout n > 1, p,(z) = n™¥p(nz). 1l suit de la définition de p, que
supp(pn) = B[0,1] et p, € C(RY). La suite (p,)n>1 est appelée suite régularisante,

‘n
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elle permet en effet de régulariser, de rendre plus lisse une fonction intégrable comme
Iaffirme le théoreme suivant.

Théoréme 1.10. [22, Theorem 4.3.9]
1. Siu e LL . (RY), alors p, * u € C*(RY).
2. Siu € LE (RY) pour 1 < p < +oo, alors p, * u — u dans L} (RY), c’est-a-dire

loc loc

pn ¥ u — u dans LP(V) pour tout V @ RV,

3. Siu € CORN), alors p, * u — u uniformément sur tout sous-ensemble compact de
RY.

En d’autres mots, convoler une fonction intégrable avec p,, nous donne une fonction lisse
permettant d’approximer localement la fonction initiale dans les espaces de Lebesgue.
Nous montrons dans la proposition suivante que nous pouvons rendre cette convergence
globale.

Proposition 1.11. Pour 1 < p < +oo et u € LP(RY), nous avons p, * u — u dans
LP(RYN).

Démonstration. Observons tout d’abord que si w € LP(RY) alors

o * | Lo@nyy < ||w|| Lo @y (1.7)

En effet, il suit de 'inégalité de Holder que

|—=

|(pn * w) ()] = <

[ ol =ty

[ e =y

Des lors, on obtient par le théoreme de Fubini

/RN [(on x w)(@)de < /RN /RN o = y)|w(y)[Pdydz
= [ [ o= loPasay
= [ lwtray

ce qui montre que ||p, * wl|Lr@y) < ||w]|LrrN)-

Prenons maintenant u € LP(RY) et ¢ > 0. Puisque CJ(RY) est dense dans LP(RY)
[3, Théoréme IV.12], nous pouvons trouver v € C2(RY) tel que

|lu —v||Lrryy < €.
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Par le théoréme 1.10, nous avons p,, * v — v dans LP(RY) et il existe donc ng > 1 tel
que
[pn * v — || Lp@ny < €

pour tout n > ng. Dés lors en utilisant (1.7) avec w = uw — v nous obtenons pour tout
n > ng

lw = pn * ullLoeyy < [lu— vl Lo@yy + [V = po * vl Lo@ny + llon % (w = V)| Lo@y) < 3e.

O

Nous pouvons donc approcher une fonction p-intégrable par une fonction lisse dans les
espaces de Lebesgue, nous montrons maintenant que cela est aussi possible dans les
espaces de Sobolev.

Proposition 1.12. Pour1 < p < +oo et u € W'P(RY), il existe une suite (uy,)n>1 avec
u, € CX(RY) telle que u,, — u dans WHP(RY).

Démonstration. Nous procédons en plusieurs étapes, tout d’abord nous montrons qu’une
fonction de Sobolev peut étre approximée par une fonction lisse, nous utiliserons ensuite
la troncature pour approcher cette derniere par une fonction lisse a support compact.

Etape 1 : régularisation

Prenons u € WH(RY) et posons u, = p, * u. Nous avons alors par le théoréme 1.10 et
la proposition 1.11 que u, € C*®°(RY) et u, — u dans LP(R"). En utilisant la définition
de dérivée faible nous obtenons

O (pn + u)(x) = RN,ﬁipn(lf—-y)U(y)dy
—— [ Atoute -~ )iy
= [ e = n)0tutu)ay

— (pn % Opu)(@).

Donc, puisque dyu € LP(RY) nous avons Oy, = p, * Opu — Opu dans LP(RY). On en
déduit alors que WIP(RY) N C®(RY) est dense dans W1HP(RY).

Etape 2 : troncature

Soit 0 € C*(R) tel que 0 <6 <1 et

Wﬂz{l sit<1

0 sit>?2
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Prenons v € WHP(RY) N C>®(RY) et posons pour x € RY, §,(x) = 9(%) On remarque
alors que 6,0 € C*°(RY) et que 6,v — v ponctuellement sur RY. Puisque 0 < 6, < 1
nous avons |v — 6,v|P < |v|P|1 — 6,,[P < 2P|v|? et la fonction 2P|v|P étant intégrable nous
obtenons par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue

”'U — anHLp(RN) — 0.

De plus, puisque V6, (z) = ¢ (%)i nous obtenons

nlz|

V(v = 0,0)|| o@y zvy = [V = (VO)v — 0,V0) || Loy mvy
<|[[Vv-— gnVU“LP(IRN,RN) + ||(V9n)v)||Lp(RN,RN)

1
_ 1 / ‘x’ p P »
= |Vv = 0, V0 oy ) + </RN]ne (?)\ v(z)[Pdz
1
<|[[Vv - enVUHLP(]RN,RN) + ﬁHe,”Lw(RN)HUHLP(RN)
— 0

Dés lors, nous avons 6,v — v dans WIP(RY) ce qui implique que C°(RY) est dense
dans W'P(RY) N C®(RM).

FEtape 3 : conclusion

Prenons u € WHP(RY) et ¢ > 0. Par I'étape 1, il existe v € WHP(RYN) N C=(RY)
tel que [|u — v|[wrr@yy < €. De plus, par I'étape 2, il existe w € C>(RY) tel que
|v — w||wrr@yy < €. Dés lors,

|u — wllwrreyy < Ju—v|lwieey) + [V — w][wre@yy < 2€. O

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaire pour redéfinir la capacité p-
variationelle.

Démonstration de la proposition 1.9. De linclusion C*(RY) ¢ WIP(RY), il suit que
D(K) C D(K). Des lors, si v € D(K)

inf / |Vu|pda:§/ |VoulPdz
ueD(K) JrN RN

et une minimisation du cété droit par rapport a toutes fonctions dans D(K') nous donne

inf / |Vu|Pde < inf / |Vu|Pde. (1.8)
RN RN

ueD(K) u€D(K)

Dans l'autre sens, prenons v € D(K) et supposons dans un premier temps que v = 1
sur un voisinage U de K avec U € RY. Prenons n € C*(RY) avec n = 1 sur R¥\U et
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n = 0 sur un voisinage de K. De plus, on choisit (,),>1 une suite de fonctions C°(R")
convergeant vers v dans W1P(RY) qui existe par la proposition 1.12.

Posons ¢, = 1 —n(1 — ¢,,), nous avons alors que ,, € D(K) car n = 0 sur un voisinage
de K. De plus, ¢, — v dans WP(RY). En effet, puisque v = 1 sur U nous avons

o = oWy = [ 1w = vPda
RN
— [ ma-e) - opdot [ - n(-g) - o
RN\U U

- / o — vfPda + / Pl = palPde
RN\U U

< / on — 0Pz + 1] e / v — galde
RN\U U
< (Lt Ile) [ o= onlda
]RN

— 0.

De plus, puisque Vb, = —Vn(1l — ¢,) + nVp, et que v = 1 sur U et n = 1 sur RMN\U
nous obtenons par l'inégalité de Minkowski

Vb — V|7, gy = / Ve, — Vo|Pdz
RN
= / |V, — VoulPde + / IVn(1 —¢,) —nVe,|Pde
RN\U U
- / Vi — Volde + V(1 — ¢) — 1V gl
RN\U

< / Ve, — VolPdz
RN\U

1 1qp
( / |Vn|p|1—90n|pd$> +( / |n|P|wn|pdx) ]
U U

< / IV, — VolPdex
RN\U

1Vl Lo ) (/ lv — <pn|pdx>
U
1qp
{7l o) (/ Vo, — Vv|pdx> ]
U

Ceci nous permet de conclure que v, — v dans WHP(RY).

+

— 0.
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Dans le cas général, considérons pour tout m > 1 I'ouvert

1
Um:{xGRN|v(x)>1—%}.

Nous avons alors que U = U U,, est un ouvert tel que K C U @ R”. De plus, par le

théoreme de convergence domlnee de Lebesgue nous obtenons

[0 — vllwre@yy = ([0 — vllwrs U) + |Yn = vllwre@vioy
= Jim o = = i+ 10 = vl

< Hwn - 1”Wl”’(U) + H¢n - UHWLP(RN\U)

et le cas précédent nous permet de déduire que le membre de droite converge vers 0
quand n — oo.

Puisque pour v € D(K) nous pouvons trouver une suite (1,),>1 dans D(K) telle que
¥, — v dans WHP(RY) nous avons

nt /R IVupdr < /R IV
oy —
< (IV¢pn — VUHLP(RN,RN) + ||VU”LP(RN,RN))p
< ([[vn = vllwre@yy + | VO Loy mvy)”
= [Vl @n g

:/ |VolPde.
RN

En maximisant le coté droit par rapport a toute fonction dans D(K’) nous déduisons que

inf |Vu|Pde < inf |Vu|Pde. (1.9)
u€D(K) JrN u€D(K) JRN
En combinant (1.8) et (1.9) nous obtenons le résultat. O

Revenons a l'idée de la preuve de la sous-additivité forte de la capacité p-variationelle.
Grace a la proposition précédente, la stratégie que nous avions donnée peut se reformu-
ler comme suit : si u; € D(F;) et uy € D(F,) avec F; et Ey compacts, nous désirons
montrer que max(uy, us) et min(uy, us) appartiennent a D(E; U Ey) et a D(E; N Ey)
respectivement. Pour ce faire, nous aurons besoin d’étudier la dérivée faible d’une com-
position.

Proposition 1.13. Soient u € WP(RY) et f € CY(R) tel que f' € L>=(R) et f(0) =
Alors fou e WH(RY) et pour 1 <k < N, Op(f ou) = (f ou)du.
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Démonstration. Montrons tout d’abord que fou € LP(RY). Par le théoréme des ac-
croissements finis, pour ¢ € R il existe ¢ €]0, t] tel que

[FOF = 1) = FO) = |f ()] - [t = O] < || oe ey 2]

et donc |f ou| < || f]lpee(my|u|. Dés lors,

[ fourde < ey [ lupde < toc
RN RN

car u € LP(RY). De plus, (f' o u)opu € LP(RY) car
/ |(f" o uw)OpulPde < Hf’llpoo(R)/ |Opu|Pdr < 400
RN RN

ofl nous avons utilisé que dyu € LP(RY).

Il reste & vérifier que Oy (f o u) = (f' o u)dpu. Soient ¢ € CX(RYN) et U un ouvert tel
que supp(p) C U & RY. Par la proposition 1.12 nous pouvons trouver une suite de
fonctions lisses & support compact (u,),>1 telle que u,, — u dans LP(RY) et Vu,, — Vu
dans LP(RY RY). De plus, quitte & passer & une sous-suite, nous pouvons supposer que
u, — u ponctuellement presque partout sur RY.

Observons que

lim [ (f owu,)Oppdr = /(f o u)dgpda. (1.10)
U U

n—0o0

En effet, par le théoréme des accroissements finis nous avons

1(F o un)Oup — (F 0 w)kpllpier = / (f 0 wn)hp — (f 0 w)dhplPda

< 1Ouplle / o tn— foul'ds
U

< HakSOHPOO(U)Hf/HIJ;OO(U)Hun - uHiP(U)
— 0.

Des lors, en utilisant I'inégalité de Holder nous obtenons

I(f 0 un)Okp = (f 0o Wkl < p(U)' 7% (f 0 un)Ousp = (f 0 w)Oipll o) = 0
ce qui montre (1.10).

De plus,
lim | (f owuy,)(Oku,)edr = /(f’ o u)(Opu)pde. (1.11)

n—o00
U
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Pour voir cela, nous avons par 'inégalité de Minkowski

1(F" 0 un ) (Okun) e = (f" 0 w)(Ou)pll L) < NI(f" 0 un) (Orun) e — (f o) (Okun )|l w)
+[[(f 0 w)(Okun)p — (f 0 u)(Oru)epllr vy

En posant C' = sup||8kun|| () et en utilisant le théoréme de convergence dominée nous

obtenons
1(f" 0 un)(Orun) e — (f" 0 u)(Okun) ol 1) / |(f" 0 un) (Okun)p — (f 0 w)(Dpun)plde
< Cllgllzeo) / 0wy — foulda
U
— 0.

En utilisant a nouveau 'inégalité de Holder nous avons

I(f" 0 w)(Oktin) o — (f 0 u)(Opu)ll ) /\f o u)(Ottn)p — (f' 0 u)(Opu)pldx

<ol / o ul| Oy, — Dyulda
U

< Nl e @yl f Nz @) |V (tn — w) || 1o rmy

< U)ol @ |1 e @y Vet = Vull oy
—0

ce qui nous permet de déduire I’égalité (1.11).

Des lors, en utilisant les équations (1.10) et (1.11) nous obtenons

/RN(f o u)Ogpdr = /U(f o u)Ogpdx

= lim [ (f owuy,)Orpdx
U

n—o0

— —lim [ (o w.)(Dn)pda

U

= /U(f’ o u)(Oku)pdx
_ / (f' o u)(Bpu) pdz
RN
ce qui montre que I (f ou) = (f' o u)dxu. ]

Nous allons maintenant utiliser cette proposition pour calculer le gradient faible de la
fonction v = max(0, u).
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Proposition 1.14. Siu € WYP(RY), alors u™ € WIP(RY) et presque partout sur RN

Vu stiu>0
+ _
Vu —{ 0 siu<0 (1.12)

De plus, Vu = 0 presque partout sur {u = 0}.

Démonstration. Fixons € > 0 et définissons

ou(t) = (t24+e2)2—¢ sit>0
‘ 0 sinon

On remarque alors que v, € C'(R) avec

o) = s sit>0
0 sinon

et nous avons donc v. € L*°(R). Donc, en utilisant la proposition précédente nous
obtenons pour tout ¢ € C°(RY) et pour 1 <k < N

/]RN(US o u)dpdt = —/ (0] 0 u)(Dpu)pdl.

]RN

Puisque v ou — u™ et v} ou — X{u>0; ponctuellement quand € — 0 nous obtenons par
le théoreme de convergence dominée

/ u Oppdr = —/ (Oku) X fusoypdz.
RN RN

Par unicité on déduit que dpu* = (Opu)X(u>0} ce qui montre (1.12).

Il reste a calculer le gradient de la fonction u sur 'ensemble {u = 0}. Posons pour cela

u~ = min(0,u) et observons que u~ = —(u") de sorte que
_ 0 siu>0
Vu _{ —Vu siu<0 °
Done, Vu = 0 presque partout sur {u = 0} car Vu = Vut — Vu~. ]

Si u,v € WHP(RY), alors puisque max(u,v) = (u—v)" +v et min(u,v) = u— (u—v)",
nous avons que max(u, v), min(u,v) € WH?(RY) avec

Vu siu>wv

Vv siu<w (1.13)

V max(u, v) = {
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et
Vv siu>w

Vu siu<w (1.14)

V min(u,v) = {

Cela implique en particulier que si u; € D(K;) et us € D(Kj), alors les fonctions
max(uy,uz) € D(K; U Kj) et min(uy,us) € D(K; N Ky). Nous avons maintenant tous
les ingrédients nécessaires pour démontrer la sous-additivité forte sur les ensembles com-
pacts. Pour déduire que cette propriété est aussi satisfaite sur les ouverts, nous utiliserons
le lemme suivant.

Lemme 1.15. Soient U, et Uy des sous-ensembles ouverts de RN et K un compact tel
que K C Uy UUs. 1l existe alors des compacts Ky et Ky tels que K, C U, pourn € {1,2}
et K C Kl U KQ.

Démonstration. Considérons les compacts disjoints L1 = K\U; et Ly = K\U; et mon-
trons qu’il existe deux ouverts U et V avec Ly CU, Ly C Vet UNV = .

Supposons dans un premier temps que Ly = {b} avec b ¢ Ly. Si a € Ly, alors a # b et il
existe donc U, un voisinage ouvert de a et V,, un voisinage ouvert de b avec U, NV, = (.
Des lors, la collection (U,)aecr, forme un recouvrement de L; par des ouverts et par

compacité nous pouvons trouver un sous-recouvrement fini (U,)qece tel que Ly C U U,.
acl
En définissant

Up=UJU. et WV=[)Va,

ael a€e€

on observe que ces deux ouverts satisfont les conditions requises.

Supposons maintenant que Lo ne se réduit pas a un singleton. Nous savons que pour
chaque b € Ly nous pouvons trouver des ouverts disjoints U, et Vj, contenant L, et
{b} respectivement. Deés lors, la collection (V})per, forme un recouvrement de Lo par des
ouverts et par compacité de cet ensemble, nous pouvons trouver un ensemble fini G C Lo
tel que Ly C bUg V4. On pose alors

=

U=NU e V=UW
beg beg

et ces deux ouverts satisfont les conditions requises. Pour conclure, il suffit de prendre
Ky = K\V et Ky = K\U et nous obtenons alors deux ensembles compacts tels que
K =K, UK,. O

Nous démontrons maintenant la sous-additivité forte.

Proposition 1.16. Pour tout E,, E; C RN nous avons

cap,(F1 U Ey) + cap,(E1 N Ey) < cap,(E1) + cap,(Ea).
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Démonstration. Nous commengons par montrer la sous-additivité forte dans le cas ou
E; et Ey sont des sous-ensembles compacts de RY. Si u; € D(F;) et uy € D(Es) nous
avons en utilisant (1.13) et (1.14),

/ |Vmax(u1,u2)|pdx—|—/ |Vmin(u1,u2)|pdx:/ |Vu1|pdx+/ |Vug|Pde.
RN RN RN RN

Puisque max(u1, uz) € D(FE; U Ey) et min(u1, uz) € D(FE; N Ey), nous obtenons
capp(E1 U EQ) + capp(E1 N EQ) < / ]Vullpdrlf + / ‘VU2|pd.’E
RN RN

ce qui montre la sous-additivité forte pour des ensembles compacts puisque les fonctions
u; et ue sont arbitraires.

Considérons maintenant le cas ou E; et E5 sont ouverts. Soient L; et Lo des sous-
ensembles compacts de Fy U Ey et E; N Ey respectivement. Par le lemme 1.15 nous
pouvons trouver des compacts K1 C E; et Ky C Ey avec Ly C K; U Ks. De plus, quitte
a remplacer K, par K, U Ly pour n € {1,2} nous pouvons supposer que Ly C K; N Ks.
Nous avons donc par monotonicité et en utilisant la sous-additivité forte sur les compacts
cap,(L1) + cap,(L2) < cap, (K1 U K») + cap(K1 N K>)

< cap, (K1) + cap,(K>)

< cap,(E1) + cap,(E2)
ou la derniere inégalité est une conséquence de la définition de la capacité sur les ouverts.

Puisque ceci est vrai pour tout compact L; et Lo contenu dans E; U Es et E; N Ey nous
déduisons que

cap,(E1 U Ey) + cap,(Ey N Ey) < cap,(E1) + cap,(Ea).
Prenons maintenant £ et F, des sous-ensembles arbitraires de RY et Uy, Uy des ouverts
contenant F; et Fs respectivement. Nous avons alors en utilisant (1.3)

cap,(Ey U Es) 4 cap,(Ey N Ey) < cap,(Uy U Us) + cap, (U N Us)
< Capp<U1) + Capp(U2)‘

Cette estimation étant valable pour tout ouvert contenant F; et Es, on conclut la preuve
en minimisant le c6té droit.

[]

Remarquons que la propriété de sous-additivité forte implique par récurrence la sous-
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additivité finie pour la capacité p-variationelle :

capp( 61 En) < f:l cap,(E

Pour pouvoir déduire la sous-additivité dénombrable nous utiliserons la condition C5, la
preuve de cette derniere condition reposera sur I'inégalité suivante.

Corollaire 1.17. Soit m > 1 et des suites (Ey)i1<n<m, (Fn)i<n<m telles que F,, C E,
pour chaque 1 < n < m. Alors, si Capp( U Fn) < 400 on a
n=1

capp( 61 En) — Capp( 61 ) ﬁj: (cap,(En) — cap,(Fy)). (1.15)

Démonstration. Considérons A, B et C' des sous-ensembles de RY avec C' C A. Nous
avons par monotonicité et sous-additivité forte

cap,(A U B) + cap,(C) < cap,(AU (BUC)) +cap,(AN(BUC))
< cap,(A) + cap,(BUC)

ou de maniére équivalente
cap,(AU B) — cap,(B U C) < cap,(A) — cap,(C). (1.16)

Nous allons utiliser cette estimation pour démontrer (1.15) par récurrence. Le cas m = 1
est clairement satisfait, supposons donc que 'inégalité soit vraie pour un certain m > 1
et montrons la pour m + 1. Nous avons

m—+1 m—+1

capp( L:J1 En) capp< U F, ) = capp( U E, U Em+1) — cap, (Em+1 U 61 Fn)

+ cap, (Emﬂ U U Fn) - capp( Lnj F, U Fm+1)
n=1 n=1
< Ca’pp( 6 En) - capp( O Fn) + cap, Em—i—l) - Capp(Fm+1>
n=1 n=1

(cap,(£n) — cap,(Fn)) + cap,(Emi1) — cap,(Fn1)

IA
s

ol pour obtenir la premiere inégalité nous avons appliqué une premiere fois (1.16) avec

A= U E, B=E,.1et(C= U F,, et une seconde fois avec A = E,,,1, B= U F), et
n=1

C= F m+1- O
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Nous sommes maintenant prét a montrer que la capacité p-variationelle respecte les
conditions de la définition 1.1.

Démonstration du théoréeme 1.4. Les conditions C1 et C2 ont déja été démontrées, la
condition C4 est une conséquence de la régularité extérieure de la capacité p-variationelle
et de la proposition 1.6.

Soit (E))n>1 une collection croissante de sous-ensembles de RY, montrons que

Capp< Ql En) = nh_g)lo cap,(Ey).

Puisque par monotonicité

lim cap,(£,) < capp( Ej En)

n—00
n=1

il nous suffit de montrer I'inégalité inverse. Cette derniere étant clairement satisfaite
dans le cas ou il existe un ensemble FE,, avec capp(En) = 00, NOUS Pouvons supposer que
capp(En) < 400 pour chaque n > 1. Soit € > 0, par régularité extérieure pour tout
n > 1 nous pouvons trouver un ouvert U, contenant E, et tel que

£
cap,(Uy,) < cap,(E,) + o

Par le corollaire 1.17 nous avons alors
capp(U Uk> — Capp(U Ek) < Z 267 <e.
k=1 k=1 k=1

(0.) n
Soit K un compact contenu dans |J Ug. Par compacité nous avons K C |J U, pour un

k=1 k=1
certain n > 1 ce qui implique que

cap,(K) < capp<U Uk) < capp(U E’k> +¢e < cap,(E,) +¢
k=1 k=1

et donc cap,(K) < li_}rn cap,(E,) + €. Dés lors, toujours en utilisant la monotonicité
n—0o0

cap,(E) < con, (U 03)

= sup{capp(K) | K est compact et K C | Uk}
k=1
< lim cap,(E,) + €.

n—00
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ce qui montre la condition C5 puisque € > 0 peut étre choisi suffisamment petit.

Il nous reste a démontrer la condition C3. Remarquons que par sous-additivité forte
nous avons pour £y, By C RY, cap,(F1 U Ey) < cap,(E1) +cap,(FEs) et on en déduit par
induction que pour m > 1

Capp(U En) S Z Ca’pp(En)‘
n=1 n=1
Puisque la suite ( G En) - est une suite d’ensembles croissants nous avons
n=1 mZz
capp( Ql En) - capp( Ql Ql En> = lim capp( Ql En) < Z:l cap,(En)
ce qui montre la propriété de sous-additivité dénombrable. O

Nous pouvons observer que la démonstration du théoreme 1.4 découle essentiellement
de la régularité extérieure et de la sous-additivité forte. En effet, les conditions C2 et
C4 sont des conséquences directes de cette régularité, les autres conditions se déduisent
ensuite de cette régularité combinée avec la sous-additivité forte.

Remarquons d’ailleurs que la définition de la capacité p-variationelle sur les compacts
a uniquement été utilisée pour démontrer la régularité extérieure et la sous-additivité
forte, nous avons donc la conclusion importante suivante.

Théoréme 1.18. Sicap : K(RY) — [0, +00] est une application fortement sous-additive
et telle que cap()) = 0, nous pouvons étendre cette application aux ouverts en posant

cap(U) = sup{cap(K) | K est compact K C U}.

De plus, si pour K C RN compact et € > 0, il existe un ouvert U contenant K et tel que
cap(U) < cap(K) + &, nous pouvons étendre cap a P(RY) par

cap(F) = inf{cap(U) | U est ouvert et E C U}.

Cette application est alors une capacité au sens de Choquet.
Démonstration. Par régularité extérieure, Iapplication cap : P(RY) — [0, +00] est mo-
notone et satisfait la condition C4 par la proposition 1.6. De plus, en adaptant la preuve

du théoreme 1.4, on déduit que les conditions C3 et C5 sont satisfaites. O

Cette méthode sera utilisée au chapitre 2 pour étudier la capacité de Sobolev.
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1.2 Capacitabilité

Etant donné cap : P(RY) — [0, +00] une capacité au sens de Choquet, nous pouvons dé-
finir deux nouvelles applications cap, et cap* pour tout £ C R” par

cap,(F) = sup{cap(K) | K est compact et K C E}

et
cap*(E) = inf{cap(U) | U est ouvert et £ C U}.

Ceci nous permet de définir la capacitabilité d’un ensemble.

Définition 1.19. Soit cap : P(RY) — [0, +o0] une capacité au sens de Choquet. Un
ensemble E C RN est capacitable si

cap*(E) = cap,(F) (1.17)

De tels ensembles existent bien, on peut par exemple observer que tout ouvert est capaci-
table. En effet, si E est ouvert, il suit directement de la définition que cap*(E) = cap(E).
D’un autre c6té, pour tout compact K contenu dans E nous avons par monotonicité
cap(K) < cap(F) et donc cap,(E) < cap(F). De plus, pour tout n > 1 nous pouvons
trouver K, un compact contenu dans F et tel que

1
cap,(E) < cap(Ky) + —
n
Des lors, puisque K,, C E nous obtenons par monotonicité
1
cap, (E) < cap(E) 4 —
n

et un passage a la limite nous donne alors cap,(E) < cap(F). Cela montre donc la
capacitabilité des ouverts puisque

cap”(E) = cap(E) = cap,(E).

L’exemple suivant montre que nous pouvons construire des capacités pour lesquelles tout
ensemble ne sera pas capacitable.

Exemple 1.20. [19, Theorem 3.6] Considérons m la mesure extérieure définie pour tout
K C RN compact par

m(K) = inf{z vol(Qn) | (Qn)n>1 est un recouvrement de K par des cubes fe'rmés}
n=1
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Il suit de la définition que m est monotone et que nous avons pour tout K, Ky C RV
compacts

De plus, on peut montrer que pour K compact et € > 0, il existe un ouvert U contenant
K avec m(U) < m(K)+e¢ [19, Observation 3|. Par le théoréme 1.18, nous pouvons donc
étendre m a P(RN) en une capacité au sens de Choquet.

Définissons maintenant ’ensemble de Vitali. On considére ~ la relation d’équivalence
définie sur [0,1] par x ~y si et seulement x —y € Q. Ceci nous permet de partitionner
Uintervalle [0, 1] en classe d’équivalence que nous notons (Eq)aca. Par Uaziome du choi,
pour chacune de ces classes nous pouvons choisir un unique x, € &, et nous définissons
alors l’ensemble de Vitali par

V= |J{z.}.

acA
Nous allons montrer que m,(V) =0 et m*(V) > 0.
Prenons (r)g>1 une énumération de Q N [—1,1] et définissons Vi, = V + ri. De plus,
pour un compact E contenu dans V on définit E, = E + k. Observons que les Vy, sont
disjoints. En effet, sik # k' et VNV # 0, nous pouvons trouver des rationnels ry, # ry
et a, B tels que xo + 1, = X3 + 11 €t nous avons alors x, — xg = 11y — 1. Done, o # B
et a ~ [ ce qui contredit le fait que V contient un seul élément par classe d’équivalence.

Les V. sont donc bien disjoints et cela implique en particulier que les Ey le sont aussi.
De plus,

U E.c Ve C[-1,2].
k=1 k=1

Donc, par mesurabilité des Ey et invariance par translation de la mesure extérieure nous

obtenons
kz_:m(E) = kz_:m(Ek) = m(U Ek> <3

k=1

ce qui n'est possible que dans le cas ot m(E) = 0.

Nous avons donc montré que tout compact contenu dans V a une mesure nulle. Par
définition de my., cela implique que m,(V) = 0.

Regardons maintenant m* (V). Observons tout d’abord que
0,1] € J Vs
k=1

En effet, si x € [0,1] alors x ~ x, pour un certain o € A et il existe donc ry, € Q tel
que T — Ty = 1 pour un certain k. Mais alors x = x4 + 1 ce qui implique que x € V.

Deés lors,
L<m (UW) <3 m* (V) = > m*(V)
k=1 k=1 k=1
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ce qui implique m*(V) > 0. On en déduit que ’ensemble de Vitali n’est pas capacitable.

Notre objectif est de trouver une classe suffisamment grande d’ensembles capacitables.
Plus précisément, nous souhaitons montrer que tout borélien de R” satisfait la relation
(1.17).

Rappelons que la tribu des borélien est la plus petite tribu contenant tous les ouverts
de RN. Etant donné que tout ouvert est capacitable, une stratégie naturelle serait de
montrer que la classe des ensembles capacitables forme une tribu, le résultat suivrait
directement. Cependant, la capacitabilité n’étant pas stable sous 'intersection finie, il
n’y a pas d’espoir de montrer que cette classe est une tribu.

Exemple 1.21. Considérons cap : K(R?) — [0, +00] définie pour tout E C R?* compact
par m(Py(E)) ot m est la capacité définie dans l'exemple 1.20 et Py est la projection sur
la premiere coordonnée. On observe alors que cap est monotone et que nous avons

cap(Ey U Ey) + cap(E; N Ey)

m(P(Ey U Ey)) +m(Py(Ey N Ey))
(PL(Ey) + Pi(E)) +m(Pi(Er)) +m(Py(Es))

IN

(P1(E1)) +m(Pr(E))
ap(F1) + cap(FEz).

I
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Par le théoréme 1.18, nous pouvons donc étendre cap a P(R?) en une capacité au sens

de Choquet.

Prenons V 'ensemble de Vitali, E = [0,1]x{0} et F' = [0, 1] x{1}. Puisque les ensembles
E et VUF ont des projections mesurables, ils sont capacitables [15, Corollaire 4.27]. Ce-
pendant, V = (VU F) N E et nous avons donc trouver un ensemble non-capacitable qui
peut s’écrire comme intersection d’ensemble capacitable

Nous devons donc trouver une autre maniere de démontrer ce théoreme. Nous considé-
rerons pour cela une classe d’ensemble plus générale, appelée ensemble de Suslin. Nous
montrerons dans un premier temps que cette classe contient les boréliens et nous mon-
trerons ensuite que tout ensemble de Suslin est capacitable. La capacité des boréliens en
découlera alors directement.

1.2.1 Ensemble de Suslin

Soit M une classe de sous-ensembles d'un ensemble X. On désigne par N Tensemble
des suites de naturels et par N’ ’ensemble des k-uples de naturels. Plus précisément, on

pose
N ={(ni,ns,...) | n; € N pour tout i > 1}

et
N ={(ny,...,n) | k € Netn; €N pour tout 1 <i < k}.
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On suppose qu’a tout k-uple (ni,...,ng) € N est associé un ensemble My, . n. €
M. Ceci est équivalent a l'existence d’une application v : N' — M appelée systeme
déterminant pour M et définie par v(ny,...,ng) = My, - Etant donné un systéme
déterminant nous pouvons considérer son noyau, N(v) défini par

Nv)= | MynMy 0. 0N M,
neN

n=(n1i,n2,...)

w0, (1.18)

.....

Nous dirons que N(v) est un ensemble de Suslin® généré par la classe M. Dans la
suite, nous noterons par M4 la classe des ensembles de Suslin générés par M et nous
appellerons ensemble de Suslin d’un espace métrique les ensembles de Suslin généré par
la collection des ensembles fermés de cet espace.

Nous consacrons le reste de cette sous-section a démontrer que tout borélien est un
ensemble de Suslin, nous suivrons pour cela les développements exposés dans [14, Sec-
tion 1.7].

Nous désirons dans un premier temps montrer le théoreme suivant.

Théoreme 1.22. La tribu des boréliens est la plus petite classe d’ensembles contenant
les fermés et stable sous l'union et l'intersection dénombrable.

Une fois que nous aurons montré ceci, il suffira de vérifier que la classe des ensembles de
Suslin est elle aussi fermée sous 'union et 'intersection dénombrable pour déduire que
tout ensemble borélien est également suslinien.

La preuve du théoréme 1.22 reposera sur une caractérisation des borélien, nous utiliserons
pour cela le principe d’induction transfinie sur le plus petit ordinal non-dénombrable que
nous rappelons maintenant.

Si < est une relation sur un ensemble X, alors nous dirons que la paire (X, <) est
bien ordonnée (ou que < forme un bon ordre pour X) si les conditions suivantes sont
respectées,

(1) Pour tout x,y € X, soit z < y, soit y < x soit z = y.
(i) Pour tout z,y,z € X,six <yety<z, alors z < z.

(737) Pour tout sous-ensemble A non-vide de X il existe a € A tel que pour tout z € A
avec r # a, a < x. Un tel a sera appelé un minimum de A.

Autrement dit, la paire (X, <) est bien ordonnée si < est un ordre sur X et si tout
sous-ensemble non-vide de X posséde un minimum. Puisque le a dans la condition (7i7)
est unique (en conséquence de la condition (7)), nous pouvons parler du minimum de A
et nous écrirons a = min A. En acceptant I’axiome du choix nous pouvons montrer que
tout ensemble peut étre bien ordonné [20, Proposition 7.9].

1. L’opération N est aussi appelée A-operation en hommage au mathématicien russe Alexandroff.
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Etant donné un ensemble X non-dénombrable, il existe donc une relation < sur X qui
est un bon ordre. Deés lors, si @ € X nous pouvons définir I’ensemble des prédécesseurs
de o comme

Xo={peX|p<a}l

On définit alors w; comme le plus petit élément de X dont 'ensemble des prédécesseurs
est non-dénombrable. Plus précisément, on pose

w; = min{a € X | X, est non-dénombrable}.

Remarquons qu’il n’est a priori pas clair que w; existe étant donné que ’ensemble dans
la définition pourrait étre vide. Si tel est le cas, nous pouvons poser X = X U {z*}
avec z* ¢ X et étendre la relation < a X en imposant que z < z* pour tout z € X.
Avec cette extension, < forme un bon ordre sur X et il nous reste alors & remplacer
X par X dans la définition de w; et 'ensemble {o € X | X, est non-dénombrable} est
maintenant non-vide.

Gréace a l'existence d'un bon ordre sur X, nous pouvons définir 1 = minX, 2 =
min{ X\{1}} et continuer de la sorte par induction sur les naturels. Nous décrivons
maintenant I'induction sur un ensemble de cardinalité strictement supérieure a celle des
naturels.

Lemme 1.23 (Induction transfinie). Supposons que P(«) est une propriété qui est soit
vraie soit fausse pour a < wy. Alors si

(i) P(1) est vrai.
(i) Pour a < wy, P(a) est vrai lorsque P((3) est vrai pour tout f < a.

Alors, P(«) est vrai pour tout o < wy.

Démonstration. Supposons qu’il existe v < wy tel que P(«) ne soit pas vérifiée. L’en-
semble
A={a € X |a<w; et P(a) est faux}

est alors non-vide et le principe du bon ordre nous assure alors ’existence de & = min A.
Puisque P(1) est vrai, & # 1, ce qui nous permet de trouver § < &. De plus, puisque &
est le minimum de A, tout tel S ne peut étre un élément de A et nous avons alors que
P(3) est vrai avec 5 < &. Par (ii), cela implique que P(&) est vrai et donc & ¢ A ce qui
est absurde. O]

En utilisant le principe d’induction transfinie, nous allons pouvoir définir les ensembles
Y0 et ITY qui joueront un role important dans la suite de nos développements. Définissons
Y9 comme la collection des ouverts de RY et IT{ comme la collection des fermés de cet
espace. Soit o < w; et supposons que Z% et H% ont été définis pour § < «a. On pose
alors

¥ = {U A, | A, € H% pour un certain < a} (1.19)
n=1
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et
m, = {A°| Ae i} (1.20)

Remarquons que si A € T2 alors nous pouvons trouver B € Y0 tel que A = B¢ et

donc - -
-G

ou C, € H% avec un certain < «. Par définition, cela implique que Cf € E% et nous
pouvons alors écrire

° = {ﬂ A, | A, € X5 pour un certain 8 < a}. (1.21)

n=1
Le prochain résultat établit une propriété de croissance des 39 et T1°.

Lemme 1.24. Pour 1 < < a < wy nous avons les inclusions suivantes,
0 0 0 0 0 0 0 0
Yp Cl,, IycX,, YzcX, IcCIl,. (1.22)

Démonstration. Les deux premieres inclusions suivent directement de (1.19) et (1.21),
les deux derniéres se montrent par induction transfinie.

Considérons tout d’abord le cas § = 1. Pour 2 < a nous avons par les deux premieres
inclusions de (1.22), X9 C Iy C X2 ce qui nous permet de déduire que ¥? C 39, De
plus, nous avons que IIY C X9 ce qui implique par la premiere inclusion de (1.22) que
19 C 2. Des lors, X9 C 39 et IV C IIY quand 2 < a, il nous reste donc & montrer que
¥ C XY et Y C II9.

Si A € XY, alors A est ouvert et nous pouvons donc trouver une collection de fermé
(F)n>1 tels que

A=|JF.
n=1

Des lors, ¢ € X9. De plus, si A € T19, nous pouvons trouver U ouvert tel que A = U°.

Puisque XY C %9, nous avons U = U U, avec U, € II}. Donc,
n=1

A= UE
n=1

Puisque U,, € TIY, on a U¢ € Y ce qui montre que A € T19. Les deux derniéres inclusions
de (1.22) sont donc vérifiées pour tout 1 < o < wy.

On considere maintenant 1 < f < a < w;. Supposons que pour tout v < S nous avons
X9 C XY et II9 C IIY, et montrons que X C X9 et II) C II),. Si A € XY alors, nous
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pouvons écrire
o
A= J A, avec A, € II) pour v < j.
n=1

Puisque 7 < 3 < a, on en déduit que A € X2 ce qui montre que E% C X2, Maintenant,
si A€ H% alors nous pouvons écrire

A= ﬂAnavecAHEEgpour7<ﬁ.

n=1

Etant donné que v < B < a, on en déduit que A € I ce qui montre que H% cIe. O

Nous avons mentionné ci-dessus que notre objectif est de trouver une caractérisation des
borélien, celle-ci se fera en terme des 39 et I19.

Par le lemme que nous venons de montrer, il suit que 1’égalité

U == | m. (1.23)

a<wiy a<wi

est satisfaite. Notons 7T la classe des ensembles apparaissant dans cette égalité, nous al-
lons montrer que cette classe coincide avec la tribu des boréliens notée B(RY). L’inclusion
de T dans B(RY) est démontrée dans la prochaine proposition.

Proposition 1.25. Les ensembles contenu dans 3° et TI° pour a < wy sont des boré-
liens.

Démonstration. Nous faisons la preuve par induction transfinie. Si A € X9, alors A est
ouvert et est donc un borélien par définition. De plus, si A € T19, alors A est un fermé et
nous pouvons écrire A = U¢ avec U un ouvert. L’ensemble U étant ouvert, il appartient
a la classe des boréliens et on en déduit donc que A est lui aussi borélien en utilisant la
stabilité par passage au complémentaire.

Supposons maintenant que pour [ < «, les éléments de E% et H% sont des boréliens et
montrons que c’est aussi le cas pour 39 et I12. Par définition, A € X2 s’écrit comme

oo
A= U A, avec A, € H% pour un certain 8 < a.
n=1

Puisque chaque A,, est un borélien (par hypothése), cela implique que A est aussi un
borélien par stabilité sous le passage a 'union dénombrable. De plus, si A € TI? alors
par I’équation (1.21), nous pouvons écrire

o
A= ﬂ A, avec A, € Z% pour un certain § < a.

n=1
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Deés lors, puisque A s’écrit comme une intersection dénombrable de borélien, c’est aussi
un borélien. O

Pour montrer I'inclusion inverse, nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 1.26. Si (a,,),>1 est une suite dans X tel que o, < wy pour tout n > 1. Alors,
il existe o < wy avec o, < .

Démonstration. Puisque o, < wi, I’ensemble des prédecesseurs de «,, est dénombrable.
Donc, I'ensemble,

A={a, | n>1 U J{z e X |z <}
n=1

est dénombrable (en tant qu’union dénombrable d’ensemble dénombrable). Donc, puisque
I'ensemble {z € X | < w;y} est non-dénombrable, nous pouvons trouver

afe{re X |z <w\A

Pour chaque n, o est différent de «,, et n’est pas un prédecesseur de «,,, ce qui implique
que o, < . ]

Proposition 1.27. La famille des ensembles dans ['équation (1.23) coincide avec la
tribu des boréliens.

Démonstration. Par la proposition 1.25, nous savons que 7 C B(RY), il nous reste donc
a montrer que 'inclusion inverse est satisfaite.

Par définition de X9, nous savons que 7 contient tout les ouverts de RY, donc si nous
montrons que 7 est une tribu, elle contiendra les boréliens.

Soit (A,,)n>1 une suite d’éléments de 7, en regardant le membre de droite de ’équation
(1.23), pour chaque n > 1 il existe a,, < w; tel que A,, € Hgn. Par le lemme 1.26 il existe
a* < w; avec a, < a. Nous concluons donc que

U4, exleT.
n=1

Maintenant, si A est un ensemble dans la famille T, alors, il existe a < w; tel que A € X2
et donc, par définition, A¢ € TI° € T. Dés lors, T est bien une tribu qui contient tout
les ouverts, ce qui montre que B(RY) C T. ]
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Démonstration du théoréme 1.22. Nous savons déja que la tribu des boréliens contient
tout les fermés et est stable sous I'union et l'intersection dénombrable. Il nous reste
donc & montrer que si T est une classe d’ensembles contenant les fermés et stable sous
I'union et l'intersection dénombrable, alors les boréliens sont contenu dans 7. Pour cela,
prenons A € B(RY), la proposition 1.27 implique que A € 1% avec o < w;. Montrons
par induction transfinie que pour tout o < w; si A € 112, alors, A € T. Si a = 1, alors
A € T car A est fermé. Maintenant, nous supposons que pour tout 5 < a, si A € 113,
alors A € T. Si A € 1%, nous pouvons écrire,

A= () A, avec A, € X} pour 3 < a

n=1

et, par I’équation (1.19), nous pouvons écrire,
(e.)
A, = U B,, avec B,, € Hg pour v < 5.
n=1

Par 'hypothese d’induction, B,, € T et par stabilité sous I'union dénombrable, nous
avons que, A, € 7. Maintenant, en utilisant que 7 est stable sous l'intersection dénom-
brable, nous avons que A € T. O

Il nous reste maintenant a montrer que la classe des ensembles de Suslin est stable sous
I'union et l'intersection dénombrable. Nous commencons par montrer que l'union et
I'intersection d’éléments de M nous donne un ensemble de Suslin.

Proposition 1.28. Soit (M,),>1 une collection d’ensembles de M, alors

UM, e (M,

n>1 n>1

sont des ensembles de Suslin.

Démonstration. Posons vy(ny,...,ng) = M,, et vz(ny,...,ng) = M. On a alors,

N(vy) = UN (vy(ny) Ny (ng,ne) M-+ Nyy(ng, .,ng) M=)

n=(n1,nz,...)

= U M,
neN

n=(ni,nz,...)

:UMn

n>1
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et,

N(vz) = U (vz(ny) Nvz(ng,ne) N Nvz(ng, ...,ng) N--+)
neN

n=(ni,nz2,...)

= U WMnMn---NMnN---)
neN

n=(ni,n2,...)

— N M.

n>1

]

Nous aimerions appliquer la proposition précédente a une suite (M,,),>1 d’ensemble de
Suslin, il n’est cependant pas stir que I’ensemble de Suslin obtenu soit encore un élément
de M 4). La proposition suivante résous ce probleme.

Proposition 1.29. Si M est une collection de sous-ensemble de X et si ) € M, alors,
tout ensemble de Suslin généré par M a) est déja un élément de M 4. Autrement dit,

(M) ) = M.

Démonstration. Soit v : N — M4 un systeme déterminant pour My définit par
v(ng,...,ng) = My, . n,. Nous désirons montrer que M, . ,, est un ensemble de Suslin
généré par M. Pour chaque (nq,...,ng) € N, il existe Uny.omp - N — M définit par
Vnip oy (@1 - @) = M2 et tel que 'on a,

yeees Ml
M,y = L/J\/ (ME L OMSE AL QM 0L ).
qe,
q=(q1,92,---)
Nous pouvons écrire,
Nv)= U MMy aNooiN My, n, 0.0
neN

n=(n1i,n2,...)

Cet ensemble peut se réécrire comme 'union sur n € N et (qi)izl C N des ensembles
suivants,

1 1.1 1 1
(M n MR N o0 MRt o)
Mq% Mq%qg qu,m,qf
m ni,n2 m ni,n2 ﬂ . e ﬂ ni,no ﬂ .. (1 24)
N (MmN M, 0 o0 ML )
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Les indices et exposant dans I’équation ci-dessus respectent les conditions suivantes,

La liste des indices dans chaque ligne est constante.
La liste des exposants dans chaque ligne croit par concaténation. (1.25)

La liste des indices dans chaque colonne croit par concaténation.

Soient pq, po, ... les nombres premiers écrit dans 1'ordre croissant. Nous allons utiliser ces
nombres premier pour pouvoir encoder les indices dans I’équation (1.24) de maniére plus
compacte. Pour cela, on pose,

k

okl e ne o odf 4 i (126)
m=py Py P3 Pa - -Pry2 Prt3 Prta- - Piypio- .

Etant donné un nombre entier positif m, Punique factorisation de m en nombre premier
détermine si m est de la forme (1.26) ou non. Il n’est certainement pas vrai que chaque

entier est de la forme (1.26) ou que de tels entiers my, ma, ... respectant la condition
(1.26) vont respecter les conditions (1.25). Cependant, toute suite d’ensemble comme
dans I’équation (1.24), va donner lieu a des entiers mq, mo, . .. respectant les conditions

(1.26) et (1.25).

On pose pour chaque entier positif m,

af,...qf .
T, — ni.mh sim est de la forme (1.26)
0 sinon

On pose pour chaque suite d’entier mq, mo, ..

*9

g ) Ty Ny N - N Ty, 81 (1.2) est satisfait
LTk 0 sinon
Définissons un systeme déterminant o(mq,ma,...,mk) = Smyms,..m, pour M. Par

construction, tout ensemble dans (1.24) donne lieu & une suite (mq,ma,...) € N tel
que
Sml N Sm17m2 M- Sm17~~~7mk M-

est égal a (1.24). Donc, nous avons N(v) = N(o).

Nous sommes maintenant prét a démontrer que tout borélien est suslinien.

Théoréme 1.30. Tout ensemble borélien de RN est un ensemble de Suslin.

Démonstration. Soit (M,),>1 C M4 une suite d’ensemble de Suslin généré par les
ensembles fermés de RY. Par les propositions 1.28 et 1.29

U M, € M) ay = M

n>1
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ce qui montre la stabilité sous I'union dénombrable. Par le méme argument, on montre
que la suite (M,,),>1 est stable sous l'intersection dénombrable. Puisque tout fermé est
un ensemble de Suslin, par le théoréme 1.22, tout borélien est un ensemble de Suslin. [

1.2.2 Démonstration du théoréeme de capacitabilité

Nous allons maintenant démontrer le théoreme de capacitabilité sur les ensembles de
Suslin, nous généralisons pour cela la preuve faite par Hayman et Kennedy dans [8,
Chapter 5].

Il n’est pas difficile de montrer que cap, (F) < cap*(E). En effet, pour tout compact K
contenu dans F, nous avons par monotonicité cap(K) < cap(F). Puisque ceci est vrai
pour tout K et que pour une capacité réguliere extérieure nous avons cap(FE) = cap*(E),
on en déduit que cap, (F) < cap*(F).

Nous n’avons donc plus qu’a démontrer 'inégalité inverse, cette preuve reposera sur
I’observation suivante. Si pour € > 0 nous pouvons trouver des ensembles K et U qui
sont respectivement compact et ouvert, tels que K C E C U et cap(U) < cap(K) + ¢,
alors nous pouvons trouver des collections (K,)n>1 et (Un)n>1 d’ensembles compacts
et ouverts respectivement, tels que K,, C E C U, et cap(U,) < cap(K,) + % Des
lors,

= cap,(F).

S|=

1
cap*(E) < cap(Uy,) < cap(K,) + — < cap,(E) +
n
Nous avons donc 'observation importante suivante :

St pour € > 0 nous pouvons trouver des ensembles K et U qui sont respectivement
compact et ouvert tels que K C E C U et

cap(U) < cap(K) + ¢,

alors E est capacitable.

Nous construirons le compact K comme indiqué dans le lemme suivant.

Lemme 1.31. Soit un ensemble de Suslin M généré par la classe des ensembles fermés
de RN, c’est-a-dire de la forme

M = U (Mnl N Mnl,ng n...N Mn1,...,n
neN

n=(ni,n2,...)

n..)

k

ot les My, . n, sont des fermé. De plus, firons (h;)i>1 une suite d’entiers positifs et

POSONS

k

Ky = U My, OV My gy OV N My -

n;<h;
1<i<p
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Alors, K = ﬂ K, est un sous-ensemble fermé de M. De plus, si M est borné, alors les
p=1
K, et K sont compacts.

Démonstration. Remarquons que les K, sont des réunions finies d’ensembles fermé puis-
qu’ily a hy - - - h, ensemble dans I'union. Puisque I'union finie d’ensemble fermé est fermé,
on en déduit que ce sont des ensemble fermé et donc K est lui aussi fermé. Il reste a
montrer que c’est un sous-ensemble de M. Soit xz € K, pour tout p > 1, il existe n;, < h;
pour i € {1,--- ,p} tel que

£ € My, N My 0N M (1.27)

N1y sy Tlpp *

Puisque pour 4 fixé n;, < h;, la suite (n;,),>; est bornée et il existe donc une sous-suite
(nipk) k>1 qui converge vers d; € N. En utilisant la définition de convergence et le fait
que nous avons une suite de naturelle, pour chaque ¢ > 1, nous pouvons trouver D; € N
tel que pour tout k > D;, n;, = d;. Par (1.27), nous avons pour tout k > 1

T € Mmpk N Mmpk iy, (1o 0 M,

nlpk 7---7nppk, :

En prenant k = max D;, nous avons,
<i<p

T € Md1 N ]\40117612 N---N Mdl,...,dpv

ceci étant vrai pour tout p > 1, on en déduit que x € M. Maintenant, si M est borné,
cela implique que les ensembles M,,, N M, ,, N -+ N M,, ., sont borné. Des lors, les
ensembles K, sont eux aussi borné et donc compact. Puisque K est maintenant une
intersection dénombrable d’ensembles compact, il est aussi compact. O

Nous sommes maintenant préts a démontrer le théoreme de capacitabilité sur les en-
sembles de Suslin (et donc en particulier sur les ensembles boréliens).

Théoréme 1.32 (Théoreme de Capacitabilité). Si cap est une capacité réguliére exté-
rieure, alors tout les ensembles de Suslin de RN sont capacitable.

Démonstration. Nous montrons tout d’abord le résultat pour un ensemble de Suslin
borné. Si M C RY est un ensemble de Suslin borné, alors il est de la forme (1.18) et
est généré par des ensembles fermés. Par la discussion effectuée au début de cette sous-
section, nous devons montrer que nous pouvons trouver des ensembles K et U qui sont
respectivement compacts et ouverts tels que K C M C U et

cap(U) < cap(K) +e.

Pour cela, nous commencons par construire un ensemble compact comme dans le lemme 1.31.
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Posons,
M} = U My N My, N N My, ).
neN
n=(ni,...,np,...)

ni<h
Il suit de la définition que M est une suite d’ensembles croissant vers M. Dés lors,
en utilisant la condition C5, pour tout € > 0, nous pouvons trouver h; > 1 tel que en
posant My = M, on a, cap(M;) > cap(M) — % - 5. Supposons avoir construit une suite
d’ensemble M, ..., M, avec,

€

1
cap(M;) > cap(M,;_1) — 3 5

pour tout j € {1,...,p — 1}.
Pour construire M, on définit,

h
My = U (M, WMy g M- N My o).
neN
n=(ni,...,np,...)
n1<hi,...,np_1<hp_1,np<h

Alors, puisque M;‘ est une suite d’ensembles croissant vers M,_; nous pouvons trouver
hy > 1 tel que en posant M, = M)'», cap(M,) > cap(M,_1) —
pour tout p > 1,

% * 5. Par construction,

€

cap(M,) > cap(M) — 3

Grace a la suite (hy),>1, nous pouvons construire des ensembles K, comme dans le
lemme 1.31. Puisque M, C K,, on a

£
cap(K,) > cap(M) — 3

De plus, toujours en utilisant le lemme 1.31 et le fait que M est borné, K = N K,
p=1

est un sous-ensemble compact de M. Si U est un ouvert qui contient K, alors par le
lemme 1.7, U contient K, pour tout p > py. Donc,

cap(U) > cap(K,,) > cap(M) — g.

Puisque cap est réguliere extérieure, nous avons
€
cap(K) > cap(M) —
ce que nous pouvons réécrire comme,
€
cap(M) + 3 < cap(K) +e.

Puisque cap est une capacité extérieure, nous avons cap(M) = cap*(M) et nous pouvons
donc trouver un ouvert U contenant M tel que, cap(U) < cap(M)+ 5. Donc, nous avons
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trouvé K compact, U ouvert tel que K ¢ M C U et,

cap(U) < cap(K) +e,
ce qui montre la capacitabilité pour les ensembles de Suslin borné.
Supposons maintenant que M C RY est non borné. Nous avons alors,

cap*(M) = cap*([j MnN B(O,n))

n=1

= lim cap*(M N B(0,n))
= lim cap, (M N B(0,n))
S Cap*(M)‘

L’inégalité inverse étant satisfaite, cela démontre la capacitabilité des ensembles de Suslin
non borné. O]

Cela résous donc le probleme posé par Cartan : puisque la capacité newtonienne est une
capacité au sens de Choquet (théoréme 1.4), il suit du théoréme de capacitabilité que si
E € B(R") est tel que cap, (F) = 0, alors cap3(E) = 0.
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Chapitre 2

Exemples de capacités

Dans ce chapitre nous étudions les capacités de Sobolev, Bessel et Hausdorff dyadique.
Nous nous intéresserons aux applications de ces capacités et vérifierons si celles-ci satis-
font les conditions nécessaires pour étre des capacités au sens de Choquet.

2.1 Capacité de Sobolev

Nous avons défini dans le premier chapitre la capacité p-variationelle pour 1 < p < 400,
nous pouvons cependant observer que celle-ci devient triviale des que p > N. Certains
auteurs choisissent d’ailleurs de ne pas définir cette capacité pour de tels p, c’est par
exemple la démarche suivie par Evans et Gariepy dans [7].

Proposition 2.1. Pour tout compact K C RN et p > N nous avons cap,(K) = 0.

I1 suffit en effet d’établir que cette capacité est identiquement nulle sur les compacts pour
pouvoir déduire grace a Iextension (1.3) que cap, = 0 sur P(R").

Démonstration. Prenons ¢ € C°(RY) avec ¢ > 1 sur B(0,1) et définissons pour n > 1
la fonction ¢, (z) = gp(%) On observe alors que ¢, € C*°(RY) et o, > 1 sur B(0,n) ce
qui implique que ¢,, € D(K) pour n suffisament grand. Des lors, par le changement de
variable y = % nous obtenons

1
any(K) < [ [Veu@Pde = — [ 9oty

Puisque p — N > 0, un passage a la limite quand n — oo nous donne cap,(K) =0. O

Nous pouvons modifier la définition de la capacité p-variationelle de sorte a éviter que
celle-ci s’annule des que p excede la dimension de ’'espace considéré, ceci nous amene a
la définition de la capacité de Sobolev.
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Définition 2.2. Pour 1 < p < 400 et un compact K C RN on définit la capacité de
Sobolev par

capy1p(K) = inf{HSOHa/l,p(RN) | p € C(RY) telle que p >0 et ¢ > 1 sur K}
Pour étendre cette capacité & P(R”Y) nous pouvons procéder comme pour la capacité
p-variationelle : on pose tout d’abord pour U ouvert

capy1.,(U) = sup{capy1.,(K) | K est compact et K C U}, (2.1)

Nous souhaiterions ensuite définir la capacité de £ C RY comme l'infimum des capacités
des ouverts contenant cet ensemble. Pour assurer la cohérence de cette approche avec
notre définition sur les compacts, nous devons montrer que la capacité de ces ensembles
peut se calculer de maniere similaire. Pour démontrer ceci, nous utiliserons le lemme
suivant.

Lemme 2.3. Etant donné K un sous-ensemble compact de RN et ¢ > 0 il existe un
ouvert U contenant K et tel que

capy1p(U) < capyi,(K) + €.

Démonstration. Soit ¢ > 0, nous pouvons trouver une fonction positive ¢ € C>°(RY)
telle que ¢ > 1 sur K et

1@l gy < caPws(K) + .

Montrons que 'ouvert U = {¢ > 1} satisfait les conditions requises. Pour tout compact
L contenu dans U, la fonction ¢ est admissible dans la définition de capy1.,(L) et donc

cappyis (L) < ol ) < capys (K) + .

En minimisant le c6té gauche par rapport a tous compacts contenus dans U nous obte-
nons
capy1p(U) < cappyi,(K) + €.

Puisque ¢ > 1 sur K, il suit que K C U ce qui montre le résultat. O

Avec un raisonnement similaire a celui que nous avons effectué pour la capacité p-
variationelle, on déduit de ce lemme que pour K compact

capy1.p(K) = inf{capy1,(U) | U est ouvert et K C U}
et nous pouvons donc définir pour tout £ C RY

capy1p(E) = inf{capy1,(U) | U est ouvert et £ C U}. (2.2)
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La capacité de Sobolev étant réguliere extérieure, il suit du théoreme 1.18 qu’il suffit
de démontrer la sous-additivité forte sur les compacts pour déduire que capy1, est
une capacité au sens de Choquet. La preuve de cette propriété nécessitera le lemme
suivant.

Lemme 2.4. Soient ¢, et py des fonctions positives dans C°(RY). Pour tout € > 0 il
existe des fonctions positives 1 et ¢ dans C°(RY) telles que sur RY

19 — max(p1, @2)| + [¢ — min(pr, pa)| < €

et
||¢||W1p RN) + HgHWlp RN) = ||901||W1p (RN) + HQDQHI;VLP(RN)- (2'3)

Démonstration. Puisque pour ¢ > 0 les fonctions max(py, g2 — &) et min(p; +9, o) sont
continues, il suit du théoréme 1.10 que sur tout sous-ensemble compact de RY

Pr * max (@1, o2 — 0) — max(p1, 0 —0) et p, * min(p; + 9§, p2) — min(e; + 9, )

ponctuellement quand n — oo. Des lors, pour tout € > 0 nous avons sur le compact

K = [supp(max(p1, ¢1))] U [supp(min(eq, p2))]
U [supp(max (1, 2 — 6))] U [supp(min(p; + 3, 2))]

et pour ng assez grand,

€ ) _ €
|Pno ¥max (1, p2—0)—max(p1, p2—0)| < 7 et [pny*min(p1+9, pz)—min(1+9, p2)| < .
De plus,
0 < max(¢1, ) — max(pr,ps —0) <9 (2.4)
et
0 < min(p1, @2) — min(p; + 9, ps) < 4. (2.5)

Donc si nous choisissons ¢ < § et si nous définissons

@/J = Pno * maX(gpl, P2 — 5) et g = Pno * min(gpl + 5? 902)

nous avons sur K

|¢ — max (o1, p2)| + | — min(epq, @o)|
< |pne * max(p1, 2 — §) — max(p1, p2 — )|
+ [ max(ipy, 2 — 0) — max(p1, )|
+ |png * min(pr + 6, p2) — min(pr + 4, o)
+ [ min(p1 + 0, v2) — min(ps, @2)|
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Et en observant que ¢ — max(p1, ) = 0 et ¢ — min(py, ) = 0 sur RY\ K, nous
déduisons que sur RY

|1/1 - HlaX(QOl, ()02)| + |C - min(%ﬁa @2)‘ <e.

De plus, les fonctions max (1, 2 — ) et min(p; + J, o) étant localement intégrables,
le théoréme 1.10 implique que v et ¢ sont des fonctions C°(RY).

Pour montrer (2.3) remarquons que pour § > 0
| max (1, o2 — 6)[” + [min(p1 + 0,02)[" = |o1]” + |2 (2.6)

En utilisant que pour o, 8 € R

maX<aaﬁ):a+ﬂ_’_2|a_6| et mln(a,ﬁ):a+ﬁ_2|a_ﬁ|
on calcule que sur l’ensemble {@y — ¢ > 0}
0 .
max (g1, p2 —0) = @o — B et min(¢; + 9, ¢2) = 1+ 9

et sur {¢vy — 1 < 0}

0 )
max (1,92 —0) = o1 + 2 et min(p; + 9, 2) = @o + 9.

Des lors, les fonctions max (1, p2 —9) et min(p; +9, ¢22) sont différentiables sur I'ouvert
{p2 — 1 # 0} avec

\Y% Si g — 1 <0
Ym0 =4 90 500 TS

. \V4 si — <6
meww:{ v e

Puisque I'ensemble {¢s — ¢ = 0} est négligeable (en tant que courbe de niveau de la
fonction ¢y — 1), nous avons presque partout sur RN

|V max(e1, 02 = 0) P + [Vmin(er + 6, 02) [ = [V |” + [Vipa]. (2.7)
En combinant (2.6) et (2.7) nous obtenons

lmax (1, 02 = 0) [y @y + [IMin(er + 6, 02)[[f10@ny = 1@y + l02lli ey
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Donc, nous avons par I'inégalité de Jensen

o1y + 1B gy = 1 * max(p1, 02 — ) [y + o * min(os + 6, 2) By,
< max(er, 92 — 6) 1 gevy + lImin(er + 8, 02) e,

— oy + N2 Byrm e,

[]

Nous allons maintenant utiliser les fonctions ¢ et ¢ pour démontrer la propriété de
sous-additivité forte sur les compacts.

Proposition 2.5. Pour tout K, Ko C RN compacts, nous avons

capyp (K1 U Ka) + capy1, (K1 N K3) < capyap (K1) + capyi, (K32).

Démonstration. Prenons pour n = 1,2 une fonction positive ¢, dans C°(RY) telle que
©, > 1 sur K, et soit € > 0 tel que ¢, > 1+ ¢ sur K,,. Considérons les fonctions 1 et
¢ données par le lemme précédent, nous avons alors ¢¥» > 1 sur K3 U Ky et ¢ > 1 sur
KN K,. Des lors,

capy1e (K1 U Ky) + capy (K1 N Ka) < ([ ]lwie@yy + [[Cllwrr@y)
< llellwre@yy + ll2llwre@y)-

ce qui montre la sous-additivité forte en minimisant le c6té droit. O
Théoreme 2.6. La capacité de Sobolev est une capacité au sens de Choquet.

Démonstration. 11 est clair que la condition C1 est satisfaite. De plus, la capacité de
Sobolev étant réguliere extérieure et fortement sous-additive sur les compacts, il suit du
théoreme 1.18 que cette capacité satisfait les conditions de la définition 1.1. n

A l'instar de la mesure de Lebesgue pour les fonctions intégrables, la capacité de Sobolev
est la notion adaptée pour I’étude des fonctions dans WP, facilitant 1’étude de leurs pro-
priétés. Cette capacité permet en effet de trouver des versions Sobolev de théoremes va-
lides dans les espaces de Lebesgue. On peut par exemple montrer ’analogue du théoréme
de différentiation de Lebesgue [13, Theorem 4.27] : si u € WHP(RY) avec 1 < p < +o0,
alors il existe £ C RY avec capy1.,(F) = 0 tel que la limite

lim u(y)dy

r—0 B(z,r)

existe pour tout x € RN\ F.
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Le calcul explicite de la capacité d'un ensemble donné est souvent un probleme difficile
a résoudre. Il est plus souvent réalisable d’établir que celle-ci est nulle ou non plutét que
de parvenir a une valeur numérique exacte. Intéressons-nous a quelques exemples, nous
avons montré au début de cette section que la capacité p-variationelle est triviale des
que p > N, ce ne sera pas le cas pour la capacité de Sobolev : tout ensemble non-vide
aura une capacité strictement positive pour de tels p.

Proposition 2.7. Soit z € RN, alors pour p > N nous avons capy1,({z}) > 0.

Par monotonie de la capacité de Sobolev, ceci implique en effet que tout ensemble conte-
nant au moins un point aura une capacité non-nulle.

Démonstration. Soient x € RN et u € C(RY) avec u(x) > 1. Fixons 0 < r < 1 et
prenons une fonction n € C*(B(x,2)) telle que 0 < n < 1 et n = 1 sur B(z,r), on
suppose de plus que |Vn| < 2. En étendant 7 & RY par 0 en dehors de B(z,2), nous
avons nu € C°(RY). Des lors, par I'inégalité de Morrey [22, Lemma 6.4.3], il existe une
constante C' > 0 telle que pour tout y, z € RV

() (y) — (qu)(2)] < Cly — 27|V () | o ey

Choisissons y € B(z,r) et z € B(x,4)\B(x,2) tels que (nu)(y) > 1 et (nu)(z) = 0. Nous
avons alors 1 < |y — z| <5 et donc

1 _ 5N-p )
/ V(nu)()Fdw = [V (nu) [}y 2 Fly==1" 1) (@)= (nu) ()" = —5= = "> 0.
B(z,2)

D’un autre coté nous avons

/B . IV (nu)(y)[Pdy = / IVin(y)u(y) +n(y) Vu(y)[’dy

B(z,2)

< 9P \V4 Ply Pq PIVu Pq
< ( / TPy + / )P y)

<o(z [ s [ ware)
B(z,2) B(z,2)

< APl|ullwre ).

Cela montre I'existence d'une constante C” > 0 telle que HuH];Vl,p(RN) > C" > 0. Ceci

étant vrai pour u arbitraire on en déduit que pour p > N, capy1,({z}) > 0. O

Lorsque p < N, c’est le contraire qui se passe : tout singleton aura une capacité nulle.
Encore une fois, nous pouvons utiliser la monotonicité pour établir ce résultat : puisque
pour tout r > 0 nous avons {x} C B(z,r), il suffit de trouver une estimation de la
capacité d'une boule pour déduire la capacité d’un singleton.
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Proposition 2.8. Pour a € RN et 0 < r <1 nous avons

capys (Bla,r]) < r¥ Pcapy1., (B[O, 1]).

Démonstration. Prenons ¢ € C°(RY) avec ¢ > 1 sur B0, 1]. En définissant la fonction
¢ar pour tout x € RY par ¢, ,.(7) = gp(%), nous avons par le changement de variable

r—a

y =
H@a,rHWl*”(RN) :/ |90a,r(x)|pd$+/ |Var(r)[Pde
RN RN

= / lo(y)|Pdy + rV P / |V(y)[Pdy.
RN RN

Donc, puisque r < 1 et que ¢, est admissible pour Bla, ] nous obtenons
capyn(Bla,1]) < par w75l llwisgany.

En prenant 'infimum par rapport a toute fonction admissible pour B[0, 1] nous avons
la conclusion. O]

Nous pouvons maintenant facilement calculer la capacité d’un singleton quand p est
supérieur & N : si z € R, alors pour tout 0 < 7 < 1 nous avons {z} C Blz,r] et donc
par monotonicité,

capy1s({2}) < capyyrp (Blz, 7]) < ™ Peapy, (B0, 1]).

Des lors, puisque N — p > 0 un passage a la limite quand r — 0 livre capy1,({z}) = 0.
En particulier, cela implique que tout ensemble dénombrable aura une capacité nulle des
que p < N.

Nous sommes donc capables de calculer explicitement la capacité des ensembles dénom-
brables, mais que pouvons nous dire pour des ensembles plus complexe ? Si nous nous
intéressons a des ensembles borné et donc contenu dans une boule, nous pourrions étre
tenté d’utiliser la méthode employée ci-dessus pour calculer la capacité d'un singleton.
Observons cependant que cet argument utilise qu’un singleton peut étre inclu dans une
boule de rayon arbitrairement petit, ce qui nous permet de passer a la limite quand ce
rayon tend vers zéro. Ceci ne sera évidemment pas possible dans la cas d’un ensemble
borné arbitraire et nous devons donc trouver une autre maniere d’étudier la capacité de
ces derniers.

Pour ce faire, nous allons comparer la capacité de Sobolev avec une notion plus géomé-
trique comme la capacité de Hausdorff. Etant donné un exposant 0 < s < 400 et une
jauge 0 < § < 400, celle-ci est définie pour K C RY compact par

k k
Hi(K) = inf{z wers | K C | Bl(wp,ry) et 0 <1, < (5}
n=1

n=1
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ol wy, = 72 /F(% + 1) et I' est la fonction gamma d’Euler définie pour tout z > 0
par

F(z):/ e tdt.
0

Le calcul de cette capacité est plus simple, on peut par exemple donner explicitement la
capacité de Hausdorff d’une boule.

Exemple 2.9. Pour a € RY et pour tout 0 < r < § nous avons

s wer® sis <N
H&(B[avr]):{ 0 sis>N

Nous montrons tout d’abord le cas s < N. Pour n > 1 suffisament grand, nous avons
r < r++ <8 etlaboule Bla,r] est alors recouverte par B(a,r + +). Nous avons
done Hy(Bla,r]) < wy(r+ )° — wyr® quand n — co. Pour Uinégalité inverse, prenons
(B(xp, 7)) 1<n<k un recouvrement de Bla,r] avec r, < §. Nous avons en utilisant la
sous-additivité de la mesure de Lebesgue

k
rN < Z’I“i:[
n=1

Donc, puisque 0 < < < 1 nous obtenons

S
N

En minimisant le coté droit par rapport a tout recouvrement fini de Bla,r] par des boules
ouvertes de rayon inférieur a 0, on déduit que wyr® < H3(Bla,r]).

Maintenant, si s > N prenons 0 < 0 < § et (B(zyn, rn))1<n<k un recouvrement de Bla,r]
avec 0 < r, < 6. Nous avons alors

k k k
H3(Bla,r]) < Z wers = Z wsrfL’Nrf;[ < w 0N Z rflv.
n=1 n=1

n=1

k
En choisissant le recouvrement tel que Y. v <rY + 1, nous obtenons
n=1

H3(Bla,r]) < w6 N (rY 4+ 1),

On conclut en prenant la limite quand 0 — 0.

Une nouvelle fois, nous avons défini une capacité uniquement sur les compacts. Nous
)
pouvons 'étendre sur P(RY) en suivant le méme procédé que précédemment : on pose
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pour U ouvert
H3(U) = sup{H;(U) | K est compact et K C U}

et ensuite pour £ C RY
Hi(E) = inf{H3(U) | U est ouvert et £ C U}.

Le lemme suivant justifie cette extension de C(RY) vers P(RY).

Lemme 2.10. Soit K un sous-ensemble compact de RY. Pour tout € > 0, il existe un
ouvert U contenant K et tel que

HI(U) < HI(K) + <.

Démonstration. Soit (B(xy,rs))1<n<k un recouvrement de K par des boules de rayon
inférieure a 0 et tel que

k
> wery <HI(K) +e.
n=1
Montrons que 'ouvert

U= J B(zn,m)

n=1
satisfait les conditions requises. Pour tout compact L contenu dans U, la méme collection
de boule forme un recouvrement de L et donc

H3(L) < Xk: wsry, < H5(K) +e.
n=1
En prenant I'infimum par rapport a tout compact L contenu dans U nous obtenons que
Hi(U) < HG(K) + e. m
Le lien entre les capacités de Sobolev et Hausdorff est donné par le résultat suivant.

Proposition 2.11. Pour1 <p < N et tout 0 < § < 400, il existe une constante C' > 0
dépendant seulement de §, N et p telle que

capyie < C’Hf;v_p.

Démonstration. Nous montrons la proposition avec § = 1. Au vu de 'extension que nous
avons faite de la capacité de Hausdorff, il suffit de démontrer le résultat sur les compacts.
Soient K C RY un compact et (B(z,,7,))1<n<x une famille de boules recouvrant K
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avec 1, < 1 pour tout 1 < n < k. Par monotonicité, sous-additivité dénombrable de la
capacité de Sobolev et la proposition 2.8 nous avons

k k
Capyi,p (K) < Z CapWM’(B[xn? rn]) < Cale’P<B[0> 1]) Z Tﬁf_p‘

n=1 n=1

Des lors, en minimisant le c6té droit par rapport a tout recouvrement de K par des
boules, nous avons la conclusion en prenant
O capy1. (B0, 1]) 0

WN—p

Cette proposition implique que tout ensemble de capacité de Hausdorff nul aura aussi
une capacité de Sobolev nulle. Dés lors, pour savoir si un ensemble donné a une capacité
de Sobolev nulle, il suffit de regarder sa capacité de Hausdorft.

Dans le cas p = 1, nous avons une inégalité inverse : il existe une constante C’' > 0
dépendant seulement de N telle que HY ™' < C’capyyii. Nous ne démontrerons pas ce
résultat, la preuve de ce dernier nous détournerais trop de nos objectifs, le lecteur inter-
essé par cette démonstration pourra la trouver dans [10, Proposition 16.12]. Ceci nous
permet donc d’affirmer quand pour p = 1, les ensembles de capacités nulles coincident
pour les capacités de Sobolev et Hausdorff.

2.2 Capacité de Bessel

La section précédente a mit en évidence 1'utilité des capacités dans I’étude des fonctions
de Sobolev, elles trouvent également des applications dans 1’étude des équations aux
dérivées partielles.

Considérons I’équation de Laplace Au = 0. Un compact K est dit effacable dans L?
si toute solution u de cette équation sur U\ K pour un certain voisinage ouvert borné
U de K avec u € LP(U\K) peut étre étendue en une fonction @ € LP(U) telle que
Au = 0.

On peut naturellement se demander quelles conditions sur K rendrait cette extension
possible. Intuitivement, il semble raisonnable de dire que cette condition devrait dé-
pendre de la taille de K. On pourrait en effet s’attendre a ce que cette extension soit
possible pour un compact de taille suffisasamment petite. Pour trouver la notion de taille
adaptée, nous introduisons la capacité de Bessel.

Avant de définir cette capacité, nous aurons besoin de quelques notions préliminaires.
Rappelons que pour une fonction intégrable f sur RV sa transformée de Fourier est
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définie pour tout x € RV par
F(H)x)= [ fEe0de
RN

ott (+]-) désigne le produit scalaire usuel sur R¥.

Exemple 2.12. [17, Remark 2.1] Considérons la fonction f(z) = e‘”t‘xP définie pour
tout x € RY avect > 0 fizé. En faisant le changement de variable x = \/ﬁ nous obtenons

/ |f(z)|dz = / el dy = t7 < 400
RN RN

et donc f € LY(RY). Remarquons que par bilinéarité du produit scalaire nous avons pour
tout £ € RN

) . T T
—mt|€]* — 2mi(x]€) = —mt|E|* — 2mi(x]€) + *!96|2 - ;|€6!2
|$| T 19
= —at(1€17 + 2 _ 2
mt (g +2i(71¢) = 55-) = Flal
B T2 5
ot 2 = Tl
Nous avons alors

F)w) = |

RN

¢~ IER ~2miale) g — o~ Flol / eEriF g _ o~ Flalp

RN

Etant donné o > 0 on définit le noyau de Bessel comme la fonction G, : RY — R
satisfaisant F(Gg)(z) = (1 + 4n|x|?)= . Une telle fonction existe bien comme l'affirme
la proposition suivante.

Proposition 2.13. Le noyau de Bessel est donné par

1 & —7\'.162 —t « dt
Ga(ZC) = a/ e ‘t | eint 2N7
(47r)5F< ) 0 t

o
2

Remarquons que la fonction GG, est bien intégrable et que cela a donc du sens d’en
prendre sa transformée de Fourier. En effet, par le changement de variable y = \/%a:

nous avons )
—|z| N
et de=t2.
RN
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Donc, par le théoreme de Fubini et le changement de variable y = 4wt nous obte-

nons
]. o *7?12 -t a— dt
/ ]Ga(x)\dxg/ a/ e e o dy
RN (477)5F( ) 0 t

ce qui montre que G, est intégrable.
Démonstration de la proposition 2.13. Calculons la transformée de Fourier de la fonc-
tion - , &t
—m|z| — a—
xeRNr—)/ e T et 2N7.
0

Par le théoreme de Fubini et ’exemple 2.12, on a

F </ eiﬂ'lzeﬁt% dt) (x) :/ (/ eﬂeﬁt"_f dt) e~ 2mile) q¢
0 t RN 0 t

—t a—N dt

eirt 2 —

/ —7Tt|;13‘2 -t « dt
= e 647rt2 _
0 t

D’un autre coté, pour y > 0 nous avons

—a 1 o o dt
B oF s

2
Des lors, en posant y = % nous obtenons F(G,)(z) = (1 + 4W|$’2)%a. O

Nous sommes maintenant prét a définir la capacité de Bessel.
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Définition 2.14. Pour 1 < p < +o00, a > 0 et E C RN on définit

capp, ,(E) = inf{|| |7, @n) | f € LP(RN), f>0 et Gox f > 1 sur E}.

Dans le cas ou il n’existe pas de fonction f positive dans LP(RY) telle que Gy x f > 1
sur B, on pose capp, (E) = oc.

Cette capacité nous permet de résoudre le probleme énoncé au début de cette sec-
tion : un compact K sera effagable pour I’équation de Laplace si cappg:,(K) = 0.
Cette extension ne sera cependant pas réalisable dans le cas ou capgz, (K) > 0 avec
p’ Uexposant conjugué a p. Ceci est en fait un cas particulier d’un résultat plus géné-
ral.

Théoréme 2.15. [1, Theorem 2.7.4] Soient K C RY compact et L un opérateur diffé-
rentiel d’ordre v < N avec coefficient constant. De plus, considérons u une solution
de Uéquation Lu = 0 sur U\K avec U un certain voisinage ouvert borné de K et
u € LP(U\K). Alors, si cappap(K) = 0, il existe u € LP(U) avec La = 0. Dans le
cas ou capgay (K) > 0, il n'existe pas de telle fonction.

Nous montrons maintenant que la capacité de Bessel satisfait les conditions requises
pour étre une capacité au sens de Choquet, nous suivons pour cela [1, Chapter 2.
Comme nous 'avons observé au chapitre 1, il est commode de travailler avec des capacité
régulieres extérieures étant donné que les conditions C2 et C4 sont satisfaites pour
de telles capacités. Nous avons vu que les capacités p-variationelle, de Sobolev et de
Hausdorff satisfont cette régularité, nous allons montrer que c’est aussi le cas pour la
capacité de Bessel.

Proposition 2.16. Pour tout E C RY nous avons

capp, (E) = inf{capg, (U)|U est ouvert et E C U}.

I suffit de démontrer que pour tout € > 0, nous pouvons trouver un ouvert U tel que
E C U et capp, (E) < cappas(U) + €. Pour établir I'existence de cet ouvert nous
pouvons procéder comme suit : par définition de la capacité de Bessel il existe une
fonction positive f € LP(RY) telle que

Goxf=1sur B et | fl,gn) < capp, (E) +e.
Nous aimerions prendre ’ensemble
{2 € RY|(Gy * f)(x) > 1 —¢}

comme candidat pour ’ensemble U. Pour montrer que celui-ci est effectivement ouvert,
nous utiliserons la notion de fonction semi-continue inférieurement.
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Définition 2.17. Une fonction f : RY — R est semi-continue inférieurement (s.c.i) en
a € RN si pour tout t < f(a), il existe un voisinage ouvert U de a tel que t < f(x) pour
tout x € U. Nous dirons qu’une fonction est s.c.i si elle l’est en tout a € RY.

Vérifier qu’une fonction est s.c.i en utilisant cette définition peut s’avérer assez complexe,
nous commencons donc par donner une condition nécessaire et suffisante permettant de
vérifier la semi-continuité inférieure d’une fonction.

Lemme 2.18. Une fonction f : RY — R est s.c.i en a € RY si et seulement si
lllgl_glff(l‘) > f(a) ou
lim inf = inf )
iminf f(v) =sup inf  f(z)
r#a

Démonstration. Supposons tout d’abord que f est s.c.i en a € RY. Par définition, pour
tout ¢ < f(a) il existe un voisinage U de a tel que pour tout € U nous avons t < f(x).
De plus, U étant ouvert nous pouvons trouver € > 0 tel que B(a,e) C U et t < f(x)
pour tout z € B(a,¢). Deés lors,

inf >t
xEan(a,s) f([L’) o
rH#a

et un passage au suprémum pour £ > 0 nous donne donc

liminf f(z) = su inf x) > t.
SUCR N NEE

I nous suffit maintenant de prendre la limite quand t — f(a) pour déduire que

liminf f(z) > f(a).

T—ra

Dans I'autre sens, soit ¢ € R tel que ¢t < f(a), nous avons alors par hypothese

liminf f(x) =sup inf f(x)> f(a) > t.

r—a e>0 z€B(z,¢)
T€a

Par définition de supremum, il existe £g > 0 tel que

su inf x) > inf ) >t
5>13x637£z,5)f( ) - JCEB;(Zc,eo)f( )

ce qui implique que pour tout x € B(a,&g) nous avons f(x) > t. On conclut donc que f
est s.c.i en prenant U = B(a, £). O
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Il est bien connu que la pré-image d’un ouvert par une application continue est un en-
semble ouvert, nous avons un résultat similaire pour les fonctions s.c.i.

Lemme 2.19. Une fonction f : RY — R est s.c.i si et seulement si pour tout t € R

[’ensemble
Ut:{xE]RN|f(x)>t}

est ouvert.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que f est s.c.i. Si U; = (), alors c’est
bien un ouvert. Dans le cas contraire, pour tout y € U; nous avons f(y) > t et nous
pouvons donc trouver un voisinage V' de y tel que si z € V alors f(x) > t. Cela implique
que V C U, et donc U, est ouvert.

Dans l'autre sens, prenons a € RY et ¢t € R tel que f(a) > t. Puisque U; est ouvert et
que a € Uy, cet ensemble forme un voisinage de a. De plus, pour tout x € U; nous avons
par définition f(z) > ¢ ce qui montre que f est s.c.i. ]

Nous sommes maintenant prét pour démontrer la régularité extérieure de la capacité de
Bessel.

Démonstration de la proposition 2.16. Nous pouvons supposer sans perte de généralité
que capp_ p(E) < +00. Puisque pour tout ouvert U contenant £ nous avons par mono-
tonicité capp,  (F) < capg, (U) on en déduit que

capp, (E) <inf{capg, (U)|U est ouvert et £ C U}. (2.8)

Pour montrer I'inégalité inverse, prenons 0 < ¢ < 1 et une fonction positive f € LP(RY)
telle que
Goxf>1sur B et |fl[}@n) < capp,,(E) +e.

Par le lemme de Fatou nous avons pour a € RV

(Gox f)(a) = / Gala— ) (y)dy
—nlal?

=t a th
- / | e e Ly
P 5 RN
LL'Q —t a—
/ / lim inf e =+ et thf()
1—‘% RN r—a

—T 2 -t «
< —_— llmmf/ / et 2thf( )dy
(47r)2 % e Jry Jo
= liminf(G, * f)(z

Tr—a

M\Q

M\Q
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ce qui montre que la fonction G, * f est semi-continue inférieurement et donc ’ensemble
U={z eRY | (Gox* f)(x)>1—¢}

est ouvert par le lemme 2.19. Puisque G, * ((1—¢)~1f) > 1 sur U, la fonction (1—¢)7' f
est admissible dans la définition de capg, (U) et nous avons alors

1

< -
CapBa,p(U) — (1 . E)p RN

fPdx < ﬂ_lg)zlj(capBa’p(E) +e).

Puisque E C U nous obtenons

1
(1—e)

inf{capg, (U) | U est ouvert et EE C U} <capp,  (U) < (capp, (E) +¢€)

et un passage a la limite quand € — 0 nous donne
inf{capp, (U) | U est ouvert et & C U} < capp, (E).

En combinant cette inégalité avec (2.8) on conclut que la capacité de Bessel est réguliere
extérieure. O

La régularité de cette capacité nous permet de montrer les conditions C3 et C4 de la
définition 1.1.

Corollaire 2.20. Pour toute suite décroissante (K, )n,>1 de sous-ensembles compacts de
RY, nous avons

capg, , ( 01 Kn> = lim capp, (Ky).

De plus, pour toute suite (E,)n>1 de sous-ensembles de RN nous avons
(e 9] o0
capBw(U En) < Z capp, (E,).
n=1 n=1

Démonstration. Puisque la capacité de Bessel est réguliere extérieure, par la proposi-
tion 1.6 la condition C4 est satisfaite.

Considérons maintenant (E,),>1 une collection de sous-ensembles de RY. Etant donné
e > 0, nous pouvons trouver des fonctions positives f,, € LP(RY) telles que Gy * f,, > 1

sur B, et

frda < capg, (En) + 25—”
]RN

Pour tout z € RY posons

f(z) = sup fu(z)

n>1
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et montrons que f est admissible dans la définition de cappga,(g). Puisque

(@) = sup f2(x) < i f2(2)

n>1

nous avons

/ frdx < S fde = frdz <) capp,  (E,) +¢ < +o0
RN n=1JRN '

RN n=1 n=1

ce qui montre que f € LP(RY). De plus, puisque G, * f, > 1 sur chaque E, nous
déduisons que G, * f > 1 sur E et donc f est admissible dans la définition de la capacité
de Bessel de E. Nous avons alors

CapBa,p (E) S /

N fPdax < ; capBayp(En) +e

ce qui montre la sous-additivité dénombrable puisque € > 0 est arbitraire. [

Il nous reste a démontrer la condition C5. La preuve de celle-ci reposera sur la proposition
suivante qui nous donne une représentation intégrale de la capacité d'un ensemble. Dans
la suite, nous dirons qu'une propriété est vraie quasiment partout si elle est satisfaite
sur RY sauf sur un ensemble de capacité nulle.

Proposition 2.21. Soit 1 < p < 400 et supposons que capg, (E) < +oo avec B C RY.
Alors il existe une fonction positive fr € LP(RY) (appelée fonction capacitaire pour E)
telle que G, * fg > 1 quasiment partout sur E et

. fh(z)dz = capg,  (E). (2.9)

La preuve de ce résultat se fera en plusieurs étapes. Nous allons dans un premier temps
nous placer dans un cadre plus général, celui des espaces de Banach uniformément
convexe.

Définition 2.22. Un espace de Banach X est uniformément convexe si pour tout € > 0,
il existe 0 > 0 tel que si ||z]|x <146, lyllx <1408 et %2 x > 1 alors ||z —y|x <e.

Intuitivement, un espace de Banach est uniformément convexe si les boules sont bien
arrondies pour la norme de cet espace. Par exemple, R? est uniformément convexe pour
la norme euclidienne mais ne le sera pas si on le munit de la norme uniforme. Un autre
exemple qui nous intéressera particulierement dans la suite est donné par les espaces de
Lebesgue.
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Théoréme 2.23. [22, Theorem 5.4.2] Les espaces de Lebesgue LP(RYN) sont uniformé-
ment convexes pour 1 < p < +00.

Remarquons que LP(RY) n’est pas uniformément convexe pour p € {1,00}. En effet, en
posant u = X[o,1] €6 v = X|1,2] nous avons

U+ v
4?*

||u||L1(]RN) = ||U”L1(RN) = ]_, LI(RN) =1 mais ||U — UHLl(RN) =2>0.

De plus, en prenant w = u + v et z = u — v nous avons

w+z .
[wl| oo @y = [|2]| Lo @iy = 1, THLOO(RN) mais  [|w — 2|[pecmyy =2 > 0.

Revenons a notre objectif initial : démontrer la proposition 2.21. Nous allons montrer

dans un premier temps un résultat de minimisation dans les espaces de Banach unifor-
mément convexes.

Proposition 2.24. Si Y est un sous-ensemble convere d’un espace de Banach unifor-
mément convere X, alors il existe y € Y tel que

lyllx = inf lz].x.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.25. Soit X un espace de Banach uniformément convexe et (x,)n,>1 une suite
dans X telle que pour a > 0

Sl =o et lmint] e ), 2 0

Alors il existe v € X tel que ||x, — z|x — 0 et ||z||x = a.

Démonstration. Considérons tout d’abord le cas ot a = 1, pour tout n > 0, il existe
ng > 1 tel que pour tout m,n > ng

Tn + Tm
|lzn|lx <1+mn et HTH)(Zl—n.
Prenons y,, = 1”—_””, nous avons alors pour 7 suffisament petit
L+n
=1 L—=n
et

Yn + Ym 1 Ty + Ty >1
e M T R M
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Des lors, en appliquant la définition de convexité uniforme a y, nous obtenons que
|zn — Tm|lx < € ce qui montre que la suite (z,,),>1 est de Cauchy et donc convergente.
Des lors il existe z € X tel que ||z, — z||x — 0 et puisque

lzllx =1 <l = 2nllx + [lznllx =1/ =0

on déduit que ||z||x = 1. Pour le cas général, puisque a > 0 nous avons par hypotheése

lim et lim inf xn + T H > 1.

Il existe donc & € X tel que ||%= — Z||x — 0 et [|Z][x = 1. Posons 2 = aZ, nous avons
alors
Tn .
|zn — z||x = aH; - xHX — 0

et
lzllx —al < |lz —zallx + |[|znllx —al =0

ce qui montre que x satisfait les conditions requises. ]

Démonstration de la proposition 2.24. Si 0 € Y le résultat est clair. Supposons que
1n1{;\|a:|] = a avec a > 0 et considérons (z,),>1 une suite dans Y telle que 7}1_>rr010\|$n||x =a.
Te -

Alors, par convexité de Y nous avons que 3 (z,+z,) € Y et donc || t(@p+2m)|x > apour
tout n,m > 1. Le lemme précédent implique I'existence de y € Y tel que ||y —z,||x — 0.
Des lors,

Hlyllx —al <lly — zallx + [llenllx —al =0

ce qui montre que ||y||x = a = inf ||z||,. O
zeY

Puisque pour toute fonction intégrable f et g nous avons
Gox A+ (1 =XNg)=AGaxf)+ (1 =N (Gs*g) pourtout 0 <A<,

on déduit que

Qp={f € LP(RY) | f>0et Go* f>1sur E}

est un sous-ensemble convexe de LP(RY). Dés lors, en prenant Y = Qp et X = LP(RY), la
proposition 2.24 nous permettra de trouver une fonction satisfaisant (2.9). Pour connaitre
les propriétés satisfaites par celle-ci, nous allons chercher une caractérisation de Qp.
Nous commencons par donner une caractérisation des ensembles de capacité de Bessel
nulle.

Proposition 2.26. Pour E C RY nous avons capp, (£) =0 si et seulement s’il existe

une fonction positive f € LP(RN) telle que E C {z € RN | (G, * f)(z) = oo}. De plus,
f peut étre choisie avec norme LP(RY) arbitrairement petite.
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Démonstration. Supposons tout d’abord qu’il existe une fonction positive f € LP(RY)
satisfaisant £ C {z € RY | (G4 * f)(x) = oo}. Etant donné n > 1, observons que pour
tout z € RY tel que (G4 * f)(x) > n nous avons (Gy * (n71f))(x) > 1 et donc n™' f est
admissible dans la définition de capp, ({z € R | (G4 * f)(x) > n}). Nous obtenons

alors .
capp, ({2 €RY | (Gax (x) > n}) < — [ frda.

npb RN

En définissant K,, = {z € RY | (G, * f)(x) > n} nous avons que (K,,),>1 est une suite
décroissante de compacts et

ﬁ K, ={x e RY | (Gq * f)(z) = oo}

Des lors, par le corollaire 2.20 nous obtenons

1
capg, ({x € RY | (Gy * f) = o0}) = lim capp (K,) < lim / fPdx = 0.
P n—oo o, p RN

n—oo NP
Donc puisque £ C {x | (G, * f)(z) = oo} nous déduisons par monotonicité que
capp, (£) =0.
Supposons maintenant que capBap(E) = (. Par définition de la capacité de Bessel,

pour tout n > 1 nous pouvons trouver une fonction positive f,, dans LP(RY) telle que

Gox frn>1sur E et
P

frdx <

RN = ow

avec € > (0. Posons

fzifn

et montrons que cette fonction a les propriétés désirées. Puisque G, *x f = Z (Go * fn)
=1

nous avons que G, * f = oo sur E. De plus, par 'inégalité de Minkowski et le théoreme
de convergence monotone nous avons

o o c
P =
L7 < (Sl < (X 57) =
ce qui montre que f € LP(RY) et || f| oy < €. O
Le prochain résultat donne une version capacitaire du théoreme d’Egorov.

Proposition 2.27. Soit (f,),>1 une suite de Cauchy dans LP(RY) convergeant vers
f € LP(RN). Il existe une sous-suite (fn, )k>1 telle que Gy * fn, — Go * f uniformément
quasiment partout en dehors d’un ensemble ouvert de capacité de Bessel arbitrairement
petite.
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Démonstration. Remarquons que par la proposition 2.26 et par la sous-additivité de la
capacité de Bessel, G, * f,,, et G * f sont bien définies et finies en dehors d'un ensemble
F avec capg, (F') = 0. Prenons une suite (n;)x>1 telle que

1
[ = 1P <

Posons By = {x € RN | (G4 * | fn, — f)(z) > 55} et G = OLj E). Nous avons alors
k.i

=m

1
kp __fIp
CapBayp(En) S 2 /RN ’fnk .ﬂ d.’I? S 2kp

et on en déduit par monotonicité que

> 1
capp, (Gm) < Y P

n=m p
ce qui implique que capg, (N Gp) =0.
7 om=1

Remarquons que pour tout z ¢ G,, U F' nous avons

L

(Ga * fu)(@) = (Ga* f)(@)] < (Ga* |far, = FI)(2) < 55

et ce pour tout £ > m. Donc G, * f,,, = G * f uniformément en dehors de ( N Gm) UF.
m=1

Puisque F est contenu dans un ouvert de capacité arbitrairement petite, cela démontre
le résultat. O

Nous sommes maintenant prét a donner la caractérisation de I’adhérence de 2.

Proposition 2.28. Soient 1 < p < +o00 et E C RYN. Alors

Qe ={fcLPRY) | f >0, (Gy* f)(x) > 1 pour quasiment tout x € E}.

Démonstration. Ecrivons A 'ensemble de droite et montrons qu'’il est fermé dans LP(RV).
Soit (fn)n>1 une suite de fonctions positives dans LP(RY) telle que (G * f,,) > 1 sur
E\F, ou F, est un ensemble de capacité nulle et supposons que cette suite converge dans
LP(RY) vers une fonction f. La suite (f,)n>1 étant de Cauchy, par la proposition 2.27
il existe une sous-suite (f,,, )x>1 telle que (G, * fr, )k>1 converge quasiment partout vers
G, * f. Puisque

Goxf>1 surE\(fj Fn)
n=1

le corollaire 2.20 implique que G, * f > 1 quasiment partout sur £ ce qui montre que
A est fermé. Puisque Qg C A on conclut que Qg C A.
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Dans l'autre sens, prenons f € LP(RY) une fonction positive telle que G, * f > 1 sur
E\F avec cappa,(F) = 0. En utilisant la proposition 2.26 nous pouvons trouver pour
chaque n > 1 des fonctions h, € LP(RY) avec ||hy||pryy < = et telle que G * by, =
sur F'. Nous avons alors que f + h,, € Qg et

1
If = <f+h")HLp(RN) = th”LP(RN) < o

ce qui montre que f + h, — f dans LP(R") et donc f € Q. O

Nous utilisons maintenant la caractérisation de Q2 pour établir I’existence de fonctions
capacitaires.

Démonstration de la proposition 2.21. Par convexité de ’ensemble
Qp={fcILP(RY) | f>0et Go* f>1sur B}
la proposition 2.24 nous permet de trouver une fonction fz € Qg telle que
1 fEllr@yy = fiergEHfHLP(RN)~

Pour déduire que 'équation (2.9) est satisfaite avec cette fonction, on choisit pour tout
n > 1 une fonction f,, € Qg telle que

A N2y < Iallzogey < mf (L I70 @)

de sorte que lim || full®s @y = inf |[f i (ev)- Remarquons que nous avons

feQE
_ ) 1 ) 1
gl zn @y < Wallzogey < mf 1 I7ery + o < IfElT@r) +
de sorte que lim || fall?s &) = | fellbs (ev)- Par unicité de la limite nous obtenons que
HfEHLp RN) — lnf ”f”Lp (RN)

ce qui montre que

pdx = capgan (F).
RN

Par la proposition 2.28, fg a les propriétés requises. O

Nous pouvons maintenant revenir a 1’objectif de base de cette section : montrer que la
capacité de Bessel satisfait les conditions de la définition 1.1.

Théoreme 2.29. La capacité de Bessel est une capacité au sens de Choquet.
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Démonstration. Les conditions C1 a C4 ont déja été montrées, il ne reste donc plus qu’a
montrer que pour (E,),>1 une suite croissante de sous-ensembles de RY nous avons

capg, , ( L_Jl En> = lim capg, (En).

Puisque par monotonicité nous avons

CapBa,p ( Ql En) Z nh—>nolo Cade,p (En)

il ne reste plus qu’a montrer que I'inégalité inverse est satisfaite. Sans perte de généralité,
supposons que ILm capp, p(En) < 400 et considérons une suite de fonctions capacitaire
n—oo ’

(fE, )n>1 données par le corollaire 2.21. Remarquons que pour n < m nous avons fg, €
Qp, et donc

/RN (;(fEn + fEm))pdx > capp, (En).

Les hypotheses de la proposition 2.25 étant satisfaites nous pouvons conclure que la suite
(fE, )n>1 converge en norme dans LP vers une fonction f avec

P 1
. fPdz = lim capp, (E).
Par la proposition 2.28 nous avons que G, * f > 1 quasiment partout sur chaque FE,, et
donc G, * f > 1 sur E quasiment partout ce qui implique que f € Qg. Nous pouvons

donc trouver une suite (g,),>1 d’élément de Qg tels que cette suite converge vers f dans
LP. Des lors,

n—o0

capy, ,(B) < lim [ o= [ prde = lim capy, ,(E,). =
R

2.3 Capacité de Hausdorff dyadique

Nous nous intéressons dans cette section a la capacité de Hausdorff dyadique. Avant de
définir cette capacité, rappelons la construction des cubes dyadiques. Considérons dans
un premier temps Qg la collection des cubes de RY isométriques a* [0, 1[V et dont les
sommets appartiennent a la grille Z". On définit ensuite Q; comme la famille des cubes
Q, dilatée d'un facteur 2% avec k € Z. Autrement dit, Q; est la famille des cubes
ouverts sur la droite dont les sommets sont adjacents aux points de la grille (27*Z)V,

les éléments de |J Q) sont appelés les cubes dyadiques.
k€EZ

1. [0,1[" désigne ici le produit cartésien de [0, 1[ effectué N fois : [0, 1[N= [0, 1[x --- x [0, 1].

69



Définition 2.30. Soient 0 < s < N et E C RY. On définit la capacité de Hausdorff
dyadique de E par

He(E) = inf{z 1(Qn)® | (Qn)n>1 sont des cubes dyadiques et E C | J Qn}.
n=1

n=1

Il suit de cette définition que la capacité de Hausdorff dyadique est une capacité au
sens de Meyers. En effet, pour tout naturel n ’ensemble vide est recouvert par le cube
dyadique [0,27"[" et donc

7 (0) < 5

Un passage 4 la limite quand n — co nous donne alors H*((})) = 0. Pour la monotonicité
nous pouvons observer que si F; et E, sont des sous-ensembles de RY avec E, C FEs,
tout recouvrement de Ey formera aussi un recouvrement de Fj. Dés lors, si (Q),)n>1 est
une collection de cube dyadique recouvrant E5 nous avons

() < i Q)

et une minimisation du c6té droit par rapport a tout recouvrement de Ep par des cubes
dyadique nous donne H*(E;) < H*(Es).

Nous montrons maintenant que la sous-additivité dénombrable est satisfaite pour H?.

Proposition 2.31. Pour toute suite (E,)n,>1 de sous-ensembles de RN nous avons

H(Gl E,) < i?—ls(En).

Démonstration. Etant donné € > 0, pour chaque n > 1 nous pouvons trouver une suite
de cube dyadique (@, x)k>1 telle que

3

EnCUQur et D UQup)® SH(E,)+ .
k=1 k=1 2

Puisque la suite (Qp x)nk>1 est admissible dans la définition de 7:15( U En) Nnous avons
n=1

[e.9]

7 ( lEn) <22 UQu) < LA (B +e

n=

ce qui montre la sous-additivité dénombrable puisque £ > 0 peut étre choisit arbitraire-
ment petit. ]
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Pour montrer que la capacité de Hausdorff dyadique est une capacité au sens de Choquet
il nous reste a vérifier que les deux derniéres conditions de la définition 1.1 sont satisfaites.
Nous montrons tout d’abord la condition C5 en adaptant les développements fait par
Rogers dans [18].

Proposition 2.32. Pour tout suite croissante (E,)n,>1 de sous-ensembles de RY nous
avons

H(D E,) = lim H*(E,).

n—oo

Démonstration. Sans perte de généralité supposons que 7}13010 7:[3(En) < 400 et observons
que par monotonicité il suffit de montrer que

He(E) < lim H*(E,)

n—00
. o)
ou = U E,.
n=1

Etant donné £ > 0, nous pouvons trouver pour chaque n > 1 une suite de cube dyadique
(Qn.)r>1 telle que

o0 (o ¢] ~ €
BoCUQus et Y HQu SH(E) + 5,
k=1 k=1

Puisque
EC U U Qn,k
n=1k=1

cela implique que chaque = € E appartiendra a un cube de la collection (Qyx)ng>1. Si
Q. désigne la sous-suite de (Qyx)nr>1 formée des cubes contenant z, alors

P=1 Q

QEQy

est 'unique cube dyadique maximal de la collection (Q x)nk>1 contenant z. Notons
(Py)r>1 la collection des cubes maximaux contenant chaque point de E et remarquons
que puisque cette collection forme un recouvrement de cet ensemble,

He(E) < fj I(Py)°. (2.10)

Nous allons chercher une estimation du membre de droite. Etudions dans un premier

temps
K

[(Py)?

k=1
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pour un certain K > 1. Pour chaque 1 < k < K, on note n(k) le plus petit entier n tel
que le cube Py apparait dans la suite (Qnx)r>1. On pose ensuite

m = max n(k)
1<k<K

et pour tout 1 < n < m on écrit P,, la sous-collection des cubes P, ..., Px qui sont tels
que n(k) = n. Nous pouvons alors écrire

SR = ilpzp I(P)* (2.11)

et .
> UP) Z UQni)" =X UQup)® < H(E,) + 25—” (2.12)

PePy, k=1

Qn k ¢Pn

Notons R, la sous-collection des cubes (@, x)r>1 qui rencontrent 'un des cubes de la
collection P,. Plus précisément, on pose

Rinn = {Qmr | k> 1 et il existe P € P, tel que Qs NP # 0}.

o0
Puisque pour n < m nous avons E,, C E,,, C U Q. on déduit que
k=1

n(UPc U R

pPeP, RERm n

Des lors, les cubes dans R, ,, avec les cubes (@, 1 )k>1 qui ne sont pas dans P, recouvrent
FE,, ce qui implique que

fiRmn an§§7’n

Dongc, par les équations (2.12) et (2.13) nous obtenons

Y UPP< > UR) +27

PeP, RERm.n

En sommant cette derniére inégalité sur n et en utilisant (2.11) nous avons

k=1

S iny -3
f:

IN

Z I
i

n=1
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Donc

et en passant a la limite quand K — oo nous obtenons

n—oo

STUP)E < lim HA(E,) + 2.
k=1

Des lors, en utilisant (2.10) et en prenant la limite quand ¢ — 0 nous concluons que

H(E) < I;Z(Pk) < lim H*(E,). O
La condition C4 quant a elle ne sera pas toujours satisfaite, cela dépendra de la valeur
prise par s.

Proposition 2.33. Pour toute collection (K,),>1 de sous-ensembles compacts de RY
et pour N —1 < s < N nous avons

n—oo

H(ﬁ K,) = lim H*(K,).

o
Démonstration. Posons K = () K, et observons que par monotonicité il suffit d’établir
n=1

lim H(K,) < H(K).

n—oo

que

Pour tout € > 0, prenons une collection de cubes dyadiques (Q)r>1 telle que
K C U Qr et Zl(@k)s S?‘ZS(K)—F&
k=1 k=1

Pour chaque cube @), et m > 1, on considere le cube ouvert @), de coté de longueur
o0

(1+27")(Qg) et ayant le méme centre que Qy.. L'ouvert | Q. contient alors K et
k=1
il suit du lemme 1.7 que pour n assez grand

Kn C U Qk,m‘
k=1
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De plus, nous pouvons observer que Q. est recouvert par Qy, et 2™V ((1427-m+H)N 1)
cubes dyadiques de coté de longueur 27"[(Qy) ce qui implique que

/HS(Qk,m) < l(@k)s + 2mN((1 + 27m+1)N . 1)27msl<Qk)s.

Puisque N —1 < s < N, le second terme sur le coté droit converge vers 0 quand m — oo
et nous avons alors par monotonicité et sous-additivité dénombrable

i ka
i (142N )2 Q)
— Z (Qr)° quand m — oo.

) < H'(K) +e. En
H?(K) + € ce qui

Ceci étant vrai pour tout recouvrement de K nous obtenons H* (K,
passant a la limite quand n — oo nous déduisons que hm ’HS( n)

montre le résultat car € > 0 peut étre choisit arbltralrement petit.

]

Danslecasou N > 2et 0 < s < N—1 la condition C4 n’est pas satisfaite et la capacité de
Hausdorff dyadique n’est donc pas une capacité de Choquet comme le montre I’exemple
suivant.

Exemple 2.34. Pour simplifier cet exemple, nous considérons le cas ou N = 2. Posons
pour tout n > 1, K,, = [0,1] x [-27",27"]. Il suit que (K,)n,>1 est une suite décroissante
de compacts et

K =1[0,1] x {0} = [ K,.
n=1
Nous allons montrer que

H(K) =1<2= lim #°(K,).

Commencgons par calculer 7—25([(). Puisque pour tout k > 1 [’ensemble K est recouvert
par les cubes dyadiques

Q1 = [0,1][x][0,1] et Qs = [1,1+27%[x[0,27"]

il suit de la définition que 7:[5(K) < 14275 et un passage a la limite quand k — oo
nous donne H*(K) < 1. Considérons maintenant (Qn)n>1 un recouvrement de K par
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des cubes dyadiques. S’il existe ng > 1 tel que I(Qn,) > 1, alors

3 UQu) = 1Qu)" >

Dans le cas ot 1(Q,) < 1 pour tout n > 1 notons N; le nombre de cubes de coté de

longueur 27", En utilisant que [0,1] x {0} C OLj Qn et que 0 < s <1 nous obtenons
n=1

S Q. =3 27N, >22’N Zan
n=1

=0

Ceci étant vrai pour toul recouvrement de K par des cubes dyadiques nous avons que
H(K) > 1 ce qui implique que H*(K) = 1.

Regardons maintenant llm 7-[5( n). Puisque les K, sont chacun recouverts par les cubes

= [0, 1[x[0,1]

= [0,1[x[-1,0]
[1,1+2' ”[ x[0,2'7"]
[1,1+ 2" [x[-2"", 0]

nous déduisons que 7—[5( ) < 2420=ms% et donc en passant d la limite quand n — oo,

lim H*(K,) < 2.

n—oo

Soit (Qr)k>1 un recouvrement de K, par des cubes dyadiques. S’il existe plus de deux
cubes dyadiques Qy, tels que [(Qr) > 2 alors

SUQp) = 2 > 2
k=1

Dans la cas ou il existe exactement un cube dyadique Qy, tel que [(Qy,) > 2, nous
définissons N comme le nombre de cubes de coté de longueur 2~ parmi la collec-
tion (Qr)k>1ktk,- Puisque soit [0,1] x [0,27"] soit [0,1] x [-27",0] est recouvert par

x .
(Qr)k>1k£k, MOUS AVONS Y 2*’]\7;“0 > 1. Nous obtenons donc en utilisant que 0 < s < 1
i=0

Z (Qr)* = UQx,)" +Z2“N’“°>1+Z2"N’“0>2
k=1 =0 =0

(Qr) < 1 pour chaque k > 1, remarquons que par hypothese [0,1] x [0,27"] et

0, 1] x [=27",0] sont recouverts par (Qx)r>1. Donc, nous avons ioz 27'N; > 2 avec N le
i=0
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nombre de cubes de coté de longueur 2. Dés lors,

SUQR) =D 27"N; > > 27'N; > 2.
k=1 1=0 =0

En prenant Uinfimum sur tous les recouvrements de K, par des cubes dyadiques nous
obtenons que H*(K,) > 2 ce qui nous permet de conclure que dim Ho(K,) =2.

La capacité de Hausdorff dyadique n’est donc pas une capacité au sens de Choquet dans

le cas ou 0 < s < N — 1. Nous pouvons néanmoins effectuer une légere modification de

la définition de H* pour que toutes les conditions soient satisfaites pour 0 < s < N.

Observons pour cela que pour tout € > 0 nous pouvons trouver une suite de cubes
(o]

dyadiques (Qn)n>1 telle que E C U @, et
n=1

STUQL) < HI(E) +e.
n=1
Ceci implique par sous-additivité dénombrable que pour
n=1

nous avons H*(U) < H*(E) + . Donc, si U peut étre choisit ouvert, la capacité de
Hausdorff dyadique sera une capacité réguliere extérieure ce qui impliquerait par la
proposition 1.6 que la condition C4 serait alors satisfaite pour tout 0 < s < N. Ceci
motive la définition suivante.

Définition 2.35. Pour 0 < s < N et E C RY on définit la mesure de Hausdorff
dyadique modifiée par

H(E) = inf{z (Qn)® | (Qn)n>1 sont des cubes dyadiques et E C int(U Qn)}
n=1

n=1

Remarquons que H° peut ne pas étre égale 4 H*. Par exemple, dans le cas N = 2 on peut
montrer en adaptant 'argument de ’exemple 2.34 que pour E = [0, 1[x{0} nous avons
H’(E) = 2 mais H*(E) = 1. Cependant, les ensembles de capacité nulle coincident pour
ces deux capacités, voir [23].

En adaptant les preuves faites pour #*, on peut montrer que 7' est une capacité au sens
de Meyers. Le reste de cette section sera consacrée a la démonstration des conditions C4
et C5, nous suivrons pour cela 'article de Yang et Yuan [23].

La démonstration de la condition C5 reposera sur la sous-additivité forte de 7.
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Proposition 2.36. Pour tout E;, Ey C RY nous avons
H(Ey U Ey) +H (By N Ey) <H (By) +H'(E,).

Démonstration. Supposons sans perte de généralité que ﬂs(El) +ﬂS(E2) < 400 et que
E1 N Ey # 0. Soient (Q1.n)n>1 €t (Q2.n)n>1 des collections de cubes dyadiques tels que

E1 C lnt( G Ql,n) et E2 C lnt( [j an).

n=1 n=1

Notons (P),>1 la sous-suite des cubes maximaux de la suite (Q1,,, Q2,,)n>1. Nous avons
alors

Q) = int (1 Py).

k=1

E1 U E2 C lﬂt(ij Ql,n) U ll'lt(G QQ,n) - Hlt(LZJ

n=1 n=1

||C8

Considérons l'ensemble {Q1,, N Qam | Q1.0 N Q2.m # 0 o0t n,m > 1} et notons (Rg)k>1
la suite formée par les cubes de cet ensemble. Par définition des cubes dyadiques, si

Q10 N Q2m # 0 alors soit Q1, N Qom = Q1 80it Q1 N Qo = Qo et done (Ry)k>1
est une sous-suite de (@1, Q2.n)n>1. Maintenant, puisque

int(1J) Qua) Nint (U Qo) = int(U Re)
n=1 n=1 k=1

il suit que E4 N Ey C int( U Rk> et donc
k=1

H(EyUE) +H (E1NEy) <> U + Y U(Ry)*
k=1 k=1

Remarquons que s’il existe ng et mg tels que Q = P,, = Pmo alors il existe 7o et jo tels
que Q = Ql,io = QQ,jo et dOl’lC7

Z (Pp)* +Zl (B,)* < Z Ql,n)s‘l'zl(QZn)s
k=1 k=1 n=1 n—1

On en déduit que
H (B U By) +H (Er N Ey) <3 UQ10)° + D UQ2)°
1

et U'on conclut en minimisant le coté droit. O

. Aa7s o2
Nous pouvons maintenant montrer que H~ est une capacité au sens de Choquet.
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Théoreme 2.37. La capacité de Hausdorff dyadique modifiée est une capacité au sens
de Choquet.

Démonstration. Les trois premieres conditions sont des conséquences directes de la dé-
finition. Pour montrer la condition C4, nous montrons que la capacité de Hausdorff
dyadique modifiée est réguliere extérieure. Par monotonicité, il suffit de montrer que
pour tout € > 0 nous pouvons trouver un ouvert U contenant E et tel que

HU)<H(E)+e.

Soit £ C RY et ¢ > 0. Par définition, nous pouvons trouver une suite de cubes dyadiques
(e ¢]

(Qn)n>1 tel que E C int( U1 Qn> et
n—=

i Q. < (E) +=.

o0

0osons = 1 n |, Ol remarque alors que est un ouvert et que

P U=int( U 1 U est t et
n=1

H(U) < i_’f 1Qn)".

Des lors,

HU)<H(E)+e.

Puisque #H* est réguliere extérieure, il suit de la proposition 1.6 que la condition C4 est
satisfaite.

Montrons maintenant que pour toute collection croissante (E,),>1 de sous-ensembles de

o
RY, nous avons avec £ = U E,
n=1

H(E) = lim H (E,).

n—o0

Par monotonicité il suffit de montrer que nh_)rrolo T’ (E,) < H’(E) et nous pouvons supposer
sans perte de généralité que le ﬁs(En) < 400. Supposons dans un premier temps que
n o0

la collection (E,),>1 est formée d’ensembles ouverts. Pour tout € > 0 et pour chaque
n > 1, nous pouvons trouver une collection de cubes dyadiques (Qnx)r>1 telle que

QuiNE, #0, B, C int(koL_jl Qui) et

i HQni)” <H (E,) + 2% (2.14)
k=1

Pour chaque x € E, soit @, le plus grand cube contenant x parmi la collection (Qp k)n.k>1
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et écrivons la collection de ces cubes maximaux (Q););>1. Nous avons alors

£=U e < U (U ew)) cn(U 0w =m(Je)

= = n=1 k=1

Pour m > 1 donné considérons la collection (@1 x)x>1 constituée des cubes de la collection
(Q:)i>1 appartenant a la suite (Q1x)r>1, (si cette suite est vide, alors on prend les cubes

de la suite (Q2)k>1). Posons Uy = int( U le)) NE,,. Puisque U; C E,,, on peut trouver
i=1
une sous-suite de (Qn, x)k>1 que 'on note (Qf,ll)k)kx tel que U; C OLj Qi,ll)k et Uy meﬁ’k #
bl —_— k:l b b

(), pour tout k > 1. Par définition de (Q(I))izl nous avons que OLj QSL),C C 8 QZ(-I).
k=1 ’ i=1

(2

Soit la suite? (QF p)i>1 = (Q17k)k>1\(Q§1))i>1. Puisque E; C oLj (01, nous obtenons
e - - k=1
o0 . o0 1 oo .
By =(UnE)U[(UQi)nE]c(Uwk)u(Uai)
k=1 k=1 k=1
Puisque E; est ouvert nous avons E; C int << OLj Q,(fl)k) U ( OLj @1 k)) et donc
k=1 " k=1

H(ED) < S UQV) + 3 1(Q5,)°
k=1 k=1

Par I’équation (2.14) nous avons alors avec n = 1,

SUQY) < H(E) + 5 - S UQL) < S Q) + 5.
i=1 2 = k=1 7 2

; ))221 constituée des cubes de la suite (Q;)i>1
pris de la suite (Q2)r>1 mais pas de la suite (Qyx)k>1. Par le méme raisonnement que
précédemment, nous pouvons trouver (Qfﬁ?k)kzl une sous-suite de (Qm,k)kzl\(Qg?k)kzl

telle que

Considérons maintenant la collection (Q(‘2

[e.e] o0 5
S UQT) < S UQD) +
=1 k=1

En répétant cet argument m fois, nous pouvons trouver pour d € {1, ..., m} une collection

1
(QS”)iz1 qui est une sous-suite de (Qur)r=1\ U (Qa)e=1 et une collection (Q\ry)x=1 qui
=1 C

2. La notation (Q] ;)k>1 = (Q1,k)k21\(@§1))i21 signifie que la suite (Q7 ;)r>1 est constituée des

cubes de (Q1,x)k>1 auquel on retire les cubes de (le))izl.
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-1 .
est une sous-suite de (Qpx)r>1\ U (Q%)k)k>1 telles que
=1

= d)\s = d) \s
> UQTY < X U@ + 57
i=1 =1
Dong, par 1'équation (2.14) nous avons
m oo . m 0o . c 00 . . .
S UQM) < S (L UQ + 53) = X UQma) + ST (Bu) + 5+
d=11i=1 d=1 k=1

Nous avons donc en prenant la limite quand m — oo

iil(@(d’)s < lim HS(E,) +e¢.

m—00
d=11i=1
Donc, puisque (di))d,iZI = (Qi)iZI

H(E) < il(@i)s < lim Hi(E,)+e¢

4 m—00
=1

et la condition C5 est donc satisfaite sur les ouverts en prenant la limite quand € — 0.

Pour le cas général, supposons que (E,),>1 est une suite croissante de sous-ensembles
de RY et montrons que ) )
lim H(E,) < Hi(E). (2.15)

Puisque 7 est réguliére extérieure, pour tout € > 0 et pour chaque n > 1 nous pouvons
trouver un ouvert U,, contenant F,, et tel que

H (U, <H(E,) + —. (2.16)

m o0
Posons V,,, = U U, et V = U V,,. Alors, pour tout m > 1, V,,, est un ouvert et la suite
n=1 m=1

o
(Vin)m>1 est croissante avec V = |J V},. Montrons que pour chaque m > 1 nous avons
- m=1

H (V) < H(B) + (1 ;n)g.

Pour m = 1, cette inégalité est une conséquence de I’équation (2.16). Supposons mainte-
nant que l'inégalité est vraie pour un certain m > 1 et montrons qu’elle I'est aussi pour
m + 1. Par la propriété de sous-additivité forte nous obtenons

A 7S Aa7S Aa7S a7S Aa7S a7S 1
H (VWU )AH (Vis WUini1) < H (Vi) AHH (Unr) < H(B)+H (B +(1— 2m+1)5~
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Puisque E,, C V,, N U,,+1 nous obtenons par monotonicité de H

Aa7S AaT7S Aa7S 1
H (Vini1) = H (Vi UUpi1) < H(E) + (1 Je.

o 2m+1

Puisque E C V et que la condition C5 est satisfaite sur les ouverts nous avons alors

H(E)<H (V)= lim H (V,,) < lim H (E,) +e.

m— 00 m—00

En prenant la limite quand & — 0 nous obtenons que H' (E) < lim H (E,).

n—oo
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Chapitre 3

L’intégrale de Choquet

Nous nous intéressons dans ce chapitre a l'intégrale de Choquet. Nous démontrerons le
théoreme de sous-linéarité et établirons les principaux théoreme de théorie de 'intégra-
tion pour cette intégrale. Ce chapitre se base principalement sur 'article [11].

3.1 Définitions et propriétés

Nous commencons par définir I'intégrale de Choquet d'une fonction positive par rapport
a une application monotone.

Définition 3.1. Soient cap : P(RY) — [0, +-00] une application monotone et une fonc-
tion f: RN — [0, 4+o00]. L’intégrale de Choquet de f par rapport d cap est définie comme
/fdcap :/ cap({f > t})dt

0

ou l'intégrale de droite est vue comme l’intégrale au sens de Lebesque de la fonction
t €]0,4+o00[— cap({f > t}).

Observons que la monotonie de ’application cap assure 'intégrabilité de la fonction
t €]0, +oo[— cap({f > t})

de sorte que l'intégrale sur la droite est bien définie.

L’intégrale de Choquet possede de nombreuses applications, elle permet notamment de
trouver des inégalités pour des fonctions maximales, d’étudier la stabilité des solutions
aux problemes d’obstacles ou encore de raffiner la notion de différentiation ponctuelle des
fonctions de Sobolev, le lecteur intéressé par ces sujets est invité a consulter I'article de
Adams [2]. Tl existe aussi des applications dans d’autres domaines que les mathématique
pure, comme en économie ou en théorie de la décision, voir [21].
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Nous allons chercher a établir les propriétés principales de l'intégrale de Choquet tout
en imposant un minimum d’hypotheses sur cap, de sorte que ces théoremes soient valide
pour un grand nombre de capacité.

Dans la suite, nous considérerons toujours sans le mentionner explicitement que cap
est une application telle que cap(f)) = 0. Avant d’entamer I'étude de l'intégrale, pré-
cisons le vocabulaire que nous utiliserons dans la suite. Nous dirons que cap est une
application

(i) Sous-additive finie si cap(E; U Ey) < cap(E}) + cap(Es).
) Sous-additive dénombrable si cap( OLj En) < ioj cap(E,).
n=1 n=1
(iii) Fortement sous-additive si cap(Ey U Ey) + cap(Ey N Ey) < cap(E;) + cap(Es).
)

Evanescente si pour tout ouvert U C RY avec cap(U) < +oo et pour tout fermé
FcU, lim cap(F\B(0,r)) = 0.

Nous commencons par montrer que la seule hypothése de monotonicité est suffisante
pour obtenir les propriétés basiques de cette intégrale, comme la monotonicité et 1’ho-
mogénéité.

Proposition 3.2. Supposons que cap : P(RY) — [0, +o0] est monotone. Alors I’inté-

grale de Choquet par rapport a cap satisfait les propriétés suivantes.

1. Monotonicité : Si f,g: RN — [0, +00] sont deux fonctions telles que f < g alors

/fdcap§ /gdcap.

2. 1-homogonéité positive : pour tout a > 0 et pour toute fonction f : RY — [0, +o00]

nous avons
/afdcap:a/fdcap.

/XEdcap = cap(F).

3. Si E C RN alors

4. Inégalité de Chebyshev : Si f : RN — [0, +00] et a > 0, alors
1
%MU>GDSQ/f®w-

Démonstration. 1. Si f < g nous avons {f >t} C {g > t} et donc par monotonie
de cap nous obtenons cap({f > t}) < cap({g > t}). Dés lors, en intégrant cette
inégalité pour ¢ €]0, oo[ nous déduisons

0

/ Fdeap — / cap({f > 1})dt < /0 " cap({g > 1))t = / gdeap.
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2. L’égalité étant claire quand o = 0, nous pouvons supposer que « > 0. En faisant

le changement de variable s = é nous avons

/afdcap = /000 cap({af > t})dt = a/ooo cap({f > s})ds = a/fdcap.

3. Soit E C RY, observons que par définition de yz nous avons {xyg > t} = () pour
t>1et{xg >t} =FE pour 0 <t < 1. Deslors,

[ xedean = [ " cap({xp > 1})dt = | el > thae = can(B),

4. Puisque ax{>q) < fnousavons {ax{ssq >t} C {f > t} et donc par monotonicité
de cap

cap({ax{s>a} > t}) < cap({f > t}).
Des lors,

[e.9]

/ax{f>a}dcap = /OOO cap({ax{fsay > t})dt < / cap({f > t})dt = /fdcap.

0

Donc, par homogénéité nous obtenons

acap({f > a}) < /fdcap. O

Notons que lorsque cap est une mesure (par exemple la mesure de comptage) et f est une
fonction mesurable, alors par la formule de Cavialeri [22, Corollary 2.2.34] I'intégrale de
Choquet n’est rien d’autre que l'intégrale classique par rapport a une mesure. Bien que
de telles intégrales puissent avoir des propriétés satisfaisantes, il n’est pas certain que ce
soit aussi le cas pour l'intégrale de Choquet. En effet, étant donné que nous intégrons
par rapport a une application satisfaisant uniquement une hypothese de monotonie et
non par rapport a une mesure, une application ayant des propriétés satisfaisantes comme
I’additivité, il ne serait pas surprenant de perdre certaine propriété classique d’une in-
tégrale.

Exemple 3.3. On définit pour tout E C R, cap(FE) = sup(FE). De plus, on pose

f(a:):{g Sjiécne [0,1] ot g(x):{(l)—:c siz €0,1]

sinon

Nous avons alors

/de:1, /gdel, et /(f+g)dH:1.
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Des lors,

/(f+g)dH</de+/gdH.

L’exemple précédent montre que l'intégrale de Choquet n’est en général pas linéaire mais
nous pouvons cependant espérer avoir la sous-linéarité :

/(f+g)dcap < /fdcap+/gdcap.

Nous allons montrer que cette propriété est équivalente a la sous-additivité forte de
cap.

Théoréme 3.4. Supposons que cap : P(RY) — [0, +o0] est une application monotone.
Alors, lintégrale de Choquet est sous-linéaire si et seulement si cap est fortement sous-
additive.

Avant de démontrer ce théoreme observons que sous des hypotheses plus faible, celles
de monotonicité et de sous-additivité finie, nous avons la quasi sous-linéarité de 'inté-

grale :
/(f + g)dcap < 2 (/ fdcap + /gdcap) . (3.1)

En effet, puisque {f + ¢ >t} C {f > £} U{g > £}, nous avons

[e.9]

cap({f + g > t})dt
cap({f > })dt+ /000 cap({g > ;})dt

:2(/fdcap+/gdcap)

Pour démontrer le théoréeme 3.4, nous montrerons dans un premier temps que la sous-
linéarité est vérifiée pour des fonctions prenant leurs valeurs dans un ensemble discret,
nous déduirons ensuite le cas général par approximation. Nous commencons avec deux
lemmes qui nous aiderons a montrer le cas discret.

/(f+gdca

o0

N

hc\

Lemme 3.5. Supposons que cap : P(RY) — [0, +00] est fortement sous-additive. Alors,
pour tout n > 1 et des ensembles C4, ...,C,, C RN il existe D1, ..., D, C RN tels que

(Z) Dy, ...D,_1CD,
(it) > Xp, = Y Xcy
k=1 k=1
(iii) Y cap(Dy) < > cap(Ch).
k=1

k=1
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Démonstration. Nous faisons la preuve par induction sur n. Pour n = 1, il suffit de
prendre D; = (1, les conditions de la proposition sont alors clairement satisfaites. Sup-
posons maintenant que le résultat soit vrai pour n > 1 et montrons le pour n+ 1. Soient
Ci,...,Cpi1 C RY et appliquons I'hypothese d’induction aux n premiers ensembles. Nous
trouvons alors Dy, ..., D,_; C D,, tels que

k=1
et

> cap(Dy) < cap(Cy). (3.3)
k=1 k=1
Posons Dy, = Dy, pour tout k € {1,....,n — 1}, D, = D, N C,41 et finalement D, ; =
[)n U Cyy1. Par construction pour tout & € {1,...,n — 1} nous avons Dy, C Dn C Dyyq
et D, = D, N Chi1 C D, C D, +1 ce qui montre que la condition (7) est satisfaite par
les ensembles Dy, ..., D, 1. Pour montrer la condition (i7), nous pouvons observer que
XDnCrirs T XDoUCps = XD, T XCpya €6 nOUS obtenons donc par (3.2)

n+1 n—1 n—1 n+1
Y XD = D Xby T XDunCrir T XDaUCwss = D XDy T XD + XCuir = D XCy-
k=1 k=1 k=1 k=1

I nous reste a démontrer la condition (ii7). Nous avons en utilisant la sous-additivité
forte de cap et (3.3)

n+1 n—1
Z cap(Dy) = Z cap(Dy) + cap(D,, N Cyy1) + cap(D,, U Cpiq)
k=1 k=1
n—1 5 5
< > cap(Dy) + cap(Dy) + cap(Cpy1)
k=1

= > cap(Dy) + cap(Cpny1)
k=1
n+1

< Z cap(Cy).

k=1

]

Lemme 3.6. Supposons que cap : P(RY) — [0, +00] est fortement sous-additive. Pour
tout ensemble C1, ...,C,, C RN, la famille A, C ... C A, telle que

Z XA, = Z XCy
k=1 k=1
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satisfait

zn: cap(Ag) < zn: cap(Ck).

k=1 k=1

Démonstration. Nous faisons la preuve par induction sur le nombre d’ensembles C1, ..., C,,.
Pour le cas n = 1, il suffit de prendre A; = C;. Supposons maintenant que le résultat
soit vrai pour n — 1 ensembles avec n > 2 et montrons le pour n. Etant donné C, ..., C,,,
par le lemme précédent il existe Dy, ..., D, C R¥ tels que

Dla "'7Dn—1 C Dna ZXDk = ZXCk et anp Dk; S Z

k=1
Par I’hypothese d’induction, la famille A; C ... C A,,_; est telle que

n—1

n—1 n—1
A C...C A1, ZXAk = Z Xp, et Z cap(Ay) < Z cap(Dyg).
k=1 k=1

n—1

En particulier, cela implique que A,,_1 = U D, et donc en posant A,, = D,, nous avons
k=1

A,_1 C A,. De plus,

XA =D XD = D Xa
k=1 k=1 k=1
et

anpAkgz P(Dy) < Y ca O
k=1 k=1 k=1

Pour montrer la sous-linéarité dans le cas ou les fonctions prennent leurs valeurs dans un
espace discret, nous supposerons dans un premier temps que ces dernieres sont bornées de
sorte a pouvoir les exprimer en terme de fonctions caractéristiques. Le lemme précédent
nous permettra alors de déduire la sous-linéarité de 'intégrale. Nous utiliserons ensuite
la troncature de sorte a pouvoir approcher des fonctions non-bornées par des fonctions
bornées, ceci nous permettra de conclure.

Proposition 3.7. Supposons que cap : P(RY) — [0, +o00] est monotone et fortement
sous-additive. Si f,q: RN — % pour un certain m > 1 alors

/(f+g)dcap < /fdcap+/gdcap.

Démonstration. Par homogénéité de l'intégrale, nous pouvons supposer sans perte de
)

généralité que f et g prennent leurs valeurs dans N. Supposons dans un premier temps

que ces deux fonctions sont bornées par un certain n > 1, nous pouvons alors écrire

f= Z X{r>ky €t g= Z X{g>k} (3.4)
k=1

k=1
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Par définition de I'intégrale de Choquet et la proposition 3.2 nous obtenons
[e%S) n n k n
/fdcap = / H({X xr2m > tf) = Z/ H({xqpsm > t})dt = Y cap({f > k})
0 k=1 k=1Jk-1 k=1

et une inégalité semblable est vérifiée pour g et f + g.Nous pouvons observer que cette
derniere fonction est bornée par 2n et que

2n n n
Do Xifrozky = F 9= D X(reh + D Xigzhy (3.5)
k=1 k=1 k=1

Donc, puisque les ensembles ({f + g > k})i<r<2, sont croissants en k, nous pouvons
appliquer le lemme 3.6 avec {f > k} et {g > k} pour 1 < k < n pour obtenir

S eap({f 92 k) < D ean({f = K)) + 3 cap({o > k).
k=1 k=1 k=1
Ceci implique par (3.4) et (3.5)

/(f+g)dcap < /fdcap+/gdcap

et donc la sous-linéarité est démontrée dans le cas ou f et g sont bornées.

Dans le cas général, nous considérons la fonction troncature définie pourn > lett € R
par
n sit>n
T.(t) =<t si—n<t<n .
—n sit<—n

Les fonctions T, (f) et T,,(g) étant toutes deux bornées par n nous avons

[ 15+ gyea < [ 1ipdcap + [ T,(g)deap

De plus, puisque T,,(f) < f, To(9) < g et T.(f + g) < To(f) + T,.(g) nous obtenons par
monotonicité de 'intégrale de Choquet

[Tt +g)ean < [ @)+ (g
< /Tn(f)dcap—l—/Tn(g)dcap (3.6)

< /fdcap+/gdcap.
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En observant que
[ s+ g)dean = [ cap((s + g > t))a
0

nous obtenons par le lemme de Fatou pour l'intégrale de Lebesgue

/(f + g)dcap = /OO cap({f +¢g>t})dt < liT{giolgf/Tn(f + g)dcap.
0

En combinant cette inégalité avec (3.6) nous obtenons alors
/(f—i—g)dcap < /fdcap+ /gdcap. O

Nous sommes maintenant prét a démontrer le théoréme de sous-linéarité.

Démonstration du théoréeme 5.4. Supposons dans un premier temps que l'intégrale de
Choquet soit sous-linéaire et montrons que cap est alors fortement sous-additive. Nous
avons

/ (xe + xr)deap = / " cap({xs + xr > 1))dt

1 2

= / cap({xe + xr > t})dt + / cap({xe + xr > t})dt
0 1

=cap(EUF) +cap(ENF).

Des lors, sous I’hypothese de sous-linéarité nous obtenons

cap(BUF ) +eap(BF) = [ (xp+xedean < [ xpdeape [ xrdeap = cap(E)+eap(F).

Supposons maintenant que cap est fortement sous-additive. En notant |«] la partie
entiere d’'un nombre a > 0 nous pouvons appliquer la proposition 3.7 aux fonctions
Lkf] Lka] . RN Y pour obtenir

Puisque % < fet % < g nous avons par monotonicité de 'intégrale de Choquet

/UZJdcapqL/Ufldecapg /fdcap+/gdcap.

De plus, puisque pour o > 0 nous avons ka — 1 < |ka] nous déduisons que
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et donc

Des lors, en utilisant que
2\ + o
/(f+g— E) dcap—é cap({f + g > t})dt
%

nous obtenons par le lemme de Fatou

/(f + g)dcap < liminf/
k—oo [,

ce qui montre la sous-linéarité de 'intégrale. O

o0

B cap({f +g>t})dt < /fdcap + /gdcap

3.2 Théoreme de convergence

Nous nous intéressons maintenant aux théoreémes de convergence pour l'intégrale de
Choquet. Notre objectif est de trouver des analogues au lemme de Fatou et au théoreme
de convergence dominée de Lebesgue. Nous introduisons pour cela une nouvelle notion
de convergence, la convergence quasi-uniforme.

Définition 3.8. Soit (f,)n>1 une suite de fonctions f, : RN — [—o0, +00]. Nous dirons
que cette suite converge quasi-uniformément vers une fonction f : RY — [—o0, +00] si
pour chaque € > 0, il exviste E C RY tel que cap(E) < ¢ et si les fonctions de la suite
(fa)n>1 sont finies et convergent uniformément vers f sur RN\ E.

Dans la suite, nous noterons f,, — f q.u pour désigner la convergence quasi-uniforme de
la suite (f,,)n>1 vers la fonction f.

Nous avons la version suivante du lemme de Fatou.

Proposition 3.9. Supposons que cap : P(RY) — [0, +o0] satisfait la monotonicité et
la sous-additivité finie. Alors, si (fn)n>1 est une suite de fonctions positives définies sur
RY et convergeant quasi-uniformément vers une fonction f nous avons

/ fdcap < ligri) iCBf / fndcap.

Démonstration. Soit € > 0, il existe un ensemble £ C R tel que cap(E) < e et f, — f
uniformément sur RV\ E. Par définition de convergence uniforme, étant donné n > 0,
nous pouvons trouver ng > 1 tel que pour tout n > nyg, |f, — f| < n sur RVM\ E. Des lors,

f<fatlfo—fI<fu+nm sur RV\ E.
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Dong, si xz € RN\E est tel que f(x) >t + n avec t > 0 nous avons f,, >t et alors

{f>t+n\EC{f.>1}

ce qui implique que
{f>t+n} C{fu >t} UE.

On en déduit alors par monotonie et sous-additivité finie de I'application cap,

cap({f >t +n}) < cap({fn > t}) + cap(E).

Fixons k > 1, nous avons par le changement de variable t = s —n
n+k k
[ cantts > shds = [ capl(s >t + npyi
U 0

k
g/cw@n>mw+m@w>
0
< [ fndcap + ke.

Cette estimation étant valable pour n > ng, nous pouvons passer a la limite quand
n — oo pour obtenir

n+k
/ cap({f > s})ds < ligg%gf/fndcap + ke
1

et un passage a la limite quand € — 0 livre

n+k
/ cap({f > s})ds < lirrlgioglf/fndcap.
0

Finalement, en utilisant le lemme de Fatou pour l'intégrale de Lebesgue, nous obtenons
en prenant la limite quand £k — oo et n — 0

/fdcap = /0OO cap({f > t})dt < ligggf/fndcap. O

Nous avons montré dans la section précédente que sous I’hypothese de sous-additivité
forte, l'intégrale de Choquet est sous-linéaire. Par récurrence, cette sous-linéarité im-
plique que

k k
Yo fudH <37 [ fudH.
n=1 n=1

En combinant cette inégalité avec le lemme de Fatou pour I'intégrale de Choquet, nous
pouvons déduire la sous-linéarité dénombrable.
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Proposition 3.10. Supposons que cap : P(RY) — [0, +00] satisfait la monotonie et la
sous-additivité forte. Alors, si (fn)n>1 est une suite de fonctions d valeurs réelles définie

k
sur RN et telle que (Z f")k>1 converge quasi-uniformément vers f : RN — R nous
n=1 =

avons

/ faa <3 [ 1flan.
n=1

Démonstration. Pour tout k£ > 1, nous avons par monotonicité et sous-linéarité de I'in-
tégrale de Choquet

/\f: fa|dH < Eki |fuldH < fj | f|dH.
n=1 n=1 =1

Par la proposition 3.9 nous obtenons
k k [e'S)
< Tim' < Timi _
/|f|dH_h£g£f ;|fn|dH_hg(1)13f; | frn|dH nz::l | fr|dH. O

Nous avons utilisé les hypotheses de monotonicité et de sous-additivité finie pour obtenir
une version du lemme de Fatou, ces deux conditions sont également suffisantes pour éta-
blir une version du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.

Proposition 3.11. Supposons que cap : P(RY) — [0, +-00] satisfait la monotonicité et
la sous-additivité finie. Si (fn)n>1 est une suite de fonctions a valeurs réelles définie sur
RYN telle que f,, — f q.u et s’il existe une fonction F : RY — [0, 4+o00] telle que

/chap <+4oo et |fal < F sur RY pour tout n > 1

alors

/|f|dcap <400 et nll_)IIolo/ | fr. — f|dcap = 0.

Démonstration. Par convergence quasi-uniforme de f, vers f, nous avons |f,| — |f| q.u
et donc par la proposition 3.9 nous avons

/|f|dcap < liﬁg}f/ | fn|dcap < /chap < +00.
Puisque f, — f q.u, pour tout € > 0, il existe £ C RY tel que cap(E) < e et f, — f

uniformément sur RN\ E. Dés lors, étant donné > 0, nous pouvons trouver ng > 1 tel
que pour tout n > ng, |f, — f| < n sur R¥Y\E. Donc, pour t > 7 et n > ny nous avons

{|fn_f|>t}CE
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ce qui nous donne par monotonicité de cap

cap({|fn — f| > t}) < cap(F) <e. (3.7)

De plus, pour tout x € RY tel que |f,(x) — f(z)| > t nous avons par I'inégalité triangu-
laire

() = f(2)] < F(x) + | f ()]
et donc F(z)+ |f(z)| >t ce qui implique que

{fo = fI >t C{F +[f] > t}. (3.8)
Des lors, en utilisant (3.7) et (3.8) nous obtenons pour tout k > n et n > ng
[ 152 sldeap = [~ eap({1fu— 1 > )t
0
n k
= [ eatlifa = 11> that+ [ ean(llf, - 71> ae
[e%e) - 4
+A cap({|fu — f| > th)dt

o0

< /077 cap({F + |f| > t})dt + ke —l—/k cap({F + |f] > t})dt

et en prenant la limite quand n — oo

n 00
lifln_)sogp/ | fn — fldcap < /0 cap({F + |f| > t})dt + ke +/k cap({F + | f| > t})dt.

Puisque {F +|f| >t} € {F > t}U{|f| > §} nous obtenons en utilisant la monotonicité
et la sous-additivité finie de cap

cap({F +|f] > 1}) < cap({F = 2}) +can({lf] = 3}

Dongc, en prenant la limite quand €,7 — 0 et puis £ — oo nous avons la conclusion
puisque | f| et F' ont des intégrales de Choquet finies. [

La réciproque partielle du théoreme de convergence dominée est aussi valable pour
I'intégrale de Choquet, nous devons cependant ajouter une hypothese sur la capa-
cité.

Proposition 3.12. Supposons que cap : P(RY) — [0, +-00] satisfait la monotonicité et

la sous-additivité dénombrable. Si (f,)n>1 est une suite de fonctions a valeurs réelles et
définie sur RN telle que pour tout n > 1

1
[ 12~ fhdeap <
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ot f: RN = R satisfait
/fdcap < 4o00.

Alors, fo — [ qu et il existe F': RN — [0, +00] telle que

/chap <+4oo et |fu] <F dans RY pour tout n > 1.

L’exemple suivant montre que ce résultat n’est pas valable pour une capacité ne satis-
faisant pas la sous-additivité dénombrable.

Exemple 3.13. Considérons (a,)n,>1 une suite de points distincts de RN et définissons
fn : RN — [—00, +00] par

fn(x)—{ 1 six=a,

0 sinon

De plus, nous considérons l'application monotone cap : P(RY) — [0, 4+o00] définie pour
E c RY par

cap(F) { 1 si E estinfini '

0 sinon

Nous avons alors

/ | f — Oldcap = cap({a,}) =0
mais la suite (f,)n>1 ne converge pas quasi-uniformément vers 0.

En effet, si tel était le cas, il existerait E C RN tel que f, — 0 uniformément en dehors
de E avec H(E) < % Or, par définition de f pour tout k > 1, l’ensemble E doit contenir

Gk{an} CFE

et nous avons alors

o0 1
1= cap(nL_Jk{an}) < cap(E) < 5.

Pour démontrer la proposition 3.12, nous aurons besoin d'un résultat de convergence de
série.

Lemme 3.14 (M-test de Weierstrass). Soit (f,)n>1 une suite de fonctions f, : E — R
et (M,)n>1 une suite de nombre positifs telles que

1. |fa] < M, pour tout n > 1

2. Z M, converge.

n=1
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(e,
Alors, la série > fn(x) converge uniformément sur E.
n=1

k
Démonstration. Posons pour tout = € E et n > 1, Si(x) = X fu.(z). Puisque la suite
n=1

(M,,)n>1 est sommable, par le critere de Cauchy, pour tout € > 0 il existe ng > 1 tel que
pour tout m > k > nyg

Z M, <e.

n=k+1

Nous avons donc pour tout x € E et m > k > ng

Sul@) = Si@) = | ¥ )| S h@I< Y M<e

n=k=1 n=k+1 n=k+1

Des lors, la suite (S, (z)),>1 est de Cauchy dans R et par complétude, il existe S(z) tel
que lim Sn(x) = S(z). Nous avons donc pour tout k > ng

(@) = Sulw)] = | lim_ Sy () = Selw)] = lim_[Sy(e) = Sule)] < e.
Puisque ng ne dépend pas de x, cela montre la convergence uniforme. O

Démonstration de la proposition 3.12. Posons pour chaque k > 1
Ak: G{|fn_f| >i}
n=~k 2n

La suite (27"),>1 étant sommable nous déduisons du M-test de Weierstrass que
oo
Z ’f n - f
n=k

converge uniformément sur RV\ Ay et la suite (f,),>1 converge donc uniformément vers
f sur cet ensemble. Pour montrer que cette convergence est quasi-uniforme, nous devons
montrer que pour € > 0 donné, nous pouvons choisir k assez grand tel que cap(A4;) < e.

Nous avons par I'inégalité de Chebyshev

1
grcan({lfo = 1> 5.0 < [ 1= fldeap < o
et nous obtenons alors par sous-additivité dénombrable de cap
cap(Ax) < 3 cap({lfo — 11 > 5 o= Sldeap < 3 5 <
n=k n=>k

Des lors, la suite (f,)n,>1 converge quasi-uniformément vers f.
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Montrons maintenant que la fonction
(0.9}
n=1

a une intégrale de Choquet finie. En appliquant £ fois la quasi sous-linéarité de I'intégrale
(3.1), nous obtenons

k k k
1
Z|fn—f|dcap§ZQ”/|fn—f|dca ZQ—
n=1 n=1 n=1
En utilisant encore une fois la quasi sous-linéarité nous déduisons

/chap§2/|f|dcap+8<+oo. O

3.3 L’espace L!

Nous désirons maintenant définir un analogue des espaces de Lebesgue, nous travaillerons
pour cela avec des fonctions quasi-continues.

Définition 3.15. Une fonction f : RY — [—o0, +00] est quasi-continue si pour chaque
e >0, il existe un ouvert U C RY tel que cap(U) < ¢ et flrv\u est finie et continue.

Dans le méme esprit que pour les espaces de Lebesgue, nous pouvons définir une relation
d’équivalence ~ sur ’espace vectoriel des fonctions quasi-continues a valeurs réelles par
f ~ g si et seulement si f = g quasiment partout sur RY, c’est-a-dire sur RV\ E avec
cap(E) = 0. Nous notons alors [f] la classe d’équivalence contenant la fonction f et on
pose

L'(cap) = {[f} | f:RY — R est quasi-continue et /\f\dcap < —l—oo}.

Nous pouvons naturellement munir cet ensemble d’une structure d’espace vectoriel en
posant

T+1gl=[f+g] et Alf]=[Af]lavec A € R.

De plus, en munissant L'(cap) de la norme

R —— / ||dcap

nous obtenons un espace normé complet.
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Proposition 3.16. Supposons que cap : P(RY) — [0, +o0] soit une application mono-
tone, fortement sous-additive et sous-additive dénombrable. Alors, L (cap) est un espace
de Banach.

Dans la preuve nous aurons besoin de l'observation suivante : si f : RY — R est une
fonction quasi-continue et si U est I'ouvert tel que f lrv\p est continue, alors, pour tout
t € R I’ensemble

{f>t}uU

est ouvert.

En effet, par continuité de la fonction f|gn;, 'ensemble {f > ¢t}\U est ouvert dans la
topologie relative de RNV\U. Dés lors, il existe V' un ouvert de R tel que {f > t}\U =
VAU et alors

{f>t}uU=VUuuU

est ouvert.

Démonstration de la proposition 3.16. Montrons tout d’abord que la norme sur L!(cap)
est bien définie. Si f ~ g alors nous avons

/fdcap _ /Ooo cap({f > t})dt
= /00o cap({z e RM\E | f(z) >t} U{z € E| f(x) > t})dt
</ " cap({z € R\\E | f(2) > t}) + cap(E)dt
_ /OOO cap({z € RM\E | g(z) > t})dt

< / gdcap.

L’inégalité inverse étant satisfaite (en échangeant les roles de f et g), nous déduisons

que
/ fdcap = / gdcap

ce qui montre que ||[f]||£1(cap) st bien définie car elle ne dépend pas du choix de repré-
sentant. En combinant la proposition 3.2 et le théoréme 3.4 nous déduisons que c’est
bien une norme.

Montrons maintenant que cet espace est complet. Soit ([f,]),>1 une suite de Cauchy
dans L!(cap) ot chaque f, : RY — R est quasi-continue. Nous pouvons trouver des
entiers n; < ng < --- < ny tels que

1
1l = Falllorcap) = Ml = [falloreap) < g powr tout m,n = ny.
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Des lors, nous obtenons

1/2k 1 ]
/ cap({|fu, — frpia| > %})dt <
0

ce qui implique que cap({|fn, = faci| > 36 }) < 51

Par quasi-continuité de |f,, — fn,.,], il existe un ouvert Uy, C RY tel que cap(Uy) < o

et | fr, — frxya| est continue sur R¥\Uy,. Posons

1
Vk - {|fnk - fnk+1| > 27}UU1€

et observons que cet ensemble est ouvert et par sous-additivité finie de cap nous avons
cap(Vy) < . Posons F, U Vi et définissons pour z € RV\F,,

F@) = lim fu (@) = (o +hmenk+1 ~ ).

Puisque pour tout z € R¥\ F},, nous avons

o0

- 1
_Z|f”1 f"j+1(x)|§ Z§<+OO

j=m
il suit du M-test de Weierstrass que (f,,, Jx>1 converge uniformément vers f dans R\ F;,
ce qui implique que f est continue sur RN\ F,,. Puisque la suite (F},),>1 est croissante,
oo
la fonction f est bien définie sur U RN\ F,,. Posons f(z) = 0 pour tout z € N F,.
m=1

Puisque par sous-additivité denombrable

cap(F,) < Z cap(V,) < — 0

k=m

1
om—2
on en déduit que f est quasi-continue et f,,, — f q.u.

Pour montre la convergence de la suite ([f,])n>1 vers [f] dans lespace L'(cap), il suffit
de montrer que la sous-suite ([f,,])r>1 converge quasi-uniformément vers [f]. Pour tout

1 > j > 1, nous avons

Puisque (| fn; — fn,|)i>1 converge vers |f,,, — f| quand i — oo, il suit de la proposition 3.9

1
dcap < o

/ | fn f|decap < hm mf / | fn fn;|dcap < o

Un passage a la limite quand j — oo nous permet de conclure. O
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Nous avons montré dans la section précédente une version du lemme de Fatou pour
I'intégrale de Choquet. Si les termes de la suite ([f,])n>1 sont dans L'(cap), il est naturel
de se demander si c’est aussi le cas pour f. Ce sera en fait le cas si nous disposons d’une
suite bornée dans L'(cap).

Proposition 3.17. Supposons que cap satisfait la monotonicité et la sous-additivité
forte. Si ([fn])n>1 est une suite bornée dans L'(cap) telle que cette suite converge quasi-
uniformément vers une fonction f quasi-continue, alors [f] € L'(cap) et

ISl 2t capy < T nf[[[fo] ]l 2t cap)-

Démonstration. Par le lemme de Fatou pour l'intégrale de Choquet nous avons

/]f|dcap < 400

et donc f € L'(cap) par quasi-continuité de f. O

Nous terminons ce chapitre en étudiant un résultat de densité dans l'espace L'(cap).
Plus précisément, nous aimerions montrer que C°(RY) est dense dans cet espace. Nous
montrons dans un premier temps que toute fonction quasi-continue peut étre approchée
par une fonction continue bornée.

Proposition 3.18. Supposons que cap : P(RY) — [0,+0c] est monotone et sous-
additivite finie. Si f : RY — [—o0, +00| est quasi-continue et a une intégrale de Choquet
finie, alors il existe une suite (f,)n>1 de fonctions continues bornées dans RY telle que

tin [ 17, fldeap =0

Démonstration. Par quasi-continuité de f, pour tout € > 0, nous pouvons trouver un
ouvert U C RY tel que cap(U) < ¢ et J|rv\p est continue. Alors, par composition la
fonction T (f)[gny est elle aussi continue et par le théoreme d’extension de Tietze [16],

nous pouvons étendre cette fonction en une fonction continue bornée gy : RY — R telle
que |gre| < k. Nous avons alors par quasi sous-linéarité de I'intégrale de Choquet

‘/wm—fM%PS?/WW—TMﬂW%P+%/Uﬂﬁ—fmmp

Observons que

= /000 cap({|f| > k +t})dt

99



_ / " cap({f] > s})ds

Des lors, puisque |f| a une intégrale de Choquet finie, nous avons

/|Tk(f) — f|dcap — 0 quand k — oo.

Donc, en prenant n € N, nous pouvons trouver k = k,, > 0 tel que

[ 1505) = fldcap < .

Puisque |gk, « — Tk, (f)| < 2k, et s’annule sur RV\U nous obtenons

2kn
/ 90 — Tl f)|deap = / cap({lgi,.c — T, ()] > t})dt

2k,
< / cap(U)dt
0

< 2k,e.

Des lors,

2e

— fldcap < 4k, .
/ngn,a fldcap < et

En choisissant ¢ = ¢,, > 0 tel que 4k, < n%rl nous avons

/ |gkn,€ - f’dcap S

n+1

et nous concluons en prenant f,, = gi, - O]

Nous pouvons maintenant montrer le résultat général.

Proposition 3.19. Supposons que cap : P(RY) — [0, +-00] est monotone, sous-additivite
finie et satisfait la propriété d’evanescence. Si f : RY — [—o0, +00] est quasi-continue
et a une intégrale de Choquet finie, alors il existe une suite (fn)n>1 dans CO(RY) telle
que

n—oo

lim /\fn—f|dcap =0

Démonstration. Par la proposition précédente et la quasi sous-linéarité de l'intégrale de
Choquet, nous pouvons supposer que f est bornée et continue.
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Soit r > 0 et prenons g, € C2(RY) tel que 0 < g, < 1 dans RY et g, = 1 sur B(0,7).
Puisque | fg, — f| < |f| dans RY et |fg, — f| = 0 sur B(0,r), nous avons pour tout ¢ > 0

{IFg. = f1 >t} C{IfI = tA\B(0, 7).

Puisque f est bornée, il existe M > 0 tel que |f| < M. Nous avons pour tout 0 < n < M

/ g, — fldeap = /0 cap({|fg, — f| > t})dt
_ / " cap({1fgr — f| > t})dt + / cap({|fgr — f| > t})dt.

Par monotonicité de cap nous obtenons

/ "cap({Ifgr — f1 > t})dt < / "cap({If] > t})dt

0 0

et

/ cap({[fgr — f| > t})dt < Mcap({|fg, — f| > n}) < Mcap({|f] = n}\B(0,r)).

Des lors,

/\fwr — fldcap < /077 cap({|f| > t})dt + Mcap({|f[ = n}\B(0, 7).

Observons que l'ensemble {|f| > n} est fermé et contient I'ouvert {|f| > n} qui satisfait
cap({|f| > n}) < +oo par I'inégalité de Chebyshev. Donc, par la propriété d’evanescence,
le second terme converge vers 0 quand r — oo et puisque f a une intégrale de Choquet
finie, le premier terme tend lui aussi vers 0 quand n — 0. Donc, si nous prenons la limite
quand r — 0 et ensuite la limite quand 7 — 0, nous obtenons

i [ 17g. — fldcap = 0
et il nous suffit alors de prendre f, = fg,. m

Nous avons supposé I’hypotheése d’evanescence sur I'application cap, celle-ci est en fait
nécessaire.

Proposition 3.20. Supposons que cap : P(RY) — [0,4+o00] est monotone. Si toute
fonction continue f : RN — R avec intégrale de Choquet finie peut étre approzimée en
terme de l'intégrale de Choquet par une suite dans C°(R™), alors cap satisfait la propriété
d’evanescence.
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Démonstration. Soient U C RY un ouvert tel que cap(U) < +oo, un fermé F C U et
f RN — R une fonction continue supportée sur U telle que f = 1sur Fet 0< f <1
sur RY. Alors, par monotonicité de cap nous avons

/|f|dcap < cap(U) < +o0.

Soit k € N que nous choisirons plus tard et prenons R > 0 tel que supp(fx) C B(0, R).
Par monotonicité de cap nous obtenons

/|fk — f|dcap > / | fe = fIxF\B(o,r)dcap = /XF\B(OvR)dcap = cap(F\B(0, R)).
Soit & > 0, puisque par hypothése il existe une suite (f,,),>1 dans CO(RY) telle que

/]fn — f|dcap — 0,

nous pouvons prendre k € N tel que cette intégrale soit inférieure a €. Alors, pour tout
r > R nous avons par monotonicité de cap

cap(F\B(0, 1)) < cap(F\B(0, R)) < / o — flAH < e. =
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la notion de capacité et plus parti-
culierement a celle de capacitabilité. Notre objectif principal était de montrer que tout
borélien de RY est capacitable, c’est-A-dire, cap*(E) = cap,(E) pour tout E € B(RY).
Nous avons pour cela considéré des capacités au sens de Choquet qui s’averent étre des
mesures extérieures soumisent a des conditions de régularité.

Bien que nous désirions initialement montrer que les boréliens sont contenus dans la
classe des ensembles capacitables, la non stabilité sous l'intersection finie de cette der-
niere nous a amené a considérer une classe plus étendue d’ensemble appelée ensemble
de Suslin. Nous avons alors montré que ces ensembles sont capacitables ce qui nous a
permit de déduire la capacitabilité des boréliens.

Nous avons ensuite abordé divers exemples de capacités et avons vérifié si ces dernieres
satisfont les conditions nécessaires pour étre considérées comme des capacités au sens de
Choquet. Notre analyse a révélé que les propriétés de régularité extérieure et de sous-
additivité forte revétent une importance particuliere. Les conditions C2 et C4 sont en
effet des conséquences directes de la régularité extérieure. On peut ensuite combiner cette
derniere propriété avec celle de sous-additivité forte, pour pouvoir établir les conditions
C3 et C5.

Pour la plupart des capacités que nous avons considérée, nous avons démontré la pro-
priété de sous-additivité forte. Dans le cas de la capacité de Bessel, cette propriété n’a
cependant pas été établie. Il n’est en fait pas connu (en tout cas a la connaissance de
l'auteur) si cette capacité satisfait cette propriété pour tout a > 0 et 1 < p < +o0. On
peut cependant montrer que la sous-additivité forte est satisfaite pour certaines valeurs
de « et p, par exemple quand 0 < a < 1 et p = 2, la preuve de ce résultat peut se
trouver dans [12].

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit l'intégrale de Choquet, une intégrale
définie par rapport a une application satisfaisant uniquement une hypothese de mo-
notonie. Nous avons observé que cette intégrale ne satisfait généralement pas les pro-
priétés classiques d’une intégrale comme par exemple la linéarité. Nous avons cepen-
dant montré que sous I'hypothese de sous-additivité forte, cette intégrale est sous-
linéaire.
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