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Introduction

Il est parfois dit que les topos constituent le cadre dans lequel se déroulent
les mathématiques, que pour tout sujet mathématique il existe un topos ap-
proprié pour traiter le sujet. L’objectif de ce mémoire est de comprendre cette
affirmation, en particulier ce que signifie : les topos sont un cadre mathématique.

Le sujet étant vaste, il a été restreint et concentré sur le lien entre la théorie
des ensembles et les topos. Cela a mené a quatre grands résultats qui seront
exposés dans ce mémoire :

— Le topos est une structure d’ensembles ;

— Le topos contient une structure logique;

— Le topos contient une structure d’ensembles ;

— Le topos est une structure logique.

Les liens entre la théorie des ensembles et la logique sont eux-mémes plus
anciens que la découverte des topos comme base de la mathématique. Il m’a
semblé nécessaire de redéfinir et redémontrer certains des liens déja existants
entre les deux.

Dans ce mémoire, j’ai fait le choix de parcourir les pré-requis dans un ordre
philosophique, c’est-a-dire dans un premier temps voir les mathématiques d’un
point de vue Logiciste et ses différentes formalisations de la théorie des en-
sembles. Ensuite je parlerai de la vision classique/Bourbakiste, c¢’est-a-dire voir
les outils mathématiques comme étant des ensembles avec des propriétés supplé-
mentaires. Finalement, j’adopterai le point de vue catégorique et j’'introduirai
les topos en termes de relations internes et externes.

La quantité de matiére étant conséquente, de nombreuses preuves ont du étre
omises. J’ai fait le choix de garder principalement les preuves d’ordre catégo-
rique, mais de laisser des références précises pour celui qui souhaiterait lire
la preuve. Ma contribution se situe principalement dans la compréhension, re-
formulation et harmonisation des résultats qui se trouvent dans les livres de
référence. En particulier chaque auteur a sa conception ontologique des mathé-
matiques, qui se traduit par un cadre métamathématique, et certaines incom-
patibilités émergent lorsque 1’on rassemble les résultats.



1 La théorie derriére la théorie des ensembles

Introduction

Une des maniéres de voir les mathématiques est comme une partie de la
logique : une collection d’axiomes et de régles de déductions logiques. Dans cette
perspective, on ne parle pas, par exemple d’un groupe abélien en particulier mais
du concept de groupe abélien et on développe la théorie des groupes abéliens.
C’est-a-dire qu’on ne manipule pas les éléments d’un groupe particulier (appelé
modele de la théorie) mais directement les axiomes des groupes abéliens et les
régles de logique.

Une distinction importante est que les objets en eux-mémes n’existent pas
forcément. Ainsi la théorie des groupes parle de lettres a; et de relations R qui
respectent certaines propriétés. Un groupe est un modéle de la théorie et ses
éléments et relations existent et peuvent étre manipulés, mais dans la théories
en elle-méme, les lettres a; et R ne sont pas des éléments et ne peuvent pas
étre manipulés. En particulier, I’ensemble de toutes les phrases démontrables
dans une certaine théorie, s’il existe, n’existe que dans une métathéorie des
mathématiques, mais pas dans le cadre formaliste.

Nous allons définir le langage propositionnel, la logique classique et intui-
tionniste, pour ensuite étendre & la logique de premier ordre, donner quelques
exemples utiles et enfin parler de la théorie des types intuitionnistes basée sur
Iégalité.

1.1 Définitions formelles de théorie

Un systéme axiomatique, aussi appelé théorie, est composé de :

— Un alphabet et des régles de construction de phrases;

— Une collection de phrases distinguées, appelées axiomes;

— Des régles d’inférence qui déterminent comment trouver de nouvelles

phrases a partir des autres.

On définit formellement une démonstration comme étant une liste de phrases
propositionnelles qui sont soit des axiomes, soit dérivables & partir des phrases
précédentes de la liste (via les régles d’inférence). On définit la derniére phrase
d’une preuve comme étant un théoréme. On dit d’un systéme qu’il axiomatise
tout les théorémes.

1.1.1 Le langage propositionnel

Soit un langage composé d’une infinité de variables a; et des lettres A, v, ~
1 =5 )7 (

On peut former des phrases par induction sur les régles suivantes :

— Les variables a; sont des phrases;

— Si « est une phrase alors (~ «) est une phrase;

— Si «, 8 sont des phrases alors (a A ), (a v 3), (& © ) sont des phrases.
Les parenthéses seront omises quand la lisibilité ne sera pas remise en question.
Parfois elles seront remplacées par des crochets, [---], & nouveau dans un souci
de lisibilité.

On note g I'ensemble des lettres et ® celui des phrases constructibles avec
cette méthode.



En fonction de la formalisation que I'on fait, on aura un groupe distingué
de phrases, qui seront les phrases intéressantes de notre théorie. Elles seront
appelées tautologies, phrases valides, phrases démontrables, ou encore phrases
vraies selon le contexte.

Ces premiers exemples viennent de [2].

1.1.2 La logique classique CL, et intuitionniste IL

Comme premier exemple on a l'axiomatisation de la logique classique. On
reprend le langage propositionnel et distingue certains axiomes. Les axiomes
sont toutes les phrases de la forme :

a> (ana);
(anB)>(BAa);
(@28)>((anry)>(BAr);
((@=B) A (B27) > (a@>7);
Bo(a>p);
(an(a>p))>8;
a>(avpP);
(avB)o(Bva);

((a27) A (B27) > (avB)>7);
~a>(a>df);
((a>B) A (a >~ B)) o~ a;

12. av ~ a.
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On indique également une régle d’inférence, qui permet & partir de phrases
distinguées (les axiomes dans ce cas-ci) de déduire une nouvelle phrase distin-
guée :

1. a partir des phrases a et a © 8 on peut déduire g
avec «, 3 des phrases propositionnelles.

On définit également le systéme axiomatique intuitionniste IL, qui est défini
de la méme maniére mais sans les axiomes générés par le tiers exclu (régle 12). Ce
systéme axiomatise la logique intuitionniste inspirée par Brouwer. Briévement
c’est une théorie ontologique des mathématiques qui pose que les mathématiques
sont inventées et non découvertes. En conséquence, le tiers exclu n’a pas de sens
car un énoncé mathématique ne devient vrai (ou faux) qu’a partir du moment
ou il est démontré.

1.2 Langage du premier ordre

La théorie de logique classique ou intuitionniste n’est pas suffisamment puis-
sante pour faire des mathématiques. Il manque notamment le concept de variable
et de relation. Nous allons donc créer un modéle plus puissant, appelé un lan-
gage élémentaire du premier ordre (1°" ordre car V est défini seulement sur les
éléments et pas sur les relations). Il est possible de définir un modeéle général,
mais nous nous restreindrons au cas le plus simple, une seule constante et une
ou deux relations binaires. Dans un cas général R peut étre une relation entre
n élément, on appelle cela I'arité de R.

Soit un modéle avec les symboles suivants :



— Une constante c;
— Des variables v ;
— Des relations R ;
— Le symbole V;
— Le symbole 3.
La construction de phrases se fait selon les régles suivantes :
— Les formules se construisent de maniére identique;
— Sit,u sont des termes (variable ou constante) et R une relation alors t Ru
est une formule ;
— Si ¢ est une formule et v une variable alors (Vv)¢ et (Jv)¢ sont des
formules ;
— Dans le cadre précédent on dit que la variable v n’est pas libre ou occupée.
Si une variable apparait sans étre occupée par un quantificateur (V,3)
alors on dit qu’elle est libre. Une formule est bornée quand toutes les
variables sont occupées. Si une formule a encore des variables libres, alors
on dit que c’est une formule ouverte.
Comme nous avons des variables et des termes distingués, il va étre utile de
noter le remplacement d’une variable par un terme. Si ¢(v) est une formule
ouverte, libre en v, on note ¢(v/t) pour la formule avec ¢ a la place de v. Bien
que les termes et les formules sont tous les deux des phrases, il parait logique
de dire d’une formule qu’elle est vraie ou fausse, mais pas pour un terme. Cette
disparité sera adressée quand nous allons interpréter les phrases logiques.
Les théories classiques (respectivement intuitionnistes) de premier ordre ont
comme axiomes tous les axiomes de la forme admise en logique classique (resp.
intuitionniste).
On rajoute en plus comme axiomes toutes les phrases de formes suivantes :
— Yvo(v) D ¢(v/t) pour t un terme et ¢(v) libre en v;
— ¢(v/t) D Jvd(v) pour t un terme et @(v) libre en v.
On rajoute les régles d’inférences suivantes :
— A partir de ¢ D 1 on peut déduire ¢ > (Yv)e)(v) si v n’est pas libre dans
¢;
— A partir de ¢ > ¢ on peut déduire (Jv)p(v) D 1 si v n'est pas libre dans
.
Bien souvent, notre modéle va avoir une relation d’égalité distinguée qui
respecte les axiomes suivants : pour tout terme ¢, u et formule ¢(v) libre en v
— tRt;
— (tRu) A $(v/t) > d(v/u).
Cette relation distinguée sera notée =.
Nous laissons en exercice au lecteur le soin de démontrer que ces deux
axiomes impliquent les propriétés usuelles de réflexivité, symétrie et transiti-
vité.

1.2.1 Exemples

Nous pouvons formaliser la théorie des ensembles Zjy et ensuite ZFC, qui
servira de cadre pour le reste des mathématiques lors de la conception suivante.

Une théorie des ensembles Zj est un modéle avec les relations =, € qui res-
pectent les axiomes suivant.



Définition 1.2.2. On note a = b pour (a > b) A (b > a)
v C u pour Yw(w € v D w € u)

Flvg(v) pour Jv[p(v) A Vw(p(w) D v =w)]
Soit une théorie Zy avec les axiomes suivants :
Le symbole = respecte les axiomes d’égalité ;
Extensionnalité : (Vt)(teu=tev) Du=v;
Ensemble vide : (3t)(Yv)(~ (u e t));
Paire : YuVvIt(Vw(w et=w =u v w =v));
Powerset : Yudt(Vv(vet=v S u));
Union : Yudt(Vv(v et = Jw(w e u A v E W));

NS Tt W=

Séparation bornée : YuIt(Vv(v et =v e u A ¢(v))) avec ¢ borné.

En fait 'axiome de séparation encode le lien entre une phrase proposition-
nelle, une fonction et les ensembles. Une phrase logique peut étre vue comme
une fonction qui prend des valeurs de vérité et renvoie une valeur de vérité. Mais
il est également possible de voir cette phrase logique comme étant une fonction
caractéristique qui, pour chaque élément d’un ensemble de départ, nous indique
s’il fait partie d’un sous-ensemble distingé.

En particulier, I'axiome de séparation nous permet de séparer le sous-ensemble
qui a la propriété ¢.

En combinant ’axiome de séparation avec I’axiome d’extensionnalité, on obtient
que le sous-ensemble est unique (car défini en terme de ses éléments).

Cela nous permet d’introduire la notation suivante {u : ¢} qui est la collection
de tous les ensembles u pour lesquels ¢(u) est vrai ou démontrable.

Il faut faire attention que la notation {u : ¢}, n’est pas toujours un ensemble
qui existe dans la théorie. Par exemple si ¢ =~ (u = u) alors {u : ¢} ne sera
bien défini que si la théorie admet un ensemble vide. La raison est que méme si
l’axiome de séparation nous garantit que ’on peut prendre le sous-ensemble de
u avec la propriété ¢, il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.

On note également (u,v) pour ’ensemble {{u}, {u,v}}. L’intuition est qu’on
met u en premier et ensuite v, mais le principal est que cette notation nous
permet de déduire l'ordre, en particulier on peut déduire la phrase suivante :

[(u,v) = (t,w)]=[u=tArv=uw]

On définit maintenant les notations

— {(u,v) : ¢} pour {t : Juv[t = (u,v) A @]};

— (J pour ’ensemble vide;

— OP(u) pour 3t,Fv[u = (t,v)];

— Rel(u) pour Yo[v € u > OP(v)];

— Fonct(u) pour Rel(u) A VoViVw[(v,t) € u A (v,w) € u Dt =w];

— Dom(u) pour {t: Jv[(t,v) € u]};

— Im(u) pour {t: Jv[(v,t) € u]};

— go f pour {(t,w) : Is[(t,s) € f A (s,w) € g]}.

Ceci permet de définir une fonction par son graphe, c’est-a-dire une fonction
est une relation entre deux ensembles A, B qui associe & chaque élément de A
un seul de B.

Zp est une théorie des ensembles, mais il lui manque certains axiomes pour
pouvoir rendre compte de 1'usage moderne des mathématiques. ZFC est la
théorie munie des axiomes de Z; et des axiomes suivants :



— Infini, N : Ju[0 € u A Vo(v e udv|J{v}€u];

— Choiz "si u est un ensemble d’ensembles non vides, alors il existe une
fonction de choix" YuVo[(Fonct(u)A ~ (Dom(u) = &) A Im(u) € v) o
Jt(fonct(t) A Dom(t) = v A Im(t) € Dom(u) Auotou =u)l;

— Régularité : Yu(~ (u=)>Iwweurvu=g));

— Remplacement : "si la phrase ¢(u,v) se comporte comme une fonction
alors I'image d’un ensemble est un ensemble"

VuVoVw[d(u, v) A d(u,w) D v =w] D Vtds(s = {v: Ju(u et A ¢(u,v)}).

Le C de ZFC fait référence a ’axiome du choix, un peu plus controversé et il
est parfois fait mention de ZF pour parler du systéme sans I’axiome du choix.

Il est possible de démontrer que ’axiome du choix implique le tiers exclu et
donc cette théorie des ensembles n’est pas intuitionniste. Il existe plusieurs axio-
matisations des ensembles qui permettent de rester dans le cadre intuitionniste,
comme par exemple CZF et IZF.

On remarquera également la relation entre une formule ¢ et I’ensemble
{u: ¢}. Ainsi que la relation qui est faite entre les fonctions et les formules,
en particulier le remplacement dit que si ¢ se comporte comme une fonction,
alors il existe une fonction appropriée. Il a parfois été considéré que la fonc-
tion est un outil de base et qu’il est possible de définir les ensembles en termes
d’images de fonctions. Cela se fait encore parfois en fondement catégorique.

1.3 Théorie des types

La théorie des types ajoute la notion que les constantes et variables ont

certains types qui ne peuvent pas se mélanger. Par exemple, un ensemble, un
nombre et une fonction auront des types différents. Dans ce contexte-la, les
symboles V, 3 devront indiquer sur quels types ils quantifient. Toutes les théo-
ries précédentes peuvent se traduire en théorie des types, un type pour les objets
et un pour les quantificateurs.
Nous allons maintenant donner la définition d’une famille de théories de deux
maniéres équivalentes. Ces formulations viennent de [6, I1.1-2]. Toutes les théo-
ries qui ont au moins les axiomes de la théorie des types et les régles de dérivation
de la théorie des types seront appelé des théories des types intuitionniste.

1.3.1 La théorie des types intuitionniste

Elle est composée de :

— Une collection de types, y compris un type distingué Q de vérité et un
type 1;

— Pour chaque type, des éléments, en particulier une infinité de variables
de ce type. On note z : X pour dire que z est de type X ;

— Pour chaque ensemble fini X de variables, une relation binaire d’implica-
tion - x entre des termes des formules de €2 tels que toutes les variables
libres sont de type de X. Cela s’interpréte comme "dans le contexte X,
la formule & gauche implique celle de droite".

On demande en plus les régles suivantes :

* La classe de types est fermée sous les opérations suivantes :
— 1 et € sont des types;
— si X, Y sont des types alors X x Y est un type et P(X) est un type;



On autorise qu’il y ait des types en plus et des identifications entre
types. Ainsi, on pourrait demander P(1) = Q, (A x B) x C' = A x
(B xC)ouP(Ax B)="P(A) x P(B).

* Les éléments sont générés a partir des régles suivantes :

Il existe une infinité de variables ¢!, 24", ... de type A;

w:1;

sia: Ab: B alors (a,b) : Ax Bj;

sia: A 6:P(A) alors (a € 0) est de type Q;

si ¢(x) : Q qui peut éventuellement avoir une variable libre x : A,
alors {z : A | ¢(x)} est un terme de type P(A) ou = n’est plus libre;
T:Qet L:Q;

sip,q:Qalors pvq,pAq,p>qsont de type ;

si ¢(x) : Q alors Vyead(x) et Ipcagp(x) sont des termes de et x n’est
plus libre.

On définit comme raccourci de notation :

— Les mémes notation que 1.2.2;

— —a pour a O ;

— a=d pour V.pala€u=deul;

— bFx apour T x a;

— - pour Fg.

[6] crédite Leibniz pour la définition d’égalité.

On donne maintenant les régles de construction de phrases.
+ Régles structurelles :

abx o

atx B, B +x v implique a x 7v;

a bx [ implique o -x oy B

é(y) Fxugyy Y(y) implique ¢(b) Fx 1(b) si y est une variable de type
B et b un terme de type B. On demande cependant que B soit non
vide et qu’aucune variable libre de B ne soit utilisée par ¢ ou .

x Regles logiques :

ablx T;

l-x a;

Yhx a A fsiet seulement siyx aetyhx 5;
YV akbx (sietseulement sivyhkx Setabx B3
Yhx a D siet seulement siyAabx B3

abx va(b(y) ssi « l_Xu{y} d)(y)y

E|y:Y¢)(y) Fx o ssi ¢(y) I7Xu{y} .

+ Reégles supplémentaires :

Compréhension :

— bx Vealre{z': Al ¢(a)} = 6(2)]:
Extensionnalité :

— FVupaVppal[Vealreu=xzev) Du=0];
— vs;QVt;Q[(s = t) Ds= t] ;

Produit :

— F Vz:lz =m

— v,z:A><Baac:AHy:BZ = (xa y) 5

— v3c:Avar:':Avy:va’IB[(337y) = ('7;/73/) - (33 =T

/

ry =y

On peut également rajouter un type distingué N des nombres naturels, qui
satisfait les axiomes suivants :



— 0:N;

— z : N implique Sx : N;

— Axiomes de Peano :

— F Van(Sz=02>21);

— vm:va:N(Sz = Sy 2T = y)a

— FVupn[(0€uAVon(zeuD Sz ew)) DVyNny € ul.

De plus cette théorie intuitionniste peut étre rendue classique en rajoutant
Paxiome Vi.q(t v —t) ou bien VYi.q(——t o t). Ces deux axiomes sont équivalent
en ce sens qu’avoir 'un des deux implique 'autre.

Il est en réalité possible de réduire cette théorie, en définissant les termes
1, Ad en terme de V, v, D. Dans ce cas tous les axiomes contenant ces termes
deviennent des théorémes démontrables dans la théorie. On procéde comme
suit :

— L est défini par V.qt;

— av fBpar Vig([(aDt) A (BDt)] Dt);

— 3p.40(2) par V.o (Ve.alo(z) D t] o t).

Il est méme possible d’aller plus loin et de définir tous les termes logiques
en fonction de I’égalité et 'inclusion.

1.3.2 La théorie des types basée sur ’égalité

La construction est fort similaire, on mentionne uniquement les régles qui
changent. Toutes les régles avec les symboles A, v,>,3,V sont enlevées et on
rajoute a la place :

— sia:Aeta : Aalors a=d estun terme de .

Le symbole +x quant & lui n’est plus vu comme une relation binaire, mais
comme une relation entre un ensemble I' de formules (appelés hypothéses) et
une formule (thése). On écrit donc I' —x « pour dire que « est induit par
{¢1,...,dn}. On suppose que toutes les variables libres de T" sont des éléments
de X. Par souci de lisibilité on notera parfois ¢1,..., ¢, Fx a.
Sin =0, c’est-a-dire I' = (¥ alors on note x a. De méme, si X = J on notera
.
Les axiomes a rajouter sont :
+ Regles structurelles :
— T'txaetTu{a}x 8 implique T' +x 33
— I'+x o implique T'U {8} Fx a;
+ Regles d’égalité :
— Fxa=a;
— a = b implique ¢(a) +x ¢(b) en supposant que a et b peuvent étre
substitués a x dans ¢(x);
— Takx B, TI,Bkx aimpliquel' -x a=f;
% Autres régles :
_ (a’b) = (C’d) Fx a=c;
— (a,b) =(¢,d) Fx b=4d:
— Fx (e {r': A| ¢(2')}) = ¢(z) avec z un élément de X et de type
A;
— b z=msiz:1;
— I'x0fey () = v €0 implique T' -x {z: A| ¢(x)} =0;
7 F’Z = (l',y) leu{m,y,z} ¢(Z) imphque r FXu{z} ¢(Z)
On définit les expressions T, A, D,V comme suit



— T est le terme » = n;

— a A 8 est labréviation de (o, 8) = (T, T);

— «a D [ remplace a A = (;

— Vaa¢(x) est défini par {z: A | ¢(x)} ={x: A|T}.
En remplagant T' = {«, 3,...} par a A S A ..., on trouve que les deux définitions
sont équivalentes. Les détails sont dans [6, 11.2.2-4].
Il est remarquable qu’a partir d’une théorie avec la notion d’égalité et d’appar-
tenance, on puisse déduire tous les axiomes logiques. Cela laisse penser que la
théorie des ensembles contient tous les outils pour former la logique a partir des
intersections et unions et a 'inverse, que les connecteurs logiques sont suffisants
pour définir les opérations d’ensembles. Ce parallélisme trouve sa place dans les
topos qui pourront étre interprétés comme une théorie logique ou comme une
catégorie des ensembles généralisée.

On appelle une théorie des types, toute théorie qui a les axiomes et régles
de dérivations précédents. On appelle la théorie des types, la théorie minimale,
c’est-a-dire celle qui a uniquement les axiomes requis pour étre une théorie des

types.

1.3.3 Les 7-théories

Cette famille de théories des types de [5] est fort semblable a la précédente,
mais avec un peu plus de redondance.

Une 7-théorie a des types générés par les produits et power-types. A nouveau,
1 et © sont des types de base. Elle admet les symboles A, v D — €4, =4, avec
les mémes régles que les deux théories précédentes.

Un contexte est une liste ¥ = x4, ..., z, de variables distinctes. Le cas n = 0
est autorisé et dans ce cas ¥ = (J. Si y est une variable qui n’est pas dans & alors
Z,y est le contexte auquel on a rajouté y a la fin de la liste. On écrit Z.t (resp.
Z.¢) pour le terme ¢ (formule ¢) dans le contexte . On considére uniquement
des contextes acceptables, c’est-a-dire ou toutes les variables libres de ¢ (de ¢)
sont inclues dans le contexte . Dans ce cas, on peut interpréter a -z 8 comme
"dans le contexte &, a implique B".

Sit: A x B alors il existe une fonction fst(t) : A et sec(t) : B, ce qui
revient en pratique a demander que les termes de A x B soient de la forme
t = (z:A,y: B), de maniére similaire avec la théorie précédente.

Les régles de power-types sont changées par les suivantes :

— Extensionnalité : T b, (w = {z: A|x €4 w}) pour w: P(A);

— Collection : (z € {y: A|¢}) Fz. #(2/y) et son inverse, avec ¢ qui a

toutes ses variables libres dans Z, y.
On définit la théorie comme étant ’ensemble des séquents de la forme a -z S
qui sont dérivables dans la théorie.

1.3.4 Remarque

Remarquons que il est équivalent de demander un séquent o 3z 5 et la
phrase - Vz(a D §). Ici ¥z est la concaténation de V,.;,, pour toutes les variables
du contexte #. On dira que la phrase ¢ est dérivable dans 7 pour dire que le
séquent - ¢ est dérivable.

Avec cette équivalence, on remarque que les régles logiques correspondent
aux axiomes de la logique intuitionniste de premier ordre, que les régles struc-



turelles sont les régles de dérivation et les autres régles sont des axiomes de
théories des ensembles.

1.3.5 7-théorie vs théorie des types

Johnstone affirme dans [5, D4.1] que son approche (7-théories) est équiva-
lente & celle de Lambek et Scott (théorie des types intuitionniste) et les deux
auteurs arrivent a une équivalence de catégories avec les topos, mais il y a des
différences que je ne suis pas parvenu a réconcilier. En premier lieu Johnstone
demande que les types soient librement générés a partir d’'un ensemble donné,
ce qui exclut les identifications entre types possibles dans la théorie de Lambek.

Ensuite Johnstone garde la différence €4, avec en théorie un symbole pour
chaque type. Toutefois comme ce symbole ne peut étre utilisé qu’avec un seul
type qui le précéde, il n’y a pas d’ambiguité a retirer I'indice A.

Une autre différence est I'utilisation de termes en contexte. De plus Johns-
tone demande que le compte des variables libres soit fait dans la théorie en
elle-méme avec une fonction de variable libre F'V, tandis que ce compte se fait
de maniére externe a la théorie par Lambek.

Enfin Johnstone demande l'existence externe d’éléments a, b tel que t = (a, b)
tandis que Lambek demande la version interne Vi axpJa.adp.p(a,b) = t. En
pratique cela a peu d’importance car 5.4 montre que dans un topos ’existence
interne implique ’existence externe dans un topos.

Mentionnons finalement que ces théories sont introduites dans un cadre Lo-
giciste, c’est-a-dire que les types ne sont pas des objets qui existent, on demande
seulement s’ils existent, quelles propriétés seraient démontrables. Osius prend
ce point de vue dans [10], mais Lambek et Scott, et Jonhstone sont dans un
autre cadre métathéorique et considérent que les types et les phrases sont des
objets qui existent et peuvent étre manipulés.
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2 Les ensembles et fonctions comme notions de
base

2.1 Introduction

Dans la conception courante des mathématiques, on ne s’intéresse pas a la
théorie pure, mais plutot aux ensembles qui vérifient les axiomes. On appelle un
ensemble et relations qui satisfont les axiomes d’une certaine théorie, un modéle
de cette théorie. Par exemple, un ensemble et une opération qui satisfont les
axiomes de groupe sera un modéle de la théorie des groupes, ou encore un
groupe. La conception Bourbakiste considére les outils mathématiques comme
rien de plus qu'un ensemble d’éléments muni de structures supplémentaires.
Dans ce cadre, la théorie des ensembles est considérée comme donnée et le
reste se construit dessus. Notre métathéorie est la théorie des ensembles (et des
mathématiques) dans laquelle on évolue pour construire le reste. Sans précisions,
la métathéorie est ZFC.

Dans ce cadre, tous les ensembles de la métathéorie existent et peuvent étre
manipulés. En particulier une théorie logique est confondue avec le modéle de
sa représentation, c’est-a-dire que ’on considére que les lettres a; et les relations
R existent et respectent les axiomes de la théorie.

La notion d’ensemble comme fondation des mathématiques, bien que do-
minante aujourd’hui n’est pas garantie. On pourrait argumenter que la notion
de fonction est tout aussi basique et dans la pratique les deux ne se dissocient
pas tellement. NBG a ainsi oscillé entre une axiomatisation d’ensembles et une
axiomatisation en terme de fonctions [3].

2.2 Retour sur la logique classique

Pour cet exemple, nous allons combiner ’approche logique, 1’approche en
termes d’ensembles et en termes de fonctions pour illustrer les différents points
de vue sur les mémes objets mathématiques. Cette approche nous vient direc-
tement de [2, Ch6.2-4].

Reprenons les phrases propositionnelles, définies en 1.1. Supposons que les
variables a; aient une certaine valeur de vérité (que ’on considérera juste vrai
ou faux pour commencer). On veut maintenant interpréter ces phrases. L’idée
est d’associer & une variable a; une valeur de vérité comme par exemple vrai ou
faux, et ensuite étendre cette valeur de vérité a d’autre phrases par les relations
suivantes :

— «a v [ est vrai si @ ou (B sont vrais;

— «a A (B est vrai si a et 8 sont vrais;

— ~ « est vrai si a est faux;

— «a D 3 est vrai si "« implique 3 ".

On peut associer a chaque connecteur logique une table de vérité. On désigne
par 1 (resp. 0) le fait qu'une proposition soit vraie (resp. fausse).

Le connecteur ~ est défini par la table suivante

a | ~«
1 0
0 1
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On obtient donc une fonction —: {0,1} — {0, 1}.
Comme cette fonction a valeur dans {0, 1} on peut la voir comme une fonction
caractéristique d’un sous-ensemble (en I'occurrence {0}).
Un raisonnement similaire est fait pour les autres connecteurs logiques

v B

S O = =D
O = O ™

o
1
1
1
0

En notant 2 = {0,1}, ce connecteur définit (ou est défini par) une fonction
U :2x 2 — 2 et (de manicre équivalente) un sous-ensemble {(1,1),(1,0),(0,1)}

alfBlanp
17111
11010
0|10
0]0]|0

Pareil pour n: 2 x 2 — 2 et le sous-ensemble {(1,1)}.

al|lpla>dp
11111
11010
0|11
001

Enfin, on a =: 2 x 2 — 2 et le sous-ensemble {(1,1),(0,1),(0,0)}.

Remarque

Concernant I'implication, ce que signifie précisément "a implique b" n’est pas
toujours clair dans le langage familier et les logiciens ont plusieurs définitions. La
table de vérité ici provient de I’argument que nous souhaitons éviter de déduire
quelque chose de faux & partir de prémisses vraies. Cependant le sous-ensemble
désigné peut également étre retrouvé a partir de @ = {(a,b) | a < b}, ce qui
suggére la définition suivante : a © 3 si S est au moins aussi vrai que «. Ce sera
notre intuition pour o dans la suite.

2.2.1 Interprétation bivaluée

Nous pouvons maintenant écrire formellement une interprétation de notre
langage propositionnel.
Une interprétation est une fonction V : &y — {0,1} ~ {Vrai, Faux} étendu a-

® par les régles suivantes :
— Vi~ a)=-V(a);

Vv
Vv
v
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Les ensembles &y et ® sont ceux définis en 1.1.1.

Il y a un ensemble de phrases propositionnelles qui se distingue par la pro-
priété d’étre vrai pour toutes les interprétations. On appelle ces phrases des
tautologies. Il est possible de démontrer que ce sont exactement les phrases dé-
montrables dans le systéme de logique classique CL. La démonstration se fait
en démontrant que les axiomes de bases sont des tautologies et ensuite que
I’ensemble des tautologies est fermé par les régles de dérivations.

En prenant la convention qu’un énoncé est vrai s’il n’a aucun contre-exemple,
alors on peut voir les tautologies comme des phrases caractérisées par la pro-
priété d’étre toujours vraies. On peut également voir les phrases valides comme
I'image inverse du maximum par la fonction évaluation, c’est-a-dire que 1’éva-
luation est la fonction qui caractérise la notion de vérité. Dans ce contexte, la
fonction d’évaluation est une fonction qui indique & quel point un énoncé est
vrai, et les tautologies sont les phrases les plus vraies possible, les phrases qui
ne peuvent pas étre fausses.

2.3 Algeébre de Boole et de Heyting

Les algebres de Boole et de Heyting sont reliées a la logique classique et intui-
tionniste respectivement. Leur définitions et les preuves suivantes proviennent
de [2].

Soit P un ensemble partiellement ordonné (P, <). On définit les propriétés
suivantes :

— P est borné : il y a un élément maximum 1 et un élément minimum 0;

— P est un treillis : toute paire d’éléments de P admet une borne supérieure

x Uy et une borne inférieure x N y. Ces bornes sont définies comme étant
le maximum des minorants, et le minimum des majorants pour l'ordre
donné;

— P est un treillis distributif : pour tout triplet, on a les égalités sui-

vantes :

lL.zn(yuz)=(zny)u(znz);
2.zu(ynz)=(zuy)n(zuz);

— P a des compléments : pour tout x € P le complément est I'unique y

tel que :
l.x2ny=0;
2.zvuy=1;

— P a des pseudo-compléments : pour tout z € P le pseudo-complément
est 'unique y tel que Vae Pa<y< xmna=0;
— P a des pseudo-compléments relatifs : pour tout z € P le pseudo-
complément relatif & z est 'unique y tel que Vae Pa <y < xma < z.
Il est possible de démontrer que tout complément est un pseudo-complément,
mais I'inverse n’est pas vrai en général.
Une algébre de Boole (resp. de Heyting) est un treillis, borné, distributif,
complémenté (resp. relativement pseudo-complémenté).
Dans une algébre Booleene, on note —x pour le complément de x et on définit
T=z="TU -z
Dans une algébre de Heyting, on note x = z pour le pseudo-complément de x
relativement & z et on note —z comme étant le pseudo-complément de x, c’est-
a~dire z = 0.

13



Il est a noter qu'une algébre de Boole est un cas particulier d’algébre de Heyting.
De plus, la condition a = b = —a U b est nécessaire et suffisante pour qu’une
algeébre de Heyting soit une algébre de Boole. Dans ce cas, les définitions de
—,=> en tant qu’algébre de Boole ou de Heyting coincident.

2.3.1 Exemples

Un exemple d’algébre de Boole est celle induite par les sous-ensembles d’un
ensemble A.

Soit A un ensemble, P(A) muni de la structure d’inclusion est une algébre
de Boole.

— Le maximum et le minimum sont 1 = A et 0 = J respectivement ;

— Les bornes supérieures et inférieures correspondent respectivement a S U

TetSnTpour SSTc A;

— Les égalités sont respectées SU (T NnU)=(SuT)n(Sul);

— Le complément correspond au complément usuel —S = 5" = A\S.

En particulier si A = {1} on a P(4) = {J,{1}} = Q. Le maximum est
1 = {1}, le minimum est 0 = ¢, la relation d’ordre est 0 < 1, c’est-a-dire
g < {1} et les opérateurs A, v, —, =, correspondent au opérateurs A, v, ~, D
définis en 2.2.

Pour un exemple d’algébre de Heyting, on va s’intéresser aux ouverts d’un
espace topologique.

Soit A un espace topologique, O(A) muni de la structure d’inclusion est une
algébre de Heyting.

— Le maximum et le minimum sont 1 = A et 0 = (J respectivement ;

— Les bornes supérieures et inférieures correspondent respectivement & S u

T et SNT pour S,T € O(A);

— Les égalités sont respectées S U (T'nU) = (SuT)n(SuU);

— Le pseudo-complément relatif est S = T = A\(S\T);

— Le pseudo-complément correspond au complément de la fermeture de

I’élément, c’est-a-dire au plus grand ouvert qui ne contient pas ’élément.
La différence avec ’exemple précédent se fait sur le bord de S qui n’est
pas inclus dans le pseudo-complément —S = A\S.

Il est important de remarquer que dans ces deux cas, ’ensemble A N B est
le plus grand ensemble qui contient tout les éléments qui sont dans A et dans
B, cet ensemble est donc la manifestation de la phrase "étre dans A et B". Il
en est de méme pour A U B et " étre dans A ou B", pour —A et "ne pas étre
dans A" et pour A = B et " étre dans B au moins autant que dans A".

Ceci motive donc & interpréter ces connecteurs comme étant des connecteurs
propositionnels et interpréter des phrases propositionnelles dans une algébre.

2.4 Interprétation dans une algébre

Soit P une algébre de Boole ou de Heyting.
Une interprétation dans P est une fonction V : &3 — P étendu & ® par les
régles suivantes :
— V(~a)==-V(a)
ViavB) = V(a)
— V(anpB)=V(a)
Vieo )=V
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Une phrase est dite valide dans P si toutes ses interprétation dans P donnent
le maximum (c’est-a-dire 1).

Il est possible de montrer qu’avec cette représentation, les algébres de Boole
caractérisent les phrases de logique classique, en ce sens qu’une phrase démon-
trable de CL est valide dans toute algébre de Boole et, inversement, qu’une
phrase valide dans toute algébre de Boole est une tautologie de CL.

Démontrer que toutes les tautologies de CL sont valides dans une algébre de
Boole se fait par construction. On démontre que les axiomes de CL sont valides,
et que la régle de dérivation préserve la validité.

Exemple 2.4.1. Le Modus Ponens préserve la validité dans les algébre de
Heyting.

Soit O une algébre de Heyting et soit V' : & — O une interprétation qui
rend o, « O § valide. Comme « est valide dans O on sait V(«) = 1. De méme,
V(e B) -1

1=V(a>p)
=V(a) = V(B)
1= V()

Cela signifie que 1 est le pseudo-complément de 1 relativement a V(8). C’est-a
-dire que pour tout x € O, ona xz < 1ssi 1 mz < V(B). Comme 1 est le
maximum, la condition x < 1 est toujours vraie et 1 mx = z.

On peut réécrire z < V(f),Va € O, c’est-a-dire que V() est le maximum, donc
[ est une phrase valide.

Il est généralement plus compliqué de démontrer l'autre sens, qu’une phrase
vraie dans toutes les algébres de Boole est forcément démontrable & partir des
axiomes.

Théoréme 2.4.2. II existe une algébre de Boole qui caractérise exactement les
phrases démontrables de CL.

Démonstration. L’idée est de munir ’ensemble ® de tous les énoncés possibles
d’un ordre, qui sera donné par les implications logiques.

Soit ~. la relation d’équivalence sur ® donnée par a« ~. 3 si les phrases

a D B et a D [ sont des théorémes de la logique classique. Cette définition
est équivalente & demander o ~. 8 ssi @ = 3 est un théoréme de la logique
classique.

Cette relation d’équivalence est bien définie :

— Reéflexive a D « par axiomes de CL;

— Symétrique par définition ;

— Transitive : si a ~. 3, 8 ~¢ 7, on a comme tautologie de CL a © 3,5 D 7.
Par T'axiome 4, on en déduit que a > . L’autre implication se fait
exactement de la méme maniére, on en conclut que o ~. 7.

On est maintenant en mesure de munir ensemble B = -2 d’une relation d’ordre
en posant [a] < [B] si @ O B est une tautologic de CL. Cette relation est bien
définie, car si on a une démonstration de a ~. o/, 3 ~. 8, D 3, alors on peut
démontrer o o 3’ en combinant les trois démonstrations.

B muni de cette relation d’ordre est une algébre de Boole, dans laquelle on

peut vérifier que :
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— la] m[B] = [a A Bl
— o] u[B] = [av Bl
— ~la] =[~a];

a] =1 si et seulement si « est une tautologie de la logique classique.
Ceci rend la fonction d’évaluation considérablement plus simple, car on a V(a) =
[@]. On en conclut que « est valide dans B si et seulement si « est une tautologie
de CL. O

L’algébre ainsi obtenue s’appelle ’algébre de Lindenbaum. En changeant

¢ par ~;, ’équivalence des phrases démontrablement équivalentes sous la lo-

gique intuitionniste, le résultat est une algébre de Heyting qui caractérise les
phrases démontrables de IL.

Il est important de noter que cette preuve utilise une conception ensembliste
de la théorie logique. C’est-a-~dire qu’on confond la théorie logique (qui n’a pas
de nécessité ontologique d’exister) avec sa représentation canonique dans ZFC
(qui est réelle en un certain sens). Ainsi la logique dit "si on a des variables et
des connecteurs, voici ce qu’il se passerait", tandis que la conception classique
dit, "voici I’ensemble de variables et les connecteurs". En particulier Brouwer
serait contre I’existence méme de ’ensemble des phrases démontrables.
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3 Le point de vue catégorique

Introduction

La théorie des catégories, développée par Saunders MacLane étend ce que
les Bourbakistes ont tenté de faire, c’est-a-dire une étude des structures mathé-
matiques, indépendamment des objets sous-jacents. Il est possible de considérer
les catégories comme la notion de base des mathématiques et redéfinir les en-
sembles, algébres de Heyting, théories logiques et autres outils mathématiques
uniquement en termes catégoriques.

Ce mémoire a essayé d’utiliser le cadre adapté a chaque outil plutét qu'un grand
cadre unifiant.

3.1 Les catégories comme ensembles

On définit une catégorie C comme étant la donnée d’un ensemble d’objets
et d'un ensemble de morphismes (aussi appelés fonctions ou fléches) entre
deux objets, qui satisfont les propriétés de composition suivantes :

— Pour tout morphisme f: A — B et g: B — C il existe un morphisme

de composition go f = A — C;

— Pour tout objet A, B,C,D € C, pour tout morphisme f : A — B, g :
B—-Ceth:C—>Dona(hog)of=ho(gof);

— Pour tout objet x € C il existe un morphisme distingué idx : X — X ;

— Pour tout z e C et pour tout f =A— X,g=X > B,ona foidy = f
et idy og=g.

Les ensembles d’objets et de morphismes sont & comprendre au sens intuitif
(parfois appelé naif) comme une collection d’objets. Si les ensembles sont égale-
ment des ensembles au sens de ZFC (ou votre métathéorie favorite), on dit que
la catégorie est petite.

On introduit quelques notions de théorie des catégories :

— f est un monomorphisme si gf = hf = h = g. L’idée est celle d'une
fonction injective. Cette définition ne colle pas trop a lintuition dans
un cas général, mais fonctionne dans le cas des topos pour des raison
qui deviendront plus claires par la suite. On raccourcit souvent "f est
mono" ;

— f est épimorphisme si fg = fh = h = g. L’idée est celle d’une fonction
surjective (méme remarque) ;

— f: A - B est isomorphisme s’il existe un morphisme f~! tel que
ff~! = ida et f7'f = idp. Les deux conditions sont indépendantes
et l'idée est que ces deux objets sont semblables. En composant avec
f et f~1, on a une équivalence entre les morphismes partant et venant
de A et ceux de B. Ces deux objets interagissent de la méme maniére
avec les autres objets de la catégorie et toutes leurs propriétés seront les
mémes, c’est pourquoi les propriétés catégoriques sont toujours définies
4 isomorphisme prés;

— Un diagramme est un ensemble de fléches et d’objets de départ et d’ar-
rivée (appelé domaine et codomaine, en analogie au cas des fonctions).
On dit qu’il commute si tous les chemins entre deux objets sont égaux.
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Un exemple de diagramme qui commute :

A a4

]

B Y, B
Si D est un diagramme ou une catégorie, son dual DP est celui obtenu
en changeant le sens des fleches. Comme les définitions en catégories
se définissent souvent en termes de diagrammes, 1’objet qui respecte la
définition duale est appelé le dual ou le co-.
Par exemple un épimorphisme est le dual d’un monomorphisme, et le
coproduit est le dual du produit;
Un foncteur est une paire de fonctions (au sens large) entre catégories
qui préserve la structure de catégorie, c’est-a-dire un foncteur F' envoie
les objets sur les objets, les fléches sur les fleches tout en respectant
— F(ZdA) = idF(A)
— si f: A— Balors F(f): F(A) — F(B)
— F(fog)=F(f)oFl(g)
Il peut arriver que F(f) : F(B) — F(A) et F(fog) = F(g) o F(f).
Dans ce cas, on dit que F' est un foncteur contravariant, noté de maniére
covariante F' : CP? — D;
Une limite d’un foncteur F': D — C est un objet L € C et un morphisme
L — F(D) pour tout objet D € D. Cela fait une sorte de cone au dessus
du diagramme F'D.
On demande en plus que :
— Le diagramme de 'image de F' et du cone limite est un diagramme

qui commute;
— Pour tout autre cone (L', {gp}) au dessus de F(D), il existe un unique
morphisme L — L’ qui fait commuter le diagramme total.

Par exemple, soit D =

yp—y:
Un foncteur F' choisit deux morphismes de C avec le méme domaine et
codomaine. La limite de F' est alors un objet L avec une fleche f tel que
le diagramme suivant commute.

L
e
AT B

v

On demande donc f tel que fu = fv. La seconde condition dit que f
doit étre minimal, en ce sens que tout autre candidat (L', g) doit pouvoir
se factoriser, représenté par ce diagramme
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Cette limite est la définition d’égalisateur de (u,v) et on dit que f est
un mono-régulier. Les monos réguliers sont une meilleure définition
des fonctions injectives. Heureusement dans les topos, la distinction est
superflue.

Cette introduction bien que trés rapide couvre les notions de base de la théo-
rie des catégories. Dans la suite nous supposerons que le lecteur est familier avec
certains outils qui n’ont pas été définis ici comme les foncteurs représentables
et les adjonctions. Nous invitons le lecteur peu familier avec ces points a lire la
référence [7].

Nous prendrons les conventions suivantes de notation :

— 1id 4 est le morphisme d’identité id4 : A — A;

— Les objets sont notés en majuscule, les morphismes en minuscule et les

catégories avec des lettres particuliéres, par exemple C,¢;

— X € C signifie un objet X de la catégorie C;

— Pour f: A - Bet g =B — C, la composition se note go f = fg.
L’intuition est que, si f, g sont des fonctions alors f(g) = f o g, et que la
lecture de fleches dans un diagrammes se fasse dans 'ordre. o se lit donc
"aprés" et le diagramme suivant se lit fg = h.

B¢
J/
A

— Les monos sont notés A — B ou encore A — B ;
— Les épis sont notés A —» B.
Quelques exemples

3.2 La catégorie N

Soit la catégorie dont les objets sont les nombres naturels. Il existe un mor-
phisme = : N — M si N < M. Cette catégorie est une catégorie petite, dont les
morphismes sont donnés par une structure d’ordre.

3.3 La catégorie Ens

Soit la catégorie qui contient comme objets les ensembles au sens de ZFC.
Cette catégorie n’est pas petite, car il n’existe pas d’ensemble qui contient tous
les ensembles. Les morphismes de Ens sont toutes les fonctions entre deux
ensembles. L’identité et la composition sont données par la fonction identité et
la composition de fonctions.

Cette catégorie va jouer un role spécial par la suite, c’est pourquoi on va
lister quelques caractéristiques :

1. I y a un objet initial 1 = {-}. Un objet initial est la limite du foncteur
vide, c’est-a-dire un objet tel que pour tout autre objet A € Ens, il existe
une unique fonction ! : A — {-};

2. Il y a un objet terminal 0 = (7. Il s’agit de la propriété duale de l’initial,
donc pour tout A € Ens il existe un unique ! : & — A;

3. SiA,Be Ensilyaun produit A x B = {(a,b) |a€ A,be B}, et des
fonctions (74, 75) de projection sur A et B, qui forment la limite d’un
foncteur défini sur une catégorie avec deux objets et pas de fleches.
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4. Le coproduit est I'union disjointe AUB avec les inclusions canoniques;
5. Si u,v : A — B sont deux fonctions, leur égalisateur est donné par
{ae A|u(a) =v(a)} et la fonction d’inclusion ;
6. 1 est un générateur, en ce sens que si f # g alors il existe un élément
x:1— dom(f) tel que f(x) # g(x);
7. Les monos sont les fonctions injectives, les épis sont les fonctions surjec-
tives et les isos sont les fonctions bijectives;
8. Par I'axiome du choix, pour tout épi f : A — B il existe un inverse a
gauche s : B — A tel que sf = idp;
9. Pour tout ensemble A € Ens, l'objet P(A) = {x < A} est un objet de
Ens;
10. Chaque objet de Ems est un ensemble et peut donc étre muni d’une
structure d’algébre de Boole comme au point 2.3.1;
11. Pour tout sous-ensemble S < A, il existe une fonction caractéristique
Xs:A—{1,0} =Q qui vaut 1 si € S et 0 sinon;
12. Si A, B sont des ensembles alors la collection de toutes les fonctions de

A vers B est également un ensemble (par les axiomes de ZFC). On note
cet ensemble B4 ;

13. 11 existe une fonction 0 : 1 — N et une fonction S : N — N qui caracté-
risent les nombres naturels;

14. Toute fonction est décomposable en epi-mono.

A f — B
N, T
im(f)

Certaines de ces propriétés sont uniques & Ens et certaines vont revenir par
la suite.
Les propriétés 1 — 5,9,11, 12, 14 sont des propriétés qui seront vraies dans tous
les topos.
La propriété 11 est plus spécifique aux ensembles. Un topos qui respecte cette
propriété est appelé Booléen, mais en général il existe seulement une structure
d’algebre de Heyting.
La propriété 6 s’appelle étre bien pointé, et la propriété 8 est appelé axiome
du choix. Finalement la propriété 13 définit un objet de nombre naturels
dans une catégorie générale.

3.4 Définition de topos

Il y a plusieurs maniéres différentes de définir un topos, [5] a une liste de
définitions différentes. Nous allons prendre la définition la plus courante, et
travailler comme un catégoricien. Le lecteur est prévenu que la suite est dense
en définitions et est encouragé a lire la suite plusieurs fois.

On définit un topos comme une catégorie qui :

1. est finiment compléte et finiment cocompléte ;

2. est cartésienne fermée ;
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3. a un classificateur de sous-objets.

La définition précédente est légérement redondante. En effet, la cocomplé-
tude est dérivable a partir des 3 autres conditions, mais cette affirmation restera
sans démonstration.

On va maintenant définir tous les termes :

3.4.1 Catégorie cartésienne fermée

Une catégorie est cartésienne fermée si elle a des produits finis (inclus le

produit vide) et que pour tout objet X le foncteur ¥ — X x Y a un adjoint a
droite.
Cet adjoint a droite est I’exponentielle, noté¢ (—)% : Y +— YX. Cet exponen-
tielle se caractérise par un morphisme particulier, appelé évaluation, avec la
propriété universelle suivante : pour tout g : C x A — B, il existe un unique g
tel que le diagramme suivant commute.

BAxA -, B

A
gxida g

Cx A

Dans la catégorie Ens, YX est I’ensemble des fonctions de X a Y et le dia-
gramme correspond a associer & f(c, ) la fonction f.(-) et puis évaluer en z.
Cette opération est appelé Curryfication et représente une certaine notion de
fonction interne.

En particulier, on a A ~ 1 x A et donc pour tout morphisme f : A — B, on

définit le nom de f par [f]: 1 — B# qui fait commuter le diagramme.

BAxA -4 B

[£1x idAT ATA

1x A

Avec ce diagramme, chaque morphisme f : A — B est associé & un élément
global de I’ensemble BA. C’est la notion interne d’ensemble des fonction de A
vers B.

3.4.2 Classificateur de sous-objet
Dans Ens, on a pour C € B € A que B factorise C'

Cela nous donne l'idée de définir un sous-ensemble de X comme étant un
monomorphisme vers X. Cependant plusieurs monos peuvent définir le méme
sous-objet.

On définit pour m,n mono vers X que n < m si m factorise n, c’est-a-dire s’il
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existe un t tel que :

Cela force la relation suivante :
n=m<n<met m<n< 3t isomorphisme tel que tm =n

On définit 'ensemble (au sens large) des sous-objets Sub(X) comme les mo-
nomorphismes vers X quotienté par cette relation d’équivalence. Il est facile
de voir que cet ensemble préordonné est borné (par idx et 0 : 0 — X respec-
tivement). Nous montrerons dans la suite qu’il s’agit en fait d’une algébre de
Heyting.

Un classificateur de sous-objets est un objet €2 et un morphisme T : 1 — )
tel que pour tout mono m : M — X il existe un unique morphisme x,, = X —
(appelé fonction caractéristique de m) qui transforme le diagramme suivant en
produit fibré.

M5 X

SR
1——0Q

Un tel classificateur est unique & isomorphisme prés. Ceci est di au fait que
c’est un représentant du foncteur de sous-objets.

On peut démontrer que si x,, = X alors m = n, ce qui justifie 'appellation
de fonction caractéristique.

On note Tjs le morphisme !5, T, ce qui permet de lire le produit fibré au-
dessus comme my,, = T -

On nomme également valeurs de vérités ’ensemble (2, la justification de ce
nom est ce qui a motivé ce mémoire. La réponse viendra lorsque nous interpré-
terons les phrases logiques dans un topos. Il est important de noter que Sub(X)
n’est pas un objet de la catégorie, c’est QX qui jouera le role interne d’ensembles
des parties de X.

Remarques

La plupart des définitions dans I’approche catégorique ont en réalité plusieurs
définitions selon le niveau. Par exemple demander que C aie une classificateur
de sous-objet n’est rien d’autre que demander que le foncteur Sub : C — Ens
soit représentable. Cela donne une définition en termes internes a la catégorie
et en termes inter-catégoriques.

Ces doubles définitions font la force des catégories, car une question posée en
termes internes & une catégorie a rapidement une réponse en termes inter-
catégoriques et vice versa, mais également est la cause de beaucoup d’incompré-
hension ( "categorical nonsense"), car le changement de niveau ambiant cause
une perte de I'intuition. Par exemple, la caractérisation de P(X) en termes caté-
goriques parait relativement compréhensible en termes internes (I’ensemble qui
a telles propriétés) mais cette intuition disparait si on est introduit par la défi-
nition externe, donné par un isomorphisme naturel Sub(B x A) ~ C(A,P(B)).
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3.5 Exemples

La catégorie Ens est un topos. La catégorie Ens; des ensembles finis est un
topos, avec les mémes limites, exponentielles et classificateur de sous-objets.
La plupart des exemples sont construits & partir d’autres topos.

Soit C une catégorie petite, alors Ens® la catégorie des foncteurs de C vers Ens
est un topos.

La catégorie comma entre deux topos est un topos. En particulier la catégorie
C 1 A des morphisme partant de A, C | A des morphisme vers A, et C™ la
catégorie des fleches de C sont des topos.

Soit G un groupe, potentiellement non petit, alors Ens® est aussi un topos.

Si (C,T) est un site alors Sheaves(C,T') la catégorie des faisceaux sur (C,T')
est un topos.

Si M est un monoide, on peut définir un topos M —Set. Les objets sont (X, \) ou
A est une action de M sur 'ensemble X, et les morphismes f : (X, \) — (Y, )
sont des fonctions f : X — Y tel que le diagramme suivant commute pour tout

me M.

x 1.y

S P

x 1.y
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4 Les topos comme ensembles

4.1 Les morphismes sont des fonctions

On commence par montrer que les épis et monos se comportent comme
des fonctions surjectives et injectives et que les fonctions ont une factorisation
canonique.

Théoréme 4.1.1. Dans un topos, soit f : A— B. On a :

1. f est un mono si et seulement si f est un mono régulier;

2. f est mono et épi implique f est un isomorphisme ;

3. f admet une décomposition épi-mono qui correspond a l'image de f dans

B.

Démonstration. 1) Par la définition de classificateur de sous-objets, un mono
f: A B est I'égalisateur de xy et de Tp

Sy

}l -

H(J}—:L
o)

Rappelons qu’un mono régulier est toujours un mono.

RN

ALB#;C

t = wm = vm implique que ce morphisme égalise aussi x,y, donc il existe un
unique morphisme p : X — A tel que pm = t. Comme u,v sont tous les deux
des morphismes acceptables, par unicité on déduit que p = u = v.

2) C’est en fait un résultat plus général des catégories. On sait que fys =
fTp car f est un égalisateur, mais comme f est épi, on en déduit x¢ = Tp, et
donc f est I’égalisateur de T g avec lui-méme. Par les propriétés de 1’égalisateur,
f doit étre un isomorphisme.

3) Un théoréme plus général du cours de théorie des catégories que j’ai suivi
a l'université de Coimbra, affirme que (épi,mono) est un systéme de factorisation
si une catégorie a les propriétés suivantes :

— La catégorie est compléte et cocompléte ;

— Les monos sont tous réguliers;

— Le produit fibré préserve les épimorphismes.

Malheureusement, je n’ai pas trouvé de preuve facile pour démontrer que les
produits fibrés des topos préservent les épimorphismes. Nous ferons donc la
preuve du point 3) sans utiliser ce résultat.

La preuve est contenue dans le diagramme suivant :

f
A y M -3 B Z Y
A%NLB:::S:XZ



Construisons le diagramme étape par étape. x,y est la paire conoyau de f,
c’est-a-dire c’est celle obtenue en faisant le coproduit fibré de f avec lui-méme.
Cela veux dire en particulier que fz = fy.

On considére maintenant I'égalisateur de x, y. C’est un morphisme m : M — B.
Par la propriété universelle, comme fy = fx, il existe un morphisme e : A — M
tel que em = f.

Il nous reste a prouver que e est épi et que toute factorisation se termine par
le méme sous-objet de B. Soit €/, m’ une autre factorisation, représentée par la
ligne du dessous. Par le point 1, on sait que m’ est I’égalisateur de deux fleches,
disons s,t : B — Z. On a alors fs = ¢'m’s = ¢/m't = ft. Par la propriété
universelle de la paire conoyau, il existe u : Y — Z tel que s = zu et t = yu.

On vérifie que ms = mau = myu = mt. Par la propriété universelle de
I’égalisateur, m se factorise dans m/, c’est-a-dire que m < m’ en tant que sous-
objets de B. Un raisonnement similaire est appliqué dans l'autre sens pour
déduire que m et m’ représentent le méme sous-objet de B.

Pour prouver que e est épi, on passe par un cas intermédiaire. Si m est un
iso, alors ma = my = m~'mz = m~'my = x = y. La paire conoyau de f est
x,x, ce qui implique que f est épi.

Dans le cas général on factorise e et on trouve :

AwB
f

e”,m"m est une autre factorisation de f, donc m”m doit représenter le méme
sous-objet que m. On en déduit que m” est un isomorphisme et, par la remarque
précédente, e est épi. O

Ces démonstrations sont tirées de [8, IV.2, IV.6].

4.2 Topos et power-objet

Dans la vision ensembliste des mathématiques, un ensemble est construit a

partir d’éléments qui existe indépendemment de ’ensemble. En catégories par
contre, les éléments en eux-méme ont peu d’importance, seules comptent les
relations entre eux. Ceci a amené & la construction de théories des ensembles
structurelles (en opposition a une théorie des ensembles matérielle comme ZFC).
L’exemple le plus important est ET'C'S de Lawvere. Dans cette théorie les élé-
ments d’un ensemble existent toujours en relation aux autres éléments, mais pas
forcément dans ’absolu.
Pour prendre des exemples plus pratiques, ’ensemble N est souvent pensé de ma-
niére matérielle, les nombres 1,2,3... existent indépendemment de la maniére
dont on définit N. De plus on utilise ces nombres sans faire appel a4 ’ensemble
N, par exemple lors de constructions finies. L’ensemble S; du cercle est quant &
lui pensé en termes de relations, on ne pense généralement pas aux éléments du
cercle en dehors de leur contexte : peut importe que les éléments de S soient
des angles ou des nombres complexes de la forme €?, ou encore le segment [0, 1]
avec une identification entre le premier et le dernier élément. Tant que le cercle
se referme, on a bien le "méme" objet.

Pour capturer ces subtilités, une généralisation d’ensemble doit avoir quelque
chose qui joue le role de ’appartenance €, quitte a restreindre ce symbole & une
appartenance en contexte € 4.
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Nous allons maintenant prouver que les topos ont cette propriété, ce que rend
plus naturelle leur lecture comme ensembles généralisés. Nous suivons [2, section
4.7].

Dans la théorie des ensembles classique, on peut définir

ea={(z,5) |ze S<c A} < AxP(A).

Pour traduire cet ensemble en termes catégoriques, il faut un objet qui tra-
duise P(A) et caractérise le sous-ensemble €4 en termes propre au topos. Ceci
se fait grace aux fonctions caractéristiques. Dans Set on a

ea= {(z,xs) | xs(x) =1} = 2% x A.

On utilise maintenant la fonction d’évaluation (car un topos est cartésien ferme),
pour caractériser €4 par le produit fibré suivant :

g —— 24 x A

11— 2
Pour un objet A € C, on souhaite définir son power-objet (son ensemble de

parties) comme étant un objet P(A) = Q4 et un morphisme €4 donné par le
produit fibré suivant :

s —— Q4 x A

1 ——Q

Cette caractérisation dépend des objets d’un topos, mais il existe heureuse-
ment une autre caractérisation qui est plus générale et qui peut sortir du cadre
des topos.
Dans Set, une relation quelconque R € B x A peut étre associée a une fonction
Fr: B — P(A) de 'ensemble des éléments de A en relation avec B. Cette fonc-
tion vérifie (z,y) € R ssi y € Fr(x) ssi (Fr(x),y) €€a. Cette derniére relation
nous donne le produit fibré suivant :

R— BxA
g lFRXidA

€4 — P(A) x A

Avec g la restriction de Fg X idg au sous-ensemble R. En d’autre termes, la
relation d’appartenance permet de classifier les relations, de la méme maniére
que les valeurs de vérités classifient les sous-objets, et la fonction Fr : A — B
joue le role de fonction caractéristique.

On introduit la définition suivante :

Deéfinition 4.2.1. Soit C une catégorie avec des produits. On dit que C a des
power-objet si pour tout objet A € C il existe un objet P(A) et un monomor-
phisme €:€ 4— P(A) x A tel que pour tout B € C et toute relation 7 : R — Bx A,
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il existe un unique mono f, : B — P(A) qui rend le produit fibré suivant pos-
sible.
R—"—+BxA

J/ J{eridA

€a —— P(A) x A
On appelle f,. le nom de la relation r.

On va maintenant démontrer le résultat suivant, qui justifie de percevoir un
topos comme étant un ensemble généralisé.

Théoréme 4.2.2. Soit C un catégorie compléte, alors les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. C est un topos;
2. C a des power-objet.

La démonstration va étre coupée en plusieurs parties, le début provient de
[2, ch.4.7], et la fin de [8, IV.2].

(1) = (2). On reprend la construction dans Ens et prouve qu’elle se généralise.
Soit A € C, on pose P(A) = Q4 et € 4 le sous-ensemble caractérisé par la fonction
d’évaluation, c’est-a-dire que le carré suivant est un produit fibré :

EA‘—>QA><A

11— 0

Vérifions maintenant la propriété, soit r : R ~— B x A, on peut construire sa
fonction caractéristique :

R—"5 BxA

|

1——0Q
comme g est un morphisme de B x A ~ A x B vers (2, on utilise le fait que
C est cartésien fermé pour avoir un unique Yz : B — Q4 tel que le diagramme

suivant commute :
Q4 x A 250
A
XrX1a xR

Bx A

On conclut avec le diagramme suivant :

R——> BxA

|
ig J{XARX1A
!

v

L eg — Q4 x A

! Jev

11— 0

27



Le carré externe commute, car c’est le diagramme de x g, le carré du bas est le
produit fibré, donc par la propriété universelle, il existe un unique morphisme
g qui fasse commuter le tout. Comme le carré externe et celui du bas sont tout
les deux des produits fibrés, on en déduit que le carré du haut est également un
produit fibré. La preuve de cette propriété est dans [9, 4.4] ou dans [7]. O

Dans l'autre sens, comme C est une catégorie compléte, il ne reste qu’a
reconstruire un classificateur de sous-objets et une exponentielle.

Power-objet = Classificateur de sous-objets. Pour retrouver le classificateur de
sous-objets, on remarque que A ~ 1 x A et on pose Q = P(1)

On affirme maintenant que €:61— 2 est un classificateur de sous-objet.

Soit M — A un sous-objet de A, on construit sa fonction caractéristique comme
suit :

M——s Ax1~A

J/fm, X idy

€1 = P(1)x 1~
ou fy, est le nom de la relation M < A x 1. La propriété universelle découle
directement de la propriété universelle du power-objet.
C’est un représentant du foncteur de sous-objet donc isomorphe a1 — Q. [

4.2.3 Remarque sur les sous-objets

Le classificateur de sous-objets

M "> B

| P

1—T 50

assigne & chaque sous-objet m < B un morphisme y,, : X — Q. Comme le
produit est unique & isomorphisme prés, on peut aller dans I'autre sens. Cela
nous fournit donc un isomorphisme canonique entre Sub(B) et C(B, ).

De méme le power-objet donne un isomorphisme canonique pour M < B

M ———- 1xB

gl J{f xid

€s —— P(B)x B

qui assigne a chaque sous-objet m € B un morphisme f : 1 — P(B).
On a donc un isomorphisme :

Sub(B) ~ C(1,P(B)) ~ C(B,Q)
qui permet de noter un sous-objet de trois maniéres :
m:S—B, ¢:B—-Q, f:1—-P(B)
avec comme formules utiles :

S={beB|o®)}, o=xs, f=][¢]
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Dans les traitements catégoriques, ces isomorphismes sont appelés des trans-
posées et les détails technique de la transposition sont laissés sous silence. Dans
certains livres (comme [8]) le power-objet est défini en termes de transposées.
Il arrive aussi de réserver le symbole €4 pour le morphisme que l'on a noté
evy. Il semblait plus clair de noter le symbole d’appartenance dans la structure
d’ensemble et I’évaluation dans la structure logique. De plus ev 4 est également
le morphisme évaluation obtenu par ’exponentielle Q4.

Power-objet = FExponentielles. On va commencer par prouver un cas particulier
d’exponentielle, puis construire le cas général.

Remarquons tout d’abord que la définition de power-objet nous donne cer-
taines exponentielles, & savoir Q4 pour tout objet A € C. Soit un morphisme
B x A — Q, on peut voir ce morphisme comme classifiant un sous-objet de
B x A, et écrire le diagramme suivant :

M>—"3 Bx A, Q

Ear——> 04 x A

Sur ce graphe le carré de droite est commutatif, ce qui nous donne m(f x
ida) = g €, et les lignes du haut et du bas sont composées d’un sous-ensemble et
de sa fonction caractéristique, ce qui donne my, = Tar et € xe = Te,. Comme
m est mono, il suffit de prouver que m(f x ida)xe = MXm-

On a

m(f xida)Xe = g € Xe
=gTle
=Tum

= mxm

L’unicité de f est laissé en exercice au lecteur.

On remarque que le power-objet nous demande d’avoir une relation R —
A x B. Par la remarque précédente, c’est équivalent & avoir un morphisme
¢: A x B — Q) représenté ici par le triangle de droite. Cette forme de trapéze
va étre utilisée par la suite.

Pour le cas général, on s’inspire & nouveau du cas des ensembles.

Dans la théorie ZFC, les fonctions sont définies formellement & partir de leur
graphes, c’est-a-dire comme un ensemble de paires d’éléments, qui nous donne
une identification f: A - B ~ F € A x B ou F est une relation qui a certaines
propriétés. Nous allons étendre cette construction & un topos quelconque et
vérifier que cela coincide avec ’exponentielle. La démonstration est tirée de
[8, IV.2].

Une fonction f : A — B est une relation qui a chaque élément de A, associe
un élément de B. On peut donc construire pour une relation R € A x B les
éléments suivants :

— v(a,R) = {be B|aRb} = {b|{a,b) e R} € P(B) qui regarde pour un

élément de A, quels éléments de B sont en relation ;

— u(R) = {a € A v(a,s) est un singleton } € P(A).
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On pourra conclure que R est le graphe d’une fonction de A vers B ssi u(R) = A.
Pour traduire ceci en termes internes au topos, on commence par identifier
le morphisme A € P(A), avec le diagramme suivant.

A——1xA

gl lf xid

€a —— P(A) x A

L’unique f : 1 — P(A) donné par le power-objet sera noté [T 4]. Ce nom
vient de la transposition de A = {ae€ A| T} € A, qui donne la formule logique
¢=Ta=xa:A—> Qentransposant une seconde fois, on obtient le morphisme
[Ta]:1— P(A).
On passe maintenant a la construction de u et v.
Par souci de clarté, on omettra les isomorphismes relatifs a ’ordre du produit,
c’est-a-dire on considére A x B=B x Aet Ax (Bx () = (Ax B) x C, que
I'on écrira A x B x C.

On définit v = A x P(A x B) — P(B) comme suit :

€4xB ——— Bx AxP(Ax B) -~ Q

gJ lidg Xv

ep ——— B x P(B)

C’est-a-dire que v est la transposée de evax .
Pour définir u, il nous faut une maniére de déterminer si un élément est un
singleton, et cela se fait a 'aide du diagramme suivant :

B2 sBxB—2 .0
g lidbx{'}g

€p »— B x P(B)

Ce qui nous donne un morphisme {-} ; : B — P(B), qui assigne a chaque élé-

ment b Pensemble {b} contenant cet élément. Comme c’est un monomorphisme,
on peut regarder sa fonction caractéristique op = x(}, : P(B) — £, qui s’in-
terpréte comme la phrase logique "étre un singleton".
La construction de A et de § est une construction plus générale que le cas du
topos, aussi ces morphismes reviennent dans d’autres contexte dés qu'’il s’agit
de formaliser une égalité. Par exemple dans un topos, § classifie ’égalité en ce
sens que :

Lemme 4.2.4. Soit f,g: A— B, on a f = g si et seulement si (f,9)0p =T a

Démonstration. Un sens est immeédiat, si f = g alors
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Dans l'autre sens si (f, g)0g = T 4 alors par la propriété du produit, on a

et donc (f,g) = k(idp,idg) = (k, k). On en déduit f =k = g. O

On a maintenant les outils pour définir les morphismes u,v correspondant
aux fonctions respectives dans Ens.

On définit v : P(A x B) — P(A) comme la transposée de vop.
Soit ¢ : A x P(A x B) % P(B) 22 Q, qui correspond a la propriété "v(a, R)
est un singleton".

R AxP(Ax B) —25 0

| e

g4 —— AxP(A)

Le morphisme ev n’est pas strictement nécessaire pour l'instant, mais re-
viendra plus tard. On note que le graphe commute toujours, car P(A4) = Q4.

On souhaite maintenant construire ’ensemble des fonctions, interprétées
comme graphes. C’est-a-dire 'ensemble des relations R = A x B tel que u(R) =
A et on le trouve en construisant le produit fibré de u par [T 4].

BA — 1

e
P(A x B) —— P(A)

Comme [T 4] est un monomorphisme, alors par les propriété des produits
fibrés ([7]), m aussi.

Il reste & trouver la fonction d’évaluation. L’idée est qu’un élément de B4
est (un graphe d’)une fonction f : A — B et calculer f(a) doit étre équivalent a
retrouver tous les éléments en relation avec a par la relation induite par f. En
d’autres mots, on souhaite que le carré suivant commute :
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On peut construire ce diagramme :

AXBAMAXP(AXB)%P(B)%
B

: B
idAX!J/ lidAXu oB J{
Ax1 idaXx[Ta AX,P(A) eva 0 T 1

\/

Le carré de gauche correspond & Ax (définition de B4), le carré du centre se
trouve a partir de la définition de u, le carré de droite correspond a la définition
de o, et le carré déformé d’en bas se retrouve a partir de la définition de [T 4].
Comme chacun des carrés commute, tout le diagramme commute, et comme le
carré de droite est un produit fibré, alors il existe un morphisme ev (en pointillé
sur le diagramme).

On rappelle la propriété qu’on souhaite démontrer : pour tout g : C x A — B,
il existe un unique g tel que le diagramme suivant commute.

AvA—5B

§XidA

Cx A

g

On peut considérer le graphe G de g, qui est caractérisé par la formule suivante
¢p=(gxidp)dp:CxAxB—BxB-—Q.
Le power-objet nous donne h : C — P(A x B)

A c
G B oA B 7
gl hXZdAxB

EAxB>—>P(AxB (A x B)
Dans ce diagramme, on a :
¢ =(gxidp)dp = (h xidaxp)evaxp = (h x ida x idg)evaxp.
En faisant la transposition on obtient :
g{}tg=(hxida)v:C x A— P(B).
On compose avec g pour obtenir :
9T = (hxids)vog: C x A— Q.

D’un coté on a fTg = Toxa = mc T avec m la projection associée & C' x A,
de l'autre coté vop est la définition de u. En faisant la transposée encore une
derniére fois on obtient :

uoh =!A [TA]

L’interprétation de cette égalité est que h est un mono de P(A x B) donc
une relation, et u(h) = [Ta] = A € P(A) si et seulement si h correspond au
graphe d’une fonction.
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Catégoriquement, comme B4 est un produit, on trouve la fonction § par le
diagramme suivant :

N
BA — 1

mI lfu]

P(A x B) —— P(A)

Il reste & prouver que ce g est unique.
Par définition on a g = (§ x ida)ev, et en reprenant la définition de ev on
obtient :

g{-}p = (g xida)ev{-}z = (ida x gm)v: A x C — P(B)
En transposant cette équation on obtient :
(idga x g)op = (ida x idg x gm)evaxp : C x A x B — Q.

Cette équation montre que h = §gm est déterminé de maniére unique par g.
Comme m est un mono, § doit étre unique. O

4.3 Le foncteur P

On a introduit des power-objet, a chaque objet X € C est associé P(X) € C,
mais il est également possible de définir P(f) tel que P soit un foncteur sur C.
Il y a deux maniéres de faire qui correspondent & la vision P(X) et QX.

Dans le premier cas, il s’agit d’un foncteur contravariant, noté sous forme
covariente P : C°? — C.
Soit f : A — B, on définit P(f) comme étant la transposée de la relation
classifiée par (id x f)evp.

R P(B) x A% p(By x B <22, @

JP( f)xida
ear—— P(A) x A
On peut récrire P(f) comme étant 'unique morphisme qui fait commuter :

AxP(B) % B xP(B)

lz’dxp(f) leva
AxPA) —2 50

Dans Ens, cela correspond & la fonction image inverse qui & f : A — B associe
fTlrzc B {ye Al f(y) e xl.
On vérifie ensuite que P(ida) = idp(ay et que P(f o g) = P(g) o P(f).

A x P(A) L% 4 x P(A)

Jidx P(id) levA

AxP(A) —24 50
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On peut ensuite construire :

AxPC) L4 B xpo) L ¢ x p(C)

J{ide(g) J{idxp(g) Jevc

AxPB) L% BxpB) —22 0

idxm %

A x P(A)

Le carré de gauche commute, car chaque fléche n’agit que sur un des membres
du produit a la fois, le carré de droite est la définition de P(g), le triangle du bas
est la définition de P(f) un peu déforme, et la figure extérieure est la définition
de P(f o g). Cela définit bien un foncteur contravariant P : C? — C.

On regarde maintenant le power-objet comme QX et on cherche a définir Qf

On remarque que f associe par image directe & chaque sous-ensemble de A,
un sous-ensemble de B, c’est-a-dire :

X—= A1 ,p
\ /
J(X)

On définit 'image de f comme suit :

eq —— AxP(A) =40

l lfo(e(idxf))

Im(e (f x id)) —— B x P(A)

On peut construire O/ comme 'adjoint de cette fonction caractéristique,
c’est-a-dire 'unique morphisme tel que :

OB x B
evp
Qf xidg Q
%n(e(idxf))
04 x B

Dans Ens, Qf : P(A) — P(B) est défini par X € A {f(z) |z e X}.
11 est ensuite un exercice de transposées de démontrer que Q4 = idga et
que Q9 = Q9. Ceci crée un foncteur covariant Q : C — C.

Conclusion sur les power-objet

On a vu et démontré que la structure de topos était une structure d’en-
sembles avec une notion interne de sous-ensembles, d’appartenance et d’égalité.
Il est donc naturel de penser les objets d’un topos comme étant des ensembles
généralisés, et le topos en lui-méme comme étant la théorie de ces ensembles.
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Cette théorie autorise toujours P(z) comme ensemble, autorise de séparer le
sous-ensemble {z | ¢} et pour toute fonction, les fonctions image et image in-
verse sont bien définies.
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5 La logique interne

Les ensembles de ZFC et inclusions forment une algébre de Boole, et donc
permettent d’interpréter des formules logiques. Nous allons maintenant montrer
qu’il en est de méme pour les topos.

5.1 Logique intuitionniste

La premiére maniére de parler de logique interne a un topos, est de motiver
lexistence de morphismes correspondant au connecteurs logiques A, v, —,=.
Ceci se fera sur base de 'exemple canonique de la catégorie Ens. Dans Ens,
nous avons {1,0} = Q. De plus nous avons la caractérisation de A, v, —,=> en
termes de fonctions caractéristiques, c’est-a-dire reformulé en termes internes
au topos. On peut donc définir les termes suivants (tirés de [2, ch6.6-7]) :

— 1. Dans Ens on a 01 : & — {-} qui n’a aucune image et donc représente

le sous-ensemble ¢F € P({-}). Sa fonction caractéristique est xo, : {-} —
{0,1} défini par xo,(-) = 0. Dans un topos on définit L= yo, et on
Iinterpréte comme étant la valeur de vérité "faux" en opposition a T qui
représente la valeur "vrai" ;

— —. Comme vu précédemment, la fonction L utilise précisément le sous-

ensemble de 2 que l'on souhaite caractériser. On pose — = x, et en
écrivant la définition, on remarque :

150
|
11— Q

Ce qui signifie que dans un topos quelconque on a —o 1= T. On remarque
que l'inverse est vrai aussi —o T =1

Pk

1

I

Q

Q
Il serait tentant de demander que — o — = idg mais cette égalité n’est
pas vérifiée en général. Nous reviendrons plus tard sur les conséquence
d’avoir cette égalité;

— . Dans Set n est la fonction caractéristique de I’ensemble {{1,1}} <
Q x Q. On définit donc N = x<1,7> avec (T, T): 1 —> Q x .

— . Avec une phrase A U B on souhaite soit que, ou bien le membre de

droite soit vrai, ou bien le membre de gauche. Il parait donc logique de
demander ces conditions sous la forme de ce diagramme :

L e i )

2 242 2
<Tm lfAU
2% 2
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Malheureusement le morphisme f n’est pas un mono. Comme on est
intéressé par son image, on peut faire la décomposition épi-mono :

2+2—>2><2

N

On peut donc définir U = x,,, ou m est image de [< Tq,idg >, <
,idQ,TQ >] Q4+ Q—-Qx Q;

— =. Dans Ens, cet opérateur est caractérisé par (<) = {(1,1), (0,1), (0,0)}.
On avait fait la remarque que cela donnait I'interprétation "au moins
aussi vrai que", ce qui justifie de nommer cet ensemble @

En termes interne au topos, on peut le reconstruire de la maniére sui-
vante : Sub(2) muni des opération U, N est un treillis. Tous les treillis
respectent :

r<YysS TNy =T,

Ce qui permet de reconstruire @ comme ’égalisateur de N et la projec-
tion sur x.
On définit donc == X@ ou @ est I’égalisateur de

Qxﬂp::m

On peut maintenant définir une interprétation dans un topos, de maniére
similaire aux interprétations dans les algébres de Boole de de Heyting.

Soit C un topos, une C-interprétation est une fonction V = &, — C(1,Q)
qui assigne & chaque variable une valeur de vérité et cette fonction est étendue

a ¢ par
V(~a)=—oV(a);
Viev p) =uolV(a),V(B));
— V(Oé A B) = nolV(a),V(B));
— V(a5 B) == o(V(a), V(B).
Une phrase « est C-valide si pour toute C-interprétation, on a V(a) = T.
Les morphismes U, n, —, = sont définis dans C(2,2). Par composition il
est possible de définir des opérateurs U, N, —, = dans C(A,Q) ~ Sub(A). On
demande que pour s,t € Sub(A) leur union (par exemple) soit le sous-objet
caractérisé par xs U x:. Ces opérateurs fournissent une structure d’algebre de
Heyting. Tout les détails sont parcourus dans [2, ch.7].
En particulier Sub(1) ~ C(1,£2) est une algébre de Heyting, ce qui implique
que la validité dans un topos se réduit a la validité dans l'algébre de Heyting
Sub(1). En corollaire, on obtient :

Corollaire 5.1.1. — La logique intuitionniste est toujours valide dans un
topos ;
— Si Sub(1) est une algébre de Boole alors la logique classique est valide
dans ce topos.

On se permet de mentionner la condition suivante.
Sont équivalents :
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Sub(€2) est une algébre de Boole;

Sub(A) est une algeébre de Boole pour tout objet A;

Dans Sub(®) on a [f] = [g] = ~[f] o [g]

Dans Sub(Q), [T] = —[L1];

Dans C, —— = idg;

Dans Sub(2) [T] a un complément (ce complément sera toujours [L]);
Dans Sub(2) on a [T] u [L] = [ida];

[T,L1]:1+1— Qest un iso. (141 est le coproduit de 1 avec lui-méme) ;

© ® N o W

i1 : 1 —> 1 + 1 est un classificateur de sous-objets;

,_.
e

Le diagramme suivant commute :

S48 xQ

V)

—— 2D

T .0

Un topos qui vérifie cette condition est appelé Booléen (par respect de la
condition 2) ou classique (d’aprés la condition 8). Un topos Booléen a bien sir
Sub(1) algebre de Boole, donc sa logique interne est classique.

La démonstration de toute ces équivalences se trouve dans [2, Ch7.3, 7.5,
8.3].

5.2 Logique intuitionniste de premier ordre

On va maintenant rajouter les connecteurs V,3 au topos. Les définitions
suivent [2, Ch.11.4], et un traitement plus catégorique est fait en [9, 13.6].

Dans la démonstration sur les power-objets 4.2.3, on avait une propriété
¢:A— Q"iln'y a qu'un élément de B en relation avec cet élément" et on a
vérifié si cette propriété était vraie pour tous les éléments de A. Il est naturel
de décrire cela comme la vérification de Ya € A[¢p(a)].
On avait demandé que lensemble {a | ¢(a)} € P(A) soit exactement A. Cela
signifie qu’ils ont la méme fonction caractéristique et on peut écrire V4 = x|,

2 p(a)

1
| b
1——Q

Pour l'existence, on va procéder de maniére similaire : on souhaite que C' =
{a | ¢(a)} ne soit pas vide.

Or on connait déja es= {(B,z) | B < A,z € A} donc la projection sur P(A)
nous donne tous les sous-ensembles non vides de A, sa fonction caractéristique
est donc une fonction qui est vraie exactement sur les ensembles non vides, c’est
la relation 4
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€qa —— P(A) x A

1 pr

im(E 7T73(A)) — P(A)

| [

1l —T—0

Il est possible maintenant de définir une interprétation d’un modéle de théo-
rie intuitionniste de premier ordre. Par souci de facilité, on se concentre sur
une théorie avec une seule relation binaire R, distincte de ’égalité, et une seule
constante ¢, afin d’avoir la vision la plus claire possible sans rajouter de com-
plexité calculatoire. L’extension a plusieurs relations et constantes se fait de
maniére intuitive. Les définitions viennent de [2, Ch11.4].

Soit U une théorie de premier ordre avec une relation binaire R, ’égalité
et une constante ¢. Un C-modele de la théorie est un triple (A,r,¢) = A avec
AeC,r:AxA—->Qetc:1— A
Soit une certaine phrase ¢ dépendant m € N variables, c¢’est-a-dire que toute ses
lettres se trouvent dans la liste vy, ..., v,,. Il est évident que pour un méme ¢,
plusieurs valeurs de m conviennent. On appelle un m qui convient, approprié a
¢. On peut regarder la réalisation de ¢ dans le modéle, c’est-a-dire

(bm = {(xlv"'7xm) e A™ |Z/{ ':¢($1,,$m)}
On a pris comme raccourci de notation :

A" =Ax ... x A
_—

m

Dans notre topos, pour un terme ¢, on associe a chaque m approprié, une fleche

Pt Ax - x A— A selon les régles suivantes :
m o __ p,,,;m Sit=’U2‘
P T et AT 1S A sit=c

La phrase [¢]™ est une fleche vers Q construite selon les régles suivantes :

— [t=u]™ =040, P

— [tRu]™ =7 olpi", pi');

— [o Al =[] ~ [¥]™;

— o vo]™ =[] v [¥]™;

— [~ ol™ = —lo]™;

— [e=> )™ = [o]™ = [¥I™;

— [Vvig]™ =Vaolol";

— [Buig]™ = 3a ool
avec || le fait de remplacer la iéme composante par une variable libre, for-
mellement c’est ’adjoint de :

M+1 m
Axam Ly qm 17 o

TZ»MJr1 A x A™ — A™ est défini par (w1, -, W1, W1, Wit , Tm . Cecl
correspond & transformer la iéme lettre en une variable.
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Il est également possible de définir le changement de variables :
6m[z/t] <7T1, e aﬂ-i—lataﬂ-i-kla o 77Tm>

qui remplace la iéme variable par le terme ¢ : A™ — A.

Les termes entre [-] sont définis sur des lettres qui potentiellement n’inter-
viennent pas dans la formule ¢. On peut donc supprimer ces lettres et avoir
un morphisme [¢]y : A™ — Q qui est défini sur les n variables dont ¢ dépend
vraiment. Pour cela on définit f : A” — A™ qui transmet les n variables dont
¢ dépend, le reste des variables ne jouent aucun roéle.

Formellement on peut définir pour ¢(v;,,--- ,v;, ) et g : A" — A quelconque,

f={4p1,+ ,pm) avec :

Tyt A" - A sij =i, pour un certain k
bj = .
! g sinon

et on définit [¢]u = [@]m o f

a4 50
[elv

Comme ¢ ne dépend pas de variables ou g intervient, cette définition ne dépend
pas du choix de g. Une démonstration plus en détail de ce fait se trouve dans
[2, Ch11.4]. La seule subtilité est le cas n = 0, ou il faut s’assurer que A n’est pas
vide. On peut alors dire que le modéle A vérifie ¢, noté A = ¢, ssi [¢]u = T an
ssi [#]™ = Tam pour un m approprié (et donc tous les m appropriés). La
notation est légérement trompeuse, [a]y; dépend non seulement de la théorie U
mais également du choix de modéle dans C.

La question maintenant est de savoir quelles régles de dérivations s’ap-
pliquent dans un topos. En premier lieu, on vérifie que le modus ponens s’ap-
plique toujours.

Théoréme 5.2.1. Si A= ¢ et A= ¢ D9 alors A=),

Démonstration. En prenant un m approprié pour ¢ et ¥ on a

[61™ = Tam, [¢]™ = [¥]™ = [6 =4I = Tam.

En interprétant C(A™, Q) comme une algébre de Heyting, alors dans cette al-
gébre on a T 4m qui est 1’élément maximum 1 et on sait que 1 = [¢]™ = 1.
On interpréte cela comme [)]™ est au moins aussi grand que 1, c’est-a-dire
1 < [[4]™. Comme 1 est le maximum, on en déduit que [¢]™ = 1 et donc
[£]™ = T am. Comme m est approprié & ¢ on en conclut que A = . O

Comme Sub(A™) est une algébre de Heyting, on sait que les régles de logique
intuitionniste sont toujours vérifiées dans un topos. De plus, vérifier :

Ak ¢y

veut dire par l'exercice précédent que [¢]™ est au moins aussi grand que []™
pour un m approprié. La transposition dans Sub(A™) donne le diagramme com-

mutatif :
m @le(@)} o,
[o] $12EW 4

4 {zeA™ ()}

[oI™
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Par abus de notation, on a noté [¢]™ pour le domaine canonique du sous-objet
classifié par [¢]™ : A™ — Q.
La vérification des régles intuitionnistes de premier ordre sont laissée en exercice.
Les détails se trouvent dans [2, Ch 11.5]. On remarque que le lemme 4.2.4,
implique que I’égalité interne dans un topos coincide avec 1’égalité externe.

On peut maintenant définir pour un topos, C = ¢ si A = ¢ pour tous les
C-modéles de U. En particulier la logique intuitionniste de premier ordre est
toujours vérifiée dans un topos.

5.3 Théorie des types

Cette méthode s’étend facilement a la théorie des types. Nous suivrons prin-
cipalement la construction de Johnstone dans [5, D1.2.3].

La théorie de Johnstone considére que les termes et variables ont des types,
mais que les phrases n’ont pas de type. Lambek et Scott considérent une théorie
dans laquelle les phrases ont un type () c’est-a-dire que les formules ¢ ont
une certaine valeur de vérité. Cette différence fait que Johnstone interpréte la
théorie en regardant ’extension d’une phrase en contexte x.¢. C’est-a-dire qu’il
considére le sous-ensemble du contexte

z.p={(z1,...,xm) x| UEO(x1,...,2m)}

tandis que Lambek considére la valeur de vérité (dans Q) de la phrase ¢. Tou-
tefois, au vu de I'équivalence Sub(Ay x -+ x A,) = C(Ay x -+ x A,, Q) les deux
reviennent au méme. On peut dans un cas définir une interprétation :

[.¢9] —— A; x -+ x Ay,

et dans ’autre cas une interprétation :

Ay s x A, 9o

Le choix de Johnstone se justifie par le fait qu’il étend U'interprétation a des ca-
tégories qui n’ont pas nécessairement un classificateur de sous-objets. Il obtient
ainsi des résultats beaucoup plus généraux sur des catégories moins restrictives
que les topos. Notamment, il montre qu’une catégorie cartésienne fermée est
un modéle d’une théorie A\, qui modéle le concept de fonction, curryfication et
composition. Dans notre cas, nous allons ignorer cette plus grande généralité
afin de simplifier les définitions.

Il faut faire attention & la maniére dont 1’équivalence du classificateur de
sous-objets est donné. En effet, & partir de xg — € il n’existe qu’un seul sous-
objet S, mais une infinité de morphismes qui correspondent au sous-objet. Si on
travaille dans une métathéorie avec I’axiome du choix, alors alors on peut fixer
un choix de représentant. Sinon il est nécessaire de demander ’existence d’un
choix canonique de sous-objets, par exemple dans la définition de topos.

Soit U une théorie des types intuitionniste et soit C un topos. On définit M
un C-modéle comme étant le choix de :

— Un objet A; pour tout les types A;j;

— Un morphisme R: A7 x --- x A,, — € pour toute relation R d’arité n.
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Par souci de lisibilité, tout ce qui est dans la théorie est noté en gras tandis que
les objets et morphisme du topos sont écrits normalement. On demande de ce
choix qu’il respecte les conditions suivantes :

— 1 est 'objet correspondant au type 1;

— ) est I'objet correspondant au type €2;

— A x B est l'objet correspondant au type A x B;

— P(A) est 'objet correspondant au type P(A).

Dans ce modéle, pour un terme en contexte X.t, avec t de type B, on associe
une interprétation [Z.¢] : X = Ay x -+ x A, — B. et pour une formule X.¢, on
associe une valeur de vérité [Z.¢] : X — Q, de la maniére suivante :

— Si t est une variable x; du contexte alors [Z.f] = m; est la projection
mi X =A1 x---x A, —> A;;

— Sit est m, de type 1 alors [Z.t] =!x : X — 1;

— Si t est ¢ un constante de type B alors [Z.t] =!xc;

— Sitest T alors [Z.t] = Tx;

— Sitest L alors [#.t] =Lx;

— Sitest (r,s) de type By x Bg alors [Z.t] = {[Z.r], [£.s]) : X — By x Ba.
On peut retrouver r et s grice aux projections canoniques du produit
dans C. Ces projections correspondent aux fonctions fst et sec;

— Sigestach, avec a: B, et §: P(B) alors [7.¢] = ([Z.a], [£.0])evs ;

— Si ¢ est une relation entre des éléments R(ay,az,...,ay,), alors [Z.¢] =
([Z.a1], [Z.a2], . . ., [Z.an])R;

— Si ¢ est une formule logique, par exemple a A b,a v b,a > b, —a alors
[Z.4] = [Z.a] A[Z.5] (respectivement v, =, —. Dans un cadre plus général
on peut accepter, si a,b sont de type A # Q, que (a A b) soit de type
A. Dans ce cas, il s’agit de I'objet correspondant dans 1’algébre des sous-
objets, c’est-a-dire [Z.t] est le sous-objet caractérisé par X[z.a] A X[z.b],
ou de maniére équivalente, le sous-objet décrit par {z € A | a A b};

— Si B = P(C) et t = {z :C | ¢} en supposant que z n’est pas une va-
riable du contexte, alors [Z.t] est le nom de la relation classifiée par
[Z, z.¢], au sens de la définition 4.2.1. On attire Pattention sur le fait que
{x € A| ¢} est un sous-objet de A, c’est-a-dire une fleche vers A, tandis
que [z.{x : A| ¢}] est un élément de P(A);

— Si ¢ = 3y.B¢ alors [Z.¢] = Ip o [[Z,y.4]]. Cette définition plus concise
est exactement la méme construction que dans le cas de premier ordre;

— Si ¢ = Vy.g¢ alors [Z.¢] = Vg o[[Z,y.9]];

— Formule de changement de variables : Si y est un contexte acceptable
pour t :C et soit s; du méme type que yj, avec X un contexte approprié
aux s;. Alors [Z.t(s/y)] est la composée :

@il Eom])

A x---x A le~-~meM>C

A nouveau, le seul contexte qui va étre important est le contexte cano-
nique, contenant seulement les variables dont dépend ¢.
Nous sommes désormais en mesure d’interpréter un modéle M dans C. On dit
M satisfait ¢ -, ¢ si [Z.¢] < [Z.9] dans algebre C(X, ) ~ Sub(Ay x---x A,).
On dit M est un modéle d’une théorie U si tous les séquents de U sont satisfaits
par M.

Théoréme 5.3.1. Dans un topos, les axiomes de la théorie des types intuition-
niste sont verifiés.
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Démonstration. 1l suffit de développer le tout. Par I'équivalence entre séquent
et phrases mentionné en 1.3.4, on a déja montré que les axiomes logiques et du
premier ordre sont vérifiés. Il ne reste plus qu’a vérifier les axiomes supplémen-
taires.

Montrons lextensionnalité : T t,, {z : A | z € w} = w. Les autres séquents
se font de la méme maniére.
Ce séquent signifie que dans le contex