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Introduction
Il est parfois dit que les topos constituent le cadre dans lequel se déroulent

les mathématiques, que pour tout sujet mathématique il existe un topos ap-
proprié pour traiter le sujet. L’objectif de ce mémoire est de comprendre cette
affirmation, en particulier ce que signifie : les topos sont un cadre mathématique.

Le sujet étant vaste, il a été restreint et concentré sur le lien entre la théorie
des ensembles et les topos. Cela a mené à quatre grands résultats qui seront
exposés dans ce mémoire :

— Le topos est une structure d’ensembles ;
— Le topos contient une structure logique ;
— Le topos contient une structure d’ensembles ;
— Le topos est une structure logique.
Les liens entre la théorie des ensembles et la logique sont eux-mêmes plus

anciens que la découverte des topos comme base de la mathématique. Il m’a
semblé nécessaire de redéfinir et redémontrer certains des liens déjà existants
entre les deux.
Dans ce mémoire, j’ai fait le choix de parcourir les pré-requis dans un ordre
philosophique, c’est-à-dire dans un premier temps voir les mathématiques d’un
point de vue Logiciste et ses différentes formalisations de la théorie des en-
sembles. Ensuite je parlerai de la vision classique/Bourbakiste, c’est-à-dire voir
les outils mathématiques comme étant des ensembles avec des propriétés supplé-
mentaires. Finalement, j’adopterai le point de vue catégorique et j’introduirai
les topos en termes de relations internes et externes.
La quantité de matière étant conséquente, de nombreuses preuves ont du être
omises. J’ai fait le choix de garder principalement les preuves d’ordre catégo-
rique, mais de laisser des références précises pour celui qui souhaiterait lire
la preuve. Ma contribution se situe principalement dans la compréhension, re-
formulation et harmonisation des résultats qui se trouvent dans les livres de
référence. En particulier chaque auteur a sa conception ontologique des mathé-
matiques, qui se traduit par un cadre métamathématique, et certaines incom-
patibilités émergent lorsque l’on rassemble les résultats.
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1 La théorie derrière la théorie des ensembles

Introduction
Une des manières de voir les mathématiques est comme une partie de la

logique : une collection d’axiomes et de règles de déductions logiques. Dans cette
perspective, on ne parle pas, par exemple d’un groupe abélien en particulier mais
du concept de groupe abélien et on développe la théorie des groupes abéliens.
C’est-à-dire qu’on ne manipule pas les éléments d’un groupe particulier (appelé
modèle de la théorie) mais directement les axiomes des groupes abéliens et les
règles de logique.

Une distinction importante est que les objets en eux-mêmes n’existent pas
forcément. Ainsi la théorie des groupes parle de lettres ai et de relations R qui
respectent certaines propriétés. Un groupe est un modèle de la théorie et ses
éléments et relations existent et peuvent être manipulés, mais dans la théories
en elle-même, les lettres ai et R ne sont pas des éléments et ne peuvent pas
être manipulés. En particulier, l’ensemble de toutes les phrases démontrables
dans une certaine théorie, s’il existe, n’existe que dans une métathéorie des
mathématiques, mais pas dans le cadre formaliste.

Nous allons définir le langage propositionnel, la logique classique et intui-
tionniste, pour ensuite étendre à la logique de premier ordre, donner quelques
exemples utiles et enfin parler de la théorie des types intuitionnistes basée sur
l’égalité.

1.1 Définitions formelles de théorie
Un système axiomatique, aussi appelé théorie, est composé de :
— Un alphabet et des règles de construction de phrases ;
— Une collection de phrases distinguées, appelées axiomes ;
— Des règles d’inférence qui déterminent comment trouver de nouvelles

phrases à partir des autres.
On définit formellement une démonstration comme étant une liste de phrases
propositionnelles qui sont soit des axiomes, soit dérivables à partir des phrases
précédentes de la liste (via les règles d’inférence). On définit la dernière phrase
d’une preuve comme étant un théorème. On dit d’un système qu’il axiomatise
tout les théorèmes.

1.1.1 Le langage propositionnel

Soit un langage composé d’une infinité de variables ai et des lettres ^,_,„
,Ą, q, p.
On peut former des phrases par induction sur les règles suivantes :

— Les variables ai sont des phrases ;
— Si α est une phrase alors p„ αq est une phrase ;
— Si α, β sont des phrases alors pα^ βq, pα_ βq, pα Ą βq sont des phrases.

Les parenthèses seront omises quand la lisibilité ne sera pas remise en question.
Parfois elles seront remplacées par des crochets, r¨ ¨ ¨ s, à nouveau dans un souci
de lisibilité.

On note Φ0 l’ensemble des lettres et Φ celui des phrases constructibles avec
cette méthode.
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En fonction de la formalisation que l’on fait, on aura un groupe distingué
de phrases, qui seront les phrases intéressantes de notre théorie. Elles seront
appelées tautologies, phrases valides, phrases démontrables, ou encore phrases
vraies selon le contexte.

Ces premiers exemples viennent de [2].

1.1.2 La logique classique CL, et intuitionniste IL

Comme premier exemple on a l’axiomatisation de la logique classique. On
reprend le langage propositionnel et distingue certains axiomes. Les axiomes
sont toutes les phrases de la forme :

1. α Ą pα^ αq ;
2. pα^ βq Ą pβ ^ αq ;
3. pα Ą βq Ą ppα^ γq Ą pβ ^ γqq ;
4. ppα Ą βq ^ pβ Ą γqq Ą pα Ą γq ;
5. β Ą pα Ą βq ;
6. pα^ pα Ą βqq Ą β ;
7. α Ą pα_ βq ;
8. pα_ βq Ą pβ _ αq ;
9. ppα Ą γq ^ pβ Ą γqq Ą ppα_ βq Ą γq ;
10. „ α Ą pα Ą βq ;
11. ppα Ą βq ^ pα Ą„ βqq Ą„ α ;
12. α_ „ α.

On indique également une règle d’inférence, qui permet à partir de phrases
distinguées (les axiomes dans ce cas-ci) de déduire une nouvelle phrase distin-
guée :

1. à partir des phrases α et α Ą β on peut déduire β
avec α, β des phrases propositionnelles.

On définit également le système axiomatique intuitionniste IL, qui est défini
de la même manière mais sans les axiomes générés par le tiers exclu (règle 12). Ce
système axiomatise la logique intuitionniste inspirée par Brouwer. Brièvement
c’est une théorie ontologique des mathématiques qui pose que les mathématiques
sont inventées et non découvertes. En conséquence, le tiers exclu n’a pas de sens
car un énoncé mathématique ne devient vrai (ou faux) qu’à partir du moment
où il est démontré.

1.2 Langage du premier ordre
La théorie de logique classique ou intuitionniste n’est pas suffisamment puis-

sante pour faire des mathématiques. Il manque notamment le concept de variable
et de relation. Nous allons donc créer un modèle plus puissant, appelé un lan-
gage élémentaire du premier ordre (1er ordre car @ est défini seulement sur les
éléments et pas sur les relations). Il est possible de définir un modèle général,
mais nous nous restreindrons au cas le plus simple, une seule constante et une
ou deux relations binaires. Dans un cas général R peut être une relation entre
n élément, on appelle cela l’arité de R.
Soit un modèle avec les symboles suivants :
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— Une constante c ;
— Des variables v ;
— Des relations R ;
— Le symbole @ ;
— Le symbole D.

La construction de phrases se fait selon les règles suivantes :
— Les formules se construisent de manière identique ;
— Si t, u sont des termes (variable ou constante) et R une relation alors tRu

est une formule ;
— Si φ est une formule et v une variable alors p@vqφ et pDvqφ sont des

formules ;
— Dans le cadre précédent on dit que la variable v n’est pas libre ou occupée.

Si une variable apparaît sans être occupée par un quantificateur (@, D)
alors on dit qu’elle est libre. Une formule est bornée quand toutes les
variables sont occupées. Si une formule a encore des variables libres, alors
on dit que c’est une formule ouverte.

Comme nous avons des variables et des termes distingués, il va être utile de
noter le remplacement d’une variable par un terme. Si φpvq est une formule
ouverte, libre en v, on note φpv{tq pour la formule avec t à la place de v. Bien
que les termes et les formules sont tous les deux des phrases, il paraît logique
de dire d’une formule qu’elle est vraie ou fausse, mais pas pour un terme. Cette
disparité sera adressée quand nous allons interpréter les phrases logiques.
Les théories classiques (respectivement intuitionnistes) de premier ordre ont
comme axiomes tous les axiomes de la forme admise en logique classique (resp.
intuitionniste).
On rajoute en plus comme axiomes toutes les phrases de formes suivantes :

— @vφpvq Ą φpv{tq pour t un terme et φpvq libre en v ;
— φpv{tq Ą Dvφpvq pour t un terme et φpvq libre en v.

On rajoute les règles d’inférences suivantes :
— À partir de φ Ą ψ on peut déduire φ Ą p@vqψpvq si v n’est pas libre dans

φ ;
— À partir de φ Ą ψ on peut déduire pDvqφpvq Ą ψ si v n’est pas libre dans

ψ.
Bien souvent, notre modèle va avoir une relation d’égalité distinguée qui

respecte les axiomes suivants : pour tout terme t, u et formule φpvq libre en v
— tRt ;
— ptRuq ^ φpv{tq Ą φpv{uq.

Cette relation distinguée sera notée “.
Nous laissons en exercice au lecteur le soin de démontrer que ces deux

axiomes impliquent les propriétés usuelles de réflexivité, symétrie et transiti-
vité.

1.2.1 Exemples

Nous pouvons formaliser la théorie des ensembles Z0 et ensuite ZFC, qui
servira de cadre pour le reste des mathématiques lors de la conception suivante.

Une théorie des ensembles Z0 est un modèle avec les relations “, P qui res-
pectent les axiomes suivant.
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Définition 1.2.2. On note a ” b pour pa Ą bq ^ pb Ą aq
v Ď u pour @wpw P v Ą w P uq
D!vφpvq pour Dvrφpvq ^ @wpφpwq Ą v “ wqs

Soit une théorie Z0 avec les axiomes suivants :
1. Le symbole “ respecte les axiomes d’égalité ;
2. Extensionnalité : p@tqpt P u ” t P vq Ą u “ v ;
3. Ensemble vide : pDtqp@vqp„ pu P tqq ;
4. Paire : @u@vDtp@wpw P t ” w “ u_ w “ vqq ;
5. Powerset : @uDtp@vpv P t ” v Ď uqq ;
6. Union : @uDtp@vpv P t ” Dwpw P u^ v P wqq ;
7. Séparation bornée : @uDtp@vpv P t ” v P u^ φpvqqq avec φ borné.
En fait l’axiome de séparation encode le lien entre une phrase proposition-

nelle, une fonction et les ensembles. Une phrase logique peut être vue comme
une fonction qui prend des valeurs de vérité et renvoie une valeur de vérité. Mais
il est également possible de voir cette phrase logique comme étant une fonction
caractéristique qui, pour chaque élément d’un ensemble de départ, nous indique
s’il fait partie d’un sous-ensemble distingé.
En particulier, l’axiome de séparation nous permet de séparer le sous-ensemble
qui a la propriété φ.
En combinant l’axiome de séparation avec l’axiome d’extensionnalité, on obtient
que le sous-ensemble est unique (car défini en terme de ses éléments).
Cela nous permet d’introduire la notation suivante tu : φu qui est la collection
de tous les ensembles u pour lesquels φpuq est vrai ou démontrable.
Il faut faire attention que la notation tu : φu, n’est pas toujours un ensemble
qui existe dans la théorie. Par exemple si φ “„ pu “ uq alors tu : φu ne sera
bien défini que si la théorie admet un ensemble vide. La raison est que même si
l’axiome de séparation nous garantit que l’on peut prendre le sous-ensemble de
u avec la propriété φ, il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.

On note également pu, vq pour l’ensemble ttuu , tu, vuu. L’intuition est qu’on
met u en premier et ensuite v, mais le principal est que cette notation nous
permet de déduire l’ordre, en particulier on peut déduire la phrase suivante :

rpu, vq “ pt, wqs ” ru “ t^ v “ ws

On définit maintenant les notations
— tpu, vq : φu pour tt : DuDvrt “ pu, vq ^ φsu ;
— H pour l’ensemble vide ;
— OPpuq pour Dt, Dvru “ pt, vqs ;
— Relpuq pour @vrv P u Ą OPpvqs ;
— Fonctpuq pour Relpuq ^ @v@t@wrpv, tq P u^ pv, wq P u Ą t “ ws ;
— Dompuq pour tt : Dvrpt, vq P usu ;
— Impuq pour tt : Dvrpv, tq P usu ;
— g ˝ f pour tpt, wq : Dsrpt, sq P f ^ ps, wq P gsu.
Ceci permet de définir une fonction par son graphe, c’est-à-dire une fonction

est une relation entre deux ensembles A,B qui associe à chaque élément de A
un seul de B.

Z0 est une théorie des ensembles, mais il lui manque certains axiomes pour
pouvoir rendre compte de l’usage moderne des mathématiques. ZFC est la
théorie munie des axiomes de Z0 et des axiomes suivants :
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— Infini, N : Dur0 P u^ @vpv P u Ą v
Ť

tvu P us ;
— Choix "si u est un ensemble d’ensembles non vides, alors il existe une

fonction de choix" @u@vrpFonctpuq^ „ pDompuq “ Hq ^ Impuq Ď vq Ą
Dtpfonctptq ^Domptq “ v ^ Imptq Ď Dompuq ^ u ˝ t ˝ u “ uqs ;

— Régularité : @up„ pu “ Hq Ą Dvpv P u^ v
Ş

u “ Hqq ;
— Remplacement : "si la phrase φpu, vq se comporte comme une fonction

alors l’image d’un ensemble est un ensemble"

@u@v@wrφpu, vq ^ φpu,wq Ą v “ ws Ą @tDsps “ tv : Dupu P t^ φpu, vquq.

Le C de ZFC fait référence à l’axiome du choix, un peu plus controversé et il
est parfois fait mention de ZF pour parler du système sans l’axiome du choix.

Il est possible de démontrer que l’axiome du choix implique le tiers exclu et
donc cette théorie des ensembles n’est pas intuitionniste. Il existe plusieurs axio-
matisations des ensembles qui permettent de rester dans le cadre intuitionniste,
comme par exemple CZF et IZF .

On remarquera également la relation entre une formule φ et l’ensemble
tu : φu. Ainsi que la relation qui est faite entre les fonctions et les formules,
en particulier le remplacement dit que si φ se comporte comme une fonction,
alors il existe une fonction appropriée. Il a parfois été considéré que la fonc-
tion est un outil de base et qu’il est possible de définir les ensembles en termes
d’images de fonctions. Cela se fait encore parfois en fondement catégorique.

1.3 Théorie des types
La théorie des types ajoute la notion que les constantes et variables ont

certains types qui ne peuvent pas se mélanger. Par exemple, un ensemble, un
nombre et une fonction auront des types différents. Dans ce contexte-là, les
symboles @, D devront indiquer sur quels types ils quantifient. Toutes les théo-
ries précédentes peuvent se traduire en théorie des types, un type pour les objets
et un pour les quantificateurs.
Nous allons maintenant donner la définition d’une famille de théories de deux
manières équivalentes. Ces formulations viennent de [6, II.1-2]. Toutes les théo-
ries qui ont au moins les axiomes de la théorie des types et les règles de dérivation
de la théorie des types seront appelé des théories des types intuitionniste.

1.3.1 La théorie des types intuitionniste

Elle est composée de :
— Une collection de types, y compris un type distingué Ω de vérité et un

type 1 ;
— Pour chaque type, des éléments, en particulier une infinité de variables

de ce type. On note x : X pour dire que x est de type X ;
— Pour chaque ensemble fini X de variables, une relation binaire d’implica-

tion $X entre des termes des formules de Ω tels que toutes les variables
libres sont de type de X. Cela s’interprète comme "dans le contexte X,
la formule à gauche implique celle de droite".

On demande en plus les règles suivantes :
˚ La classe de types est fermée sous les opérations suivantes :

— 1 et Ω sont des types ;
— si X,Y sont des types alors X ˆ Y est un type et P pXq est un type ;
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— On autorise qu’il y ait des types en plus et des identifications entre
types. Ainsi, on pourrait demander Pp1q “ Ω, pA ˆ Bq ˆ C “ A ˆ
pB ˆ Cq ou PpAˆBq “ PpAq ˆ PpBq.

˚ Les éléments sont générés à partir des règles suivantes :
— Il existe une infinité de variables xA1 , xA2 , . . . de type A ;
— ‚ : 1 ;
— si a : A, b : B alors pa, bq : AˆB ;
— si a : A, θ : PpAq alors pa P θq est de type Ω ;
— si φpxq : Ω qui peut éventuellement avoir une variable libre x : A,

alors tx : A | φpxqu est un terme de type PpAq ou x n’est plus libre ;
— J : Ω et K: Ω ;
— si p, q : Ω alors p_ q, p^ q, p Ą q sont de type Ω ;
— si φpxq : Ω alors @xPAφpxq et DxPAφpxq sont des termes de Ω et x n’est

plus libre.
On définit comme raccourci de notation :
— Les mêmes notation que 1.2.2 ;
—  α pour α ĄK ;
— a “ a1 pour @u:PpAqra P u ” a1 P us ;
— $X α pour J $X α ;
— $ pour $H.
[6] crédite Leibniz pour la définition d’égalité.
On donne maintenant les règles de construction de phrases.
˚ Règles structurelles :
— α $X α ;
— α $X β, β $X γ implique α $X γ ;
— α $X β implique α $XYtyu β ;
— φpyq $XYtyu ψpyq implique φpbq $X ψpbq si y est une variable de type

B et b un terme de type B. On demande cependant que B soit non
vide et qu’aucune variable libre de B ne soit utilisée par φ ou ψ.

˚ Règles logiques :
— α $X J ;
— K$X α ;
— γ $X α^ β si et seulement si γ $X α et γ $X β ;
— γ _ α $X β si et seulement si γ $X β et α $X β ;
— γ $X α Ą β si et seulement si γ ^ α $X β ;
— α $X @y:Y φpyq ssi α $XYtyu φpyq ;
— Dy:Y φpyq $X α ssi φpyq $XYtyu α.

˚ Règles supplémentaires :
— Compréhension :

— $X @x:Arx P tx
1 : A | φpx1qu ” φpxqs ;

— Extensionnalité :
— $ @u:PA@v:PAr@x:Apx P u ” x P vq Ą u “ vs ;
— $ @s:Ω@t:Ωrps ” tq Ą s “ ts ;

— Produit :
— $ @z:1z “ ‚ ;
— $ @z:AˆBDx:ADy:Bz “ px, yq ;
— $ @x:A@x1:A@y:B@y1:Brpx, yq “ px

1, y1q Ą px “ x1 ^ y “ y1qs.
—
On peut également rajouter un type distingué N des nombres naturels, qui

satisfait les axiomes suivants :
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— 0 : N ;
— x : N implique Sx : N ;
— Axiomes de Peano :
— $ @x:NpSx “ 0 ĄKq ;
— $ @x:N@y:NpSx “ Sy Ą x “ yq ;
— $ @u:PNrp0 P u^ @x:Npx P u Ą Sx P uqq Ą @y:Ny P us.
De plus cette théorie intuitionniste peut être rendue classique en rajoutant

l’axiome @t:Ωpt_ tq ou bien @t:Ωp  t Ą tq. Ces deux axiomes sont équivalent
en ce sens qu’avoir l’un des deux implique l’autre.

Il est en réalité possible de réduire cette théorie, en définissant les termes
K,^D en terme de @,_,Ą. Dans ce cas tous les axiomes contenant ces termes
deviennent des théorèmes démontrables dans la théorie. On procède comme
suit :

— K est défini par @t:Ωt ;
— α_ β par @t:Ωprpα Ą tq ^ pβ Ą tqs Ą tq ;
— Dx:Aφpxq par @t:Ωp@x:Arφpxq Ą ts Ą tq.
Il est même possible d’aller plus loin et de définir tous les termes logiques

en fonction de l’égalité et l’inclusion.

1.3.2 La théorie des types basée sur l’égalité

La construction est fort similaire, on mentionne uniquement les règles qui
changent. Toutes les règles avec les symboles ^,_,Ą, D,@ sont enlevées et on
rajoute à la place :

— si a : A et a1 : A alors a “ a1 est un terme de Ω.
Le symbole $X quant à lui n’est plus vu comme une relation binaire, mais
comme une relation entre un ensemble Γ de formules (appelés hypothèses) et
une formule (thèse). On écrit donc Γ $X α pour dire que α est induit par
tφ1, . . . , φnu. On suppose que toutes les variables libres de Γ sont des éléments
de X. Par souci de lisibilité on notera parfois φ1, . . . , φn $X α.
Si n “ 0, c’est-à-dire Γ “ H alors on note $X α. De même, si X “ H on notera
$.
Les axiomes à rajouter sont :

˚ Règles structurelles :
— Γ $X α et ΓY tαu $X β implique Γ $X β ;
— Γ $X α implique ΓY tβu $X α ;

˚ Règles d’égalité :
— $X a “ a ;
— a “ b implique φpaq $X φpbq en supposant que a et b peuvent être

substitués à x dans φpxq ;
— Γ, α $X β, Γ, β $X α implique Γ $X α “ β ;

˚ Autres règles :
— pa, bq “ pc, dq $X a “ c ;
— pa, bq “ pc, dq $X b “ d :
— $X px P tx

1 : A | φpx1quq “ φpxq avec x un élément de X et de type
A ;

— $z z “ ‚ si z : 1 ;
— Γ $XYtxu φpxq “ x P θ implique Γ $X tx : A | φpxqu “ θ ;
— Γ, z “ px, yq $XYtx,y,zu φpzq implique Γ $XYtzu φpzq.

On définit les expressions J,^,Ą,@ comme suit
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— J est le terme ‚ “ ‚ ;
— α^ β est l’abréviation de pα, βq “ pJ,Jq ;
— α Ą β remplace α^ β “ β ;
— @x:Aφpxq est défini par tx : A | φpxqu “ tx : A | Ju.

En remplaçant Γ “ tα, β, . . . u par α^β^ . . . , on trouve que les deux définitions
sont équivalentes. Les détails sont dans [6, II.2.2-4].
Il est remarquable qu’à partir d’une théorie avec la notion d’égalité et d’appar-
tenance, on puisse déduire tous les axiomes logiques. Cela laisse penser que la
théorie des ensembles contient tous les outils pour former la logique à partir des
intersections et unions et à l’inverse, que les connecteurs logiques sont suffisants
pour définir les opérations d’ensembles. Ce parallélisme trouve sa place dans les
topos qui pourront être interprétés comme une théorie logique ou comme une
catégorie des ensembles généralisée.

On appelle une théorie des types, toute théorie qui a les axiomes et règles
de dérivations précédents. On appelle la théorie des types, la théorie minimale,
c’est-à-dire celle qui a uniquement les axiomes requis pour être une théorie des
types.

1.3.3 Les τ-théories

Cette famille de théories des types de [5] est fort semblable à la précédente,
mais avec un peu plus de redondance.

Une τ -théorie a des types générés par les produits et power-types. À nouveau,
1 et Ω sont des types de base. Elle admet les symboles ^,_ Ą  , PA,“A, avec
les mêmes règles que les deux théories précédentes.

Un contexte est une liste ~x “ x1, . . . , xn de variables distinctes. Le cas n “ 0
est autorisé et dans ce cas ~x “ H. Si y est une variable qui n’est pas dans ~x alors
~x, y est le contexte auquel on a rajouté y à la fin de la liste. On écrit ~x.t (resp.
~x.φ) pour le terme t (formule φ) dans le contexte ~x. On considère uniquement
des contextes acceptables, c’est-à-dire où toutes les variables libres de t (de φ)
sont inclues dans le contexte ~x. Dans ce cas, on peut interpréter α $~x β comme
"dans le contexte ~x, α implique β".

Si t : A ˆ B alors il existe une fonction fstptq : A et secptq : B, ce qui
revient en pratique à demander que les termes de A ˆ B soient de la forme
t “ px : A, y : Bq, de manière similaire avec la théorie précédente.

Les règles de power-types sont changées par les suivantes :
— Extensionnalité : J $w pw “ tx : A | x PA wuq pour w : PpAq ;
— Collection : pz P ty : A | φuq $~x,z φpz{yq et son inverse, avec φ qui a

toutes ses variables libres dans ~x, y.
On définit la théorie comme étant l’ensemble des séquents de la forme α $~x β
qui sont dérivables dans la théorie.

1.3.4 Remarque

Remarquons que il est équivalent de demander un séquent α $~x β et la
phrase$ @~xpα Ą βq. Ici @~x est la concaténation de @y:ixi

pour toutes les variables
du contexte ~x. On dira que la phrase φ est dérivable dans τ pour dire que le
séquent $ φ est dérivable.

Avec cette équivalence, on remarque que les règles logiques correspondent
aux axiomes de la logique intuitionniste de premier ordre, que les règles struc-

9



turelles sont les règles de dérivation et les autres règles sont des axiomes de
théories des ensembles.

1.3.5 τ-théorie vs théorie des types

Johnstone affirme dans [5, D4.1] que son approche (τ -théories) est équiva-
lente à celle de Lambek et Scott (théorie des types intuitionniste) et les deux
auteurs arrivent à une équivalence de catégories avec les topos, mais il y a des
différences que je ne suis pas parvenu à réconcilier. En premier lieu Johnstone
demande que les types soient librement générés à partir d’un ensemble donné,
ce qui exclut les identifications entre types possibles dans la théorie de Lambek.

Ensuite Johnstone garde la différence PA, avec en théorie un symbole pour
chaque type. Toutefois comme ce symbole ne peut être utilisé qu’avec un seul
type qui le précède, il n’y a pas d’ambiguïté à retirer l’indice A.

Une autre différence est l’utilisation de termes en contexte. De plus Johns-
tone demande que le compte des variables libres soit fait dans la théorie en
elle-même avec une fonction de variable libre FV , tandis que ce compte se fait
de manière externe à la théorie par Lambek.

Enfin Johnstone demande l’existence externe d’éléments a, b tel que t “ pa, bq
tandis que Lambek demande la version interne @t:AˆBDa:ADb:Bpa, bq “ t. En
pratique cela a peu d’importance car 5.4 montre que dans un topos l’existence
interne implique l’existence externe dans un topos.

Mentionnons finalement que ces théories sont introduites dans un cadre Lo-
giciste, c’est-à-dire que les types ne sont pas des objets qui existent, on demande
seulement s’ils existent, quelles propriétés seraient démontrables. Osius prend
ce point de vue dans [10], mais Lambek et Scott, et Jonhstone sont dans un
autre cadre métathéorique et considèrent que les types et les phrases sont des
objets qui existent et peuvent être manipulés.
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2 Les ensembles et fonctions comme notions de
base

2.1 Introduction
Dans la conception courante des mathématiques, on ne s’intéresse pas à la

théorie pure, mais plutôt aux ensembles qui vérifient les axiomes. On appelle un
ensemble et relations qui satisfont les axiomes d’une certaine théorie, un modèle
de cette théorie. Par exemple, un ensemble et une opération qui satisfont les
axiomes de groupe sera un modèle de la théorie des groupes, ou encore un
groupe. La conception Bourbakiste considère les outils mathématiques comme
rien de plus qu’un ensemble d’éléments muni de structures supplémentaires.
Dans ce cadre, la théorie des ensembles est considérée comme donnée et le
reste se construit dessus. Notre métathéorie est la théorie des ensembles (et des
mathématiques) dans laquelle on évolue pour construire le reste. Sans précisions,
la métathéorie est ZFC.

Dans ce cadre, tous les ensembles de la métathéorie existent et peuvent être
manipulés. En particulier une théorie logique est confondue avec le modèle de
sa représentation, c’est-à-dire que l’on considère que les lettres ai et les relations
R existent et respectent les axiomes de la théorie.

La notion d’ensemble comme fondation des mathématiques, bien que do-
minante aujourd’hui n’est pas garantie. On pourrait argumenter que la notion
de fonction est tout aussi basique et dans la pratique les deux ne se dissocient
pas tellement. NBG a ainsi oscillé entre une axiomatisation d’ensembles et une
axiomatisation en terme de fonctions [3].

2.2 Retour sur la logique classique
Pour cet exemple, nous allons combiner l’approche logique, l’approche en

termes d’ensembles et en termes de fonctions pour illustrer les différents points
de vue sur les mêmes objets mathématiques. Cette approche nous vient direc-
tement de [2, Ch6.2-4].

Reprenons les phrases propositionnelles, définies en 1.1. Supposons que les
variables ai aient une certaine valeur de vérité (que l’on considérera juste vrai
ou faux pour commencer). On veut maintenant interpréter ces phrases. L’idée
est d’associer à une variable ai une valeur de vérité comme par exemple vrai ou
faux, et ensuite étendre cette valeur de vérité à d’autre phrases par les relations
suivantes :

— α_ β est vrai si α ou β sont vrais ;
— α^ β est vrai si α et β sont vrais ;
— „ α est vrai si α est faux ;
— α Ą β est vrai si "α implique β ".
On peut associer à chaque connecteur logique une table de vérité. On désigne

par 1 (resp. 0) le fait qu’une proposition soit vraie (resp. fausse).

Le connecteur „ est défini par la table suivante

α „ α
1 0
0 1
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On obtient donc une fonction  : t0, 1u Ñ t0, 1u.
Comme cette fonction a valeur dans t0, 1u on peut la voir comme une fonction
caractéristique d’un sous-ensemble (en l’occurrence t0u).
Un raisonnement similaire est fait pour les autres connecteurs logiques

α β α_ β
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

En notant 2 “ t0, 1u, ce connecteur définit (ou est défini par) une fonction
Y : 2ˆ 2 Ñ 2 et (de manière équivalente) un sous-ensemble tp1, 1q, p1, 0q, p0, 1qu

α β α^ β
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Pareil pour X : 2ˆ 2 Ñ 2 et le sous-ensemble tp1, 1qu.

α β α Ą β
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Enfin, on a ñ: 2ˆ 2 Ñ 2 et le sous-ensemble tp1, 1q, p0, 1q, p0, 0qu.

Remarque

Concernant l’implication, ce que signifie précisément "a implique b" n’est pas
toujours clair dans le langage familier et les logiciens ont plusieurs définitions. La
table de vérité ici provient de l’argument que nous souhaitons éviter de déduire
quelque chose de faux à partir de prémisses vraies. Cependant le sous-ensemble
désigné peut également être retrouvé à partir de ď “ tpa, bq | a ď bu, ce qui
suggère la définition suivante : α Ą β si β est au moins aussi vrai que α. Ce sera
notre intuition pour Ą dans la suite.

2.2.1 Interprétation bivaluée

Nous pouvons maintenant écrire formellement une interprétation de notre
langage propositionnel.
Une interprétation est une fonction V : Φ0 Ñ t0, 1u » tV rai, Fauxu étendu à-
Φ par les règles suivantes :

— V p„ αq “  V pαq ;
— V pα_ βq “ V pαq Y V pβq ;
— V pα^ βq “ V pαq X V pβq ;
— V pα Ą βq “ V pαq ñ V pβq.
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Les ensembles Φ0 et Φ sont ceux définis en 1.1.1.
Il y a un ensemble de phrases propositionnelles qui se distingue par la pro-

priété d’être vrai pour toutes les interprétations. On appelle ces phrases des
tautologies. Il est possible de démontrer que ce sont exactement les phrases dé-
montrables dans le système de logique classique CL. La démonstration se fait
en démontrant que les axiomes de bases sont des tautologies et ensuite que
l’ensemble des tautologies est fermé par les règles de dérivations.

En prenant la convention qu’un énoncé est vrai s’il n’a aucun contre-exemple,
alors on peut voir les tautologies comme des phrases caractérisées par la pro-
priété d’être toujours vraies. On peut également voir les phrases valides comme
l’image inverse du maximum par la fonction évaluation, c’est-à-dire que l’éva-
luation est la fonction qui caractérise la notion de vérité. Dans ce contexte, la
fonction d’évaluation est une fonction qui indique à quel point un énoncé est
vrai, et les tautologies sont les phrases les plus vraies possible, les phrases qui
ne peuvent pas être fausses.

2.3 Algèbre de Boole et de Heyting
Les algèbres de Boole et de Heyting sont reliées à la logique classique et intui-

tionniste respectivement. Leur définitions et les preuves suivantes proviennent
de [2].

Soit P un ensemble partiellement ordonné pP,ďq. On définit les propriétés
suivantes :

— P est borné : il y a un élément maximum 1 et un élément minimum 0 ;
— P est un treillis : toute paire d’éléments de P admet une borne supérieure

xYy et une borne inférieure xXy. Ces bornes sont définies comme étant
le maximum des minorants, et le minimum des majorants pour l’ordre
donné ;

— P est un treillis distributif : pour tout triplet, on a les égalités sui-
vantes :
1. xX py Y zq “ pxX yq Y pxX zq ;
2. xY py X zq “ pxY yq X pxY zq ;

— P a des compléments : pour tout x P P le complément est l’unique y
tel que :
1. xX y “ 0 ;
2. xY y “ 1 ;

— P a des pseudo-compléments : pour tout x P P le pseudo-complément
est l’unique y tel que @a P P, a ď y ô x[ a “ 0 ;

— P a des pseudo-compléments relatifs : pour tout x P P le pseudo-
complément relatif à z est l’unique y tel que @a P P, a ď y ô x[ a ď z.

Il est possible de démontrer que tout complément est un pseudo-complément,
mais l’inverse n’est pas vrai en général.

Une algèbre de Boole (resp. de Heyting) est un treillis, borné, distributif,
complémenté (resp. relativement pseudo-complémenté).

Dans une algèbre Booleene, on note  x pour le complément de x et on définit
xñ z “  x\ z.
Dans une algèbre de Heyting, on note x ñ z pour le pseudo-complément de x
relativement à z et on note  x comme étant le pseudo-complément de x, c’est-
à-dire xñ 0.
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Il est à noter qu’une algèbre de Boole est un cas particulier d’algèbre de Heyting.
De plus, la condition a ñ b “  a Y b est nécessaire et suffisante pour qu’une
algèbre de Heyting soit une algèbre de Boole. Dans ce cas, les définitions de
 ,ñ en tant qu’algèbre de Boole ou de Heyting coïncident.

2.3.1 Exemples

Un exemple d’algèbre de Boole est celle induite par les sous-ensembles d’un
ensemble A.

Soit A un ensemble, PpAq muni de la structure d’inclusion est une algèbre
de Boole.

— Le maximum et le minimum sont 1 “ A et 0 “ H respectivement ;
— Les bornes supérieures et inférieures correspondent respectivement a SY

T et S X T pour S, T Ď A ;
— Les égalités sont respectées S Y pT X Uq “ pS Y T q X pS Y Uq ;
— Le complément correspond au complément usuel  S “ S1 “ AzS.
En particulier si A “ t1u on a PpAq “ tH, t1uu “ Ω. Le maximum est

1 “ t1u, le minimum est 0 “ H, la relation d’ordre est 0 ď 1, c’est-à-dire
H Ď t1u et les opérateurs ^,_, ,ñ, correspondent au opérateurs ^,_,„,Ą
définis en 2.2.

Pour un exemple d’algèbre de Heyting, on va s’intéresser aux ouverts d’un
espace topologique.

Soit A un espace topologique, OpAq muni de la structure d’inclusion est une
algèbre de Heyting.

— Le maximum et le minimum sont 1 “ A et 0 “ H respectivement ;
— Les bornes supérieures et inférieures correspondent respectivement à SY

T et S X T pour S, T P OpAq ;
— Les égalités sont respectées S Y pT X Uq “ pS Y T q X pS Y Uq ;
— Le pseudo-complément relatif est S ñ T “ AzpSzT q ;
— Le pseudo-complément correspond au complément de la fermeture de

l’élément, c’est-à-dire au plus grand ouvert qui ne contient pas l’élément.
La différence avec l’exemple précédent se fait sur le bord de S qui n’est
pas inclus dans le pseudo-complément  S “ AzS.

Il est important de remarquer que dans ces deux cas, l’ensemble A X B est
le plus grand ensemble qui contient tout les éléments qui sont dans A et dans
B, cet ensemble est donc la manifestation de la phrase "être dans A et B". Il
en est de même pour A Y B et " être dans A ou B", pour  A et "ne pas être
dans A" et pour Añ B et " être dans B au moins autant que dans A".
Ceci motive donc à interpréter ces connecteurs comme étant des connecteurs
propositionnels et interpréter des phrases propositionnelles dans une algèbre.

2.4 Interprétation dans une algèbre
Soit P une algèbre de Boole ou de Heyting.

Une interprétation dans P est une fonction V : Φ0 Ñ P étendu à Φ par les
règles suivantes :

— V p„ αq “  V pαq ;
— V pα_ βq “ V pαq Y V pβq ;
— V pα^ βq “ V pαq X V pβq ;
— V pα Ą βq “ V pαq ñ V pβq.
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Une phrase est dite valide dans P si toutes ses interprétation dans P donnent
le maximum (c’est-à-dire 1).

Il est possible de montrer qu’avec cette représentation, les algèbres de Boole
caractérisent les phrases de logique classique, en ce sens qu’une phrase démon-
trable de CL est valide dans toute algèbre de Boole et, inversement, qu’une
phrase valide dans toute algèbre de Boole est une tautologie de CL.

Démontrer que toutes les tautologies de CL sont valides dans une algèbre de
Boole se fait par construction. On démontre que les axiomes de CL sont valides,
et que la règle de dérivation préserve la validité.

Exemple 2.4.1. Le Modus Ponens préserve la validité dans les algèbre de
Heyting.

Soit O une algèbre de Heyting et soit V : Φ Ñ O une interprétation qui
rend α, α Ą β valide. Comme α est valide dans O on sait V pαq “ 1. De même,
V pα Ą βq “ 1

1 “ V pα Ą βq

“ V pαq ñ V pβq

“ 1 ñ V pβq

Cela signifie que 1 est le pseudo-complément de 1 relativement a V pβq. C’est-à
-dire que pour tout x P O, on a x ď 1 ssi 1 [ x ď V pβq. Comme 1 est le
maximum, la condition x ď 1 est toujours vraie et 1[ x “ x.
On peut réécrire x ď V pβq,@x P O, c’est-à-dire que V pβq est le maximum, donc
β est une phrase valide.

Il est généralement plus compliqué de démontrer l’autre sens, qu’une phrase
vraie dans toutes les algèbres de Boole est forcément démontrable à partir des
axiomes.

Théorème 2.4.2. Il existe une algèbre de Boole qui caractérise exactement les
phrases démontrables de CL.

Démonstration. L’idée est de munir l’ensemble Φ de tous les énoncés possibles
d’un ordre, qui sera donné par les implications logiques.

Soit „c la relation d’équivalence sur Φ donnée par α „c β si les phrases
α Ą β et α Ą β sont des théorèmes de la logique classique. Cette définition
est équivalente à demander α „c β ssi α ” β est un théorème de la logique
classique.

Cette relation d’équivalence est bien définie :
— Réflexive α Ą α par axiomes de CL ;
— Symétrique par définition ;
— Transitive : si α „c β, β „c γ, on a comme tautologie de CL α Ą β, β Ą γ.

Par l’axiome 4, on en déduit que α Ą γ. L’autre implication se fait
exactement de la même manière, on en conclut que α „c γ.

On est maintenant en mesure de munir l’ensemble B “ Φ
„c

d’une relation d’ordre
en posant rαs ď rβs si α Ą β est une tautologie de CL. Cette relation est bien
définie, car si on a une démonstration de α „c α1, β „c β1, α Ą β, alors on peut
démontrer α1 Ą β1 en combinant les trois démonstrations.

B muni de cette relation d’ordre est une algèbre de Boole, dans laquelle on
peut vérifier que :
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— rαs [ rβs “ rα^ βs ;
— rαs \ rβs “ rα_ βs ;
—  rαs “ r„ αs ;
— rαs “ 1 si et seulement si α est une tautologie de la logique classique.

Ceci rend la fonction d’évaluation considérablement plus simple, car on a V pαq “
rαs. On en conclut que α est valide dans B si et seulement si α est une tautologie
de CL.

L’algèbre ainsi obtenue s’appelle l’algèbre de Lindenbaum. En changeant
„c par „i, l’équivalence des phrases démontrablement équivalentes sous la lo-
gique intuitionniste, le résultat est une algèbre de Heyting qui caractérise les
phrases démontrables de IL.

Il est important de noter que cette preuve utilise une conception ensembliste
de la théorie logique. C’est-à-dire qu’on confond la théorie logique (qui n’a pas
de nécessité ontologique d’exister) avec sa représentation canonique dans ZFC
(qui est réelle en un certain sens). Ainsi la logique dit "si on a des variables et
des connecteurs, voici ce qu’il se passerait", tandis que la conception classique
dit, "voici l’ensemble de variables et les connecteurs". En particulier Brouwer
serait contre l’existence même de l’ensemble des phrases démontrables.
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3 Le point de vue catégorique

Introduction
La théorie des catégories, développée par Saunders MacLane étend ce que

les Bourbakistes ont tenté de faire, c’est-à-dire une étude des structures mathé-
matiques, indépendamment des objets sous-jacents. Il est possible de considérer
les catégories comme la notion de base des mathématiques et redéfinir les en-
sembles, algèbres de Heyting, théories logiques et autres outils mathématiques
uniquement en termes catégoriques.
Ce mémoire a essayé d’utiliser le cadre adapté à chaque outil plutôt qu’un grand
cadre unifiant.

3.1 Les catégories comme ensembles
On définit une catégorie C comme étant la donnée d’un ensemble d’objets

et d’un ensemble de morphismes (aussi appelés fonctions ou flèches) entre
deux objets, qui satisfont les propriétés de composition suivantes :

— Pour tout morphisme f : A Ñ B et g : B Ñ C il existe un morphisme
de composition g ˝ f “ AÑ C ;

— Pour tout objet A,B,C,D P C, pour tout morphisme f : A Ñ B, g :
B Ñ C et h : C Ñ D on a ph ˝ gq ˝ f “ h ˝ pg ˝ fq ;

— Pour tout objet x P C il existe un morphisme distingué idX : X Ñ X ;
— Pour tout x P C et pour tout f “ AÑ X,g “ X Ñ B, on a f ˝ idX “ f

et idX ˝ g “ g.
Les ensembles d’objets et de morphismes sont à comprendre au sens intuitif

(parfois appelé naïf) comme une collection d’objets. Si les ensembles sont égale-
ment des ensembles au sens de ZFC (ou votre métathéorie favorite), on dit que
la catégorie est petite.
On introduit quelques notions de théorie des catégories :

— f est un monomorphisme si gf “ hf ñ h “ g. L’idée est celle d’une
fonction injective. Cette définition ne colle pas trop à l’intuition dans
un cas général, mais fonctionne dans le cas des topos pour des raison
qui deviendront plus claires par la suite. On raccourcit souvent "f est
mono" ;

— f est épimorphisme si fg “ fhñ h “ g. L’idée est celle d’une fonction
surjective (même remarque) ;

— f : A Ñ B est isomorphisme s’il existe un morphisme f´1 tel que
ff´1 “ idA et f´1f “ idB . Les deux conditions sont indépendantes
et l’idée est que ces deux objets sont semblables. En composant avec
f et f´1, on a une équivalence entre les morphismes partant et venant
de A et ceux de B. Ces deux objets interagissent de la même manière
avec les autres objets de la catégorie et toutes leurs propriétés seront les
mêmes, c’est pourquoi les propriétés catégoriques sont toujours définies
à isomorphisme près ;

— Un diagramme est un ensemble de flèches et d’objets de départ et d’ar-
rivée (appelé domaine et codomaine, en analogie au cas des fonctions).
On dit qu’il commute si tous les chemins entre deux objets sont égaux.

17



Un exemple de diagramme qui commute :

A A

B B

idA

f f

idB

— Si D est un diagramme ou une catégorie, son dual Dop est celui obtenu
en changeant le sens des flèches. Comme les définitions en catégories
se définissent souvent en termes de diagrammes, l’objet qui respecte la
définition duale est appelé le dual ou le co-.
Par exemple un épimorphisme est le dual d’un monomorphisme, et le
coproduit est le dual du produit ;

— Un foncteur est une paire de fonctions (au sens large) entre catégories
qui préserve la structure de catégorie, c’est-à-dire un foncteur F envoie
les objets sur les objets, les flèches sur les flèches tout en respectant
— F pidAq “ idF pAq
— si f : AÑ B alors F pfq : F pAq Ñ F pBq
— F pf ˝ gq “ F pfq ˝ F pgq
Il peut arriver que F pfq : F pBq Ñ F pAq et F pf ˝ gq “ F pgq ˝ F pfq.
Dans ce cas, on dit que F est un foncteur contravariant, noté de manière
covariante F : Cop Ñ D ;

— Une limite d’un foncteur F : D Ñ C est un objet L P C et un morphisme
LÑ F pDq pour tout objet D P D. Cela fait une sorte de cône au dessus
du diagramme FD.
On demande en plus que :
— Le diagramme de l’image de F et du cône limite est un diagramme

qui commute ;
— Pour tout autre cône pL1, tgDuq au dessus de F pDq, il existe un unique

morphisme LÑ L1 qui fait commuter le diagramme total.
Par exemple, soit D “

A B

Un foncteur F choisit deux morphismes de C avec le même domaine et
codomaine. La limite de F est alors un objet L avec une flèche f tel que
le diagramme suivant commute.

L

A B

f
fu“fv

u

v

On demande donc f tel que fu “ fv. La seconde condition dit que f
doit être minimal, en ce sens que tout autre candidat pL1, gq doit pouvoir
se factoriser, représenté par ce diagramme

L A B

L1

f u

v
g

D!
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Cette limite est la définition d’égalisateur de pu, vq et on dit que f est
un mono-régulier. Les monos réguliers sont une meilleure définition
des fonctions injectives. Heureusement dans les topos, la distinction est
superflue.

Cette introduction bien que très rapide couvre les notions de base de la théo-
rie des catégories. Dans la suite nous supposerons que le lecteur est familier avec
certains outils qui n’ont pas été définis ici comme les foncteurs représentables
et les adjonctions. Nous invitons le lecteur peu familier avec ces points à lire la
référence [7].

Nous prendrons les conventions suivantes de notation :
— idA est le morphisme d’identité idA : AÑ A ;
— Les objets sont notés en majuscule, les morphismes en minuscule et les

catégories avec des lettres particulières, par exemple C, ξ ;
— X P C signifie un objet X de la catégorie C ;
— Pour f : A Ñ B et g “ B Ñ C, la composition se note g ˝ f “ fg.

L’intuition est que, si f, g sont des fonctions alors fpgq “ f ˝ g, et que la
lecture de flèches dans un diagrammes se fasse dans l’ordre. ˝ se lit donc
"après" et le diagramme suivant se lit fg “ h.

B C

A

g

h
f

— Les monos sont notés A� B ou encore A ãÑ B ;
— Les épis sont notés A B.

Quelques exemples

3.2 La catégorie N

Soit la catégorie dont les objets sont les nombres naturels. Il existe un mor-
phisme ‚ : N ÑM si N ďM . Cette catégorie est une catégorie petite, dont les
morphismes sont donnés par une structure d’ordre.

3.3 La catégorie Ens

Soit la catégorie qui contient comme objets les ensembles au sens de ZFC.
Cette catégorie n’est pas petite, car il n’existe pas d’ensemble qui contient tous
les ensembles. Les morphismes de Ens sont toutes les fonctions entre deux
ensembles. L’identité et la composition sont données par la fonction identité et
la composition de fonctions.

Cette catégorie va jouer un rôle spécial par la suite, c’est pourquoi on va
lister quelques caractéristiques :

1. Il y a un objet initial 1 “ t¨u. Un objet initial est la limite du foncteur
vide, c’est-à-dire un objet tel que pour tout autre objet A P Ens, il existe
une unique fonction ! : AÑ t¨u ;

2. Il y a un objet terminal 0 “ H. Il s’agit de la propriété duale de l’initial,
donc pour tout A P Ens il existe un unique ! : HÑ A ;

3. Si A,B P Ens il y a un produit A ˆ B “ tpa, bq | a P A, b P Bu, et des
fonctions pπA, πBq de projection sur A et B, qui forment la limite d’un
foncteur défini sur une catégorie avec deux objets et pas de flèches.
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4. Le coproduit est l’union disjointe A 9YB avec les inclusions canoniques ;
5. Si u, v : A Ñ B sont deux fonctions, leur égalisateur est donné par
ta P A | upaq “ vpaqu et la fonction d’inclusion ;

6. 1 est un générateur, en ce sens que si f ‰ g alors il existe un élément
x : 1 Ñ dompfq tel que fpxq ‰ gpxq ;

7. Les monos sont les fonctions injectives, les épis sont les fonctions surjec-
tives et les isos sont les fonctions bijectives ;

8. Par l’axiome du choix, pour tout épi f : A Ñ B il existe un inverse à
gauche s : B Ñ A tel que sf “ idB ;

9. Pour tout ensemble A P Ens, l’objet PpAq “ tx Ď Au est un objet de
Ens ;

10. Chaque objet de Ens est un ensemble et peut donc être muni d’une
structure d’algèbre de Boole comme au point 2.3.1 ;

11. Pour tout sous-ensemble S Ď A, il existe une fonction caractéristique
χS : AÑ t1, 0u “ Ω qui vaut 1 si x P S et 0 sinon ;

12. Si A,B sont des ensembles alors la collection de toutes les fonctions de
A vers B est également un ensemble (par les axiomes de ZFC). On note
cet ensemble BA ;

13. Il existe une fonction 0 : 1 Ñ N et une fonction S : N Ñ N qui caracté-
risent les nombres naturels ;

14. Toute fonction est décomposable en epi-mono.

A B

impfq

f

e i

Certaines de ces propriétés sont uniques à Ens et certaines vont revenir par
la suite.
Les propriétés 1´ 5, 9, 11, 12, 14 sont des propriétés qui seront vraies dans tous
les topos.
La propriété 11 est plus spécifique aux ensembles. Un topos qui respecte cette
propriété est appelé Booléen, mais en général il existe seulement une structure
d’algèbre de Heyting.
La propriété 6 s’appelle être bien pointé, et la propriété 8 est appelé axiome
du choix. Finalement la propriété 13 définit un objet de nombre naturels
dans une catégorie générale.

3.4 Définition de topos
Il y a plusieurs manières différentes de définir un topos, [5] a une liste de

définitions différentes. Nous allons prendre la définition la plus courante, et
travailler comme un catégoricien. Le lecteur est prévenu que la suite est dense
en définitions et est encouragé à lire la suite plusieurs fois.

On définit un topos comme une catégorie qui :
1. est finiment complète et finiment cocomplète ;
2. est cartésienne fermée ;
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3. à un classificateur de sous-objets.
La définition précédente est légèrement redondante. En effet, la cocomplé-

tude est dérivable à partir des 3 autres conditions, mais cette affirmation restera
sans démonstration.

On va maintenant définir tous les termes :

3.4.1 Catégorie cartésienne fermée

Une catégorie est cartésienne fermée si elle a des produits finis (inclus le
produit vide) et que pour tout objet X le foncteur Y ÞÑ X ˆ Y a un adjoint à
droite.
Cet adjoint à droite est l’exponentielle, noté p´qX : Y ÞÑ Y X . Cet exponen-
tielle se caractérise par un morphisme particulier, appelé évaluation, avec la
propriété universelle suivante : pour tout g : C ˆ A Ñ B, il existe un unique ĝ
tel que le diagramme suivant commute.

BA ˆA B

C ˆA

ev

gĝˆidA

Dans la catégorie Ens, Y X est l’ensemble des fonctions de X à Y et le dia-
gramme correspond à associer à fpc, xq la fonction fcp¨q et puis évaluer en x.
Cette opération est appelé Curryfication et représente une certaine notion de
fonction interne.
En particulier, on a A » 1 ˆ A et donc pour tout morphisme f : A Ñ B, on
définit le nom de f par rf s : 1 Ñ BA qui fait commuter le diagramme.

BA ˆA B

1ˆA

ev

f˝prA
rfsˆidA

Avec ce diagramme, chaque morphisme f : A Ñ B est associé à un élément
global de l’ensemble BA. C’est la notion interne d’ensemble des fonction de A
vers B.

3.4.2 Classificateur de sous-objet

Dans Ens, on a pour C Ď B Ď A que B factorise C

B A

C

b

c
i

Cela nous donne l’idée de définir un sous-ensemble de X comme étant un
monomorphisme vers X. Cependant plusieurs monos peuvent définir le même
sous-objet.
On définit pour m,n mono vers X que n ď m si m factorise n, c’est-à-dire s’il
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existe un t tel que :
M X

N

m

n
t

Cela force la relation suivante :

n – mô n ď m et m ď nô Dt isomorphisme tel que tm “ n

On définit l’ensemble (au sens large) des sous-objets SubpXq comme les mo-
nomorphismes vers X quotienté par cette relation d’équivalence. Il est facile
de voir que cet ensemble préordonné est borné (par idX et 0 : 0 Ñ X respec-
tivement). Nous montrerons dans la suite qu’il s’agit en fait d’une algèbre de
Heyting.

Un classificateur de sous-objets est un objet Ω et un morphisme J : 1 Ñ Ω
tel que pour tout monom : M Ñ X il existe un unique morphisme χm “ X Ñ Ω
(appelé fonction caractéristique de m) qui transforme le diagramme suivant en
produit fibré.

M X

1 Ω

m

!m χm

J

Un tel classificateur est unique à isomorphisme près. Ceci est dû au fait que
c’est un représentant du foncteur de sous-objets.

On peut démontrer que si χm “ χn alors m – n, ce qui justifie l’appellation
de fonction caractéristique.

On note JM le morphisme !MJ, ce qui permet de lire le produit fibré au-
dessus comme mχm “ JM .

On nomme également valeurs de vérités l’ensemble Ω, la justification de ce
nom est ce qui a motivé ce mémoire. La réponse viendra lorsque nous interpré-
terons les phrases logiques dans un topos. Il est important de noter que SubpXq
n’est pas un objet de la catégorie, c’est ΩX qui jouera le rôle interne d’ensembles
des parties de X.

Remarques

La plupart des définitions dans l’approche catégorique ont en réalité plusieurs
définitions selon le niveau. Par exemple demander que C aie une classificateur
de sous-objet n’est rien d’autre que demander que le foncteur Sub : C Ñ Ens
soit représentable. Cela donne une définition en termes internes à la catégorie
et en termes inter-catégoriques.
Ces doubles définitions font la force des catégories, car une question posée en
termes internes à une catégorie a rapidement une réponse en termes inter-
catégoriques et vice versa, mais également est la cause de beaucoup d’incompré-
hension ( "categorical nonsense"), car le changement de niveau ambiant cause
une perte de l’intuition. Par exemple, la caractérisation de PpXq en termes caté-
goriques paraît relativement compréhensible en termes internes (l’ensemble qui
a telles propriétés) mais cette intuition disparaît si on est introduit par la défi-
nition externe, donné par un isomorphisme naturel SubpB ˆAq » CpA,PpBqq.
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3.5 Exemples
La catégorie Ens est un topos. La catégorie Ensf des ensembles finis est un

topos, avec les mêmes limites, exponentielles et classificateur de sous-objets.
La plupart des exemples sont construits à partir d’autres topos.
Soit C une catégorie petite, alors EnsC la catégorie des foncteurs de C vers Ens
est un topos.
La catégorie comma entre deux topos est un topos. En particulier la catégorie
C Ò A des morphisme partant de A, C Ó A des morphisme vers A, et CÑ la
catégorie des flèches de C sont des topos.
Soit G un groupe, potentiellement non petit, alors EnsG est aussi un topos.
Si pC, T q est un site alors SheavespC, T q la catégorie des faisceaux sur pC, T q
est un topos.
SiM est un monoïde, on peut définir un toposM´Set. Les objets sont pX,λq où
λ est une action de M sur l’ensemble X, et les morphismes f : pX,λq Ñ pY, µq
sont des fonctions f : X Ñ Y tel que le diagramme suivant commute pour tout
m PM .

X Y

X Y

f

λm µm

f
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4 Les topos comme ensembles

4.1 Les morphismes sont des fonctions
On commence par montrer que les épis et monos se comportent comme

des fonctions surjectives et injectives et que les fonctions ont une factorisation
canonique.

Théorème 4.1.1. Dans un topos, soit f : AÑ B. On a :
1. f est un mono si et seulement si f est un mono régulier ;
2. f est mono et épi implique f est un isomorphisme ;
3. f admet une décomposition épi-mono qui correspond à l’image de f dans

B.

Démonstration. 1) Par la définition de classificateur de sous-objets, un mono
f : A� B est l’égalisateur de χf et de JB

A B

1 Ω

f

!A χf

!B
J

Rappelons qu’un mono régulier est toujours un mono.

X

A B C

u v
t
m

y

x

t “ um “ vm implique que ce morphisme égalise aussi x, y, donc il existe un
unique morphisme p : X Ñ A tel que pm “ t. Comme u, v sont tous les deux
des morphismes acceptables, par unicité on déduit que p “ u “ v.

2) C’est en fait un résultat plus général des catégories. On sait que fχf “
fJB car f est un égalisateur, mais comme f est épi, on en déduit χf “ JB , et
donc f est l’égalisateur de JB avec lui-même. Par les propriétés de l’égalisateur,
f doit être un isomorphisme.

3) Un théorème plus général du cours de théorie des catégories que j’ai suivi
à l’université de Coimbra, affirme que (épi,mono) est un système de factorisation
si une catégorie a les propriétés suivantes :

— La catégorie est complète et cocomplète ;
— Les monos sont tous réguliers ;
— Le produit fibré préserve les épimorphismes.

Malheureusement, je n’ai pas trouvé de preuve facile pour démontrer que les
produits fibrés des topos préservent les épimorphismes. Nous ferons donc la
preuve du point 3) sans utiliser ce résultat.

La preuve est contenue dans le diagramme suivant :

A M B Y

A N B Z

e

f

m

x

y

u

e1 m1 s

t
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Construisons le diagramme étape par étape. x, y est la paire conoyau de f ,
c’est-à-dire c’est celle obtenue en faisant le coproduit fibré de f avec lui-même.
Cela veux dire en particulier que fx “ fy.
On considère maintenant l’égalisateur de x, y. C’est un morphisme m : M � B.
Par la propriété universelle, comme fy “ fx, il existe un morphisme e : AÑM
tel que em “ f .
Il nous reste à prouver que e est épi et que toute factorisation se termine par
le même sous-objet de B. Soit e1,m1 une autre factorisation, représentée par la
ligne du dessous. Par le point 1, on sait que m1 est l’égalisateur de deux flèches,
disons s, t : B Ñ Z. On a alors fs “ e1m1s “ e1m1t “ ft. Par la propriété
universelle de la paire conoyau, il existe u : Y Ñ Z tel que s “ xu et t “ yu.

On vérifie que ms “ mxu “ myu “ mt. Par la propriété universelle de
l’égalisateur, m se factorise dans m1, c’est-à-dire que m ď m1 en tant que sous-
objets de B. Un raisonnement similaire est appliqué dans l’autre sens pour
déduire que m et m1 représentent le même sous-objet de B.

Pour prouver que e est épi, on passe par un cas intermédiaire. Si m est un
iso, alors mx “ my ñ m´1mx “ m´1my ñ x “ y. La paire conoyau de f est
x, x, ce qui implique que f est épi.
Dans le cas général on factorise e et on trouve :

A M 1 M B

f

e2 m2 m

e2,m2m est une autre factorisation de f , doncm2m doit représenter le même
sous-objet que m. On en déduit que m2 est un isomorphisme et, par la remarque
précédente, e est épi.

Ces démonstrations sont tirées de [8, IV.2, IV.6].

4.2 Topos et power-objet
Dans la vision ensembliste des mathématiques, un ensemble est construit à

partir d’éléments qui existe indépendemment de l’ensemble. En catégories par
contre, les éléments en eux-même ont peu d’importance, seules comptent les
relations entre eux. Ceci a amené à la construction de théories des ensembles
structurelles (en opposition a une théorie des ensembles matérielle comme ZFC).
L’exemple le plus important est ETCS de Lawvere. Dans cette théorie les élé-
ments d’un ensemble existent toujours en relation aux autres éléments, mais pas
forcément dans l’absolu.
Pour prendre des exemples plus pratiques, l’ensemble N est souvent pensé de ma-
nière matérielle, les nombres 1, 2, 3 . . . existent indépendemment de la manière
dont on définit N. De plus on utilise ces nombres sans faire appel à l’ensemble
N, par exemple lors de constructions finies. L’ensemble S1 du cercle est quant à
lui pensé en termes de relations, on ne pense généralement pas aux éléments du
cercle en dehors de leur contexte : peut importe que les éléments de S1 soient
des angles ou des nombres complexes de la forme eiθ, ou encore le segment r0, 1s
avec une identification entre le premier et le dernier élément. Tant que le cercle
se referme, on a bien le "même" objet.

Pour capturer ces subtilités, une généralisation d’ensemble doit avoir quelque
chose qui joue le rôle de l’appartenance P, quitte a restreindre ce symbole à une
appartenance en contexte PA.
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Nous allons maintenant prouver que les topos ont cette propriété, ce que rend
plus naturelle leur lecture comme ensembles généralisés. Nous suivons [2, section
4.7].

Dans la théorie des ensembles classique, on peut définir

PA“ tpx, Sq | x P S Ď Au Ď Aˆ PpAq.

Pour traduire cet ensemble en termes catégoriques, il faut un objet qui tra-
duise PpAq et caractérise le sous-ensemble PA en termes propre au topos. Ceci
se fait grâce aux fonctions caractéristiques. Dans Set on a

PA» tpx, χSq | χSpxq “ 1u Ď 2A ˆA.

On utilise maintenant la fonction d’évaluation (car un topos est cartésien fermé),
pour caractériser PA par le produit fibré suivant :

PA 2A ˆA

1 2

! ev

J

Pour un objet A P C, on souhaite définir son power-objet (son ensemble de
parties) comme étant un objet PpAq “ ΩA et un morphisme PA donné par le
produit fibré suivant :

PA ΩA ˆA

1 Ω

! ev

J

Cette caractérisation dépend des objets d’un topos, mais il existe heureuse-
ment une autre caractérisation qui est plus générale et qui peut sortir du cadre
des topos.
Dans Set, une relation quelconque R Ď BˆA peut être associée a une fonction
FR : B Ñ PpAq de l’ensemble des éléments de A en relation avec B. Cette fonc-
tion vérifie px, yq P R ssi y P FRpxq ssi pFRpxq, yq PPA. Cette dernière relation
nous donne le produit fibré suivant :

R B ˆA

PA PpAq ˆA

g FRˆidA

Avec g la restriction de FR ˆ idA au sous-ensemble R. En d’autre termes, la
relation d’appartenance permet de classifier les relations, de la même manière
que les valeurs de vérités classifient les sous-objets, et la fonction FR : A Ñ B
joue le rôle de fonction caractéristique.

On introduit la définition suivante :

Définition 4.2.1. Soit C une catégorie avec des produits. On dit que C a des
power-objet si pour tout objet A P C il existe un objet PpAq et un monomor-
phisme P:PA� PpAqˆA tel que pour tout B P C et toute relation r : R� BˆA,
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il existe un unique mono fr : B � PpAq qui rend le produit fibré suivant pos-
sible.

R B ˆA

PA PpAq ˆA

r

frˆidA

P

On appelle fr le nom de la relation r.

On va maintenant démontrer le résultat suivant, qui justifie de percevoir un
topos comme étant un ensemble généralisé.

Théorème 4.2.2. Soit C un catégorie complète, alors les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. C est un topos ;
2. C a des power-objet.

La démonstration va être coupée en plusieurs parties, le début provient de
[2, ch.4.7], et la fin de [8, IV.2].

p1q ñ p2q. On reprend la construction dans Ens et prouve qu’elle se généralise.
Soit A P C, on pose PpAq “ ΩA et PA le sous-ensemble caractérisé par la fonction
d’évaluation, c’est-à-dire que le carré suivant est un produit fibré :

PA ΩA ˆA

1 Ω

! ev

J

Vérifions maintenant la propriété, soit r : R � B ˆ A, on peut construire sa
fonction caractéristique :

R B ˆA

1 Ω

r

! χr

J

comme χR est un morphisme de B ˆ A » A ˆ B vers Ω, on utilise le fait que
C est cartésien fermé pour avoir un unique χ̂R : B Ñ ΩA tel que le diagramme
suivant commute :

ΩA ˆA Ω

B ˆA

ev

χR
χ̂Rˆ1A

On conclut avec le diagramme suivant :

R B ˆA

PA ΩA ˆA

1 Ω

r

!

g χ̂Rˆ1A

! ev

J
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Le carré externe commute, car c’est le diagramme de χR, le carré du bas est le
produit fibré, donc par la propriété universelle, il existe un unique morphisme
g qui fasse commuter le tout. Comme le carré externe et celui du bas sont tout
les deux des produits fibrés, on en déduit que le carré du haut est également un
produit fibré. La preuve de cette propriété est dans [9, 4.4] ou dans [7].

Dans l’autre sens, comme C est une catégorie complète, il ne reste qu’à
reconstruire un classificateur de sous-objets et une exponentielle.

Power-objet ñ Classificateur de sous-objets. Pour retrouver le classificateur de
sous-objets, on remarque que A » 1ˆA et on pose Ω “ Pp1q
On affirme maintenant que P:P1Ñ Ω est un classificateur de sous-objet.
SoitM � A un sous-objet de A, on construit sa fonction caractéristique comme
suit :

M Aˆ 1 » A

P1 Pp1q ˆ 1 » Ω

fmˆid1

P

où fm est le nom de la relation M ď A ˆ 1. La propriété universelle découle
directement de la propriété universelle du power-objet.

C’est un représentant du foncteur de sous-objet donc isomorphe à 1 Ñ Ω.

4.2.3 Remarque sur les sous-objets

Le classificateur de sous-objets

M B

1 Ω

m

!m χm

J

assigne à chaque sous-objet m Ď B un morphisme χm : X Ñ Ω. Comme le
produit est unique à isomorphisme près, on peut aller dans l’autre sens. Cela
nous fournit donc un isomorphisme canonique entre SubpBq et CpB,Ωq.

De même le power-objet donne un isomorphisme canonique pour M Ď B

M 1ˆB

PA PpBq ˆB

g fˆid

P

qui assigne à chaque sous-objet m Ď B un morphisme f : 1 Ñ PpBq.
On a donc un isomorphisme :

SubpBq » Cp1,PpBqq » CpB,Ωq

qui permet de noter un sous-objet de trois manières :

m : S � B, φ : B Ñ Ω, f : 1 Ñ PpBq

avec comme formules utiles :

S “ tb P B | φpbqu , φ “ χS , f “ rφs.
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Dans les traitements catégoriques, ces isomorphismes sont appelés des trans-
posées et les détails technique de la transposition sont laissés sous silence. Dans
certains livres (comme [8]) le power-objet est défini en termes de transposées.
Il arrive aussi de réserver le symbole PA pour le morphisme que l’on a noté
evA. Il semblait plus clair de noter le symbole d’appartenance dans la structure
d’ensemble et l’évaluation dans la structure logique. De plus evA est également
le morphisme évaluation obtenu par l’exponentielle ΩA.

Power-objet ñ Exponentielles. On va commencer par prouver un cas particulier
d’exponentielle, puis construire le cas général.

Remarquons tout d’abord que la définition de power-objet nous donne cer-
taines exponentielles, à savoir ΩA pour tout objet A P C. Soit un morphisme
B ˆ A Ñ Ω, on peut voir ce morphisme comme classifiant un sous-objet de
B ˆA, et écrire le diagramme suivant :

M B ˆA Ω

PA ΩA ˆA

m

g fˆidA

χM

P

χP“evA

Sur ce graphe le carré de droite est commutatif, ce qui nous donne mpf ˆ
idAq “ g P, et les lignes du haut et du bas sont composées d’un sous-ensemble et
de sa fonction caractéristique, ce qui donne mχm “ JM et P χP “ JPA . Comme
m est mono, il suffit de prouver que mpf ˆ idAqχP “ mχm.

On a

mpf ˆ idAqχP “ g P χP

“ gJP

“ JM

“ mχM

L’unicité de f est laissé en exercice au lecteur.
On remarque que le power-objet nous demande d’avoir une relation R �

A ˆ B. Par la remarque précédente, c’est équivalent à avoir un morphisme
φ : Aˆ B Ñ Ω, représenté ici par le triangle de droite. Cette forme de trapèze
va être utilisée par la suite.

Pour le cas général, on s’inspire à nouveau du cas des ensembles.
Dans la théorie ZFC, les fonctions sont définies formellement à partir de leur
graphes, c’est-à-dire comme un ensemble de paires d’éléments, qui nous donne
une identification f : AÑ B » F Ď AˆB ou F est une relation qui a certaines
propriétés. Nous allons étendre cette construction à un topos quelconque et
vérifier que cela coïncide avec l’exponentielle. La démonstration est tirée de
[8, IV.2].

Une fonction f : AÑ B est une relation qui à chaque élément de A, associe
un élément de B. On peut donc construire pour une relation R Ď A ˆ B les
éléments suivants :

— vpa,Rq “ tb P B | aRbu “ tb | xa, by P Ru P PpBq qui regarde pour un
élément de A, quels éléments de B sont en relation ;

— upRq “ ta P A | vpa, sq est un singleton u P PpAq.
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On pourra conclure que R est le graphe d’une fonction de A vers B ssi upRq “ A.
Pour traduire ceci en termes internes au topos, on commence par identifier

le morphisme A P PpAq, avec le diagramme suivant.

A 1ˆA

PA PpAq ˆA

g fˆid

P

L’unique f : 1 Ñ PpAq donné par le power-objet sera noté rJAs. Ce nom
vient de la transposition de A “ ta P A | Ju Ď A, qui donne la formule logique
φ “ JA “ χA : AÑ Ω en transposant une seconde fois, on obtient le morphisme
rJAs : 1 Ñ PpAq.
On passe maintenant à la construction de u et v.
Par souci de clarté, on omettra les isomorphismes relatifs à l’ordre du produit,
c’est-à-dire on considère A ˆ B “ B ˆ A et A ˆ pB ˆ Cq “ pA ˆ Bq ˆ C, que
l’on écrira AˆB ˆ C.

On définit v “ Aˆ PpAˆBq Ñ PpBq comme suit :

PAˆB B ˆAˆ PpAˆBq Ω

PB B ˆ PpBq

P

g idBˆv

ev

P

C’est-à-dire que v est la transposée de evAˆB .
Pour définir u, il nous faut une manière de déterminer si un élément est un

singleton, et cela se fait à l’aide du diagramme suivant :

B B ˆB Ω

PB B ˆ PpBq

∆

g idbˆt¨uB

δ

P

Ce qui nous donne un morphisme t¨uB : B Ñ PpBq, qui assigne à chaque élé-
ment b l’ensemble tbu contenant cet élément. Comme c’est un monomorphisme,
on peut regarder sa fonction caractéristique σB “ χt¨uB : PpBq Ñ Ω, qui s’in-
terprète comme la phrase logique "être un singleton".
La construction de ∆ et de δ est une construction plus générale que le cas du
topos, aussi ces morphismes reviennent dans d’autres contexte dès qu’il s’agit
de formaliser une égalité. Par exemple dans un topos, δ classifie l’égalité en ce
sens que :

Lemme 4.2.4. Soit f, g : AÑ B, on a f “ g si et seulement si pf, gqδB “ JA

Démonstration. Un sens est immédiat, si f “ g alors

pf, fqδB “ fpidB , idBqδB “ fJB “ JA.
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Dans l’autre sens si pf, gqδB “ JA alors par la propriété du produit, on a

A

B 1

B ˆB Ω

pf ,gq

k

pidB ,idBq J

δ

et donc pf, gq “ kpidB , idBq “ pk, kq. On en déduit f “ k “ g.

On a maintenant les outils pour définir les morphismes u, v correspondant
aux fonctions respectives dans Ens.

On définit u : PpAˆBq Ñ PpAq comme la transposée de vσB .
Soit φ : A ˆ PpA ˆ Bq

v
ÝÑ PpBq σB

ÝÝÑ Ω, qui correspond à la propriété "vpa,Rq
est un singleton".

R Aˆ PpAˆBq Ω

PA Aˆ PpAq

tx|φu

g idAˆu

φ

P

ev

Le morphisme ev n’est pas strictement nécessaire pour l’instant, mais re-
viendra plus tard. On note que le graphe commute toujours, car PpAq “ ΩA.

On souhaite maintenant construire l’ensemble des fonctions, interprétées
comme graphes. C’est-à-dire l’ensemble des relations R Ď AˆB tel que upRq “
A et on le trouve en construisant le produit fibré de u par rJAs.

BA 1

PpAˆBq PpAq

m rJAs

u

Comme rJAs est un monomorphisme, alors par les propriété des produits
fibrés ([7]), m aussi.

Il reste à trouver la fonction d’évaluation. L’idée est qu’un élément de BA
est (un graphe d’)une fonction f : AÑ B et calculer fpaq doit être équivalent à
retrouver tous les éléments en relation avec a par la relation induite par f . En
d’autres mots, on souhaite que le carré suivant commute :

AˆBA B

Aˆ PpAˆBq PpBq

ev

idAˆm t¨uB

v
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On peut construire ce diagramme :

AˆBA Aˆ PpAˆBq PpBq B

Aˆ 1 Aˆ PpAq Ω 1

ev

idAˆm

idAˆ! idAˆu

v

σB

t¨uB

idAˆrJAs evA J

Le carré de gauche correspond à Aˆ(définition de BA), le carré du centre se
trouve à partir de la définition de u, le carré de droite correspond à la définition
de σB , et le carré déformé d’en bas se retrouve à partir de la définition de rJAs.
Comme chacun des carrés commute, tout le diagramme commute, et comme le
carré de droite est un produit fibré, alors il existe un morphisme ev (en pointillé
sur le diagramme).

On rappelle la propriété qu’on souhaite démontrer : pour tout g : CˆAÑ B,
il existe un unique ĝ tel que le diagramme suivant commute.

BA ˆA B

C ˆA

ev

gĝˆidA

On peut considérer le graphe G de g, qui est caractérisé par la formule suivante
φ “ pg ˆ idBqδB : C ˆAˆB Ñ B ˆB Ñ Ω.

Le power-objet nous donne h : C Ñ PpAˆBq

G C ˆAˆB Ω

PAˆB PpAˆBq ˆ pAˆBq

txPAˆBˆC|φu

g hˆidAˆB

φ

P

ev

Dans ce diagramme, on a :

φ “ pg ˆ idBqδB “ phˆ idAˆBqevAˆB “ phˆ idA ˆ idBqevAˆB .

En faisant la transposition on obtient :

g t¨uB “ phˆ idAqv : C ˆAÑ PpBq.

On compose avec σB pour obtenir :

gJB “ phˆ idAqvσB : C ˆAÑ Ω.

D’un coté on a fJB “ JCˆA “ πCJC avec π la projection associée à C ˆ A,
de l’autre coté vσB est la définition de u. En faisant la transposée encore une
dernière fois on obtient :

u ˝ h “!A rJAs

L’interprétation de cette égalité est que h est un mono de PpA ˆ Bq donc
une relation, et uphq “ rJAs “ A P PpAq si et seulement si h correspond au
graphe d’une fonction.
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Catégoriquement, comme BA est un produit, on trouve la fonction ĝ par le
diagramme suivant :

C

BA 1

PpAˆBq PpAq

h

ĝ

m rJAs

u

Il reste à prouver que ce ĝ est unique.
Par définition on a g “ pĝ ˆ idAqev, et en reprenant la définition de ev on
obtient :

g t¨uB “ pĝ ˆ idAqev t¨uB “ pidA ˆ ĝmqv : Aˆ C Ñ PpBq

En transposant cette équation on obtient :

pidA ˆ gqδB “ pidA ˆ idB ˆ ĝmqevAˆB : C ˆAˆB Ñ Ω.

Cette équation montre que h “ ĝm est déterminé de manière unique par g.
Comme m est un mono, ĝ doit être unique.

4.3 Le foncteur P
On a introduit des power-objet, à chaque objet X P C est associé PpXq P C,

mais il est également possible de définir Ppfq tel que P soit un foncteur sur C.
Il y a deux manières de faire qui correspondent à la vision PpXq et ΩX .
Dans le premier cas, il s’agit d’un foncteur contravariant, noté sous forme

covariente P : Cop Ñ C.
Soit f : A Ñ B, on définit Ppfq comme étant la transposée de la relation
classifiée par pidˆ fqevB .

R PpBq ˆA PpBq ˆB Ω

PA PpAq ˆA

PpfqˆidA

idPpBqˆf evB

On peut récrire Ppfq comme étant l’unique morphisme qui fait commuter :

Aˆ PpBq B ˆ PpBq

Aˆ PpAq Ω

fˆid

idˆPpfq evB

evA

Dans Ens, cela correspond à la fonction image inverse qui à f : AÑ B associe
f´1 : x Ď B ÞÑ ty P A | fpyq P xu.

On vérifie ensuite que PpidAq “ idPpAq et que Ppf ˝ gq “ Ppgq ˝ Ppfq.

Aˆ PpAq Aˆ PpAq

Aˆ PpAq Ω

idˆid

idˆPpidq evA

evA
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On peut ensuite construire :

Aˆ PpCq B ˆ PpCq C ˆ PpCq

Aˆ PpBq B ˆ PpBq Ω

Aˆ PpAq

fˆid

idˆPpgq

gˆid

idˆPpgq evC

fˆid

idˆPpfq

evB

evA

Le carré de gauche commute, car chaque flèche n’agit que sur un des membres
du produit à la fois, le carré de droite est la définition de Ppgq, le triangle du bas
est la définition de Ppfq un peu déformé, et la figure extérieure est la définition
de Ppf ˝ gq. Cela définit bien un foncteur contravariant P : Cop Ñ C.

On regarde maintenant le power-objet comme ΩX et on cherche à définir Ωf

On remarque que f associe par image directe à chaque sous-ensemble de A,
un sous-ensemble de B, c’est-à-dire :

X A B

fpXq

x f

On définit l’image de f comme suit :

PA Aˆ PpAq Ω

ImpP pf ˆ idqq B ˆ PpAq

evA

fˆid χImpPpidˆfqq

On peut construire Ωf comme l’adjoint de cette fonction caractéristique,
c’est-à-dire l’unique morphisme tel que :

ΩB ˆB

Ω

ΩA ˆB

evB

Ωf
ˆidB

χImpPpidˆfqq

Dans Ens, Ωf : PpAq Ñ PpBq est défini par X Ď A ÞÑ tfpxq | x P Xu.
Il est ensuite un exercice de transposées de démontrer que ΩidA “ idΩA et

que Ωfg “ ΩfΩg. Ceci crée un foncteur covariant Ω : C Ñ C.

Conclusion sur les power-objet
On a vu et démontré que la structure de topos était une structure d’en-

sembles avec une notion interne de sous-ensembles, d’appartenance et d’égalité.
Il est donc naturel de penser les objets d’un topos comme étant des ensembles
généralisés, et le topos en lui-même comme étant la théorie de ces ensembles.
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Cette théorie autorise toujours Ppxq comme ensemble, autorise de séparer le
sous-ensemble tx | φu et pour toute fonction, les fonctions image et image in-
verse sont bien définies.
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5 La logique interne
Les ensembles de ZFC et inclusions forment une algèbre de Boole, et donc

permettent d’interpréter des formules logiques. Nous allons maintenant montrer
qu’il en est de même pour les topos.

5.1 Logique intuitionniste
La première manière de parler de logique interne à un topos, est de motiver

l’existence de morphismes correspondant au connecteurs logiques ^,_, ,ñ.
Ceci se fera sur base de l’exemple canonique de la catégorie Ens. Dans Ens,
nous avons t1, 0u “ Ω. De plus nous avons la caractérisation de ^,_, ,ñ en
termes de fonctions caractéristiques, c’est-à-dire reformulé en termes internes
au topos. On peut donc définir les termes suivants (tirés de [2, ch6.6-7]) :

— K. Dans Ens on a 01 : HÑ t¨u qui n’a aucune image et donc représente
le sous-ensemble H P Ppt¨uq. Sa fonction caractéristique est χ01

: t¨u Ñ
t0, 1u défini par χ01

p¨q “ 0. Dans un topos on définit K“ χ01
et on

l’interprète comme étant la valeur de vérité "faux" en opposition à J qui
représente la valeur "vrai" ;

—  . Comme vu précédemment, la fonction K utilise précisément le sous-
ensemble de Ω que l’on souhaite caractériser. On pose  “ χK et en
écrivant la définition, on remarque :

1 Ω

1 Ω

K

 

J

Ce qui signifie que dans un topos quelconque on a ˝ K“ J. On remarque
que l’inverse est vrai aussi  ˝ J “K

0 1

1 Ω

1 Ω

!

! J

K

 

J

Il serait tentant de demander que  ˝  “ idΩ mais cette égalité n’est
pas vérifiée en général. Nous reviendrons plus tard sur les conséquence
d’avoir cette égalité ;

— X. Dans Set X est la fonction caractéristique de l’ensemble tt1, 1uu Ď
Ωˆ Ω. On définit donc X “ χăJ,Ją avec xJ,Jy : 1 Ñ Ωˆ Ω.

— Y. Avec une phrase A Y B on souhaite soit que, ou bien le membre de
droite soit vrai, ou bien le membre de gauche. Il parait donc logique de
demander ces conditions sous la forme de ce diagramme :

2 2` 2 2

2ˆ 2

xJ,idy
f

xid,Jy
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Malheureusement le morphisme f n’est pas un mono. Comme on est
intéressé par son image, on peut faire la décomposition épi-mono :

2` 2 2ˆ 2

D

f

e m

On peut donc définir Y “ χm ou m est l’image de ră JΩ, idΩ ą,ă
, idΩ,JΩ ąs : Ω` Ω Ñ Ωˆ Ω ;

— ñ. Dans Ens, cet opérateur est caractérisé par ď “ tp1, 1q, p0, 1q, p0, 0qu.
On avait fait la remarque que cela donnait l’interprétation "au moins
aussi vrai que", ce qui justifie de nommer cet ensemble ď .
En termes interne au topos, on peut le reconstruire de la manière sui-
vante : SubpΩq muni des opération Y,X est un treillis. Tous les treillis
respectent :

x ď y ô xX y “ x.

Ce qui permet de reconstruire ď comme l’égalisateur de X et la projec-
tion sur x.
On définit donc ñ“ χ

ď
ou ď est l’égalisateur de

Ωˆ Ω Ω
X

pr1

On peut maintenant définir une interprétation dans un topos, de manière
similaire aux interprétations dans les algèbres de Boole de de Heyting.

Soit C un topos, une C-interprétation est une fonction V “ Φ0 Ñ Cp1,Ωq
qui assigne à chaque variable une valeur de vérité et cette fonction est étendue
à Φ par

— V p„ αq “  ˝ V pαq ;
— V pα_ βq “ Y ˝ xV pαq, V pβqy ;
— V pα^ βq “ X ˝ xV pαq, V pβqy ;
— V pα Ą βq “ñ ˝xV pαq, V pβqy.
Une phrase α est C-valide si pour toute C-interprétation, on a V pαq “ J.
Les morphismes Y,X, ,ñ sont définis dans CpΩ,Ωq. Par composition il

est possible de définir des opérateurs Y,X, ,ñ dans CpA,Ωq » SubpAq. On
demande que pour s, t P SubpAq leur union (par exemple) soit le sous-objet
caractérisé par χs Y χt. Ces opérateurs fournissent une structure d’algèbre de
Heyting. Tout les détails sont parcourus dans [2, ch.7].

En particulier Subp1q » Cp1,Ωq est une algèbre de Heyting, ce qui implique
que la validité dans un topos se réduit à la validité dans l’algèbre de Heyting
Subp1q. En corollaire, on obtient :

Corollaire 5.1.1. — La logique intuitionniste est toujours valide dans un
topos ;

— Si Subp1q est une algèbre de Boole alors la logique classique est valide
dans ce topos.

On se permet de mentionner la condition suivante.
Sont équivalents :
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1. SubpΩq est une algèbre de Boole ;
2. SubpAq est une algèbre de Boole pour tout objet A ;
3. Dans SubpΩq on a rf s ñ rgs “  rf s Y rgs ;
4. Dans SubpΩq, rJs “  rKs ;
5. Dans C,   “ idΩ ;
6. Dans SubpΩq rJs a un complément (ce complément sera toujours rKs) ;
7. Dans SubpΩq on a rJs Y rKs “ ridΩs ;
8. rJ,Ks : 1`1 Ñ Ω est un iso. (1`1 est le coproduit de 1 avec lui-même) ;
9. i1 : 1 Ñ 1` 1 est un classificateur de sous-objets ;
10. Le diagramme suivant commute :

Ω Ωˆ Ω

1 Ω

xid, y

Y

J

Un topos qui vérifie cette condition est appelé Booléen (par respect de la
condition 2) ou classique (d’après la condition 8). Un topos Booléen à bien sûr
Subp1q algèbre de Boole, donc sa logique interne est classique.

La démonstration de toute ces équivalences se trouve dans [2, Ch7.3, 7.5,
8.3].

5.2 Logique intuitionniste de premier ordre
On va maintenant rajouter les connecteurs @, D au topos. Les définitions

suivent [2, Ch.11.4], et un traitement plus catégorique est fait en [9, 13.6].
Dans la démonstration sur les power-objets 4.2.3, on avait une propriété

φ : A Ñ Ω "il n’y a qu’un élément de B en relation avec cet élément" et on a
vérifié si cette propriété était vraie pour tous les éléments de A. Il est naturel
de décrire cela comme la vérification de @a P Arφpaqs.
On avait demandé que l’ensemble ta | φpaqu P PpAq soit exactement A. Cela
signifie qu’ils ont la même fonction caractéristique et on peut écrire @A “ χrJAs.

1 PpAq

1 Ω

rJAs

@A

J

Pour l’existence, on va procéder de manière similaire : on souhaite que C “
ta | φpaqu ne soit pas vide.

Or on connait déjà PA“ tpB, xq | B Ď A, x P Au donc la projection sur PpAq
nous donne tous les sous-ensembles non vides de A, sa fonction caractéristique
est donc une fonction qui est vraie exactement sur les ensembles non vides, c’est
la relation DA
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PA PpAq ˆA

impP πPpAqq PpAq

1 Ω

P

πPpAq

DA

J

Il est possible maintenant de définir une interprétation d’un modèle de théo-
rie intuitionniste de premier ordre. Par souci de facilité, on se concentre sur
une théorie avec une seule relation binaire R, distincte de l’égalité, et une seule
constante c, afin d’avoir la vision la plus claire possible sans rajouter de com-
plexité calculatoire. L’extension à plusieurs relations et constantes se fait de
manière intuitive. Les définitions viennent de [2, Ch11.4].

Soit U une théorie de premier ordre avec une relation binaire R, l’égalité
et une constante c. Un C-modele de la théorie est un triple pA, r, cq “ A avec
A P C, r : AˆAÑ Ω et c : 1 Ñ A.
Soit une certaine phrase φ dépendant m P N variables, c’est-à-dire que toute ses
lettres se trouvent dans la liste v1, . . . , vm. Il est évident que pour un même φ,
plusieurs valeurs de m conviennent. On appelle un m qui convient, approprié à
φ. On peut regarder la réalisation de φ dans le modèle, c’est-à-dire

φm “ tpx1, . . . , xmq P A
m | U |ù φpx1, . . . , xmqu .

On a pris comme raccourci de notation :

Am :“ Aˆ . . .ˆA
loooooomoooooon

m

Dans notre topos, pour un terme t, on associe à chaque m approprié, une flèche
ρm : Aˆ ¨ ¨ ¨ ˆAÑ A selon les règles suivantes :

ρmt “

#

prmi si t “ vi

!Amc : Am 1 Ac si t “ c

La phrase JφKm est une flèche vers Ω construite selon les règles suivantes :
— Jt “ uKm “ δA ˝ xρ

m
t , ρ

m
u y ;

— JtRuKm “ r ˝ xρmt , ρ
m
u y ;

— Jφ^ ψKm “ JφKm X JψKm ;
— Jφ_ ψKm “ JφKm Y JψKm ;
— J„ φKm “  JφKm ;
— Jφ Ą ψKm “ JφKm ñ JψKm ;
— J@viφKm “ @A ˝ |φ|mi ;
— JDviφKm “ DA ˝ |φ|mi .

avec |φ|mi le fait de remplacer la ième composante par une variable libre, for-
mellement c’est l’adjoint de :

AˆAm Am Ω
TM`1
i JφKm

TM`1
i : A ˆ Am Ñ Am est défini par xπ1, ¨ ¨ ¨ , πi´1, πm`1, πi`1, ¨ ¨ ¨ , πmy. Ceci

correspond à transformer la ième lettre en une variable.
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Il est également possible de définir le changement de variables :

δmri{ts xπ1, ¨ ¨ ¨ , πi´1, t, πi`1, ¨ ¨ ¨ , πmy

qui remplace la ième variable par le terme t : Am Ñ A.
Les termes entre J¨K sont définis sur des lettres qui potentiellement n’inter-

viennent pas dans la formule φ. On peut donc supprimer ces lettres et avoir
un morphisme JφKU : An Ñ Ω qui est défini sur les n variables dont φ dépend
vraiment. Pour cela on définit f : An Ñ Am qui transmet les n variables dont
φ dépend, le reste des variables ne jouent aucun rôle.
Formellement on peut définir pour φpvi1 , ¨ ¨ ¨ , vinq et g : An Ñ A quelconque,
f “ xp1, ¨ ¨ ¨ , pmy avec :

pj “

#

πnk : An Ñ A si j “ ik pour un certain k
g sinon

et on définit JφKU “ JφKm ˝ f

An Am Ω
f

JφKU

JφKm

Comme φ ne dépend pas de variables où g intervient, cette définition ne dépend
pas du choix de g. Une démonstration plus en détail de ce fait se trouve dans
[2, Ch11.4]. La seule subtilité est le cas n “ 0, où il faut s’assurer que A n’est pas
vide. On peut alors dire que le modèle A vérifie φ, noté A |ù φ, ssi JφKU “ JAn

ssi JφKm “ JAm pour un m approprié (et donc tous les m appropriés). La
notation est légèrement trompeuse, JαKU dépend non seulement de la théorie U
mais également du choix de modèle dans C.

La question maintenant est de savoir quelles règles de dérivations s’ap-
pliquent dans un topos. En premier lieu, on vérifie que le modus ponens s’ap-
plique toujours.

Théorème 5.2.1. Si A |ù φ et A |ù φ Ą ψ alors A |ù ψ.

Démonstration. En prenant un m approprié pour φ et ψ on a

JφKm “ JAm , JφKm ñ JψKm “ Jφ Ą ψKm “ JAm .

En interprétant CpAm,Ωq comme une algèbre de Heyting, alors dans cette al-
gèbre on a JAm qui est l’élément maximum 1 et on sait que 1 ñ JψKm “ 1.
On interprète cela comme JψKm est au moins aussi grand que 1, c’est-à-dire
1 ď JψKm. Comme 1 est le maximum, on en déduit que JψKm “ 1 et donc
JψKm “ JAm . Comme m est approprié à ψ on en conclut que A |ù ψ.

Comme SubpAmq est une algèbre de Heyting, on sait que les règles de logique
intuitionniste sont toujours vérifiées dans un topos. De plus, vérifier :

A |ù φ Ą ψ

veut dire par l’exercice précédent que JφKm est au moins aussi grand que JψKm
pour un m approprié. La transposition dans SubpAmq donne le diagramme com-
mutatif :

JφKm Am

JψKm

tx|φpxqu

txPAm
|ψpxqu
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Par abus de notation, on a noté JφKm pour le domaine canonique du sous-objet
classifié par JφKm : Am Ñ Ω.
La vérification des règles intuitionnistes de premier ordre sont laissée en exercice.
Les détails se trouvent dans [2, Ch 11.5]. On remarque que le lemme 4.2.4,
implique que l’égalité interne dans un topos coïncide avec l’égalité externe.

On peut maintenant définir pour un topos, C |ù φ si A |ù φ pour tous les
C-modèles de U . En particulier la logique intuitionniste de premier ordre est
toujours vérifiée dans un topos.

5.3 Théorie des types
Cette méthode s’étend facilement à la théorie des types. Nous suivrons prin-

cipalement la construction de Johnstone dans [5, D1.2.3].

La théorie de Johnstone considère que les termes et variables ont des types,
mais que les phrases n’ont pas de type. Lambek et Scott considèrent une théorie
dans laquelle les phrases ont un type (Ω) c’est-à-dire que les formules φ ont
une certaine valeur de vérité. Cette différence fait que Johnstone interprète la
théorie en regardant l’extension d’une phrase en contexte x.φ. C’est-à-dire qu’il
considère le sous-ensemble du contexte

x.φ “ tpx1, . . . , xmq P x | U |ù φpx1, . . . , xmqu

tandis que Lambek considère la valeur de vérité (dans Ω) de la phrase φ. Tou-
tefois, au vu de l’équivalence SubpA1ˆ¨ ¨ ¨ˆAnq » CpA1ˆ¨ ¨ ¨ˆAn,Ωq les deux
reviennent au même. On peut dans un cas définir une interprétation :

Jx.φK A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn

et dans l’autre cas une interprétation :

A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn Ω
Jx.φK

Le choix de Johnstone se justifie par le fait qu’il étend l’interprétation à des ca-
tégories qui n’ont pas nécessairement un classificateur de sous-objets. Il obtient
ainsi des résultats beaucoup plus généraux sur des catégories moins restrictives
que les topos. Notamment, il montre qu’une catégorie cartésienne fermée est
un modèle d’une théorie λ, qui modèle le concept de fonction, curryfication et
composition. Dans notre cas, nous allons ignorer cette plus grande généralité
afin de simplifier les définitions.

Il faut faire attention à la manière dont l’équivalence du classificateur de
sous-objets est donné. En effet, à partir de χS Ñ Ω il n’existe qu’un seul sous-
objet S, mais une infinité de morphismes qui correspondent au sous-objet. Si on
travaille dans une métathéorie avec l’axiome du choix, alors alors on peut fixer
un choix de représentant. Sinon il est nécessaire de demander l’existence d’un
choix canonique de sous-objets, par exemple dans la définition de topos.

Soit U une théorie des types intuitionniste et soit C un topos. On définit M
un C-modèle comme étant le choix de :

— Un objet Ai pour tout les types Ai ;
— Un morphisme R : A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn Ñ Ω pour toute relation R d’arité n.
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Par souci de lisibilité, tout ce qui est dans la théorie est noté en gras tandis que
les objets et morphisme du topos sont écrits normalement. On demande de ce
choix qu’il respecte les conditions suivantes :

— 1 est l’objet correspondant au type 1 ;
— Ω est l’objet correspondant au type Ω ;
— AˆB est l’objet correspondant au type AˆB ;
— PpAq est l’objet correspondant au type PpAq.

Dans ce modèle, pour un terme en contexte x̃.t, avec t de type B, on associe
une interprétation J~x.tK : X “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn Ñ B. et pour une formule x̃.φ, on
associe une valeur de vérité J~x.φK : X Ñ Ω, de la manière suivante :

— Si t est une variable xi du contexte alors J~x.tK “ πi est la projection
πi : X “ A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn Ñ Ai ;

— Si t est ‚, de type 1 alors J~x.tK “!X : X Ñ 1 ;
— Si t est c un constante de type B alors J~x.tK “!Xc ;
— Si t est J alors J~x.tK “ JX ;
— Si t est K alors J~x.tK “KX ;
— Si t est (r,s) de type B1 ˆB2 alors J~x.tK “ xJ~x.rK, J~x.sKy : X Ñ B1ˆB2.

On peut retrouver r et s grâce aux projections canoniques du produit
dans C. Ces projections correspondent aux fonctions fst et sec ;

— Si φ est a P θ, avec a : B, et θ : PpBq alors J~x.φK “ pJ~x.aK, J~x.θKqevB ;
— Si φ est une relation entre des éléments Rpa1,a2, . . . ,anq, alors J~x.φK “
pJ~x.a1K, J~x.a2K, . . . , J~x.anKqR ;

— Si φ est une formule logique, par exemple a^ b,a_ b,a Ą b, a alors
J~x.φK “ J~x.aK^J~x.bK (respectivement _,ñ, . Dans un cadre plus général
on peut accepter, si a,b sont de type A ‰ Ω, que pa^ bq soit de type
A. Dans ce cas, il s’agit de l’objet correspondant dans l’algèbre des sous-
objets, c’est-à-dire J~x.tK est le sous-objet caractérisé par χJ~x.aK ^ χJ~x.bK,
ou de manière équivalente, le sous-objet décrit par tx P A | a^ bu ;

— Si B “ PpCq et t “ tz :C | φu en supposant que z n’est pas une va-
riable du contexte, alors J~x.tK est le nom de la relation classifiée par
J~x, z.φK, au sens de la définition 4.2.1. On attire l’attention sur le fait que
tx P A | φu est un sous-objet de A, c’est-à-dire une flèche vers A, tandis
que Jx. tx : A | φuK est un élément de PpAq ;

— Si φ “ Dy:Bφ alors J~x.φK “ DB ˝ rJ~x, y.φKs. Cette définition plus concise
est exactement la même construction que dans le cas de premier ordre ;

— Si φ “ @y:Bφ alors J~x.φK “ @B ˝ rJ~x, y.φKs ;
— Formule de changement de variables : Si y est un contexte acceptable

pour t :C et soit si du même type que yi, avec x un contexte approprié
aux si. Alors J~x.tps{yqK est la composée :

A1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAn B1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆBm C
pJ~x.s1K...J~x.smKq Jy.tK

À nouveau, le seul contexte qui va être important est le contexte cano-
nique, contenant seulement les variables dont dépend φ.

Nous sommes désormais en mesure d’interpréter un modèleM dans C. On dit
M satisfait φ $x ψ si J~x.φK ď J~x.ψK dans l’algèbre CpX,Ωq » SubpA1ˆ¨ ¨ ¨ˆAnq.
On dit M est un modèle d’une théorie U si tous les séquents de U sont satisfaits
par M .

Théorème 5.3.1. Dans un topos, les axiomes de la théorie des types intuition-
niste sont vérifiés.
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Démonstration. Il suffit de développer le tout. Par l’équivalence entre séquent
et phrases mentionné en 1.3.4, on a déjà montré que les axiomes logiques et du
premier ordre sont vérifiés. Il ne reste plus qu’à vérifier les axiomes supplémen-
taires.

Montrons l’extensionnalité : J $w tx : A | x P wu “ w. Les autres séquents
se font de la même manière.
Ce séquent signifie que dans le contexte w P PpAq, on a

Jw.JK ď Jw. tx : A | x P wu “ wK

en temps qu’éléments de l’algèbre CpPpAq,Ωq.
Jw.JK “ JPpAq est l’élément maximum de cette algèbre, l’inégalité est donc une
égalité et le séquent est vérifié ssi

J “ Jtx : A | x P wu “ wK “ δ ˝ pJw.wK, Jw. tx : A | x P wuKq.

Par la propriété 4.2.4, cette égalité est vraie ssi Jw.wK “ Jw. tx : A | x P wuK
en tant que morphisme du topos.
D’un coté Jw.wK “ π1 : PpAq Ñ PpAq est le morphisme d’identité.
De l’autre coté Jw. tx : A | x P wuK est le nom de la relation classifié par :

Jw, x.x P wK “ pJw, x.xK, Jw, x.wKqevA

Comme Jw, x.xK, Jw, x.wK sont tout les deux des morphismes d’identité, cela
donne :

PpAq ˆA PpAq ˆA Ω
idˆid eva

Donc Jw, x.x P wK “ eva : PpAqˆAÑ Ω. On note J~x.tK pour Jw. tx : A | x P wuK
et on construit le diagrame de power-objet pour trouver l’adjoint.

PA PpAq ˆA Ω

PA PpAq ˆA

ev

J~x.tKˆidA

eva

On en déduit J~x.tK “ idPpAq. Le séquent d’extensionnalité est donc vérifié.

Théorème 5.3.2. Si φ est vérifié par la théorie intuitionniste des types, alors
C |ù φ pour tout topos C.

La preuve vient d’être faite, par la vérification des axiomes et règles de
dérivations.

En fait ce théorème s’étend à toute théorie qui a au moins les axiomes de la
théorie des types et au plus les règles de déduction de la théorie intuitionniste.
Si une théorie possède plus d’axiomes, rien ne garantit qu’il existe un modèle
dans un topos, mais si un modèle existe, il vérifie les axiomes supplémentaires
(par définition) et les règles de dérivations.
En particulier, il existe une théorie adaptée à un topos C, la théorie qui contient
comme types tous les objets de C, comme constantes, ou termes tous les mor-
phismes c : 1 Ñ X, comme relations, ou phrases, toutes les relations r : AˆB Ñ
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Ω, etc. Les axiomes sont tous les séquents tel que C |ù φ ô JφK “ J, les règles
de dérivation sont celles mentionnées plus haut. Cette théorie est appelée le
langage interne de C, noté T pCq. Le topos C peut être vu comme un modèle
particulier de cette théorie logique.

5.4 Quelques résultats notables
On mentionne maintenant, sans démonstration, quelques résultats de la lo-

gique interne. En premier lieu, les équivalences entre les termes “,^,_, ,Ą
,@, D, sont valides dans un topos.

Ensuite, la logique interne est une théorie des ensembles à plusieurs types.
En effet les objets sont des ensembles au sens que le langage interne d’un topos
valide toujours :

— Extensionnalité : C |ù @Y,Z:PpAqrY “ Z ” @x:Apx P Y ” x P Zqs ;
— Ensemble vide : C KA“ tx : A |Ku ;
— Singleton : C |ù x P tyu ” x “ y pour le singleton defini en 4.2.3 ;
— Union binaire : C |ù x P Y YZ ” px P Y ^x P Zq pourY : PpAqˆPpAq Ñ

PpAq l’union interne ;
— Union arbitraire : C |ù x P

Ť

Z ” Dy:PpAqpy P Z ^ x P Y q pour
Ť

PPpAq Ñ PpAq l’union externe ;
— Powerset : C |ù Y P rPsZ ” Y ĎA Z avec Y,Z : PpAq,
ĎA“ tpY,Zq | @x:Ax P Y Ą x P Zu
et rPs “ PpAq Ñ PPpAq le powerset interne (adjoint de ĎA) ;

— Séparation : "il existe une unique fonction fφ tel que C |ù y P fφ ” φ.
Les dérivations logiques proviennent de [10].

Soit f : A Ñ B est un morphisme de C et t est un terme de type A.
En contexte, J~x.tK est un morphisme t : X Ñ A. En prenant le point de vue
d’éléments généralisé, il convient d’appeler fptq le terme fptq : X Ñ B obtenu
par composition. En réalité cette notation a un pendant théorique, qui touche
à l’équivalence entre λ-théorie et catégorie cartésienne fermé, mais les détails
sont laissés pour un autre mémoire. Avec cette notation, le langage interne a les
propriétés suivantes :

— f “ g en temps que morphisme ssi C |ù @xfpxq “ gpxq ;
— Si C |ù @x:AD!y:Bφpx, yq alors il existe dans C une flèche g : A Ñ B tel

que C |ù @x:Aφpx, gpxqq ;
— f est un mono ssi C |ù @x:A@x1:Apfpxq “ fpx1qq Ą px “ x1q ;
— f est un épi si C |ù @y:BDx:Afpxq “ y ;
— f est un iso si C |ù @y:BD!x:Afpxq “ y ;
— Si C |ù @x:A@y:B@y1:BxRy^xRy

1 Ą py “ y1q et C |ù @x:ADy:BxRy, alors il
existe un morphisme f : AÑ B tel que C |ù @x:A@y : By “ fpxq ” xRy.

Théorèmes tirés de [6, II.5-6] et [9, 16].
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6 Compléter l’équivalence
On a déjà vu que les topos ont une logique interne et sont une structure

d’ensembles. On va maintenant montrer que les topos ont des ensembles internes
et sont équivalent à une structure de théorie.
En particulier, il existe une équivalence de catégories entre certaines théories
des ensembles et les topos booléens et une autre équivalence entre les théories
des types intuitionnistes et les topos.
Johnstone ([5]) montre ces équivalences en définissant une catégorie des théories
logiques, mais cela nécessite de se mettre dans une métathéorie catégorique. Il
m’a semblé plus juste de montrer les injections dans les deux sens, mais de ne
pas introduire de catégorie des théories logiques pour rester fidèle au point de
vue Logiciste.

Les livres de Lambek et Scott ([6]), et Goldblatt ([2]) sont aussi deux très
bons ouvrages pour comprendre l’équivalence en termes logique et des ensembles
respectivement.

6.1 Équivalence topos-ensemble
Un topos bien pointé (défini en 3.3) est équivalent à un modèle de la théories

des ensembles Z, dans le sens qu’un modèle donne lieu à un topos, et un topos
donne lieu à un modèle de Z. Ces deux constructions sont presque l’inverse l’une
de l’autre dans un sens qui sera précisé plus tard. La démonstration entière ne
rentre pas dans ce mémoire mais nous allons introduire les outils nécessaires.
Cette section suit [2, Ch12].

Il est possible de construire d’autres équivalences entre théorie des ensembles
et topos, comme dans [1], mais celle-ci est la plus courante dans la littérature.

6.1.1 La théorie des ensembles engendre un topos

Soit U une théorie des ensembles ayant au moins les axiomes de Z0. Alors la
construction de EnsZ0 se fait comme dans le cas ZFC, et EnsZ0 est un topos
bien pointé.
Les objets de EnsZ0

sont les ensembles de U . Les fonctions sont les triples
pa, f, bq qui respectent la formule :

Fonctpfq ^ pDompfq “ aq ^ Impfq Ď v.

L’identité est donné par pa,∆paq, aq avec ∆paq ” tpv, vq : v P au.
La composition est définie de manière usuelle f ˝ g.
Le produit AˆB correspond à l’ensemble tpu, vq : u P A^ v P Bu.
Le power-objet est donné par PpAq “ tu : u Ď Au.

Tous ces ensembles existent et sont bien définis par les axiomes de Z0.

6.1.2 Un topos engendre une théorie des ensembles

En catégories, il arrive souvent que les objets manipulés soient déjà des
ensembles avec une certaine structure, au sens Bourbakiste. Dans ce cas, il est
naturel de demander s’il existe un objet C P C possédant une structure en plus,
comme par exemple respecter les axiomes de groupes et déclarer que cet objet
C est un objet-groupe.
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L’idée va être de faire la même chose avec des objet-ensembles et de montrer
que dans un topos, la collection d’objet-ensembles respecte les axiomes de la
théorie des ensembles. Cela permettrait de dire que le topos contient un modèle
de la théorie des ensembles.

Commençons par définir un objet-N, qui respecterait les axiomes de Peano.

Définition 6.1.3. Soit C une catégorie, un Objet de nombres naturels
(ONN) est un objet n P C muni de deux morphisme 0 : 1 Ñ n et s : n Ñ n tel
que pour tout autre candidat pA, q, fq, il existe un unique u qui fat commuter
le diagramme suivant :

1 n n

a a

0

q

s

u u

f

Par définition cet objet est unique à isomorphisme près. Dans Ens, pN, 0, fq,
où fpnq “ n`1 est un ONN. Pour un topos, avoir un ONN signifie que sa théorie
des ensembles vérifie l’axiome de l’infini.

L’objectif maintenant est de créer des objet-ensembles et définir des notions
d’appartenance et d’égalité, ce qui nous donne un modèle de la théorie des
ensembles supporté par C. On regarde ensuite la théorie qui est valide pour
tous les objet-ensembles.

Pour cela on doit d’abord parler de la notion d’ensemble transitif, notion
qui existe car l’appartenance dans Z0 est globale. Dans Z0, les éléments d’un
ensemble, sont eux aussi des ensembles, qui se distinguent par leurs éléments,
eux aussi des ensembles, . . . on peut donc faire un arbre comme suit :

niveau 0 ‚ A

niveau 1 ‚ ‚ ‚ éléments de A

niveau 2 ‚ ‚ ‚ ‚ ‚ éléments des éléments de A

niveau n ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

C’est le diagramme d’appartenance à l’ensemble A. Si on enlève le point du
haut, le reste de l’arbre TA, vu comme ensemble de points a une propriété appelé
transitivité. La transitivité est la propriété x P TA ñ x Ď TA, c’est-à-dire que
si x est un élément de TA, tout les éléments de x sont aussi des éléments de TA.
De manière équivalente on peut écrire x P TA ñ x P PpTAq.

La théorie ZFC a des axiomes suffisamment forts pour avoir des ensembles
transitifs, malheureusement ce n’est pas le cas de Z0, et il est nécessaire de
demander un axiome en plus.
Axiome de transitivité (trans)

@tDupt Ď u^TRpuqq

avec TRpuq la formule @vpv P u Ą v Ď uq, qui exprime la transitivité de u.
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Avec cet axiome il est possible de déduire dans Z0 ` TR

@tD!urt Ď u^TRpuq ^ @vpt Ď v ^TRpvq Ą u Ď vqs

qui exprime que pour tout ensemble t l’unique u “ Tt existe bel et bien.
Si A1 est un autre ensemble transitif qui contient A, alors on en déduit

que TA Ď A1, donc on peut décrire TA comme le plus petit ensemble transitif
contenant A. La preuve se fait avec une certaine induction, qui indique que cet
axiome joue un rôle important dans le processus d’induction.

La raison de s’intéresser aux ensembles transitifs, c’est qu’ils ont une relation
d’inclusion interne, appelons la ε : TA ˆ TA Ñ Ω pour ne pas la confondre. Par
transposition on obtient E Ď TA ˆ TA et rE : TA Ñ PpTAq, qui est défini par
rEpxq “ ty | y P TA ^ yExu mais comme TA est transitif et E est la relation
d’inclusion, on peut réduire

rEpxq “ ty | y P TA ^ y P xu “ ty | y P xu “ x

1

TA PpTAq

s rss

rE

On a déjà donné un sens à a P b si a P A, b P PpAq, mais la question resterait
de savoir pour a, b Ď A si a P b, comme cela pourrait être le cas avec un ensemble
transitif.

Travaillons dans Ens
Soit A un ensemble transitif et f : B � A, g : C � A deux sous-ensembles
de A. Si jamais on a C P B alors il doit exister un élément global 1 Ñ B qui
corresponde à C, et ĝ : 1 Ñ A qui corresponde à l’inclusion C P B Ď A. En
diagramme cela donne :

1

B A

ĝ

f

Dans l’autre sens, si on a un élément global ĝ : 1 Ñ A, la question de savoir
si ĝ P B est équivalente à savoir si le morphisme ĝ se factorise à travers le
morphisme f .

Dans Ens, pour C Ď A via le morphisme g, la transposée de g est rgs “
rχCs : 1 Ñ PpAq. Si en plus A est transitif, on a l’inclusion rE : A Ñ PpAq, et
on déduit que C P A ssi il existe ĝ qui fait commuter le diagramme suivant :

1

A PpAq

ĝ rgs

rE

La théorie des ensembles locale, sur les sous-ensembles de A est donc la
suivante : pour f : B � A, g : C � A deux sous-ensembles de A, on a g P f ssi
C P B ssi rgs se factorise a travers rE ˝ f .
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1

B A PpAq

rgs

f rE

Il reste maintenant à passer de théorie des ensembles locale, à la théorie globale.
Dans Ens savoir si f : B � A, g : C � A représentent le même ensemble peut
se vérifier avec la fonction caractéristique, mais il reste encore un cas. Pour
f : B � A, g : C � D, on peut avoir fpBq “ gpCq Ď AXD.
Dans ce cas on a également fpBq “ gpCq Ď A Y D, et donc pour tout T qui
inclu A et D on a i : A� T et j : D � T et fpBq “ gpCq ssi ipfpbqq “ jpgpCqq.
On ne peut pas demander n’importe quel T , mais il est suffisant de demander
que T soit transitif.

On définit g P f si il existe un T transitif tel que A,D Ď T et g P f dans la
théorie locale de T . C’est-à-dire que :

C

B T PpT q

rj˝gs

i˝f rE

Nous allons faire un exercice pour clarifier les concepts :

Théorème. Dans Ens, A P B si et seulement si idA P idB

Démonstration. Dans un sens, on prend T “ TB la fermeture transitive de B,
c’est-à-dire l’ensemble formé par l’arbre d’appartenance. On a alors les fonctions
d’inclusions évidentes et :

A

B T PpT q

APB rj˝idAs

i˝idB rE

Par définition des objets, l’image de i ˝ idB n’est autre que l’ensemble B, et
rEpxq “ x par la théorie des ensembles locale. rE ˝ i est donc une fonction qui, à
chaque b P B, assigne le même élément vu comme élément de PpT q Par ailleurs
rj ˝ idAs “ ta | a P Au “ A. Comme A P B, on a bien la flèche A P B qui fait
commuter le diagramme.
Dans l’autre sens :

A

B T PpT q

rj˝ids

i˝id rE

La question maintenant est de savoir comment caractériser rE : A Ñ PpAq
pour pouvoir généraliser à un topos.

On annonce ici le "lemme de Mostowski", sans démonstration.
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Lemme. Soit R Ď A ˆ A, une relation sur A. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

— Il existe un ensemble B transitif tel que xA,Ry » xB, rEy ;
— R est une relation extentionnelle et noetherienne.

Il est possible de démontrer ce lemme dans ZFC, et même dans ZF , mais
la théorie Z0 n’est pas assez forte pour démontrer ce résultat. En particulier
le lemme de Mostowski implique que la relation pB, rEq est une relation bien
fondée, ce qui demande l’axiome Reg pour être démontrable. Par la suite, on
demandera que ce théorème soit vrai, ce qui peut se faire en demandant que cet
énoncé soit un axiome de notre théorie. On appellera cet axiome Mostowski.

Que R soit extentionnelle, s’exprime dans le topos par le fait que R soit un
mono. La condition d’être noetherien signifie que tout sous-ensemble non vide
C Ď A, a un un élément minimal au sens de R, c’est-à-dire un x P C tel que
@y P C, yRx.
On peut énoncer un autre théorème sans démonstration, théorème qui est prou-
vable dans Z0.

Théorème. Soit R une relation sur A. R est Noetherien si et seulement si
pour toute fonction g : PpBq Ñ B, il existe une unique fonction f : AÑ B telle
que

A B

PpAq PpBq

f

rR

Ppfq

g

On a donc une caractérisation, à isomorphisme près, des ensembles transitifs
et des relations rE .

Définition 6.1.4. Dans un topos, un objet ensemble transitif (oet) est une
flèche r : A� PpAq qui est

— Un mono ;
— Récursive, c’est-à-dire pour tout g : PpBq Ñ B, il existe un unique

morphisme f : AÑ B tel que

A B

PpAq PpBq

f

r

Ppfq

g

La deuxième propriété est appelé récursive car elle permet de définir f dans
des condition similaires à l’induction transfinie.

Définition 6.1.5. Un objet-ensemble est une paire de morphismes pf, rq de
la forme B � A� PpAq, avec r un objet ensemble transitif

Deux objet-ensembles sont dit égaux pf, rq »C pg, sq s’il existe un oet t :
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E Ñ PpEq tel que r Ď t et s Ď t

A B

E

C D

f

i

g

j

et on a i ˝ f “ j ˝ g dans SubpEq, c’est-à-dire χi˝f “ χj˝g
Un objet-ensemble est inclus dans un autre, noté pg, sq PC pf, rq si il existe

un oet t : E Ñ PpEq tel que r Ď t, s Ď t et j ˝ g Pt i ˝ f , i.e.

1

B E PpEq

rj˝gs

i˝f t

Cette définition ne dépend pas du choix de t.

On vient de construire un modèle de la théorie des ensembles.

Théorème 6.1.6. Si C est un topos bien pointé, alors UpCq est un modèle de
la théorie Z0 ` Reg ` trans. De plus si C a un NNO, alors la théorie respecte
l’axiome de l’infini, et enfin si dans C tout les épis sont scindés, alors l’axiome
du choix est respecté dans UpCq.

La démonstration se fait en vérifiant que les axiomes de la théorie et que les
règles de dérivations sont vérifiées. La preuve sera omise.

6.1.7 Les deux constructions sont inverses

On a vu une construction Ens qui assigne à chaque modèle de Z0 un topos
EnsZ0 et une construction U qui assigne à chaque topos C un modèle de Z0 `

reg` trans. La question est de savoir dans quelle mesure ces constructions sont
l’inverse l’une de l’autre.

Certains axiomes sont des traductions directes, ainsi l’axiome de l’infini se
traduit par l’existence d’un ONN, et inversément. De même l’axiome du choix
(toute collection d’ensemble non vide admet un choix) correspond à l’axiome
du choix catégorique (les épis ont un inverse à droite).

Toutefois, tous les ensembles des modèles de Z0 n’ont pas toujours de ferme-
ture transitive. De l’autre coté, tous les objets d’un topos ne sont pas équivalents
à un ensemble selon notre construction. Pour contrer ces difficultés nous allons
demander aux topos et aux modèles les conditions manquantes.

On définit B P C est partiellement transitif si il existe r : A Ñ PpAq
oet et f : B � A, ce qui fait que pf, rq est un objet-ensemble. Le topos C est
partiellement transitif si tout objet est partiellement transitif.
On définit Z “ Z0 ` reg ` trans `Mostowski, la théorie des ensembles avec
les axiomes de Z0, l’axiome de régularité, transitivité et le lemme de Mostowski
en axiome.

On annonce le théorème suivant :
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Théorème 6.1.8. Soit C0 un topos bien pointé et partiellement transitif, et V
un modèle de Z, on a :

1. UpEnsVq est isomorphe à V ;
2. EnsUpC0q est équivalent à C0 au sens des catégories.

Esquisse de preuve. 1) Soit V un modèle de Z. Soit b un ensemble de V, c’est-à-
dire b P EnsV . Par l’axiome trans, il existe a, ensemble de V qui est la fermeture
transitive de b et une fonction d’inclusion f : b ãÑ a. À nouveau, on peut voir
ces objets comme appartenant à EnsV .
Avec les axiomes d’extensionnalité et de régularité, on déduit ra : aÑ Ppaq une
fonction injective et noetherienne donc un morphisme récursif.
En regardant tous ces objet dans EnsV , on a pf, raq qui est un objet ensemble
et on peut vérifier les relations suivantes :

— a “ b ssi pf, raq »EnsV pf 1, rcq ;
— a PV b ssi pf, raq PEnsV pf 1, rcq.

Dans l’autre sens si X est un ensemble de U pEnsVq, on a X “ pf, rq un objet-
ensemble de EnsV . r est mono et récursive dans EnsV , donc une relation exten-
tionelle et noetherienne de V. Comme V vérifie Mostowski, il existe un ensemble
c du modèle V et une bijection g : a Ñ c tel que r est isomorphe à la relation
d’appartenance sur c. On note StpXq “ gpfpaqq l’image de a dans c. Comme les
représentations transitives sont uniques dans V, cela nous donne une fonction
unique St : U pEnsVq Ñ V qui satisfait :

— X »EnsV Y ssi StpXq “V StpY q ;
— X PEnsV Y ssi StpXq PV StpY q.
2) Soit C0 un topos bien pointé, partiellement transitif. On construit un

foncteur F : EnsUpC0q Ñ C0.
Si X P EnsUpC0q alors c’est un ensemble du modèle UpC0q, c’est-à-dire un objet-
ensemble pf, rq P C0. On pose F pXq “ dompfq. Il est possible de définir ce
foncteur sur les morphismes. Ce foncteur peut être défini pour tout topos bien
pointé C, mais son image est la sous-catégorie pleine des objets transtifs de C. En
demandant au topos d’être partiellement transitif, on garantit que ce foncteur
est surjectif et donc une équivalence de catégories. De plus cette condition a un
impact sur le modèle UpC0q, à savoir que le lemme de Mostwoski est vérifié et
donc ce Z0 ` reg ` trans-modèle est en fait un Z-modèle.

Mentionnons que l’axiome du choix dans un topos implique que tous les ob-
jets sont partiellement transitifs. La preuve prend le bon ordre sur un ensemble
(qui existe par l’axiome du choix) et cela devient un oet AÑ PpAq. En particu-
lier l’équivalence peut se restreindre entre Z `Choix et les topos avec l’axiome
du choix.

6.2 Équivalence topos-logique
Un topos est équivalent à une théorie des types intuitionniste. Nous allons

d’abord construire un topos à partir d’une théorie des types, et puis montrer
que les deux sont équivalents dans un sens qui sera précisé ensuite. La preuve
est tirée de [6, II.13].

On montre tout d’abord qu’une théorie des types telle que définie au début
(1.3) admet un modèle particulier qui sera un topos. L’idée est similaire à celle de
Lindenbaum en 2.4, prendre la structure logique en elle-même et la transformer

51



en un topos. La même remarque sur le cadre Logiciste s’applique, la construction
fonctionne en dehors du cadre de la logique formelle mais peut rencontrer des
problèmes ontologiques.

6.2.1 Une théorie des types engendre un topos

Soit T une théorie des types. Remarquons tout d’abord que par l’équiva-
lence de 1.3.4, considérer toutes les formules est équivalent à considérer tous les
séquents. Si α $~x β est un séquent, @~xα Ą β est une formule de type X, et son
extension tx P X | αpxq Ą βpxqu est un terme de PpXq. Notons que les termes
a : A peuvent similairement être interprétés comme tx | x P au : X.

A nouveau par lisibilité, les types de la théorie sont en gras, tandis que les
objets des topos sont notés en italique. Un objet/type qui a été transformé deux
fois sera noté en gras et italique.

Construisons la catégorie CpT q.
On pose pour objets les termes de type PpAq et fermé par l’égalité, c’est-à-

dire si T $ a “ a1 et a, a1 P PpAq alors ces objets sont égaux.
Si A est un terme de PpAq et B un terme de PpBq, on définit un morphisme

f : AÑ B comme étant |f | un terme de PpAˆBq qui vérifie T |ù |f | Ď aˆ b
et T |ù @xPArx P a Ą D!yPBpx, yq P |f |s. À nouveau, on demande que ces
morphismes soient fermés par égalité, c’est-à-dire f “ g en tant que morphismes
si T |ù |f | “ |g|.
On mentionne les morphismes identité, |idA| “ tpx, yq : AˆA | x “ yu, et on
introduit la notation suivante |f | : A Ñ B comme racourci pour la formule
|f | Ď A ˆ B ^ @x:Arx P A Ą D!y:Bpx, yq P |f |s. Cette notation nous permet de
dire f est un morphisme dans CpT q ssi T |ù |f | : AÑ B

Il est possible de montrer que la catégorie CpT q est un topos. Soit en construi-
sant un power objet, comme [5, D4.3.8], soit en montrant que c’est une catégo-
rie cartésienne fermé avec classificateur de sous-objet comme [6, section 12]. La
preuve sera laissée au lecteur curieux.

On mentionne pour celui qui souhaiterait vérifier.
— L’objet terminal 1 est t‚u ;
— Le produit AˆB est tpx, yq : AˆB | x P A^ y P Bu ;
— L’exponentielle BA est tw : PpAˆBq | w : AÑ Bu ;
— le classificateur de sous-objets est donné par Ω est tt : Ω | Ju et le mor-

phisme J est donné par |J| “ tp‚,Jqu ;
— Le power-objet PpAq est donné par tw : PpAq | w Ď Au.

6.2.2 Les deux constructions sont inverses

On a défini une théorie intuitionniste à partir d’un topos : le langage interne à
C et on a défini un topos à partir d’une théorie intuitionniste CpT q. À nouveau la
question est de savoir à quel point ces constructions sont inverses l’une de l’autre.
Avant de répondre à cette question, il faut clarifier la notion d’équivalence entre
théories logiques.

On pourrait être tenté de dire que deux théories sont équivalentes s’il existe
dans T2 un modèle de T1 et vice versa. Cependant dans la conception Logiciste,
les objets de la théorie n’existent pas vraiment. La théorie prescrit les règles que
les objets doivent suivre, mais ne décrit pas forcément des objets qui existent.
Par exemple, l’axiome du choix prescrit qu’il doit y avoir un bon ordre sur les
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réels mais il se peut qu’aucun mathématicien n’arrive jamais à exhiber un tel
ordre, et donc qu’il n’existe pas, au sens de n’avoir aucun représentant.
Pour combler ce problème, on introduit la notion de traduction, qui est une règle
pour passer d’une théorie à une autre. De plus comme on considère uniquement
des théories des types, on peut se permettre d’imposer des contraintes, comme
demander que ΩT1

soit traduit par ΩT2
.

Soit T1, T2 deux théories logiques, une traduction de T1 dans T2 est une
application F de T1 vers T2 qui préserve la structure de types. C’est-à-dire que

— Les types A,Ω,PpXq de T1 sont envoyé sur les types A,Ω,PpFpXqq de
T2 ;

— Les termes ‚, P,“, pa, bq, ta : A | φu ,J,K,^,_, ,Ą DA,@B de T1 sont
envoyés vers les termes correspondants de T2 ;

— Les variables ai : A de T1 sont envoyées vers ai : FA de T2 ;
— Les constantes sont envoyées vers d’autres constantes et les relations

d’arité n sont envoyées sur d’autres relations de même arité ;
— Les séquents α $x β de T1 sont envoyés vers F pαq $F pxq F pβq de T2 ;
— Tous les théorèmes de T1 sont envoyés sur des théorèmes de T2.
Une traduction est appelée une extension conservatrice à la condition

suivante : le séquent F pαq $F pxq F pβq est un théorème de T2 ssi le séquent
α $x β est un théorème de T1.
L’intuition est qu’une extension conservatrice peut avoir rajouté des types et
des axiomes sur ces nouveau types mais aucune nouvelle démonstration sur les
anciens types utilise ces nouveaux axiomes.

Dans le cadre de ZFC, les théories sont confondues avec leur modèles et F
est une fonction. Dans le cadre catégorique, F est un foncteur.

On peut maintenant passer au théorème suivant :

Théorème 6.2.3. Soit C un topos et V une théorie des types intuitionniste, on
a :

1. C est équivalent à CpT pCqq ;
2. T pCpVqq est une extension conservatrice de V.

Esquisse de preuve. 1) On commence par construire un foncteur ξC : C Ñ

CpT pCqq.
Soit A un objet de C. Il peut être vu comme un type du langage interne T pCq

et donc l’ensemble A “ tx : A | Ju est un objet de CT pCq. On écrit ξCpAq “ A.
Soit f : A Ñ B un morphisme de C. On peut définir ξCpfq “ f :A Ñ B “

pA, |f|,Bq avec |f| “ tpx, yq : AˆB | fx “ yu.
On peut vérifier que ξC est un foncteur. C’est même un foncteur logique

(strict), des définitions se trouvent dans [6, II.13],[4, A.2.1.1], mais l’idée est que
ξCpAˆBq “ ξCpAq ˆ ξCpBq et ξCpPpAqq “ PpξCpAqq.

Maintenant, il ne reste plus qu’à vérifier que tout objet de ξC est isomorphe
à un de cette sous catégorie, et que ξC est plein et fidèle.

Soit A un objet de CT pCq, c’est un terme a : PpAq de T pCq, et donc un
morphisme α P Cp1,PpAqq. Par l’isomorphisme SubpAq » Cp1,PpAqq, il existe
un sous-objet m : A1 � A qui lui est associé.
On affirme maintenant que A » A’ dans CT pCq. En effet, on a les fonctions don-
nées par |f| “ tpx, yq : AˆA’ | my “ xu et |f´1

| “ tpy, xq : A’ˆA | my “ xu
qui sont inverse l’une de l’autre, donc f, f ´1 forment un isomorphisme entre A
et A’ “ ξCpA

1q.
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Pour voir que ξC est plein, on prend f :A Ñ B un morphisme de CT pCq
entre deux objets de l’image de ξC. On a donc un terme f :AˆB tel que

T pCq |ù @x:AD!y:Bpx, yq P f.

Comme cette description est vraie dans le langage interne de C, par les propriétés
du langage interne 5.4, il existe une unique fonction f : A Ñ B dans C qui lui
correspond et le graphe de f nous redonne f.

Pour voir que ξC est fidèle, on prend dans C deux morphismes f, g : AÑ B.
Si ξCpfq “ f “ g “ ξCpgq, alors on a f “ g dans le langage interne, et donc

T pCq |ù @x:Afx “ gx.

L’égalité interne implique l’égalité interne (5.4), on en déduit f “ g.
Pour l’extension conservatrice, on définit une traduction ηV : V Ñ T pCpVqq
Si A est un type de V, alors A “ tx : A | Ju est un objet de CpVq, donc

un type de T pCpVqq. On pose ηVpAq “ A “ tx : A | Ju. Remarquons que cela
coïncide dans le cas A “ 1 et A “ Ω. Si t : A est un terme de V on écrit
ηVptq “ t :1Ñ A avec |t| “ tp‚, aqu

Vérifions que c’est bien une extension conservatrice. Par la remarque 1.3.4,
il ne faut vérifier que les séquent $ φ donc que les formules, qui sont des termes
de type Ω.

On introduit le lemme suivant, qui a du sens dans le cadre métathéorique
de ZFC et des catégories.

Lemme 6.2.4. Si A est un type de V alors il y a une correspondance entre les
classes de termes démontrablement égaux de type PpAq dans V et les termes de
types ηVpPpAqq “ P(A) dans T pCpVqq.

Démonstration. Un terme de type P(A) dans T pCpVqq est une flèche f :1Ñ PA
dans le topos CpVq.
Le graphe de f est un terme de Pp1ˆ PpAqq dans V tel que :

V |ù @x:1D!u:PApx, uq P f.

En utilisant les règles de dérivation, on obtient

V |ù D!u:PAp‚, uq P f.

On appelle θ “ tx : A | Du:PArx P u^ p‚, uq P fu. On vérifie ensuite que V |ù

f “ tp‚, θqu Donc f “ θ dans CpVq. Ceci montre la surjectivité. Pour voir
l’injectivité, on suppose que A=A’ en tant que morphisme. On déduit :

V |ù |A| “ |A’|

c’est-à-dire :
V |ù tp‚, θqu “

 

p‚, θ1q
(

et donc :
V |ù θ “ θ1.

Corollaire 6.2.5. ηV est une extension conservatrice.
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En effet Ω est isomorphe à Pp1q dans CpVq donc une formule est envoyé sur
tp‚, T qu ssi elle est démontrable.

On peut définir une catégorie des théories des types intuitionniste et une
catégorie de topos. Dans ce cas T et F peuvent être étendu en des foncteurs
et ξ, η jouent le rôle d’unité et de co-unité. Plus de détails se trouvent dans
[5, D4.3.13] et dans [6, II.13].

Il est malheureux de ne pas pouvoir construire l’extension conservatrice dans
le cadre Logiciste. Il est possible qu’il existe une autre démonstration, mais
elle n’est pas apparue au cours de mes recherches. La plupart des auteurs ont
choisi comme cadre métathéorique celui des catégories pour discuter de ce sujet,
laissant de côté cette distinction entre la théorie et la formalisation de la théorie.
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Conclusion
Au cours de ce mémoire, nous avons vu que les topos peuvent être vu comme

des ensembles généralisés, et que cette structure d’ensembles génère une logique
interne. Inversement, les topos peuvent être perçus comme un modèle d’une
théorie des types intuitionniste et dans ce cadre, les types se comportent comme
des ensembles contenant des variables et des éléments.

Dans les deux cas, il est possible, à l’intérieur d’un topos, de raisonner comme
si on était dans Ens. On suppose que les objets sont des ensembles avec des
éléments et les morphismes sont des fonctions. Toutes les conclusions qui suivent
de cette supposition et d’arguments de logique intuitionniste seront valides dans
la logique interne, et donc dans le topos en lui même.

De plus, les topos contiennent toujours des objets-ensembles, qui forment un
modèle de la théorie des ensembles. Si un topos a un NNO, alors il est possible
de refaire les constructions des rationnels et des nombre réels. Il est également
possible de reconstruire des catégories et des foncteurs à l’intérieur de C.

Il est donc possible de voir un topos comme une métathéorie dans laquelle
les mathématiques peuvent avoir lieu. Tous les topos ne redonnent pas le cadre
classique des mathématiques. Clairement le tiers exclu n’est pas vrai en général,
mais certains topos ont des propriétés qui peuvent sembler contre intuitives.
Ainsi la construction des réels par la complétion des suites de Cauchy ou par
les coupures de Dedekind donnent en général des ensembles réels distincts. On
peut mentionner qu’il existe un topos où toutes les fonctions des réels vers
les réels doivent être continues, ainsi qu’un topos ou NN est un quotient d’un
sous-objet de N. Cela implique que dans cette métathéorie, il existe un nombre
dénombrable de fonctions de N vers N.

La théorie des topos offre des outils pour forcer une relation dans une théo-
rie et voir les conséquences de ce nouvel axiome. Cela permet notamment de
démontrer l’indépendance, ou l’équivalence, de certains axiomes.
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