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Introduction

Les espaces de configuration forment une classe d’espaces importante en topologie.
Comme le nom l'indique, un espace de configuration englobe toutes les configurations
d’un certain nombre de points distincts dans un espace. Formellement, étant donné un
espace topologique M et un entier positif k, [’espace de configuration de k points dans
M est défini par

Cu(k) == {x € M*|2; # 2,1 # j}.

FIGURE 0.1 — Elément de Cp(4).

Ces espaces de configuration ont des applications dans des domaines tres divers. En
physique, plus précisément en mécaniques statistique et quantique, ils permettent de
modéliser des systemes de particules ([17]). En ingénierie, notamment en robotique, ils
permettent d’aborder des problemes de planification de mouvement ([8],[16]). Enfin en
topologie et géométrie, ils interviennent dans le calcul de plongements, a savoir étudier
la topologie de 'espace de plongements Emb(M, N) entre deux variétés lisses M et N

([14]).

Une premiere question qui survient concerne l'invariance homotopique de ces espaces :
si deux espaces M et N ont le méme type d’homotopie, en va-t-il de méme pour leurs
espaces de configuration Cy(k) et Cy(k)? La question est trop naive et donc a peu de
chance d’étre vraie. En fait on a un contre-exemple simple : I’espace R a le méme type
d’homotopie que le singleton {*} mais Cr(2) # 0 tandis que C,3(2) = 0 et donc leurs
espaces de configuration n’ont pas le méme type d’homotopie.

La question doit donc étre affinée. Naturellement, on peut la restreindre au cas des
variétés, et méme des variétés compactes sans bord. Las, la encore la réponse est négative.



Néanmoins, le contre-exemple trouvé est nettement moins trivial que le précédent ([30]).
Un énieme raffinement fournit la conjecture suivante

Si k est un entier positif et M et N sont des variétés sans bord, compactes et
simplement connexes avec le méme type d’homotopie, les espaces de configuration
Cr(k) et Cn(k) ont-ils également le méme type d’homotopie ¢

. . . verte. . . .
A ce jour, la conjecture est toujours ouverte. Toutefois nous avons de bonnes raisons de
penser qu’elle est vraie, notamment grace au théoréme suivant

Théoréme 0.0.1 (Idrissi/Campos,Willwacher). Si k est un entier positif et M et N sont
des variétés sans bord, compactes et simplement connezes avec le méme type d’homotopie
réelle, alors les espaces de configuration Cy(k) et Cn(k) ont également le méme type
d’homotopie réelle.

Ce résultat a été prouvé indépendemment par N. Idrissi ([24, Corollary 79]) et R. Campos
et T. Willwacher ([4, Corollary 2]). Le but de ce mémoire est de donner les outils pour
comprendre I’énoncé du théoreme et d’expliquer les idées de [24]. Ce papier donne en
fait un résultat plus précis dont le théoreme précédent est un corollaire : la wvalidité du
modéle de Lambrechts-Stanley et le but est de comprendre la preuve de la validité de ce
modele. A cet égard le mémoire se présente comme suit.

Dans le premier chapitre, nous expliquons les bases de la théorie de I’homotopie ra-
tionnelle. Le but principal est d’énoncer le théoreme de Sullivan, qui permet d’encoder
une donnée topologique, le type d’homotopie rationnelle, en une donnée algébrique, une
algébre différentielle graduée commutative.

Le deuxiéme chapitre vise a établir des prérequis plus spécifiques a [24]. En particulier
nous y introduisons les formes algébriques par morceaux, qui justifient le fait d’utiliser
le type d’homotopie réelle et non rationnelle d’'une variété.

Le troisieme chapitre est le coeur du mémoire. Nous y expliquons la preuve de la validité
du modele. Nous mettons en lumiere les arguments principaux et originaux, en laissant
de coOté certains détails techniques moins instructifs.

Enfin, le dernier chapitre est une contribution plus originale du sujet. Il s’agit de répondre
a une question émise par P. Lambrechts et de tenter de la généraliser. Guidé par G. Horel,
I’auteur a pu aboutir aux résultats présentés dans le chapitre.

Le mémoire se veut accessible a des étudiants de master familiers avec des bases de
topologie algébrique et de théorie des catégories.



Chapitre 1

Théorie de I'homotopie rationnelle

En topologie algébrique, le type d’homotopie d’un espace topologique constitue un
intérét considérable. A cet égard, 1’'étude des groupes d’homotopie de cet espace est
importante. Toutefois calculer ces groupes est loin d’étre une tache aisée : rien que
pour la sphere S™, il n’y a méme pas de conjecture quant a la forme générale de ces
groupes.

Une relaxation du probleme s’impose alors. C’est ici qu’intervient la théorie de 1’ho-
motopie rationnelle. Dans ce contexte, nous allons négliger la torsion intervenant dans
les groupes d’homotopie d'un espace. Ce faisant, nous perdons une part importante
d’information. En revanche, il existe une caractérisation purement algébrique du type
d’homotopie rationnelle d'un espace simplement connexe donnée par un modéle de Sul-
livan.

Dans ce chapitre, nous commencons par donner un rappel sur les groupes d’homotopie
d’un espace topologique avant de motiver I'intérét de la théorie de I’homotopie raiton-
nelle. Les sections suivantes viseront a établir le bagage nécessaire afin d’énoncer le
théoreme de Sullivan.

1.1 Type d’homotopie et groupes d’homotopie

Nous rappelons d’abord des notions de base.

Définition 1.1.1. Etant donné deux espaces topologiques X, Y, deux applications conti-
nues f,g: X — Y sont homotopes s’il existe une application continue H : X x I — Y
telle que H(-,0) = f et H(-,1) = g. Nous appelons une telle application une homotopie
entre f et g. Si f et g sont homotopes, nous notons f ~ g.

Remarque 1.1.2. La relation ~ définit une relation d’équivalence sur C°(X,Y’). L’en-
semble de ces classes d’équivalence est noté [ X, Y].



Définition 1.1.3. Deux espaces topologiques X,Y sont homotopiquement équivalents
s’il existe des applications continues f: X — Y et g:Y — X telles que 1x >~ go f et

ly ~ fog.

Remarque 1.1.4. Les définitions ci-dessus s’adaptent dans le cas d’espaces pointés.
Un espace pointé (X, xg) est un espace topologique X muni d’un point de base .
Un morphisme d’espaces pointés f : (X,z9) — (Y,y0) est une application continue
préservant les points de base. Ces notions fournissent une nouvelle catégorie, la catégorie
des espaces pointés Top,.

De nouveau il s’agit d’une relation d’équivalence entre les espaces, une des plus impor-
tantes en topologie. Afin de déterminer si deux espaces ne sont pas homotopiquement
équivalents, une stratégie commune est de construire des invariants relatifs au type d’ho-
motopie d’un espace, de préférence calculables.

Le premier tel invariant défini, probablement le plus connu, est bien entendu le groupe
fondamental introduit par Henri Poincaré a la fin du XIXe siecle dans son Analysis Situs,
I'ouvrage qui a ouvert la voie a la topologie algébrique.

Définition 1.1.5. Soit (X, xo) un espace pointé. Le groupe fondamental m (X, xo) de
(X, z) est 'ensemble [(S',sg), (X, x0)] (dont les éléments sont appelés lacets) muni
d’une structure de groupe ou

e L’élément neutre est e = [s — 2] la classe d’homotopie de I'application constante
envoyant chaque point sur xg.

e L’inverse d'un lacet [7] est le lacet [y o] ot ¢ : (S, s9) — (S, s0) est défini par
(e¥™) = 727 Autrement dit l'inverse d’un lacet est obtenu en le parcourant
en sens inverse.

e La composition d’éléments est donnée par la concaténation de lacets.

Une définition plus rigoureuse peut étre trouvée par exemple ici [19, Chapter 1]. On y
montre également qu’il s’agit bien d’un groupe.

Par ailleurs, un autre fait standard est que pour un espace X connexe par arcs, la
classe d’isomorphisme du groupe fondamental ne dépend pas du choix de point de base

xo. Par conséquent, par abus de notation, on parle souvent du groupe fondamental de
X.

Comme dit plus haut, le groupe fondamental est un invariant du type d’homotopie
d’un espace, c’est-a-dire que si deux espaces sont homotopiquement équivalents alors
leurs groupes fondamentaux sont isomorphes. La réciproque n’est hélas (ou heureu-
seument) pas vraie : par exemple les spheres S™ de dimensions n > 2 ont toutes un
groupe fondamental trivial mais ne sont pas homotopiquement équivalentes deux a
deux. Ceci peut se montrer en calculant un autre invariant, leurs homologies singu-
lieres.
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Pour remédier a ce probleme, nous pouvons tenter de généraliser le concept de groupe
fondamental pour obtenir un invariant plus précis. Ceci inspire la définition ci-dessous :

Définition 1.1.6. Soient (X, xg) un espace pointé et n > 0 un entier. Le n-iéme groupe
d’homotopie m,(X) est 'ensemble [(S™, so), (X, x¢)] muni de la structure de groupe dé-
crite dans [19, Section 4.1] si n > 1.

De nouveau il s’agit la d’invariants homotopiques. En particulier pour un espace pointé
(X, x0), la collection (7o (X, z¢), m1 (X, xo), m2 (X, x¢), m3(X, x0), - - - ) est également un in-
variant, a priori bien plus précis que le groupe fondamental seul. Toutefois il y a deux
soucis :

e De nouveau, deux espaces non homotopiquement équivalents peuvent avoir les
mémes groupes d’homotopie. C’est par exemple le cas d’un singleton {x} et de la
longue droite qui ont tous les deux des groupes d’homotopie triviaux, voir [36, 46].
Néanmoins, si X et Y sont des CW-complexes (ce qui est le cas de la plupart
des espaces intéressants) et f : X — Y induit des isomorphismes sur les groupes
d’homotopie, alors le théoreme de Whitehead ([19, Theorem 4.5]) assure que f est
une équivalence d’homotopie.

e Les groupes d’homotopie sont difficilement calculables. Pour des espaces relative-
ment simples comme les spheres, nous avons les résultats suivants obtenus grace a
des outils avancés de topologie algébrique. On remarque un comportement assez
sauvage au-dessus de la diagonale.

T, (S™)
i —
1234 5 6 7 8 9 10 11 12
nl|zZ000 0 0 0 0 0 0 0 0
| 2lo0z2z 2 72, 7,, 7, Z, 75 7,5 7, I,x7,
3100272z 7, 7, 7, Z, 74 7,5 7, I,XZ,
4100027 7, 7, IxTy Z,xT, IyX7Ty TyyxTy Zy5s 7,
510000 z 7, 7, Z,4 Z, Z, Z, I3
6| 0000 0 Z 17, Z, Z,, 0 z 1z,
7l 0000 0 0 z z, z, Z,, 0 0
8/ 0000 0 0 0 Z Z, Z, Zoy O

En revanche, nous pouvons observer dans le tableau précédent que, a la torsion pres, les
groupes d’homotopie sont relativement sympathiques : la plupart deviennent triviaux
lorsque la torsion est tuée.

Cette idée d’éliminer la torsion est a la base de la théorie de I’homotopie rationnelle.
Moralement, cette théorie vise a relaxer le probleme de déterminer si deux espaces ont
les mémes groupes d’homotopie ou non. Les prochaines sections visent a donner les bases
de cette nouvelle théorie.
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1.2 Objets (co)simpliciaux

La triangulation d’un espace X permet de le décomposer en “triangles” (plus formelle-
ment des simpleres) qui sont des objets relativement simples a étudier. Cette technique
permet donc d’étudier cet espace par divide and conquer. Dans un premier temps, nous
obtenons de l'information sur chaque simplexe, ce qui est plus simple a faire que sur
I’espace entier. Ensuite nous regroupons toutes ces données ensembles pour en tirer de
I'information sur ’espace entier.

Cette idée est a la base des formes linéaires par morceaux, qui sont elles-mémes au coeur
du théoreme de Sullivan.

Toutefois il y a un double inconvénient. D’une part, tout espace n’admet pas de trian-
gulation. Pire encore : toute variété n’admet pas de triangulation. C’est par exemple le
cas de la variété de dimension 4 appelée Eg, voir [12, Corollary 1.5]. D’autre part, bien
que l'idée soit intuitive, la définition manque de formalisme et a cet égard n’est guere
manipulable, ce qui limite son intérét.

Pour pallier ces deux inconvénients, la notion d’ensembles simpliciauz et cosimpliciaux
est apparue dans les années 50 dans un papier d’Eilenberg et Zilber, voir [6]. Un des buts
est de généraliser et formaliser 1'idée de décomposition en simplexes. Par la suite, nous
utiliserons un formalisme catégorique pour présenter cette théorie. Cette section s’appuie
principalement sur les références suivantes : [20], [23], [33].

Etant donné un nombre entier positif n, nous noterons par la suite [n] = {0,1,--- ,n}.

Définition 1.2.1. La catégorie des simplexes A est la catégorie telle que

e ses objets sont {[n]}nen.

e pour m,n € N, les morphismes [m] — [n] sont les fonctions croissantes, ¢’est-a-dire

A(m], [n]) ={f = [m] = [n] -1 <5 = f() < F(I)}

Il s’agit donc d’une sous-catégorie de Set la catégorie des ensembles et méme une sous-
catégorie pleine de PoSet la catégorie des ensembles partiellement ordonnés.

Parmi les morphismes, il en existe deux types particuliers, les cofaces et codégénéres-
cences :

Définition 1.2.2. Soit n € N.
e Pour 0 < i < n, l'application ¢’ : [n — 1] — [n] est définie par

5(k)_{k+1 sik >

et est appelée une application de “coface”.
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e Pour 0 <i <n — 1, Papplication ¢* : [n] — [n — 1] est définie par

i )k sik <1
U<k)_{k:—1 sik>i

et est appelée une application de “codégénérescence”.
L’idée est que les applications de coface ¢ sont des injections qui “évitent” I’élément i

tandis que celles de codégénérescence o sont des surjections qui “doublent” 1’élément
i.

—_
~.
|
—_

A

1 —1

—_

1+ 1 n n+1
0 1 1 —1 1
0 1 1—1 ? n—1 n

Ces applications satisfont les relations cosimpliciales suivantes :

5157 = 51V si i < j.

e dlogt =cglol Tl sii < .

06t = dloi =t sii < j.

03§t =1Id si j=1i,i+ 1.

gldt =6"1od sij <i— 1.

Par ailleurs, mentionnons le résultat remarquable suivant :

Proposition 1.2.3. Tout morphisme de A s’écrit de maniére unique comme la composée
d’applications de codégénérescence suivie d’une composée d’applications de coface.

Cette proposition justifie I'intérét d’insister sur ces deux types d’application. En effet
lorsque nous manipulons la catégorie des simplexes, nous pouvons nous contenter de ma-
nipuler ses objets et les applications de coface et codégénérescence.
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Fort de cette définition abstraite, nous pouvons a présent lui donner un sens plus concret
en introduisant la notion d’ensemble cosimplicial :

Définition 1.2.4. Un ensemble cosimplicial est la donnée d’un foncteur X : A — Set.

Plus explicitement, un ensemble cosimplicial X est la donnée d'une collection (X™), ey
d’ensembles et d’applications de "coface" §° : X™ — X"t et "codégénérescence’ o' :
X" — X" ! satisfaisant les relations cosimpliciales.

Un morphisme d’ensemble cosimpliciaux f : X — Y est une collection d’applications
(f": X™ = Y™),en compatibles avec les applications de coface et de codégénérescence
c’est-a-dire [l od =d§o fret frloo! =0l o fr.

L’exemple suivant devrait aider a y voir plus clair et comprendre les terminologies de
"coface" et "codégénérescence'.

Définition 1.2.5. Soit n € N. Le n—simplexe topologique est le sous-ensemble de R"+!
A" ={(to, + ,t,) ER™™Mt; >0, t; =1}
i=0

muni de la topologie de sous-espace.

Pour le moment, nous ne nous préoccuperons pas de la structure d’espace topolo-
gique.

Définition 1.2.6. L’espace cosimplicial standard A est I’ensemble cosimplicial donné
par la collection (A™) des n—simplexes topologiques avec les opérations de coface et
codégénérescence suivantes :

o 0'(to, ++ stn—1) = (to, - ,tic1, 0,65, ,tn1).
o o'(to, ++ tug1) = (to, s ti + b, s tns1)-

Géométriquement, A® correspond a un point, A! un segment, A? un triangle, A® un
tétraedre... De plus les sommets de A" sont indexés par 0,1, ---  n.

Etudions & présent les applications de cofaces et codégénérescences entre Al et AZ2.
Chacune des 3 applications de coface §°,4%, 6% envoie le segment A® sur les segments
[1,2],[0,2],]0,1] C A%, & savoir les faces de A?.

14



(A

62(AY)

Les applications de codégénérescence o, 0! projettent les points du triangle sur la face

§2(AY) parallelement aux faces §°(Al), §1(Al) respectivement.

L’espace cosimplicial standard est I’exemple a garder en téte, et il s’agit en fait du seul
ensemble cosimplicial dont nous aurons besoin.

De maniere duale nous avons la notion d’ensembles simpliciaux :

Définition 1.2.7. La catégorie sSet des ensembles simpliciaux est la catégorie Fun(A°, Set)
c’est-a-dire la catégorie dont les objets sont les foncteurs A% — Set et les morphismes
les transformations naturelles entre ces foncteurs.

Plus explicitement, un ensemble simplicial X est la donnée d'une collection (X,),en
d’ensembles et d’applications de "face" d; : X,, — X, _1 et "dégénérescence" s; : X,, —
X, 11 satisfaisant les relations simpliciales suivantes :

didj = dj—ldi sit < j

® S5iSj; = Sj415; S S j

dl‘Sj = Sj—ldi sit < j
diS]’:Id Slj:Z,Z+1

° diSj = deifl Slj <1—1.

Le lecteur averti observera que ces relations sont obtenues a partir des relations cosim-

pliciales en inversant l'ordre des compositions, conséquence de travailler dans le dual
AP,

Un morphisme d’ensemble simpliciaux f : X — Y est une collection d’applications
(fn : X = Yo)nen compatibles avec les applications de face et de dégénérescence, c’est-
a-dire fn—l o dl = dz O fn et fn+1 0§, =S8;0 fn

15



Contrairement aux ensembles cosimpliciaux, les ensembles simpliciaux seront d’une grande
importance dans la suite puisque ce sont eux qui permettront dans le théoréme de Sulli-
van de connecter une donnée topologique a une donnée algébrique.

Définition 1.2.8. Le foncteur de réalisation géométrique |-| : sSet — Top est défini
comme suit :

e Si X € sSet, alors |X| = U,>0X, X A"/ ~ ou ~ est la relation d’équivalence
engendrée par les relations (d;z,t) ~ (z,0%) et (s;z,t) ~ (z,0').

e Si f: X — Y est un morphisme dans sSet, alors |f| : | X| — |Y]| est défini par
1 (2, 1) = (f(2),1).

Notons que pour une application d’ensembles simpliciaux f : X — Y Dapplication
|f| - |X]| — |Y| est bien définie car f est compatible avec les faces et dégénérescences.
En outre les relations (d;z,t) ~ (x,dt) indiquent comment coller des simplexes A""! le
long du bord d’un simplexe A™ tandis que les relations (s;z,t) ~ (x,0't) indiquent &
quel point un simplexe A" devient dégénéré.

Exemple : considérons l’ensemble simplicial X ou X,, = {%,} est un singleton et les
faces et dégénérescences sont triviales. Les relations de dégénérescence indiquent que
(%1,t) ~ (*0,1) pour tout ¢ € Al. Nous notons * 1’élément correpsondant dans |X]|.
Une récurrence immédiate montre alors que (x,11,t) ~ (%,,0%) ~ (%o, 1) pour tous
n > 0,t € A", Ceci signifie donc que |X| = {*} est un singleton.

1.3 Algebres différentielles graduées commutatives

Avant de définir les formes polynomiales par morceaux sur un espace, nous avons besoin
du concept d’algébre différentielle graduée commutative que nous introduisons dans cette
section. Il s’agit d’un objet algébrique possédant une riche structure inspirée des formes
différentielles sur une variété lisse.

La définition s’appuie sur différents concepts que nous définissons d’abord avant de les
assembler. Nous fixons d’abord un anneau commutatif unitaire R et considérerons par la
suite exclusivement des R-modules. En pratique nous prendrons R € {Q, R}.

La premiere définition justifie le qualificatif différentielle.

Définition 1.3.1. Un compleze de cochaines de R-modules est la donnée d’une collection
de R-modules (C");cz et de morphismes (d; : C* — C™1),cz appelés différentielles telles
que pour tout i € Z : d o d = 0.
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Souvent les différentielles sont notées sans les indices i. A cet égard nous notons com-
munément d? = 0.

La définition suivante justifie le qualificatif graduce.

Définition 1.3.2. Un R-module N—gradué V est un R-module de la forme V =
®nEN v

Un élément v € V™ est dit homogene de degré n.

Un morphisme de R-modules N-gradués est un morphisme f : V' — W telle que (V") C
W™ pour tout n € N.

Par la suite nous noterons |v| pour le degré d’'un élément homogene v.

Exemple : I'espace vectoriel des polynomes R[X]| = @,,cy RX™ est un espace N—gradué
ol le degré d’'un monoéme a X" est n.

Par simplicité, nous avons considéré le cas d'une N-gradation mais la définition s’adapte
facilement pour un ensemble quelconque. Par la suite, nous écrirons gradué pour désigner
N—gradué.

La définition suivante justifie le qualificatif algébre.

Définition 1.3.3. Une algebre est un R-module muni d’une loi de multiplication asso-
ciative.

Insistons sur le fait qu'une telle loi de multiplication n’est pas nécessairement commu-
tative.

En combinant les deux définitions précédentes nous obtenons

Définition 1.3.4. Une algebre graduée est une algebre V' munie d'une N-gradation
V = @®,en V" telle que pour tous d,d € Net v € V4 o' € V¥ on a v/ € Ve,

Exemple : l'espace des polynomes R[X]| = @,y RX" est muni de la multiplication
usuelle et elle additionne bien les degrés.

Combinons a présent la définition de complexe de cochaines et d’algebre graduée :

Définition 1.3.5. Une algebre différentielle graduée (ADG) est une algebre graduée
V =@, en V" avec une structure de complexe de cochaines

Vo d e d V2 d;...

ou la différentielle satisfait la condition de Leibniz : pour tous a,b € V homogenes,
d(ab) = d(a)b+ (—1)lelad(b).
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Exemple : soit M une variété lisse. Le complexe de de Rham Qpgr(M) est une ADG. En
effet nous avons la cochaine

d d
QODR(M) - Q}:JR(M) —

ott % (M) désigne le R—espace vectoriel des k—formes différentielles sur M et d est la

différentielle usuelle. Le produit de deux formes est donné par le produit extérieur et si
w e W L(M) et w € Qyp(M), alors w A W' € QEF(M).

Enfin ajoutons I’anticommutativité et nous obtenons un des objets les plus importants
de ce mémoire.

Définition 1.3.6. Une algebre différentielle graduée commutative (ADGC) est une al-

gebre différentielle graduée V telle que pour tous éléments homogenes a,b € V : ab =
(—1)lalblpg.

Remarque. L’anticommutativité implique que ab = ba si a ou b est de degré pair. En

outre si a est de degré impair et R = K est un corps de caractéristique différente de 2,
2

alors a? = (—1)l*"a? et donc a® = 0.

Exemple : le complexe de de Rham d’une variété lisse est une ADGC. En effet nous
avons vu précédemment que c’était une ADG. L’anticommutativité provient du fait
que le produit extérieur est anticommutatif : pour deux formes w,w’ nous avons bien
wAwW = (=) A w.

Fort de cette définition, nous allons chercher a construire facilement des ADGC. Pour cela
nous allons utiliser I’algebre graduée commutative libre sur des variables. La construction
présentée ici repose sur [9, Chapter 3, (b)].

Soit {v;}ie; un ensemble gradué, c’est-a-dire qu’a chaque élément v; est assigné un degré
|v;| € N. Nous pouvons alors construire I’espace vectoriel libre sur cet ensemble que nous
appelons V. La gradation des v; en fait alors un espace gradué libre.

A partir de 13, nous pouvons définir I'algebre tensorielle T(V) = @25V ou la multi-
plication est définie par v - w := v ® w. Notons que par convention V¥ = R de sorte
que R C T(V).

Notons I I'idéal engendré par les éléments de la forme v; @ v, — (—1)lvillvs |vj ®u;. L’algebre
graduée commutative libre sur la base {v; };c; est alors définie par

AV :=T(V)/I.

Nous noterons également AV = A(v;)ier-

Si en outre nous pouvons définir une application d : V' — V satisfaisant les conditions
d’'une différentielle, c’est-a-dire augmente le degré de 1, d?> = 0 et d satisfait la relation
de Leibniz, alors nous obtenons une ADGC dite quasi-libre.
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Exemple : considérons deux variables x, y de degrés 2 et 3 respectivement. Fixons R = Q
et considérons 'algebre graduée commutative libre A(z,y) munie de I'endomorphisme d
ou dv = 0, dy = 22 et d est étendue aux produits par la relation de Leibniz. Nous avons
bien que d augmente le degré de 1 et d*x = d0 =0 =dr-x + 2 -2 = d(2?) = d*y et
donc il s’agit bien d’'une différentielle. Par ailleurs puisque x est de degré pair et y est de
degré impair, nous avons y? = 0 et x commute avec y de sorte que, & un scalaire pres,
I'unique élément de degré 2n + 3 est 2™y tandis que 'unique élément de degré 2n est z".
Le complexe de cochaines correspondant est donc

Q—0— Qr— Qy— Q2* = Qay — -

Par ailleurs nous pouvons calculer par récurrence que da" = dv - 2" ' + xda™ ! = 0 et
d(z™y) = d(z™)y + 2"dy = z"x? = "2,

1.4 Formes linéaires par morceaux

Maintenant que les objets (co)simpliciaux et les ADGC sont définis, nous sommes enfin
en mesure d’introduire les formes linéaires par morceaux sur un espace X en assemblant
ces deux notions. Rappelons que la construction s’inspire de la notion de triangulation. A
cet égard, nous commencons par définir ’espace des formes linéaires par morceaux sur les
simplexes A™. Jusqu’a la fin du chapitre, nous exposerons les idées de Sullivan exposées
dans [37] et détaillées en long et en large dans [9], la Bible de la théorie de I’homotopie
rationnelle. D’autres articles résument ces idées, voir [10], [21].

Par la suite nous travaillerons sur le corps Q.

Définition 1.4.1. L’espace des formes linéaires par morceauzr sur le simplexe A" est

I'ADGC ( )
A(ti, yj)o<ij<n >
Qpr)n = - Yo dt; = y;
( PL) (Zi:o =1, Ej:O Y = 0 Y

Concretement, un élément de (Qpy), peut s’écrire comme une somme de termes de la
forme f(to, - ,tn) - dt;y A--- Adt;, ou f est un polynéme a coefficients dans Q. Les
variables ty, - - - , t, s'interpréetent comme les coordonnées d’un point du simplexe, d’ou
la condition }7i" ;t; = 1. Les variables y; sont la pour représenter les différentielles et
la relation > ,y; = 0 provient du fait que différentier une constante, ici 1, donne
0.

Voyons a présent comment assembler ces espaces pour former un ensemble simplicial.
Grace aux opérations de coface §° : A" 1 — A" et codégénérescence o' : A" — A"~
nous obtenons par pullback des applications (6°)* : (Qpr)n — (Qpr)n_1 et (oV)* :
(QpL)n—1 = (2pL)n-
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Par exemple, en interprétant la variable ¢, comme la 0—forme qui évalue la k—ieme
coordonnée d’un point, nous obtenons

tr sik <1

(8" ) to tnr) = ) sictor tnv) = ()t stio1 Otigrstn) = § O sik =1 .
tr,_1 sinon

De méme nous avons

‘ tr sik<i
((Uz)*tk)(toy“',tn) = (tk)di(tow-,tn) = (tk)(tOf“7ti717ti+ti+1yti+27“‘7tn) - U + tet1 sik=1 .
(7 sinon

De plus, les valeurs sur les variables y; sont obtenues par compatibilité du pullback avec
la différentielle.

Nous définissons alors les applications de face d; : (pr)n, — (Qpr)n_1 et dégénérescence
si - (Qprp)n1 — (Upr)n pard; = (6")* et s; = (0")* respectivement.

Par contravariance du pullback, les relations simpliciales sont respectées par les appli-
cations de face et dégénérescence de sorte que nous obtenons un ensemble simplicial

QPL = {(QPL)n}nEN-

Voyons a présent comment étendre cette idée de formes linéaires par morceaux a un
espace arbitraire.

Définition 1.4.2. Le foncteur d’ensemble singulier est le foncteur S : Top — sSet ou
S(X), = Top(A™, X).

Par contravariance du foncteur Top(-, X') pour X fixé, nous obtenons bien un ensemble
simplicial ou les applications de face d; : S(X), — S(X),_1 sont données par d;f =
f o0& et celles de dégénérescence s; : S(X),_1 — S(X), sont données par s;f = f o

o.

Par ailleurs il est possible d’associer a un ensemble simplicial K une ADGC. Nous définis-
sons pour cela I'ensemble Qpr,(K) := sSet (K, Qp;) avec la structure d’ADGC provenant
de celle de Qpp. Plus précisément, Q% (K) = {f € Qpr(K), f(K,) C (Qpr)k}. Nous
pouvons importer la différentielle de (Q2py), pour définir df € Qp(K) par (df)(k) =
d(f(k)) pour k € K. Notons que (d?f)(k) = d*(f(k)) = 0. De plus si f € Qb (K)
alors df (K,,) = d(f(K,)) C (Qp)F*! de sorte que df € Q%1 (K). Nous avons donc un
complexe de cochaines

Q(I)DL<K) - Q}DL<K) - Q%L<K) —
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Similairement a la différentielle, la structure d’ADGC sur chaque (Qpy,), permet de dé-
finir le produit, la somme, la multiplication par un scalaire... d’éléments de Qpr(K).
Par exemple si f € Q% (K) et f' € Qb (K), alors pour un élément k € K, nous avons
(ff)(k) = f(k)f(K') € (Qpr)5. En particulier la multiplication est bien anticommu-
tative.

Définition 1.4.3. Le foncteur Qpy, : sSet - ADGC est défini par Qp; = sSet (-, Qp)
avec la structure d’ADGC ci-dessus.

En précomposant avec le foncteur d’ensemble singulier S, nous obtenons alors un fonc-
teur Qpp oS @ Top — ADGC que nous notons simplement 2p;. Pour un espace
topologique X, un élément de Qp(X) est donc une application simpliciale w qui a
chaque application continue f : A" — X associe un élément de (2pr),. Nous avons
donc

Qb (X) = {w = (wy € (QpL)E) pranssx|diwy = wWyes,, Sjwj = Woo, }

Nous pouvons interpréter TADGC Qpr(X) de la maniere suivante. Supposons que ’es-
pace X soit triangulé. Sur chaque simplexe f : A™ — X de X, supposons avoir une forme
wy € (Qpr)F, et supposons de plus que ces formes coincident sur les faces communes.

En recollant ces formes ensembles, nous obtenons alors un élément w € Qpp(X)*. Cette
interprétation n’est autre que notre motivation initiale.

F1GURE 1.1 — Triangulation de la sphere

Nous allons a présent nous intéresser aux propriétés de ce foncteur. L’accent va étre mis
sur la cohomologie, dont nous rappelons la définition générale :

Définition 1.4.4. Soit B . ) ,
0l L or L2 L

un complexe de cochalnes. Pour n > 0, la cohomologie de degré n est définie par

H"(C) = if(rd(ffz). Si C' et D sont des complexes de cochalnes, un quasi-isomorphisme

est un morphisme f : C' — D pour lequel les applications induites en cohomologie
H™(f): H*(C) — H™(D) sont des isomorphismes.
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Parmi les cohomologies les plus connues, citons la cohomologie singuliere H*(X;G)
d’un espace X a coefficients dans un groupe abélien G (voir [19, Section 3.1] pour la
construction), ou encore la cohomologie de de Rham relative au complexe de de Rham
d’une variété lisse X. Rappelons que dans ce cas, le théoréme de de Rham stipule que
H*(X;R) = Hpr(X) ou H*(X;R) est la cohomologie singuliere de X a coefficients
réels et Hpr(X) est la cohomologie du complexe de de Rham de X (]2, Theorem 8.9]).
Plus précisément il existe un quasi-isomorphisme naturel nx : Qpr(X) — C*(X) entre
le complexe de de Rham de X et le complexe de cochaines singulieres, obtenu par un
procédé d’intégration.

Il s’avere que nous avons un résultat analogue pour les formes linéaires par morceaux.

Théoréme 1.4.5. [9, Theorem 10.15] Soit X un espace topologique. Alors il existe un
quasi-isomorphisme naturel nx : Qpr(X) — C*(X;Q) c’est-a-dire que le morphisme
induit Hnx) : HQpr(X)) — H(X;Q) est un isomorphisme et si f : X — Y est une
application continue alors le diagramme suivant commute

Q
Qpr (V) 2229 0 (X)

w| [

CY:Q) &gy (X5Q)

Par ailleurs ’isomorphisme H(nx) est également un isomorphisme de Q-algébres gra-
duées commutatives.

Le point a retenir de ce théoreme est que nous avons des isomorphismes naturels
H(Qpr(X)) = H*(X;Q) d’algebres graduées commutatives. Il s’agit d’un résultat cru-
cial dans la preuve du théoreme de Sullivan.

Une autre propriété intéressante du complexe Q2p; est qu’il permet de définir un autre
foncteur d’ensemble singulier 7' : ADGC — sSet” par T(A,d) = (T(A,d)),>o ou
T(A,d), = ADGC((A,d), (2pL)n), les opérations de face et dégénérescence étant obte-
nues en composant avec celles de I’'ensemble simplicial 2p;,. En particulier, en composant
ce foncteur T" avec le foncteur de réalisation géométrique, nous obtenons un foncteur de
réalisation géométrique |-| : ADGC — Top®™.

Comme nous pouvons déja le constater, cette ADGC est centrale dans la théorie de
I’homotopie rationnelle. D'un point de vue théorique, elle est donc de la plus haute
importance. En revanche elle n’est pas utilisable en pratique car "trop grande'. Par
conséquent, si on veut distinguer deux espaces par leurs types d’homotopie rationnelle,
il faut développer d’autres outils qui nous permettront de faire des calculs concrets. C’est
I'objet de la prochaine section.
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1.5 Modéles et formalité

Dans cette section, nous présentons les concepts de modele et formalité d'un espace qui
sont a la base de I’étude d’'un espace du point de vue de son type d’homotopie rationnelle.
Brievement, un modele d'une ADGC (A, d) est une ADGC qui lui est quasi-isomorphe
et manipulable.

Nous définissons d’abord ces notions pour les ADGC avant de les étendre aux espaces
topologiques grace au foncteur 2p;,.

Définition 1.5.1. Une algébre de Sullivan est une ADGC (AV,d) telle que
o V=¢p,> V" est engendrée en degrés strictement positifs.

o V =U{ZV (k) avec V (k) un sous-espace, V (k) C V(k+ 1) et d(V(0)) = 0,
dV(k+1) Cc AV (k) pour tout k > 0.

Exemples :

e Reprenons 'ADGC (A(z,y),dr = 0,dy = x?) avec |x| = 2. Définissons les sous-
espaces V(0) = Qz et V(k) =V = Qx & Qy pour k > 1. Alors V = U2V (k) et
V(k) C V(k+1) pour k > 0. En outre si k > 1 il est clair que dV (k+1) C AV (k).
Pour k& = 0 nous avons dy = z* € A(Qx) et donc dV (1) C A V(0). Enfin dV(0) = 0
car dxr = 0.

e ’ADGC (A(z,y, 2),d) avec dx = yz,dy = zx,dz = zy et |z| = |y| = |z| = 1 n'est
pas une algebre de Sullivan. En effet supposons par I'absurde que ce soit le cas.
Notons V' = Qr®Qy®Qz. Nous avons donc une union croissante V = U2V (k) de
sous-espaces V' (k). Notons k, I'indice minimum pour lequel z € V (k) et de méme
pour ky, k.. La condition sur la différentielle implique que k; > k,, k. et de méme
pour k,, k.. Par conséquent k, =k, =k, := k Danscecas V(k—1) =0,V (k) =V
ce qui est absurde car dV ¢ AV (k—1) = 0.

Ceci donne une structure relativement simple a manipuler contrairement a des ADGC
arbitraires (par exemple les formes linéaires par morceaux sur un espace), encore plus
si le sous-espace V" est de dimension finie pour chaque n et nul a partir d'un certain
rang.

Définition 1.5.2. Une algebre de Sullivan (A V, d) est minimale si d (A V) C (Gns1(A V)2

Autrement dit, la différentielle d’un élément est un mot de longueur au moins deux.
L’ADGC (A(z,y),dx = 0,dy = x?) ci-dessus est un exemple d’algebre minimale.

Définition 1.5.3. Un modele de Sullivan d’'une ADGC (A, d) est la donnée d’une algebre
de Sullivan (AV,d) et d'un quasi-isomorphisme (A V,d) — (A, d).
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Proposition 1.5.4. [9, Proposition 12.1] Soit (A,d) une ADGC connezxe cid H°(A) =
K. Alors (A,d) admet un modéle de Sullivan.

L’idée de la preuve est de partir d’un morphisme surjectif en cohomologie et de récur-
sivement construire des algebres graduées V; qui permettront de tuer des cocycles en
cobords afin de tuer les noyaux.

Démonstration. La preuve est constructive et se fait par récurrence. Définissons Vy =
HY(A) et mg : (AV,d) = (A,d) par m([z]) = z ol z est un cocycle. Alors H(my) :
H*(A) — H'(A) est I'identité. En outre H°(A) = Q donc H(mg) est une surjection.

Supposons a présent avoir des sous-algebres graduées Vg, Vy,--- , Vi et un morphisme
mg : (AN(BF_,Vi),d) — (A,d). Soient (2,)aer des cocycles de A(DF_,V;) tels que ([2a])aer
soit une base de ker H (my).

Définissons une nouvelle algebre graduée Vj,1 dont une base est donnée par (vy)aes Ol
[Va] = |2a] — 1. 'ADGC A(®F_,V;) est alors étendue en A(®F1V;) en posant dv, = 2.
Puisque d?*v, = dz, = 0 ceci fournit bien une différentielle.

Par ailleurs, puisque [z,] € ker H(my,), nous pouvons écrire my(z,) = dw,. Etendons my
en My - (AN@IVE), d) — (A, d) en posant My (ve) = wy. On a alors (my1d)(ve) =
dw, = (dmy41)(v,). Cette extension définit donc un morphisme d’ADGC.

Montrons a présent que chaque Vj est concentrée en degrés > 1. En inspectant la
construction des Vi, on observe qu’il suffit de prouver que tout cocycle non trivial z tel
que [z] € ker H(m) est de degré au moins 2. Soit z un cocycle de degré 1. Nous pouvons
alors écrire z = Z?:o v; ouv; € V; est de degré 1. Alors 0 = dz = Zf:o dv;. En particulier
dv, = — Zf;ol dv; € N@®F2V:). Ainsi dv, € N(@FZ2V;) Nker H(my_1) = ker H (my_s).
Toutefois par construction les éléments de ker H(my_5) sont précisément des cobords
d’éléments de A(®F=1V;). Ceci implique que v, = 0. En répétant récursivement 1’argu-
ment nous trouvons z = vy € Vy et donc 0 = H(m)([z]) = H(myo)(vy) ce qui implique
que vg = 0 car H(mg) est un isomorphisme.

Ceci termine de prouver que (A V,d) est une algebre de Sullivan ou V = &% V;.

Montrons ensuite que m est un quasi-isomorphisme. La surjectivité provient du fait que
H (my) est une surjection et m|y, = my.

Pour l'injectivité soit z un cocyle tel que H(m)([z]) = 0. 1l existe £ > 0 tel que z €
A(@E_ Vi) et alors H(m)(z) = H(my)(z). Par construction, il existe v € Vi tel que
dv = z. Donc z est un cobord et alors [z] = 0. O

Le lecteur averti aura remarqué que la cohomologie d’'une ADGC est un objet de grand
intérét. A cet égard, nous souhaiterions définir une relation d’équivalence entre ADGC
impliquant des quasi-isomorphismes. Nous pourrions d’abord définir une relation entre
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ADGC par (A,d) ~ (B,d) sl existe un quasi-isomorphisme (A,d) = (B, d). Malheu-
reusement cette relation n’est pas symétrique comme le montre I’exemple suivant : consi-
dérons les ADGC (4,d) = (A(z,y),dz = 0,dy = ) et (H(A,d),0)) ou |z| =2,|y| = 3;
nous avions eu l'occasion d’étudier cette ADGC précédemment et pour rappel elle res-
semble a

0504 QrLQyLQ*s ..

avec A? = Qaz", A>3 = Qa"y et d(z"y) = 2™"2. En particulier 'TADGC (H(A,d),0)

ressemble a

Q—=-0-Qr—-0—-0—---

Si un quasi-isomorphisme f : (H(A,d),0) — (A,d) existait, nécessairement f(z) = x.
Or nous aurions alors 0 = f(z?) = f(x)? = 2. Absurde.

Pour résoudre ce probleme de symétrie, il faut donc autoriser les morphismes a aller
dans l'autre sens.

Définition 1.5.5. Deux ADGC (A, d), (B, d) sont faiblement équivalentes s'il existe un
zigzag
(Aid) = (Ay,d) — - = (A,,d) — (B,d)

ou chaque morphisme est un quasi-isomorphisme. Nous notons alors (A, d) ~ (B, d).

Remarque 1.5.6. Il s’agit bien d’une relation d’équivalence. Pour la réflexivité, il suffit
de prendre le zigzag (A,d) «+ (A,d) — (A, d) ou chaque morphisme est I'identité. La
symétrie est triviale et la transitivité s’obtient en concaténant des zigzags : si nous avons
deux zigzags

(A,d) < (Ao, d) = -+ + (An,d) — (B,d)

et
(B,d) «+ (Zy,d) = -+ + (Zn;d) — (C,d)

alors nous obtenons un zigzag entre (A, d) et (C,d) donné par

(A,d) < (Ao, d) = -+ + (A, d) = (B,d) + (Zy,d) = -+ (Zp,d) — (C,d).

Définition 1.5.7. Une ADGC (A, d) est formelle il existe un zigzag de quasi-isomorphismes

(H(A),0) « --- — (A, d).

L’intérét de ces ADGC est qu’avoir une différentielle nulle facilite grandement les cal-
culs.
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1.6 Théoréme de Sullivan

Grace aux outils développés précédemment, nous sommes en mesure d’énoncer le résultat
principal de la théorie de I’homotopie rationnelle, a savoir le théoreme de Sullivan qui en-
code univoquement une donnée topologique en une donnée algébrique.

Avant cela, explicitons de quelles données topologique et algébrique nous parlons. Tout
commence avec le résultat suivant, qui est une conséquence du théoréeme de Whitehead-
Serre, [9, Theorem 8.6], [9, Chapter 9, section ¢)] :

Proposition 1.6.1. Soient X etY des espaces simplement connezes et f: X — Y une
application continue. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

e Le morphisme induit .(f) ®z Q est un isomorphisme.
e Le morphisme induit H,(f; Q) est un isomorphisme.
e Le morphisme induit H*(f;Q) est un isomorphisme.

Le cas échéant, [ est appelée une équivalence d’homotopie rationnelle.

Remarque 1.6.2. Si X est un espace simplement connexe, alors les groupes d’homo-
topies mo(X), m1(X) sont triviaux par définition, et donc sont munis d’une structure de
groupe abélien. En outre les groupes d’homotopies 7, (X) sont abéliens pour n > 2. Ceci
montre que les groupes 7, (X) ®z Q sont bien définis.

Par ailleurs, si G est un groupe abélien et g € GG est un élément de torsion, alors pour
un entier n > 0 tel que n - g = 0 nous avons pour tout g € Q

g®Zq:(n~g)®Z%:0.

Par conséquent g ®z Q est trivial. Ceci justifie I'idée qu’en théorie de I’homotopie ra-
tionnelle, les éléments de torsion des groupes d’homotopie sont tués.

Fort de cette définition, nous pouvons définir une relation d’équivalence sur les espaces
simplement connexes.

Définition 1.6.3. Deux espaces simplement connexes X et Y ont le méme type d’ho-
motopie rationnelle s’il existe un zigzag

X—Zy— L, =Y

ol chaque Z; est un espace simplement connexe et chaque morphisme est une équivalence
d’homotopie rationnelle.

Remarque 1.6.4. Il s’agit bien d’une relation d’équivalence ; 'argument du zigzag est
le méme que celui pour les ADGC.
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Remarque 1.6.5. La définition ci-dessus n’est pas celle présentée dans la littérature
autour de la théorie de I'homotopie rationnelle. Traditionnellement, on définit d’abord le
type d’homotopie rationnelle d’un espace simplement connexe X grace a la construction
d’un nouvel espace Xg appelé rationalisation de X, voir [9, Chapter 9, section c).
Ensuite, [9, Proposition 9.8] stipule que notre définition de types d’homotopies égaux
est compatible avec la définition usuelle. N’étant intéressés que par le fait de savoir si
deux espaces ont le méme type d’homotopie rationnelle ou non, nous nous contentons
de notre définition.

Observons comme cette définition ressemble a celle de faible équivalence d’ADGC. En
fait cette similarité nous donne la proposition suivante :

Proposition 1.6.6. Si deux espaces simplement connexes X et 'Y ont le méme type
d’homotopie rationnelle, alors Qpr(X) ~ Qpr(Y).

La preuve est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 1.6.7. Soient X etY deux espaces simplement connexes et f : X — Y une ap-
plication continue. St f est une équivalence d’homotopie rationnelle, alors le morphisme
Qpr(f) : Qpr(Y) = Qpr(X) est une équivalence faible.

Démonstration. Rappelons que nous avons des isomorphismes naturels
H(nx) : HQpr(X)) - H*(X;Q) et H(ny) : H(QpL(Y)) = H*(Y;Q). En particulier
nous obtenons le diagramme commutatif suivant :
H(QpL(f

H(Qp (V) L H (@01 ()

H (WY)J{ J{H (nx)

H(Y:Q) gy (X Q)
ou les trois morphismes du bas sont des isomorphismes. Nous en déduisons que H (Q2pr(f))
en est un également et donc Qpy(f) est un quasi-isomorphisme. O

Preuve de la proposition. Considérons un zigzag d’équivalences d’homotopie rationnelle
entre X et Y :
X—Zy— -2, =Y.

Nous obtenons alors un zigzag d’ADGC
QPL<X) Y QPL(X) — QPL(Z()) <— s — QPL(Zn) < QPL(Y> = QPL(Y)

Par le lemme, les morphismes obtenus sont des équivalences faibles. Par conséquent

QPL(X) NQPL(Y) ]
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En vertu de cette proposition, le type d’équivalence faible de Qpr(X) est un invariant
relatif au type d’homotopie rationnelle de X. Autrement dit nous avons une correspon-

dance )
{ Types  d’homotopie

d’espaces simplement} — {Equivalences faibles I’ADGC}.
connexes

Nous pourrions nous contenter de ce résultat, mais il s’avere qu’on peut aller plus loin
en obtenant une correspondance dans l'autre sens.

Notons tout d’abord, en vertu du théoreme de Hurewicz [19, Theorem 4.32] que pour un
espace simplement connexe X, H;(X;Z) = 0 et donc H{(X;Q) =0 d’ou H'(X;Q) = 0.
Puisque H*(X;Q) = Q et H*(X;Q) = H(Qpr(X)) nous en déduisons que Qpy(X) est
une ADGC simplement connexe. Par la suite nous ne travaillerons donc plus qu’avec de

telles ADGC.

Proposition 1.6.8. Soit (A,d) une ADGC simplement connexe. Alors il existe une
algébre de Sullivan minimale (A'V,d) qui est un modéle de (A,d) c’est-a-dire qu’elle est
munie d’un quasi-isomorphisme (ANV,d) = (A,d). En outre si (NV,d) et (AW, d) sont
deuz tels modéles, alors (\NV,d) = (AW, d).

Cette proposition est une conséquence de [9, Proposition 12.2] et [9, Proposition 12.10].

En particulier donner le type d’équivalence faible d'une ADGC simplement connexe est
équivalent a donner la classe d’isomorphisme d’une algebre de Sullivan minimale. La cor-
respondance ci-dessus se transforme donc en une nouvelle correspondance

d’espaces simplement d’algebres  de  Sullivan
connexes minimales

{ Types  d’homotopie } { Classes d’isomorphismes }
— .

On a une correspondance dans I'autre sens en assignant a chaque algeébre minimale (A, d)
sa réalisation géométrique |(A,d)|. Par [9, Theorem 17.10], cet espace est simplement
connexe. En outre par fonctorialité de la réalisation géométrique, si deux algebres mini-
males sont isomorphes alors leurs réalisations géométriques aussi et donc ont le méme
type d’homotopie rationnelle. Cette assignation est donc bien définie.

Nous avons donc la situation suivante :
X — QPL(X)
(AV.d)| «— (AV,d)

ou (AV,d) est un modele minimal de Qpy(X). Par [9, Theorem 17.10], (AV,d) est un
modele de Qp(|(AV,d)|). Par [9, Theorem 17.12], il existe une équivalence d’homotopie
rationnelle hx : [(AV,d)| — X. Ces deux résultats impliquent que les deux correspon-
dances sont inverses I'une de 'autre.
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Pour résumer, nous obtenons les deux résultats suivants :

Théoréme 1.6.9 (Sullivan 1). Le foncteur Qpy, : Top — ADGC est tel que pour toute
ADGC simplement connezxe (A, d) de type fini, il existe au type d’homotopie rationnelle
prés un unique espace simplement connexe X de type fini tel que Qpr(X) ~ (A, d).

Théoréme 1.6.10 (Sullivan 2). Toute ADGC simplement conneze (A,d) de type fini
admet un modéle minimal, unique a isomorphisme pres.

Nous pouvons combiner ces deux résultats pour obtenir le mantra de la théorie de
I’homotopie rationnelle.

Théoréme 1.6.11 (Sullivan). Les assignations ci-dessus fournissent une bijection

Types d’homotopie
rationnelle  d’espaces
simplement connexes
de types finis

d’algébres  de  Sullivan

Classes  d’isomorphismes
{ } .
minimales de types finis

L’intérét de ce résultat est qu’il permet de traduire une donnée purement topologique, a
savoir le type d’homotopie rationnelle d’un espace simplement connexe de type fini, en
une donnée purement algébrique, une ADGC appelée modeéle de I'espace. En outre cette
traduction est fonctorielle ; non seulement les espaces correspondent a des ADGC mais les
applications continues entre ces espaces correspondent a des morphismes d’ADGC.

En pratique, ’étude de la théorie de I’homotopie rationnelle se fait donc en calculant
des modeles pour différentes sortes d’espaces. Un large panel est notamment étudié dans
[11]. Donnons tout de méme un exemple basique.

Exemple : Calculons des modeles pour la sphere S™ de dimension n > 2. Distinguons
deux cas :
— n est impair. Nous affirmons que 'ADGC (A, d) := (A(z),d = 0), ou |z| = n, est
un modele de S™.
Pour cela nous montrons que
e (A, d) est une algebre de Sullivan minimale.
e H(A d) = H*(S™;Q).
Il s’agit d’une algebre de Sullivan minimale ; il suffit de prendre V' (0) = 0 dans la
définition et les conditions relatives a la différentielle sont trivialement vérifiées.
Ensuite puisque d = 0, (A,d) = H(A,d). Or puisque n est impair, nous avons
AY = Q, A" = Qz et A* = 0 sinon. Il s’agit précisément de 'anneau de cohomologie
H*(5" Q).
Par le théoreme 2.4.5 et le théoreme de Sullivan, nécessairement (A,d) est un
modele de S™. En particulier la sphere est formelle. Ce résultat sera utile dans le
chapitre 5.
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— n est pair. La construction précédente ne marche plus puisque ’ADGC obtenue
est non triviale en degrés pairs : A¥" = Qz*. Si la différentielle était nulle, nous
aurions donc une cohomologie non triviale en degrés pairs, ce qui ne correspond
pas a H*(S™ Q). Pour corriger ce défaut, il faut transformer chaque élément de
degré > n en cobord afin de les tuer en passant a la cohomologie. Pour cela
définissons plutdt (A, d) = (A(z,y),d) ou |x| = n et dv = 0,dy = 2. Nous
avons A = QuzF, AR+2n=1 — QFy pour k > 0 et A¥ = 0 sinon. Comme avant,
montrons que (A, d) est une algebre de Sullivan minimale et que sa cohomologie
est I’anneau de cohomologie de S™. La structure d’algebre de Sullivan s’obtient
en posant V = Qz & Qy, V(0) = Qz et V(1) = V : nous avons bien dV(0) = 0
et dV (1) = dV C A(z). Par ailleurs I'égalité dy = z? indique que 'ADGC est
minimale (la différentielle donne des mots de longueur au moins deux). Par ailleurs
pour k > 0, d(z*y) = d(a*)y + z¥dy = 2**2. Par conséquent tout élément z* pour
k > 2 est un cobord. Puisque chaque élément zFy n’est pas un cocycle, nous en
déduisons que H(A,d) = Q & Qz = H*(S™;, Q).
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Chapitre 2
Notions préliminaires

Etant & présent familiers avec la notion de modeéle, nous pouvons appliquer les outils dé-
veloppés dans le chapitre précédent afin d’étudier une classe d’espaces de configuration.
Plus précisément, nous expliquons la preuve de [24] qui répond & une ancienne conjec-
ture : le modeéle de Lambrechts-Stanley d’une variété compacte, sans bord et simplement
connexe M est un modele pour l'espace de configuration Cy,(k). Le chapitre présent
établit d’abord des prérequis a la preuve.

Remarque 2.0.1. Les concepts présentés dans la suite s’appuient sur le type d’homoto-
pie réelle d’une variété M et non le type d’homotopie rationnelle. Il s’agit d’une seconde
relaxation en étudiant non plus les types d’équivalence faible des ADGC Qpp (M) mais
celles de Qpr (M) ®g R. La nécessité d’utiliser des coefficients réels au lieu de rationnels
vient du fait que nous utilisons une notion d’intégrale dans la preuve.

2.1 Compactifié de Fulton-MacPherson

Le compactifié de Fulton-MacPherson est une construction qui permet de compacti-
fier Cy(k), Vespace de configurations d’une variété M. L’appellation provient de la
construction de Fulton et MacPherson dans le cas de variétés algébriques ([15]). Dans
le cas de variétés arbitraires, la construction a été adaptée dans [1] et détaillée dans
[35].

Fixons un entier £ > 0 et une variété lisse M de dimension n. En particulier le théoreme
de Whitney assure que 'on peut la plonger dans un espace RY pour N assez grand de
sorte que la notion de distance sur M fait sens.

Définissons les applications suivantes :

U Cyr(k) — M*
Qij : CM(I{?) — Snilw/E b

i ;]|

6ijl : OM(]{Z) — [O, +OO],I —

|zs—;|
[lzs—q |
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Nous pouvons combiner toutes ces applications pour définir une application

k k
2 3

Lz Cor(k) — M™ x (S™1)(E) x [0, +00](3).
L’intérét de cette application est que Cj/ (k) est homéomorphe a son image ¢(Cgn (k)).

Définition 2.1.1. Le compactifié de Fulton-MacPherson C)y[k] de Cys(k) est défini par

U(Cu (k).

Remarque 2.1.2. Si M est compact, le compactifié de Fulton-MacPherson 'est égale-
ment puisqu’il s’agit d’un sous-espace fermé d'un espace compact.

Le compactifié de Fulton-MacPherson C),[k] est ce qu’on appelle une variété da coins,
dont une description extensive se trouve dans [25]. On peut retrouver la preuve de ce
résultat dans [35, Theorem 4.4] Comme le nom lindique, il s’agit d'une variété avec
un bord “anguleux”. En particulier, d'un point de vue topologique, il s’agit simplement
d’une variété a bord et donc se rétracte sur son intérieur. Autrement dit, C[k] et Cps(k)
sont homotopiquement équivalents. Par conséquent les cohomologies de ces deux espaces
coincident.

Examinons plus en détail ce compactifié dans le cas M = R"™ pour fixer les idées. Nous
savons déja que son intérieur s’identifie & Cgn(k), c’est-a-dire des k-uples de points
distincts. Dans le compactifié, les points ont la possibilité de se rencontrer : la composante
de bord consiste donc en des collections de k points parmi lesquels certains sont en
collision. Plus précisément, les applications d;; sont étendues pour prendre les valeurs 0 et
+00. Pour un élément x € Cgn k], si 6;;1(x) = 0, alors les points z; et z; seront confondus
relativement & x; : nous notons dans ce cas (z; ~ z;)rel ;. De méme si ;5 = 400,
(w; >~ xy)rel z;. Le fait que x; >~ z;rel x; peut s’interpréter de la maniére suivante : en se
placant au point z;, les points x; et x; apparaissent confondus mais pour autant ne le sont
pas. La figure ci-dessous illustre une représentation d'un élément de x € Cg2[8]. Dans cet
exemple, les trompettes indiquent la position relative de certains points. Par exemple
(x5 ~ x7)rel x1. De méme (24 ~ xg)rel x5 mais (x5 % x7)rel xg.
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En outre, Cohen a calculé 'homologie et la cohomologie de Cgn[k]. Nous pouvons en
retrouver une preuve élégante dans [34]. Nous obtenons ainsi :

Théoréme 2.1.3. La cohomologie de Cgnlk| est une ADGC' donnée par

H (o [K]) = N wij)1<izj<k

— 2 _ —
(wji = (_l)nwij7 wij = O, WjiWii + Wi + WiWi; = O)
ot |(JJij| =n—1.
Nous la noterons e, (k).

Remarque 2.1.4. Pour un ensemble fini U, nous pouvons abuser de la notation pour
écrire Cy(U) := Cy(|U]) et Cy[U] := Cy[|U]] ; autrement dit les éléments de Cy(U)
sont des configurations de points distincts étiquetés par des éléments de U. Cette nota-
tion a le bon gofit d’alléger certaines formules.

2.2 Formes algébriques par morceaux

Dans la construction du zigzag, nous avons besoin d’une notion d’intégration.

Malheureusement, nous ne pouvons pas utiliser les formes de de Rham. En effet, méme
si les compactifiés de Fulton-MacPherson sont des variétés lisses a coins, les fibrés ne
sont pas lisses en général (voir [29, 5.9]). Des lors il faut utiliser une notion plus générale,
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a savoir les formes algébriques par morceaux (formes PA), qui sont présentées en détails
dans [18].

Dans cette section, nous décrivons brievement ce que sont les formes PA et mentionne-
rons des propriétés qui seront utilisées dans la preuve de la validité du modele. Nous
n’entrerons pas dans les détails techniques.

Définition 2.2.1. Soit n > 0 un entier. Un sous-ensemble X de R"™ est dit semi-
algébrique s’il est la réunion finie d’intersections finies d’ensembles de solutions d’équa-
tions ou d’inéquations polynomiales dans R".

Une application continue f : X — Y entre ensembles semi-algébriques X C R")Y C R™
est semi-algébrique si {(z, f(z))|z € X} C R™™ est semi-algébrique.

Pour un ensemble semi-algébrique X, nous avons un complexe de formes minimales
Qpin(X). Une forme minimale de degré k est un élément fo - fi A - - A fi avec les
fi + X — R des applications semi-algébriques, ou une combinaison linéaire de tels
éléments.

L’intérét de ces formes est qu’il est possible de les intégrer, fournissant alors un nouveau
complexe de formes dites algébriques par morceauz, que nous noterons 2p4. Cette affir-
mation est a nuancer mais nous n’entrerons pas dans des détails techniques donc nous
nous contenterons de ’admettre.

Pour un ensemble semi-algébrique X, ce complexe Qp4(X) a la propriété remarquable
qu’il caractérise le type d’homotopie réelle de X, c’est-a-dire que X et Y ont le méme
type d’homotopie réelle si et seulement si Qps(X) ~ Qpa(Y). C'est principalement pour
cette raison que nous travaillons avec le type d’homotopie réelle d’une variété et non pas
le type d’homotopie rationnelle.

Regardons a présent comment construire ces formes PA par intégration de formes mini-
males.

Définition 2.2.2. Une application continue p : £ — B est une fibration localement
triviale s’il existe un espace F appelé la fibre tel que pour tout x € B, il existe un ouvert
U C B contenant z et un homéomorphisme h : U x F — p~t(U) faisant commuter le
diagramme suivant :

UxF h p~ Y U)

ou my : U X F' est la projection canonique selon la premiere composante.

Une application continue p : E — B entre ensembles semi-algébriques est une fibration
semi-algébrique s’il s’agit d’une fibration ou les espaces et morphismes de la définition
sont semi-algébriques.
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Etant donné w € QF . (E) et une fibration SA p : E — B dont la fibre est de dimension d,

min

nous obtenons une forme p,w € Q'};‘d(B) appelée pushforward en intégrant relativement

au fibré p :
D :/ w.
p:E—B

La définition formelle est technique donc nous ne la présentons pas et passons immédia-
tement a des exemples pour cerner l'idée.

Exemple : Considérons la projection canonique sur la premiére composante p : [0, 1] x
[0,1] — [0, 1]. Bien str il s’agit d’une fibration SA de fibre [0, 1] qui est de dimension
1.

1

min

p*(x-dy):/ x-dy=u
p:[0,1]%x[0,1]—[0,1]

qui est bien un élément de Q% ,([0,1]).

Considérons a présent la forme = - dy € Q! . ([0,1]?). Son pushforward selon p est

alors

En revanche la forme y - dr aura un tout autre pushforward :

p*(y-dw)z/ y-dr =0
p:[0,1]x[0,1]—[0,1]

f[O,l} x-dy

o=

Exemple : Le pushforward d’une forme minimale n’est pas nécessairement une forme
minimale & savoir une expression semi-algébrique. Pour cela considérons le fibré SA
p:E — (2,30t E={(r,y) e R}2 <z < 3,1 <y <z} etpest la projection sur
la premiere composante : la fibre est alors un intervalle fermé. Considérons la forme
y 1y € Q;,(E). Son pushforward est donné par

1 1
s (-dy> =/ — - dy = In(z)
Y p:E—[2,3] Yy
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qui n’est pas une forme minimale sur [2,3], car le logarithme n’est pas une applica-
tion semi-algébrique (rappelons que de telles applications s’obtiennent a partir de poly-
nomes).

Nous aurons besoin d'une variante de la formule de Stokes. Dans cette optique, nous
avons besoin d'une notion de bord et d’orientation :

Définition 2.2.3. Soit p : E — B une fibration SA. Le bord fibre a fibre est la fibration
restreinte p? : E? — B ou
E? =[] op~'(b).

beB

Définition 2.2.4. Soient E et B des variétés orientées. Une fibration SA p : E — B est
dite orientée si elle préserve les orientations.

Proposition 2.2.5. [18, Proposition 8.12] Si p : E — B est une fibration SA orientée
dont la fibre est de dimension k et w € Quin(E), alors

d/ w :/ dw + (—1)"""’“/ 1y o
pE—B p:E—B p2:E9—B

Nous aurons besoin de la famille de fibrations SA suivante : pour une variété M de
dimension n et des ensembles finis U, I, nous avons une fibration SA de dimension n |I|
pu : Cy[U U Il — Cy[U] donnée par la projection qui oublie les points de I. Il s’agit
bien de fibrations SA, voir [24, Section 1.4],[29, Section 5.9].

Remarque 2.2.6. Les résultats énoncés dans [18, Chapter 8] et repris ici concernent les
formes minimales. Toutefois, la preuve de la validité du modele s’appuie sur un espace
plus large appelé espace des formes triviales dont une description est présentée dans [4].
Brievement, ces formes triviales s’obtiennent en intégrant des formes minimales et nous
avons alors Q. <> Qi < Qpa. A priori il semblerait donc que les résultats énoncés
ici ne soient pas valides dans la preuve. Cependant, apres discussion avec 'auteur du
papier [24], il semblerait que les résultats tiennent également pour les formes triviales;
les preuves seraient facilement adaptables. A cet égard la preuve reste valide.

2.3 Modeéle a dualité de Poincaré

La référence principale pour cette section est [27].

Fixons une variété réelle lisse, compacte, simplement connexe et sans bord M de di-
mension n. Alors M est également orientable en vertu de [19, Proposition 3.25]. Par

conséquent la dualité de Poincaré (voir [19, Theorem 3.30]) donne un isomorphisme
D : H*(M;R) — H,_(M;R) pour tout entier k. En particulier H,(M;R) est générée
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par un élément [M] appelé classe fondamentale, qui dépend de l'orientation de M. Nous
obtenons alors une application € : H"(M;R) — R, a — a([M]).

Ceci fournit alors un appariement non dégénéré H*(M;R) x H" *(M;R) — R, (a, 3)
e(a— B) = a(D(p)). Cette construction inspire la définition suivante :

Définition 2.3.1. Une ADGC & dualité de Poincaré (A,d,¢) de dimension n est une
ADGC connexe munie d'une application linéaire € : A — R appelée orientation telles
que :

e cod=0.

e Pour tout entier k, 'appariement A* ® A"* — R, a®b+ €(ab) est non dégénéré.

Théoréme 2.3.2. [24, Theorem 14| La variété M admet un modéle a dualité de Poincaré
(A,d,€) de dimension n c’est-a-dire qu’il existe un zigzag

AE RS Qpa(M)

ot (R,d) est une ADGC' quasi-libre simplement connexe.

Par ailleurs considérons l'inclusion M — M x M,z — (z,z). La classe [M] est donc
envoyée sur un élément de H,, (M x M;R) qui est identifié & un élément de H™(M x M, R)
par dualité de Poincaré. Cet élément est appelé classe diagonale.

L’analogue pour les ADGC a dualité de Poincaré est défini comme suit : fixons une
base {a;}ic; d’éléments homogenes de A. Nous obtenons alors une base homogene duale
{a;x}ier satisfaisant €(q;a;) = 1.

Définition 2.3.3. Le cocycle diagonal A, est défini par Ay = ¥,;c;(—1)1%la; ® a;.
Notons que ce cocycle diagonal est bien un cocycle et ne dépend pas du choix de base,

voir [11, 8.1.4].

Nous avons un résultat supplémentaire relatif au théoréme précédent (|24, Proposition
15]) : on peut supposer que R admet un cocycle Ag tel que (p ® p)(Ag) = A4. Un tel
élément peut s’écrire A = Y, ; A7 ® AY. Nous noterons simplement Ap = Y5, AR ®
A" qui est la méme notation que dans [24] et [22].
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2.4 Complexes de graphes

Au coeur de la preuve de la validité du modele réside 1'idée de complezes de graphes.
L’idée initiale remonte a Kontsevitch et est introduite dans [26, Theorem 2].

Brievement, un complexe de graphes est un ensemble de graphes muni d’une structure
d’ADGC ou le produit de deux graphes sera donné par leur recollement selon des som-
mets communs. Le degré d'un graphe dépendra quant a lui des sommets et arétes le
composant.

L’intérét principal de ces complexes de graphes est le suivant : supposons que nous
voulions prouver que deux ADGC (A, d) et (B, d) soient faiblement équivalents. Le but
sera alors de construire un zigzag de la forme

(A,d) +—— (G,d) —— (B,d)

ol (G, d) est un complexe de graphes. A partir de 13, une étude combinatoire de (G, d)
couplée a des arguments algébriques permettra de prouver que les deux morphismes sont
des quasi-isomorphismes. Nous pouvons retrouver ce schéma de preuve dans [24] mais
également dans [26].

Exemple de complexe de graphes : fixons un entier N > 2 et soit

G={T=(V,E)[Vc{l,--- N}z E={[{i,7},1,7 € V,i # j]}} 'ensemble des graphes
sans boucle dont les sommets sont indexés par des entiers 1,--- , N et E est un multiset
d’arétes non orientées i.e un élément peut apparaitre plusieurs fois. Le degré d’un graphe
I' = (V, E) est défini par |I'| = 2 |E|. Considérons alors le R-espace vectoriel libre G sur
(G, qui est gradué. Définissons de plus le produit de deux graphes par leur concaténation :

pour deux graphes
I'=(V,E),I" = (V' E’) leur produit est donné par

r-I':=(VUV,EUE).

Ce produit est étendu a G par linéarité. L’algebre G est également muni d’une diffé-
rentielle nulle, ce qui en fait une ADGC. Considérons enfin I'idéal I engendré par les
graphes avec au moins une aréte double. Le complexe de graphes est '’ADGC définie

par G := C;/[

Bien siir, les complexes de graphes auront en général des différentielles non triviales,
mais il est souvent non évident qu’il s’agit bien de différentielles.
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Les figures suivantes illustrent la multiplication de graphes. Notons que le deuxiéme
produit est nul, car la concaténation de deux graphes avec une aréte commune est nulle
par quotient de l'idéal I.

b N
NOa

Montrons a présent que ce complexe de graphes peut s’interpréter algébriquement en

I’”ADGC
(A.d) = AWij)i<ij<n d=0
(u.}u‘ = O,wij = wji,wfj = 0)

w;j| = 2. Considérons I'application qui associe a w;; 'aréte

Cette application est bien définie et définit un isomorphisme. En effet

ou

La relation w;; signifie qu’il n’y a aucune boucle.

La relation w;; = w;; indique que les arétes sont non orientées.

La relation w? = 0 signifie qu’il n'y a pas d’aréte double.
ij g y

Le fait que |w;;| soit pair implique que les w;; commutent, ce qui signifie que 'ordre
des arétes n’importe pas.

De plus, I'application inverse marche également grace a la relation w;; = w;; qui équivaut
a avoir des arétes non orientées. La conclusion est que tout élément de (A, d) s’identifie
de maniére univoque a un élément de (G, 0).

Par exemple les deux produits de graphes ci-dessus s’identifient aux produits
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W12W13 * W14Wa3 = W12W13W14W23
2 _
W12W13 * W12W14Wo3 = WioW13W14Wa3 = 0

La morale de cet exemple est que nous avons transformé un objet a priori purement algé-
brique en objet combinatoire. Cette idée d’interpréter des ADGC en terme de complexes
de graphes est centrale dans la preuve de la validité du modele.

Exemple : 'exemple qui suit nous sera utile par la suite. Rappelons la définition de e, (k),
ou n, k > 0 sont des entiers fixés :

Nwij)i<ij<k

_ _ 2 _ —_n)
(wii = O, Wji = (—1)”wij,wij = O, wijwﬂ + wﬂwh + wliwij = 0)

en(k) =

Cette ADGC peut s’interpréter en termes de graphes de la maniere suivante. Fixons
I'ensemble de sommets V' = {1,--- , k} et définissons

G={l= (V,E)|E = {[(i,j),i,j € V,i # j|}} 'ensemble des graphes orientés avec
possiblement des boucles ou des arétes multiples. Nous définissons le degré d’un graphe
I' par [I'| = (n — 1)|E]. Notons G le R-espace vectoriel libre sur G, qui est gradué.
L’ensemble G est muni d’'une multiplication par concaténation de graphes ainsi que
d’une différentielle nulle.

Ceci fournit donc une structure ’ADGC sur G. Définissons ensuite 1'idéal I engendré
par les graphes d’'une des formes suivantes

DO @ - O D

Fo’ 00 @

et définissons € := G/I. Cette construction permet alors d’identifier e, (k) & £ en identi-
fiant I’élément w;; a I'aréte ¢ — j. L’idéal I a en effet été défini en fonction des relations
définissant e, (k). Le lecteur averti aura toutefois noté une légere imprécision : en effet,
pour distinguer les éléments w;;w;; de wjw;; par exemple, il faut tenir compte d'un ordre
sur les arétes. Toutefois, pour simplifier la présentation, nous n’en tenons pas compte
dans le présent exemple.
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Mentionnons enfin qu’il existe un large écosysteme de complexes de graphes plus ou
moins exotiques. L’étude de ces complexes et leurs applications est devenu un nouveau
champ de recherche ces deux derniéres décennies, voir par exemple [32],[39]. Nous aurons
I’occasion d’en rencontrer de nouveaux par la suite.
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Chapitre 3

Validité du modele

3.1 Un premier complexe de graphes

Pour le reste du chapitre, fixons une variété lisse simplement connexe, compacte et sans
bord M de dimension n. Rappelons que notre motivation est de trouver un modele
réel de Cyr(k) pour un entier k& > 0, c’est-a-dire une ADGC faiblement équivalente a
Qpa(Crp(k)). Fixons un modele a dualité de Poincaré (A, d, €) pour M. Nous allons de
plus supposer avoir un zigzag comme dans le théoreme 2.3.2

(A,d,e) & (R,d) S Qpa(M).
Le candidat modeéle est alors le suivant :

Définition 3.1.1. Le modéle de Lambrechts-Stanley d’ordre k d’'une ADGC a dualité
de Poincaré (A, d, ) de dimension n est défini par

Ga(k) = (Li(a)%ij@ie;i; sy

ot 1; : A — A®F est TADGC A coefficients réels définie par ¢;(a) = 1®- - - ®a ® 8 1

ydwij = 1i5(A4) (i < j))

(2

et 1;;: A® A — A®F est défini par 1;(a ® b) = v;(a);(b).

Ce modele a le bon golit de s’interpréter en termes de graphes, et cette interprétation
sera utile par la suite. Rappelons pour cela l'interprétation graphique de e, (k), expliquée
a la fin du chapitre précédent. Un élément de G 4(k) sera alors identifié & un graphe de
en(k) ou chaque sommet {1,---  k} est décoré d'un élément a € A et ces décorations
contribuent au degré du graphe. Par exemple I'élément a®@b®c-wiowi3 € G 4(3) s’identifie
au graphe
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La relation ¢;(a) - w;; = ¢;(a) - w;; s’interprete en la relation

OO - O—0

a

autrement dit on peut faire “glisser” les décorations le long des arétes.

Par ailleurs la différentielle dw;; = ¢;;(A 4) correspond a I'application

"
A

| 4] >
o 2 (=D @
D) » 2 @
c’est-a-dire que la différentielle coupe I'aréte et multiplie les extrémités par A 4.

Donnons a présent une bréve esquisse de la preuve. L’idée principale est de définir un
certain complexe de graphes, de lui donner une structure d’ADGC et d’établir certaines
propriétés pour ensuite construire un zigzag de la forme

Ga(k) & - = Qpa(Culk]).

Contrairement & [24], nous n’allons pas recourir au formalisme opéradique. A cet égard,
il faut redéfinir a notre sauce le complexe de graphes et prouver a la main qu’il est muni
d’une structure d’ADGC. Pour cela nous allons nous inspirer des idées de [29, Chapter
6]. Les définitions sont presque identiques excepté qu’ici nous avons une notion en plus,
celle de décoration.

Définition 3.1.2. Soient (R, d) une ADGC et U un ensemble fini linéairement ordonné.
La famille de diagrammes Dgr(U) est U'ensemble {(I, E, s,t,r)} dont les éléments sont
appelés diagrammes ou

e [ est un ensemble fini linéairement ordonné et disjoint de U dont les éléments sont
appelés sommets internes.

44



e F est un ensemble fini linéairement ordonné dont les éléments sont appelés arétes.
e s et t sont des applications E — U U I appelées source et terminus respectivement.
e 7 est une application U U I — R appelée décoration.

De plus pour un diagramme donné, nous dirons que U est l'ensemble des sommets
externes.

L’idée de cette définition est qu’'un diagramme est la donnée de sommets, externes et
internes, reliés entre eux par des arétes orientées. De plus chaque sommet est décoré par
un élément de R. Nous ferons une supposition supplémentaire : pour deux ensembles
linéairement ordonnés (A, <,), (B, <pg), nous pouvons construire un nouvel ensemble
linéairement ordonné A @ B = (AU B, <) donné par AU B ou < |4 =<4,< |p =<p
et a < b pour tous a € A,b € B. Pour un diagramme, nous supposerons alors que
I’ensemble U LI I est muni de l'ordre relatif a U © 1.

Voici un exemple de diagramme :

Ici nous avons U = {1,2,3}. Les sommets noirs indiquent des sommets internes. Les
étiquettes «, 3,7, a, b, c représentent des décorations de R.

Nous dirons que deux diagrammes I', I sont isomorphes si
e il existe une bijection I — I’ préservant ’ordre.

e il existe une bijection £ — E’ préservant l'ordre et compatible avec les applications
sources et terminus.

Par la suite, nous ne ferons plus attention a cette notion d’isomorphisme et par abus de
notation, identifierons un diagramme avec sa classe d’isomorphisme.

Définition 3.1.3. Soient I' = (I, E,s,t,7) et [ = (I', E', s',¢',7") deux diagrammes.
Leur produit I' - I” est défini comme étant le diagramme (I, E, 3,1, 7) ol

el=I0I.
e E=FEoF.

e 5| =sett|p, de méme pour &, t'.
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e lapplication 7 : U LU I U I' — R est définie par

r(w)r'(u) siuelU
T(u) =19 r(u) siuel
' (u) siuel

L’idée est que la multiplication de deux diagrammes consiste a les concaténer en les
recollant selon les sommets externes et & multiplier les décorations.

Voici un exemple :
o 5 Y « p Y
a p c x Yy oz ar  py o cz
Définition 3.1.4. L’espace de graphes Gr(U) est le R—espace vectoriel libre gradué

engendré par les classes d’équivalences de diagrammes, avec les relations d’équivalence
suivantes :

o [~ (—1)”“’"(“)"7“(”)‘1“’ ou I'” est obtenu a partir de I' par transposition dans 'ordre
linéaire de I des sommets u et v.

o ' ~ (=1)"I" ou I" est obtenu a partir de I' par inversion d’une aréte.

o I' ~ (=1)"7'T" out I est obtenu a partir de I' par une transposition dans l'ordre
linéaire des arétes.

e L’action de R sur Gr(U) consiste en la multiplication d'une décoration par un
scalaire : sia € Ret I' € Gg(U) alors a - I' ~ I” ot I est obtenu a partir de I" en
multipliant une décoration arbitraire par a.

Le degré d'un graphe I' = (I, E, s,t,r) est défini par
Tl = (n =D |E] + Xuevur [r(u)| = n|1].

Remarque 3.1.5. Il ressort du dernier point de la définition que si un sommet d’un
graphe est décoré par 0, alors ce graphe est nul.

Nous verrons plus loin d’ou viennent ces relations d’équivalence.

Insistons sur le fait qu'un graphe est une classe d’équivalence de diagrammes. En par-
ticulier dans un graphe, les sommets internes sont (a un signe pres) indistinguables les
uns des autres en vertu de la premiere relation, alors qu’ils sont distincts dans un dia-
gramme. En fait, nous n’aurons plus besoin par la suite de la notion de diagramme donc
le lecteur peut se contenter de retenir celle de graphe.
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3.2 Structure d’ADGC

Dans cette section nous définissons une différentielle sur notre complexe de graphes afin
de le munir d’une structure d’ADGC.

Avertissement : les définitions et preuves relatives a la différentielle ci-dessous peuvent
paraitre lourdes. Nous invitons donc le lecteur a directement passer a la section suivante
avant de revenir ici afin de comprendre la construction.

Etant donné le cocycle Agr = Y5, A ® A, nous notons D = {A%} I'ensemble des
facteurs A, intervenant dans la somme; pour chaque élément A, nous tenons alors
implicitement compte du facteur A% associé.

Soit T un graphe. Définissons ¢ : U U T — {—1, 1} par
e(u) = (—1)Zv<u‘r(v)|

Définissons ensuite 0 : E — {—1,1} par d(e) = (—1)Zu6UuI‘r(“)|+("_1)pos(e) et
d:Ex Dp— {—1,1} par (e, Al) =

d(e) - (—1)|ARIH Do AR B s I A% si s(e) < t(e)
0(e) - (~1) [ ArHHARIBE s AR oo FNBEL 5 5(e) > e)

Enfin définissons n : £ — {—1,1} de la maniére suivante :

e Sin est impair,

(e) = { (—1jpostmastlf e (s(e) e (t(e))) "N sis(e) < t(e)
T —(—pypostmaste@a@) (e(s(e))e(t(e))) N si s(e) > t(e)

e Sin est pair,

n(e) :{ (=1 e(s(e) )e(t(e))) "D si s(e) < t(e)
(=1 e(s(e) )e(t(e))) N si s(e) > t(e)

Définition 3.2.1. Soit n > 1 un entier.
e La différentielle interne est 'application dg : Gr(U) — Gr(U) définie par
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o La différentielle coupante est 'application dgy : Gr(U) — Gr(U) définie par

dsplit<F) = Z Z 5(6, A/R)Fe,A’R

eeE Ap
ou lear = (I, B\ {e}, sear tenr, Tear,) OU Scar = 8|B\(e}s tea, = (e} et

r(u)Aly siu=s(e)
Tear(u) =4 r(u)A% siu=t(e)
r(u) sinon

e La différentielle contractante est Uapplication deonsr : Gr(U) — Gr(U) définie par

deontr(T) = (1)1 > n(e)l'/e
ec kb
{s(e),t(e)} NI #0

ou'Je = (I'\ {max(s(e),t(e))}, £\ {e}, se, te, 1) avec
— Se=mos, te=motoun: I — I\{max(s(e),t(e))} est définie par 7(s(e)) =
7(t(e)) = min(s(e),t(e)) et m(v) = v sinon.
— 1e - I\ {max(s(e),t(e))} — R,
ro(u) = { r (max(s(e),t(e))) r (min(s(e),t(e))) si u = min(s(e),t(e))

7(u) sinon

Mentionnons que la définition de la différentielle contractante est fortement inspirée de
celle de la différentielle définie dans [29, 6.4].

Le lecteur averti se demandera si ces différentielles sont bien définies, c’est-a-dire si
elles sont compatibles avec les relations d’équivalence précédentes. Ceci est bien le cas.
Dans la suite, étant donné deux graphes I' et I/, nous noterons respectivement e, ¢’ leurs
applications de signe de la définition 3.2.1, de méme pour 9, d’...

Lemme 3.2.2. Les différenticlles interne, coupante et contractante sont compatibles
avec les relations d’équivalence définissant Gr(U).

Démonstration. e La différentielle interne dgr ne dépend pas de l'ordre linéaire des
arétes ni de leurs directions donc il suffit de vérifier que si I' et T different d’une
transposition de deux sommets internes u, v, alors

dpl = (= 1)@l g, .

Siw # u,v alors il est clair que e(w)l, = (—1)" " @Ir@Ie ()T . Supposons & pré-
sent que u < v dans I, ce qui implique v < u dans I’. Alors €(u) = (—1)Zw<u|r(“’)|
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tandis que €'(u) = (—1)|T(U)‘+Zw<v|r(w)|. De plus
T, = (—1)rarlir@Ip
En se rappelant que |dr(u)| = |r(u)| 4 1, il vient finalement

(— 1)n+lr(U)H ( )1’"
)n+|ru\lr(v e(u)(— 1) ( )n+(lr(U)|+1)Ir(v)lp

(—
( )2n+2 [r(u )\+1)|r(”)‘e( )F
e(u)T(u).

Un calcul analogue donne e(v)T, = (—1)"FIr@lir@le/ ()17

e La différentielle coupante ne dépend ni de l'ordre linéaire des sommets internes
ni des directions des arétes donc il suffit de vérifier que si I' et IV difféerent d’une
transposition de deux arétes e, f, alors

dsplitr == (_1)n_1dsplitrl~

Sig € E\{e, f} alors il est clair que S5, 6(g, AR)Tgar = (—1)"710'(g, AR)T" BAL
Supposons & présent que e < f dans E de sorte que pos’(e) = pos(e) + 1. Cette
transposition modifie le facteur d(e) d’un facteur (—1)""! tandis que le second
facteur de d(e, A%) est modifié d'un facteur (—1)"™~Y. Au total il y a donc un
changement d’un facteur (—1)®=10+) — (_1)n—1,

Un raisonnement analogue fonctionne pour f.

e La preuve de [29, Lemma 6.4.3] s’adapte facilement pour prouver la compatibi-
lité de la différentielle contractante. En effet il est clair que la multiplication des
décorations ne change rien a la preuve.

m
Les lemmes suivants justifient 'appellation différentielle.
Lemme 3.2.3. La différentielle interne dg est une différentielle.

Démonstration. Nous avons

dFT)=dr > ewly= > > e(we,(v)yp.

ueUul uweUul veul

ol €, est la fonction € relative au graphe T',. Puisque 7, (u) = d?r(u) = 0 nous avons
I'y. = 0. Notons ensuite que I',, , = I',,,. I suffit donc de montrer que

e(u)e,(v) = —e(v)e,(u). Supposons sans perte de généralité que u < v. Alors e(u) =
e,(u) = (_1)Zw<u\r(w)|_ De plus €,(v) = (_1)Zw<u|r(w)\ — (=1)kr® Y oo P
(_1)1+|T(u)HZWW#”'T(w)‘ = —¢(v). Le résultat en découle. ]
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Lemme 3.2.4. La différentielle coupante dgp est une différentielle.

Démonstration. Nous avons

Cpir(D) = dagiir Y (e, AR)lenr, =D > > > (e, AR)den, (f, VR)Tear r.vh,

e€E ALeDp ecE AL eDg feE\{e} V,e€DR

ou 56,A9% est la fonction 0 relative au graphe Lear.

Fixons deux arétes distinctes e et f. Grace aux relations des graphes, quitte a faire
apparaitre un signe, nous pouvons supposer sans perte de généralité que e < f et s(e) <
t(e),s(f) < t(f),s(e) < s(f). Supposons de plus t(e) < s(f), les autres cas de figure se
traitant similairement. Distinguons alors deux cas :

o Sit(e) < s(f), alors les arétes e et f n’ont aucun sommet commun. Dans ce cas
pour A%, Vs € Dg, Uear v = Upvr ey 5 il s’agit du graphe I' privé des arétes
e et f dont les sommets sont multipliés par Ay, A%, et Vi, V7 respectivement.
Remarquons en outre que

Oy (€) = (=) VRl R eviirtlt(i=tposte) — (_1)ng(¢)
d’ou
5(e, AL) d(e) (_1)|A’R|+Zu>s<e>|r<“)\|A’z~z|+zt>t(e>|’"(“>||ﬁ’z’a|
Op (€ AR)  Opvp(€) (L) 2RI I [AR[F X o Ir AR (V[ VR]) ([87] +2%])

= (=" (=)™
= 1.

Similairement

Dot () = (~1)IARIHARFEucvu @l e=DGes(D-1) — _p( 1)
d’ou

0(f,Vir) _ _0(f) (—1)|V,R|+Z“>S<f>|r(u)‘|V,R|+Zt>t(f)‘7"(”)||v'é|

ey (F- VR~ ey (F) (1) [Tl e POV g [ 5]
= 1.

En combinant ces deux égalités nous obtenons 6(e, Ay )de ar (f, Vi) = —0(f, V)ds v, (e, AR)
et donc le terme I'c a7 v/, s’annule.

e Sit(e) = s(f), alors les arétes e et f ont un sommet commun. Dans ce cas pour

7 Ve € Dr, Uear v, = (—1)|A%||V9‘|Ff,v;%,e,aga; permuter les facteurs de la
décoration du sommet ¢(e) fait apparaitre le signe.
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Remarquons en outre que
Op (€) = (—1)[VRlHVEEacvulr@l+-bpose) — (_1yrge)
d’ou

Se, AR d(e) (=) AR E s M AR[F ey 1| A5

05 (e AR) Oy (€) (L) 2RI X (o MO AR[+ 2 Ir I AR (V[ VR ] (|25  +|2%]) - V] [2%]
= (=1 (=1 (=)l
= (—1)|VallaF],
Similairement
Oosy, () = (—1)|3a AR cona PR -Daos)-1) — g )
2R
d’ou
5(f, V%) o) (=D)IVEFZ s VRN E s @l V5]

56,A’R(f7 V}z) B ae,A’R(f) (_1)’le|+Zu>s(f)|r(u)‘|le’+Zt>t(f)‘T(u)||v;/3|
=—1.

En combinant toutes ces égalités nous obtenons d(e, A)d. ar (f, Vi) Tear v =
—4(f, VIR)(Sf,v’R(@; A/R)Ff,V’R,e,A’R et donc le terme I'; o/ ; v/, s’annule.

En appliquant ce raisonnement a chaque couple d’arétes nous en déduisons que diplit(f‘) =
0 et donc d2,;;, = 0.

Lemme 3.2.5. La différentielle contractante d.on.. est une différentielle.

Démonstration. 1l suffit de reprendre la preuve de [29, Lemma 6.4.6], les décorations
n’ayant pas d’influence sur celle-ci. O]

Nous avons également les trois faits suivants. Les preuves sont assez techniques et
il serait peu instructif de les donner toutes les trois. A cet égard nous en donnons
une assortie d’'un commentaire pour mettre en évidence l'idée récurrente dans les trois
preuves.

Lemme 3.2.6. despm + dsplith =0.
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Démonstration. Soit I' € Ggr(U) un graphe. D’ une part

desplit(F> = dR (Z 2(5(6, A/R)FG,A'R) = Z Z Z Ee,A’R(U)(S(@; AIR>F(6,A'R),M'

eck AR ueUUI eeE AR

ot les facteurs e a7 (u) sont relatifs aux graphes I'c ar .

D’autre part

dsp,itdﬁ,(r)=dspm(ze<u>ru) S Y bules A)e(w)Tagon .

uelU ecE Ap ueUUI

ou les facteurs d,(e, A%;) sont relatifs aux graphex IT',,.

Il suffit donc de prouver que pour tous u € U U [,e € E,Ay € Dpg les termes
ee,AxR(u)é(e,A’R)F(e,AxR),u et dy(e, A’R)e(u)l“%(eﬁArR) s’annulent. Quitte a changer le signe
de I" nous pouvons supposer s(e) < t(e).

Observons que

€(u) siu < s(e)
) st < <10

) e(u) sit(e) <u

€e, AL, (U) =

/\/‘\

et J,(e) = —d(e) ce qui implique

—d(e, A%R) si u < s(e)
dule, AR) =3 —d(e, Al (— 1)|A | si s(e) <u <t(e)
—6(e, AR)(—1)" sit(e) <wu

Par conséquent e ar (u)d(e, A%) = —d,(e, AR)e(u). Il reste donc a montrer que les
graphes I'c ar)u et 'y ear) sont égaux. Si u # s(e),t(e) cela découle directement des
définitions de dg, dgpir. Supposons a présent que u = s(e). Alors les graphes Liearyu
et I'y (e,ar,) ont les mémes sommets, arétes et décorations exceptées le sommet v qui
est décoré par dgr(r(u)A’;) dans le premier graphe et dg(r(u))A, dans le second. Or,
puisque A’, est un cocycle symétrique :

dr(r(u)AR) = dr(r(u) AR + (=1)"dR(AR) = dr(r(u) Al

ce qui prouve que les deux graphes sont bien égaux. Le cas u = t(e) est similaire.

]

Remarque 3.2.7. La preuve précédente montre que les applications drdspir et dspirdr
font apparaitre les mémes graphes I'c ar ,, assortis de facteurs opposés. Autrement dit
couper une aréte avant de différentier une décoration revient a différentier cette dé-
coration avant de couper cette aréte, au signe pres. Le fait que ces deux opérations
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“commutent” revient également dans la preuve des deux autres lemmes. Les signes pro-
viendront de la différentielle dg qui augmente le degré d’une décoration ou de la perte
d’une aréte dans dgpiit, deontr-

Lemme 3.2.8. drd.onir + deontrdr = 0.
Lemme 3.2.9. dsplitdcontr + dcontrdsplit =0.
Corollaire 3.2.10. L’application d := dr + dspiit + deontr est une différentielle.

Démonstration. Les lemmes 3.2.3,4,5 assurent que d agit bien comme une différentielle
au niveau des produits. De plus

d2 = (dR + dsplit + dcontr>2
- d?{ + dgplit + diontr + desplit + dsplith + decontr + dcontrdR + dsplitdcontr + dcontrdsplit
=0

en vertu des lemmes 3.2.6,8.9. ]

Toute la machinerie développée en ce début de chapitre nous amene a la proposition
suivante.

Proposition 3.2.11. L’espace de graphes Gr(U) muni du produit défini ci-dessus et de
la différentielle d = dg + dspiit + deontr admet une structure d’ADGC.

3.3 Lien avec les formes algébriques par morceaux

A présent il est temps de donner un sens a cette définition totalement ad hoc. Cela
passe par la définition suivante, qui va permettre de donner un sens aux arétes d’un
graphe.

Proposition 3.3.1. Il existe une forme p € Q5 (Cy[2]) = Q5 (Cur[{u, v}] appelée
propagateur satisfaisant les conditions suivantes :

o SiT € Xy est l'unique transposition agissant sur Cy[{u,v}] par permutation des
coordonnées, alors T - p = (—1)"p.

o dp = (pu,po)"((0 © 0)(AR)).
e La restriction ¢ OCy[{u,v}] = S"~1 est une forme volume.

o Pour un élément r € R nous avons

/ P(0(r) A pl() = 0. (3.1)
pv3CM [{uvfu}}ﬁckf [{v}]
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Ce propagateur va permettre de construire un élément de Qp4(Ch[U]) & partir d'un
graphe.

Avant cela considérons I' = (I, E,s,t,r) un graphe. Nous pouvons alors définir la
forme
0= (A ittt A (A sio®)
ueUul eER

ol les ordres linéaires de U U [ et E définissent ’ordre du produit.

Exemple : application w’ envoie le graphe

OO

a b c

sur la forme pi(o(a)) A p5(a(b)) Aps(a(c)) A pia(e) A Psa(e).

Notons que w'(I") € Qpa(Cy[U L I]), qui dépend donc de I. Pour s’en débarrasser, nous
définissons

w(I) = W'(T) € Qpa(CyU)).

/pU:CM[UUI]%CA{[U]
Par [4, Corollary 83|, cette intégrale est bien définie. Par ailleurs, nous avons le lemme
suivant qui stipule que w’ est compatible avec les relations d’équivalence définissant les
graphes.

Lemme 3.3.2. L’application w : G — Qpa(Cy[U]) est bien définie.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu’elle est compatible avec les relations d’équivalence
définissant G.

e Soient I' et IV des diagrammes différant d’une transposition de deux sommets
u,v dans Pordre linéaire de I. Alors les formes w'(T") et /(") différent d’un fac-
teur (—1)"@Ir®I puisque p* (o (r(u))) A pi(o(r(v)) = (=1)F@Ir®I De plus par
[29, Proposition 5.8.1], la transposition des deux sommets modifie 'orientation de
Cy|[U U I] d'un facteur (—1)", ce qui change donc également le signe de l'inté-
grale d'un facteur (—1)". Finalement nous avons donc un changement de signe de
(—1)nHIr@Ilir®)l ce qui est cohérent avec la relation.

e En vertu de la premiere propriété du propagateur, changer la direction d’une aréte
e consiste & remplacer le facteur py.,.)(¥) en Py s () ce qui modifie d'un signe
(—1)™, ce qui est cohérent avec la relation.

e La transposition de deux arétes e, f modifie '(I") d'un facteur (—1)""! car
* * n—1)2, % *
Piaeyite) (@) A Dipycp () = (-1t Pacnyin () A Pieyie) (©)-
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e La compatibilité avec 'action réelle sur les décorations est triviale.

]

Ce morphisme w nous permet d’interpréter des graphes en termes de formes PA et vice-
versa. Fort de cette interprétation, regardons comment sont traduites les propriétés du
propagateur en termes de graphes. Tout d’abord, le propagateur s’interpréte comme un
graphe de sommets u, v

o——— O

e La preuve précédente exprime le fait que l'action de ¥y sur ¢ consiste a changer
la direction de 1’ aréte et que les changements de signes sont cohérents.

e Nous avons dp = (p1,p2)*((0®0)(AR)) = YXa, Pi(0(AR))Ap5(0(A%)). Maintenant

Y AL A
AR

dsplit o ——©O - o o

Le morphisme w envoie le membre de droite sur Y-, pi(0(A%R)) Api(o(Af)). Ceci
montre que différentier le propagateur revient a prendre la différentielle coupante
d’une aréte.

Ensuite nous prouvons que w est en fait un morphisme d’ADGC. En particulier nous al-
lons comprendre d’ou proviennent les signes dans les différentielles.

En vertu de [18, Proposition 8.12] et [4, Remark 84|, nous avons la formule de Stokes

d/ w'(T) :/ dw’(F)+(_1)|W'(F)—n|1|/ WJ(T).
pU?C]\/I[UuI]*)CM[U] pU!C}\,j[UuI]*)CA{[U] pgcgj[UUH‘)CM[U}

Nous pouvons disséquer le terme de droite en trois termes qui vont correspondre a
dp(w' (D)), daprit(w'(L)), deontr (w'(T)).

Lemme 3.3.3. Soient (A,d) une ADGC et ay,--- ,a, € A. Alors

k
d(al e ak_) — Z(_1>Zj<i|aj‘al ... ai—ld(ai)a”i-i—l PP ak_

=1
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Le cas k = 1 est trivial. Pour £ > 1
nous avons

d(ay---ag) =d((ay - ag_1)k)
=d(ay - ap_1)ax + (—1)'“1"'“’“*1‘(11 ag_1d(ag)
k-1
= S (=) X<l lay iy d(ag)aie - apray + (= 1) 2%y ayd(ag)
=1
k
— Z(—1)2j<i|aj|a1 g d(ay)ais - - ay.
i=1
Ceci conclut la preuve. O

Rappelons que w'(I') = (Auepur v (o (r(w))))A (/\eeE Ps(u)t(u) (90)) et donc

dw'(T) = d ( A pi(o(r(u)D) A (/\ pZ(u)t<u)(so)>

ueUUl eck

(1) Dol ( A p;z<a<r<u>>>) A ( A pz(e)t@«o)) .

ueUul eckE

Les deux termes correspondent respectivement a w'(dgl’) et w'(dspiel). Ceci explique en
particulier le choix des signes dans les définitions de ces deux différentielles. En effet,
dans le premier terme on somme sur tous les graphes ou exactement une décoration est

différentiée. De plus par le lemme, en notant u; < up < --- < g les éléments de
Uul,

d( A pZ(U(T(U)))) = 3 (=02 (e u))A - pt (e (dr () A p* (o (r(upun).

ueUul u;cUUI

Le signe (—1)21'0“1“ | est exactement le signe €(u;) qui apparait dans la définition de
différentielle interne.

Pour le second terme, rappelons que dp = (p1, p2)*(0c®c(Ag)). Ainsi
o) (P) = P (@) = S (=1)1Pxlpl) (0 (AR) A iy (0(AR)).
AR

Pour chaque terme de la somme, les décorations des sommets s(u) et ¢(u) sont bien mul-
tipliées par A, et A% respectivement. De nouveau, le signe d(e, A’;) est une conséquence
du lemme précédent et du fait qu’on met ces deux facteurs “a la bonne place”, c¢’est-a-dire
dans les facteurs correspondant aux sommets s(u) et ¢(u).
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La preuve que fpg 0O [ULT—Cag (U] w'(T") correspond au terme w(deonsrw’(I')) est plus tech-
nique. Il faut d’abord comprendre le domaine sur lequel nous intégrons. Nous avons pour
cela le lemme suivant qui est une conséquence de [24, Lemma 34, Lemma 35]. Nous nous
contenterons de I'admettre.

Lemme 3.3.4. Pour des éléments u,v € U U I avec u ou v € I, notons W, = {x €
CulU U I (w4 = xp)rel 2 887 a,b = u,v et ¢ # u,v}. Alors Uy veruiWao C CYU U]
et

/ W(T) = / W'(T).
p:CY, (UL —=Cn (U] p —Cm[U]

(o]
U ‘ uu,vEUUI Wu v

En outre Il existe un homéomorphisme p : Cr[(U UT)/(u ~ v)] X Cra[{u,v}] = Wy ,.

L’ensemble W, , correspond aux configurations de Cj,[U U I] ol tous les points sont
distincts exceptés les points u, v qui sont infinitésimalement proches. Le lemme stipule
donc que lorsqu’on integre 'intégrale de bord, il faut tenir uniquement compte de ces
points-la.

[ OV

—_

FIGURE 3.1 — Un élément de Wh 4 C C[4].

Proposition 3.3.5. Nous avons [’égalité
(- | (T) = (e T).
9.C9 [ULI—Cu[U]

Démonstration. Par le lemme nous avons

/ W'(T :/ W'(T).
p@:CﬁﬂUUI]—)CM[U} pg‘uu,veUUIWuw_}C]w[U}
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Nous avons en outre par [18, Proposition 8.11]

/

SO = 3 / (1),
3IuweUu,wu,v—>CM[U] u,welUul pg\wu,vﬁcM[U]

Fixons u,v € U U I. Supposons u < v et v € I. Distinguons deux cas :

e Il n’y pas d’aréte entre u et v dans I" : alors par [18, Proposition 8.13] nous avons

/ )= [ SO [ B =0
P& Wy = Cur[U] pu:Cp [(UUT) / (u~v)]=Cr [U] Cgrn [{u,v}]

pour des raisons de dimensions (intégrer une O-forme sur un espace de dimension
> 0 donne 0).

e Il y a une aréte e : par le lemme précédent, [18, Proposition 8.10], [18, Proposition
8.13] nous avons

/ () = / S(T,) - / pon(9):
P& We,o = Cum (U] pu:Car (UL /(u~v)]=Cr [U] Crn [{u,v}]

Par la troisieme propriété du propagateur, le dernier facteur du membre de droite
consiste a intégrer une forme volume sur une sphere et donc vaut 1. L’autre facteur
est précisément w(I’,).

En sommant sur toutes les arétes nous obtenons donc
(- | (D) = (o)
p%:CY, [ULI|—C (U]
comme désiré. O
Proposition 3.3.6. w(I'-I") = w(I") A w(I").

voir aussi [29, Proposition 9.2.1]. Considérons le diagramme suivant ou le carré central
est un pullback et chaque morphisme est une projection excepté p qui est le morphisme
induit par I'égalité p := py om = p), o 7.

CulUUIUI
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Observons que nous avons un diagramme commutatif

CulUUTUT P P

T A

Cu[U]

ou ¢ et p sont deux fibrés de dimension n(|I| + |I’|). Par [29][Lemma 5.5.2] et [18][Pro-
position 8.10], nous avons ¥ (p* (1)) = p.(p)) pour p = ¢*(w'(I')) A ¢"*(w'(I").

11 vient alors

« (T (W) AT (W(T)))
(p* (g™ (W"(I) A ¢ ((I7)))
A" (W () A g™ (W (7))
’ )

= pu« (W' (D)) A pp (W'(T) par [18][Proposition 8.15]

ce qui conclut.

[
Corollaire 3.3.7. Le morphisme w : Gr(U) — Qpa(Cy[U]) est un morphisme d’ADGC.

Le complexe de graphes G est le premier candidat pour le zigzag G4(U) « -+ —
Qpa(Cy[U]). Malheureusement, les sommets internes le rendent "trop grand" de sorte
que w ne peut pas étre un quasi-isomorphisme. Cette affirmation est rendue précise dans
[39].

Il faut donc s’arranger pour tuer ces sommets internes en quotientant intelligemment.
Définition 3.3.8. Le complexe de graphe détaché est défini par ggr = G(0).

Les éléments sont des graphes sans sommet externe. En particulier, le produit de deux
tels graphes est leur union disjointe (il n’y a pas de sommet externe pour les recol-
ler).

Rappelons que Qpa(Cuy[0]) = Qpa(x) =R,

Définition 3.3.9. Le morphisme w : G(0)) — Qps(Cun[0]) est appelé fonction de parti-
tion et est noté Z,. Nous avons donc Z, : gr — R.
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Il y a une inclusion évidente gg < Gr(U). Nous pouvons alors construire le pushout

Gr(U) —— Gr(U) @g, R
Définition 3.3.10. Le complexe de graphes réduit est G5(U) := Gr(U) ®,, R.

S’agissant d'un pushout, nous avons I' Uy = Z,(y)I" pour I' € G(U) et v € gr. Un
élément de G?(U) peut donc étre représenté par un graphe ou chaque sommet interne
est connecté a un sommet externe : un tel graphe est dit réduit. Par la suite, lorsque
nous travaillerons avec G5 (U), nous supposerons les graphes représentés de cette ma-
niere.

L’intérét de cette construction est que ce nouveau complexe Go(U) est assez “petit”
pour avoir un quasi-isomorphisme G5(U) — Qpa(Cy[U]). Dans ce qui suit nous pré-
sentons une construction similaire pour avoir un quasi-isomorphisme vers le modele

GA(U).

Définition 3.3.11. Le morphisme Z, : gr — R est défini par Z.(y) = 0 si 7 contient
au moins une aréte et

® — (p(r)

(e

oil p: R — A est le morphisme du zigzag A < R 5.

Comme avant nous pouvons définir G5 (U) par le pushout

Gr(U) —— Gr(U) ®,, R

La proposition suivante est cruciale mais la preuve est longue, technique et nécessite des
outils non développés dans ce mémoire (des outils de théorie de ’homotopie). Nous nous
contentons donc de la mentionner. Le lecteur intéressé pourra consulter [24, Section 4.1].
Néanmoins nous donnons la preuve d’un résultat intervenant dans la preuve, intéressant
car la preuve s’appuie sur la combinatoire du graphe; en particulier, elle met en avant la
pertinence du complexe de graphes. En outre, cette preuve montre la nécessité d’avoir
une variété de dimension > 4.
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Proposition 3.3.12. Supposons que dim(M) > 4.
Il existe une ADGC GR(U) et une équivalence faible

Gr(U) <= Gr(U) = GR(U).

Remarque 3.3.13. Le morphisme G{(U) — Qpa(Cy[U]) induit par le diagramme

commutatif
Z
grp ——— R

l |
Gall) — GH(V)

Qpa(Cu[U])

permet, par abus de notation, d’étendre le morphisme w a G5 (U). Similairement, en
précomposant avec le morphisme G(U) — G5(U), nous pouvons étendre w a G (U).

Le lemme suivant permet d’écarter un type particulier de graphes, ce qui est nécessaire
pour la preuve de la proposition apres. Pour la preuve, voir [24, Corollary 44].

Lemme 3.3.14. La fonction de partition s’annule sur les graphes avec un sommet in-
terne univalent, c’est-a-dire ayant un seul sommet adjacent.

La proposition suivante exploite réellement la structure de graphe, ce qui justifie 'intérét
de les avoir définis.

Proposition 3.3.15. Supposons que n = dim M > 4.

Soit I' € gr un graphe satisfaisant les conditions suivantes :
o [' est conneze.
e ' contient au moins deux sommets.
e Siv €I est un sommet bivalent i.e degv = 2, alors v admet une décoration
r # 1g.
Alors Z,(I') = 0.

Démonstration. Notons que Z,(I') € R = Qp4(*) et donc il suffit de prouver que degI' =
deg(Z,(I')) > 0 (une forme PA de degré strictement positif définie sur un point doit étre
nulle, [18, Proposition 5.24]). Puisque I" ne contient que des sommets internes, nous
avons

degT' = (n— 1) |[E| —n|I| + > |r(v)]

vel
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ou E est 'ensemble des arétes et I celui des sommets internes. Soient b et ¢ les nombres

de sommets de degré 2 et degré au moins 3 respectivement. Le lemme précédent permet

de supposer sans perte de généralité qu’il n’y a aucun sommet de degré 1 de sorte que
= b+ t. Par ailleurs nous avons par un résultat élémentaire de théorie des graphes

2|E| = degv > 2b+ 3t.

vel

Ces deux relations et le fait que R ne contient aucun élément de degré 1 par simple
connexité nous donnent

degT > <b+32t) (n—l)—n(b+t)+2b:b+;(n—S).

Puisque |I| > 0, b ou t est strictement positif. En outre n —3 > 0 car n = dim M > 4.
Deés lors nous avons bien degI" > 0. [

3.4 Construction du zigzag

Ayant défini le complexe de graphes et ses variantes, nous pouvons a présent construire
le zigzag nécessaire de la preuve. Plus précisément, si n > 4 nous avons une équivalence

faible

GaU) = Gg(U) < Gr(U) = Gi(U) = Qpa(Cu[U)).

Nous connaissons déja 'existence des deux quasi-isomorphismes du centre. Il reste juste
& montrer que nous avons des quasi-isomorphismes G&(U) = Ga(U) et
Gr(U) = Qpa(Cy[U]). La preuve pour le premier morphisme est assez longue et tech-
nique donc nous nous contenterons d’en donner une esquisse en mettant en avant les idées
clés. L’autre preuve est plus courte, bien qu’un poil technique également.

La suite de la preuve utilise extensivement des filtrations. Cet outil est employé pour
prouver que certains morphismes de complexes de cochaines sont des quasi-isomorphismes
(voir proposition qui suit). L'intérét est que filtrer un complexe permet de tuer une partie
de la différentielle (dans notre cas dr, dspiit OU deontr), ce qui a le bon gotit de simplifier
les calculs.

Définition 3.4.1. Soit C' un complexe de cochaines. Une filtration est une suite crois-
sante FoC' C F1C C --- de sous-complexes telle que

[ ] USZO FSC - C
e Pour s > 0, dF,C C F,C.
e Pour tout n > 0 il existe un indice s tel que C™ C FiC.
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Proposition 3.4.2. Soient C' et D des complexes de cochaines de R—espaces vectoriels
et f:C — D un morphisme de complexes de cochaines. Supposons avoir des filtrations
F,C Cc FiC C -+ et FoD C F1D C -+ telles que f(F,C) C FsD pour s > 0. Supposons
que les morphismes induits fo : FoC — FoD et fs : FsC/F, 1C — F,D/F, 1D soient
des quasi-isomorphismes. Alors f est un quasi-isomorphisme.

La preuve de cette proposition découle de [3, VII, Proposition 2.6].

Il y a une factorisation

Gr(U

U)

) Gl
\ /
Gi(U)

ou le morphisme f : G4(U) — G4(U) est obtenu en remplagant chaque décoration r
par p(r); ceci définit bien un morphisme d’ADGC. Le morphisme G5(U) — G4(U) est
défini en tuant les graphes avec des sommets internes et en identifiant chaque graphe a
un élément de G4(U) (en considérant I'interprétation graphique).

Ce morphisme est bien défini, car dans les graphes avec uniquement des sommets ex-
ternes, la différentielle contractante n’intervient pas et donc nous avons bien la compa-
tibilité de la différentielle.

Lemme 3.4.3. Le morphisme f : G(U) — G4(U) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. Considérons les filtrations (FyG5(U))s>0 et (FsG4(U))s>o données par
F.G5(U) ={T € G5(U)||E| < s} et de méme pour A, c’est-a-dire on filtre en fonction
du nombre d’arétes. Puisqu’il y a au plus une aréte entre deux sommets et que les
décorations sont de degrés au plus n, la filtration s’arréte bien en chaque degré. De plus
il est clair que f préserve la filtration.

Examinons & présent le comportement de la différentielle & travers les quotients Fy/Fy_;.
Pour rappel, la différentielle se décompose en 3 différentielles d = dr + dspiie + deontr-
La différentielle dg ne change pas le nombre d’arétes donc dg(FsG4(U)) C FiG5(U)).
En revanche, les différentielles dgpir €t deonty diminuent le nombre d’arétes de 1 dans
chaque composante d’olt dgpit FsG5(U), deontr F5sG5(U) C G5(U). Autrement, ces deux
différentielles s’annulent dans le quotient et donc la différentielle obtenue n’est rien
d’autre que la différentielle dpy.

Des lors, puisque p : R — A est un quasi-isomorphisme, nous pouvons en déduire que
les applications induites FG&(U)/Fs_1G5(U) — F;G4(U)/Fs-1G5(U) sont des quasi-
isomorphismes. En effet, si I' € G4(U) est tel que d4I' = 0 alors nous pouvons prendre
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comme cocycle le méme graphe I" ot les décorations a sont remplacées par des décorations
7 telles que [p(r)] = [a]. Notons que si d4I' = 0, alors chaque décoration a est un cocycle
et donc de telles décorations r peuvent bien étre choisies.

De plus, sur FyG§(U) seule la différentielle dg agit donc nous pouvons recycler 'argument
pour avoir un quasi-isomorphisme FyG5,(U) — FoG4(U).

La proposition précédente permet de conclure. O

En vertu de ce lemme, prouver que le morphisme G5(U) — G4(U) est un quasi-
isomorphisme revient a prouver que le morphisme G4(U) — Ga(U) en est un. La
preuve de ceci est assez longue donc nous en donnons plutdt une esquisse avec le fil
rouge.

On définit d’abord une filtration (F;G4(U))s>0 par
F.G5(U) ={T € G4(U)|T est réduit et |E| — |I] < s}.

Notons que puisqu’il s’agit de graphes réduits, la filtration commence bien a s = 0. En
effet, dans un graphe réduit, ajouter un sommet interne implique d’ajouter une aréte
adjacente a ce dernier.

Inspectons a présent le comportement de la différentielle sous cette filtration. La différen-
tielle d4 ne change ni le nombre de sommets ni le nombre d’arétes et donc est préservée
dans les quotients. La différentielle d..,;» diminue le nombre d’arétes et de sommets in-
ternes de 1 donc est également préservée. Pour la différentielle d,;; distinguons deux
cas :

o L’aréte coupée par dp;; ne crée pas de composante interne : alors le nombre d’arétes
diminue de 1 et donc décroit strictement la filtration.

e [’aréte coupée crée une composante interne : si cette composante interne contient
au moins deux sommets alors elle est identifiée a 0. Autrement cette composante
consiste en un sommet interne u décorée par un élément r et qui était univalent
dans le graphe initial. Cette composante interne est identifiée avec e(r). Cette
identification diminue donc le nombre de sommets internes de 1 (seul u est perdu).
Au total une aréte et un sommet interne sont perdus ce qui préserve la filtration.

Il est possible de montrer que 'opération de contraction d’une aréte adjacente a un
sommet interne univalent s’annule avec celle de couper cette méme aréte. Des lors, dans
la filtration, la différentielle obtenue est égale a d' = da+d.,,,,;, ou d.,,,. contracte toutes
les arétes sauf celles adjacentes a un sommet interne univalent.

On définit ensuite une filtration pour G 4(U). Etant donné un élément de la forme a - v

avec a € A®Y et v € €Y(U) un produit de générateurs, on définit la longueur [ de a - v
par l(a-v) = n|3|1' Concretement il s’agit du nombre de générateurs apparaissant dans

v. Nous obtenons alors une filtration (F;GA(U))s>0 out FsG4(U) est engendré par les
éléments de la forme a - v avec [(v) < s.
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En considérant I'interprétation de G4(U) en terme de graphes, la filtration n’est rien
d’autre que celle obtenue en filtrant le nombre d’arétes.

On peut alors vérifier que le morphisme G4(U) — G4(U) est compatible avec ces deux
filtrations. Nous pouvons alors utiliser la proposition 3.4.2.

L’avantage d’utiliser la filtration est qu’elle permet de restreindre la preuve aux graphes
connexes. Ceci permet de prouver que les nombres de Betti de G(U) et G4(U) sont
égaux. La preuve se conclut alors en montrant que le morphisme G(U) — G4(U) est
surjectif en cohomologie.

Avant de compléter la preuve en donnant la seconde moitié du zigzag, nous avons besoin
d’un lemme, corollaire de [28][Theorem 10.1].

Lemme 3.4.4. Les dimensions de H(G4(U);R) et H(Qpa(Cp[U]);R) sont finies et

égales.
Proposition 3.4.5. Le morphisme w : GH(U) — Qpa(Cr[U]) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur |U|.

Traitons d’abord le cas U = (). Nous avons par définition G5(0) = gr ®4, R = R et
Qpa(Cry[0]) = Qpa({*}) = R et le morphisme w est la fonction de partition qui est ici
I'identité.

Pour le cas général, il suffit de vérifier que le morphisme w : GR(U) — Qpa(Cp[U])
est un quasi-isomorphisme. Nous savons que les nombres de Betti de GR(U) et GA(U)
coincident. Par ailleurs le lemme précédent assure que ceux de Ga(U) et Cy[U] sont
également égaux. Par conséquent G (U) et Qpa(Cy[U]) ont les mémes nombres de Betti.
Il suffit donc de montrer que w est surjectif en cohomologie.

Si |U| = 1 alors Qpa(Cy[U]) = Qpa(M). Soit z un cocyle de Qpa(M). 1l existe donc
un cocycle r € R tel que [o(r)] = [2]. Alors le cocycle T' € GE(U) composé d'un seul
sommet externe décoré par r est tel que w(I') = o(r) et donc [w(I")] = [z]. Donc w est
surjectif en cohomologie.

Y

Supposons a présent que |[U| > 1 et écrivons U = {u} U V. Puisque H(Ga(U)) =
H*(Cy[U)) = H(Qpa(Cy[U])), tout élément de H(Q2pa(Chr[U])) s’identifie a un élément
de H(GA(U)). Considérons alors un cocycle z € Qpa(Cy[U]) identifié & un cocycle
w € GA(U). En vertu de la relation d’Arnold

wiwji + wjiwik + wipwg; = 0,
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tout facteur de w de la forme w,,,w,; peut étre remplacé par un facteur = (wy Wyt +Wyuiwor )-
Par ailleurs la relation ¢;(a)w;; = ¢;(a)w;; nous permet de supposer qu'un élément de la
forme a - wy, est tel que a € A®Y contient un 14 en position wu.

Par conséquent nous pouvons écrire w sous la forme

/
w=w -+ Z Wy Wy
veV

ouw € ARG4(V) — G4(U) ne contient aucun facteur de la forme w,, et w, € G4(V).
Nous obtenons alors

0=dw=dw+ Y dww, + (—1)""" > wydw,.
veV veV
Pour v fixé, le facteur w,, n’apparait que dans le terme w,,dw, et donc nécessairement
dw, = 0. Par ailleurs rappelons que dw,, = YA, tu(A) - t,(A%)). Ainsi

dw' == >3 1, (A) - 1 (A))w,.
veEV Ay
En outre chaque w, € G4(V) s’identifie a un cocycle z, € Qpa(Cy[V]) partageant la
méme classe de cohomologie. Nous obtenons par hypothése de récurrence un cocycle
[, € Gu(V) tel que le morphisme Gi(V) — Qps(Cr[V]) envoie la classe T, sur [z,].

Définissons ensuite I'. € R ® G(V) par

Le==3%_ > pu(AR) - py(AR)T.

veV AR

Puisque le morphisme 7 : G5(U) — G 4(U) est un quasi-isomorphisme et envoie la classe
[I'.] sur [dw'] par construction, nous en déduisons que I'. est un cobord; a cet égard
nous pouvons écrire I'. = dI';. Nous obtenons alors d(w’ — 7(I')) = dw’ — 7(dl'y) = 0 ce
qui signifie que w’ — 7(I'1) est un cocycle. 1l s’agit d'un élément de A @ G4(V') et donc
il existe un cocycle I'y € R ® Gi(V') cohomologue i.e 7(I'y) = w' — 7(I'1) + da pour un
certain a. Définissons I's = I'y + I'y. Il s’ensuit que 7(I's) = v’ + da.

Définissons finalement I' € G(U) par

T=Ts5+ 3 enl,.

veV

Dans ce cas
() =7(T3) + > wuw, = w + da.

veV

Il s’ensuit que les classes de cohomologies de I' et w coincident. A fortiori w envoie la
classe de I' sur celle de z et donc nous avons bien une surjection en cohomologie.
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]

Jusqu’a présent, nous avons uniquement travaillé d’un point de vue algébrique. A présent,
nous sommes en mesure de faire la passerelle entre le résultat obtenu et la topologie de
la variété M de départ.

Proposition 3.4.6 ([24, Proposition 77]). Si deux ADGC a dualité de Poincaré (A, d,e)
et (B,d,e) sont faiblement équivalentes comme ADGC, alors les modéles Ga(U) et
Gp(U) le sont également.

Cette proposition nous assure d’abord que le choix de modele (A, d, €) n’influence pas le
type d’équivalence du modele de Lambrechts-Stanley.

Nous avons en fait un résultat encore plus fort : fixons deux variétés compactes, lisses,
sans bord, simplemenent connexes et de dimension au moins 4 M et M’ ayant le
méme type d’homotopie réelle. Par définition il existe une faible équivalence Qp(M) ~
Qpa(M").

Si (A,d,e€), (A", d,€") sont des modeles a dualité de Poincaré de M et M’ respective-
ment, alors cette faible équivalence implique (A,d,e) ~ (A’,d,€). Par la proposition,
les modeles G4(U) et Ga(U) sont faiblement équivalents. Par conséquent les ADGC
Qpa(Cy[U]) et Qpa(Crr[U]) le sont également.

Lemme 3.4.7. Soit M une variété simplement connexe de dimension au moins trois.
Alors Cyr(k) est simplement connexe pour tout k > 0.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Le cas k = 0 est trivial. En général,
nous avons une fibration ([7, Theorem 3]) M \ k — Cy(k + 1) — Cy(k) ou la notation
M \ k indique M privé de k points distincts. La longue suite exacte en groupes d’homo-
topie donne une suite exacte

(M k) = 11 (Car(k + 1)) — 11(Cas(K)).

Puisque M est simplement connexe et de dimension au moins trois, nous avons
m1 (M \ k) = 0. En couplant ceci & ’hypothese de récurrence, nous obtenons
m(Cym(k 4+ 1)) = 0 comme désiré. O

Par le lemme, les espaces Cy[U] et Cyp[U] sont simplement connexes. Donc ’ADGC
Qpa(Cy|U]) encode le type d’homotopie réelle de C/[U], de méme pour M’.

Théoréme 3.4.8. Si M et M’ sont des variétés compactes, lisses, sans bord, simple-
menent connexes et de dimension au moins 4 ayant le méme type d’homotopie réelle,
alors les espaces de configuration Cy(U) et Cpp(U) ont le méme type d’homotopie réelle
pour tout ensemble U fini.
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Remarque 3.4.9. En dimensions 2 et 3, le théoréme est trivialement vérifié puisque
les seules variétés compactes, lisses, sans bord et simplement connexes sont la sphére S2
(classification des surfaces) et la sphere S* (théoréeme de Poincaré-Perelman) respecti-

vement.
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Chapitre 4

Applications du modele

4.1 Cas de la sphere 5"

Dans cette section, nous utilisons le modele de Lambrechts-Stanley pour calculer un
modele réel de Cgn (k) ot n > 3 est un entier impair. Plus précisément nous prouvons la
proposition suivante :

Proposition 4.1.1. Soient n > 3 un entier impair et k > 0 un entier. Notons A =
H*(S™ R) qui est un modéle a dualité de Poincaré de S™. Alors les ADGC A® e, (k) et
Ga(k + 1) sont quasi-isomorphes.

La preuve est une adaptation de celle de [24, Proposition 80| qui prouve la proposition
pour n = 3. La différence principale est qu’ici le fait que les deux ADGC aient la méme
cohomologie n’est pas triviale, contrairement au cas n = 3 ou 'existence d’une structure
de groupe de Lie sur S® fournissait directement cette information. Hormis ce détail, le
reste de la preuve est identique.

Lemme 4.1.2. Les ADGC A® e, (k) et Ga(k+ 1) ont la méme cohomologie.

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k£ = 0, les deux ADGC
sont isomorphes a A puisque e,(0) = ¢e,(1) = R et en particulier elles ont la méme
cohomologie.

Supposons a présent que k > 0 et 1’énoncé est vrai pour k—1. En vertu de [7, Theorem 3],
les projections par oubli du dernier point Cgn (k) — Cgn(k —1) et Con(k+1) — Con (k)
sont des fibrations de fibres R"\ {cy,- -+, cx—1} et S™\{s1, -, sk} qui ont toutes les deux
le type d’homotopie de V;,_; S"~'. De méme nous avons des fibrations Cign (k + 1) — S™
et Cgn (k) de fibres respectives Cgn (k) et Crn(k—1). En résumé nous avons le diagramme
suivant ou chaque suite verticale ou horizontale est une fibration :
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Vi S™1 Vi1 S™1

J J

J J

CRTL(k — 1) E— Csn(k) — "

Par ailleurs Cgn(k — 1) est simplement connexe et nous avons
H (V1 8" 1) = H(Cgn(k — 1)) = 0 pour 0 < i < n — 1. Des lors par [31, Example
5.D], nous avons une longue suite exacte (ou les coeflicients sont réels)

0 —— H'(Cn(k = 1) ——— H'(Ca(k)) ——— H'(V,y S™)

L H2(Cyn (k — 1)) H2-2(y,, §"1) 3

[—> HQn_l(CRn(kf - 1)) E— H2n_1(CRn(k)) — H’2n—1(\/k_1 Sn—l)
En particulier, puisque H"(Cg~(k — 1)) = 0 nous obtenons la suite exacte suivante :
H" Y (Cga(k)) —— H" ' (V1 S™1)) —— 0

ce qui signifie que le morphisme H" '(Cgn(k)) — H" ' (V}_1 S™ 1)) induit par Iin-
jection sur chaque fibre \/;_; S"™' — Cgn(k) est surjectif. Puisque H*(\V;_; S™7!) est
concentrée en degrés 0 et n—1, nous en déduisons que cette injection induit une surjection
en cohomologie.

Pour la seconde fibration verticale, pour les mémes raisons que précédemment nous avons
une longue suite exacte

0 ——— H'(Csn(k)) ——— H'(Csn(k+1)) ——— H'(V}_; ") j

L H?(Cgn(k)) H22(\,_, S"1) 7

L H*™ 1 (Cgn(k)) —— H*" Y Csn(k+1)) —— H> (Ve 5™
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De nouveau H"2?(V,_; 8" ') = 0. En outre, I'argument utilisé dans la preuve de
[24, Proposition 80] pour calculer la cohomologie en degré 3 du modele se généralise
facilement pour montrer que H"(Cgn(k)) = H™(Csn(k + 1)) = R. Notons que 'hypo-
these que n soit impair intervient de maniere cruciale ici. Nous obtenons donc la suite
exacte suivante :

0 —— H" Y(Cgsn(k)) —— H" Y (Confou(k+1)) —— H" (V1 5" 1) U

LR R 0

Le morphisme R — R est donc un isomorphisme et par conséquent le morphisme
H"™ (Vi1 S™1) — R est le morphisme nul. Nous en déduisons que le morphisme
H" 1 (Csn(k+1)) = H" 1 (V;_1 S*1) est une surjection. Pour la méme raison qu’avant,
nous avons donc que l'injection de chaque fibre V,_; S"! — Confs(k + 1) induit une
surjection en cohomologie.

En outre, puisque H*(V;_; S" 1) est de type finie, le théoreme de Leray-Hirsch (voir
par exemple [19, Theorem 4D.1]) assure qu’en tant que R-espaces vectoriels,

H*(Cre(k)) = H*(\ S") @ H'(Crn(k — 1))
H*(Con(k+1)) 2 H*(\/ S"") @ H*(Cgn(k)).

k—1

Finalement, en combinant ces isomorphismes avec notre hypothese de récurrence nous
obtenons

H(Csn(k+1)) = H*(\/ $"") @ H*(Csn(k))
>~ H*(\/ S" )@ H (Cpa(k — 1)) ® A
k—1
>~ [0*(Cre(k)) ® A.

Le membre de droite est exactement A®e,, (k). Par ailleurs, par [28, Theorem 10.1], nous
avons H*(G 4(k+1); Q) & H*(F M;41(S™)) d’ou nous déduisons que H*(G4(k+1);R) =
H*(Cgn(k + 1);R). Ceci termine de prouver que A ® e, (k) et Ga(k + 1) ont les mémes
cohomologies.

]
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Remarque. En dimension paire, le morphisme f n’est pas bien défini. En effet les
relations d’Arnold donnent w;; = wj;. Or f(w;;) = wij+woi—wo; # wji+wo;—woi = f(wji).

En fait, il n’y a pas de scindement possible comme le montre la proposition suivante.

Proposition 4.1.3. Soient n > 4 un entier pair et A = R1 ® Rv un modéle a dualité
de Poincaré de S™ ou |v| = n. Alors pour k > 2 : H(Ga(k+1)) 2 H(A) @ e) (k).

Démonstration. Notons que la cohomologie du membre de droite en degré n est non
triviale. Il suffit donc de montrer que H"(Ga(k + 1)) = 0.
Puisque n est pair, A 4 = 1®v+v®1 de sorte que dw;; = ¢;(v)+¢;(v) pour 1 < i,j < k+1.

Pour des indices 7, 7, distincts nous obtenons donc

(¢i(v) + ;) + (1i(v) + u(v)) = (¢(v) + u(v)) wij +wa — wj
=)

Nous en déduisons que la différentielle d : G o(k +1)"! — Ga(k + 1)™ est surjective et
donc H"(G4(k+ 1)) = 0. O

4.2 Tentative de généralisation

Naturellement, nous pourrions tenter d’étendre le résultat précédent au cas d'un produit
de sphéeres de dimensions impaires. Hélas, ’argument précédent ne se généralise pas, du
moins pas facilement.

En effet, fixons M = [[i_, S™ un produit de spheres de dimensions impaires avec ¢ > 2.
Nous avons de nouveau un carré de fibrations

M\ k M\ k

J |

| |

CM\k<k— 1) — CM(]C> — M

ou la notation M \ i désigne la variété M privée de i points distincts. Contrairement
au cas d’une sphere, les deux constats suivants empéchent d’adapter la preuve précé-
dente :

e L’espace Cyn\1(k) est bien moins évident a étudier que I'espace Cgrn(k), dont nous
connaissons la cohomologie.
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e La fibre M \ k n’est pas suffisamment connectée. Plus précisément, la longue suite
exacte en cohomologie précédente nécessite D < 2d — 1 ou d et D sont les degrés
non nuls minimal et maximal respectivement pour lesquels H4(M), HP (M) # 0.
Ici D > 2ming{n;} = 2d.

Malgré ces constats, la suite propose des résultats partiels et des pistes de réflexion.

Définition 4.2.1. Soit M une variété de dimension n de type fini. Le polynome de
Poincaré de M est défini par

Py(t) = zn: dim (H*(M))t*.

k=0

Proposition 4.2.2. Soient k > 1 un entier, M une variété compacte, lisse, sans bord
et simplement connexe de dimension n > 2 et c¢y,--- , ¢ des points distincts de M. Le
polynéme de Poincaré de M\ {c1,--- ,c} est donné par Py(t) —t" + (k — 1)¢" 1.

Démonstration. Notons U = M \ {c1,--- ,cx} et V = L,V out chaque V; est un voi-
sinage de ¢; tel que V; = R". Nous avons une longue suite exacte de Mayer-Vietoris
([19, P203]) donnée par

0 —— HY (M) —— H'(U)® HY(V) —— HY(UNV) j

L HY (M) H=(UNV) B

L H"(M) —— H"U)® H"(V) —— H"(UNV) —— 0.
D’une part V = ¥ | R" et donc
vy = @iy = [ B 5i=0
et 1 0 sinon.
D’autre part U NV = 1P (R"\ {¢;}) ~ ¥ S""1 et donc

k k ..
i ~ iromiy ~ | R¥ sit=0,n—1
H(UHV)Z@H(S 1>:{O sinon.

=1

Par conséquent, le début de la longue suite donne la suite exacte
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0 R R@Rkiﬂqu

[a HY (M) —— HYU) —— 0.

Nécessairement le morphisme R @ R¥ — R* est surjectif et donc le morphisme R* —
H'(M) est nul. Il en découle que le morphisme H*(M) — H'(U) est un isomorphisme.
Pour 1 <7 < n —1, la portion

HYUNV) —— H(M) —— H(U) —— HY(UNYV)

donne un isomorphisme H*(U) = H(M). Enfin la longue suite se termine par

0 —— H"Y(M) —— H"Y(U) —— Rk 7

L H" (M) — H"(U) —— 0.

Puisque M est une variété simplement connexe, compacte et sans bord nous avons
par dualité de Poincaré ([19, Theorem 3.30]) H"(M) = R et H" (M) = 0. De plus
par [38, Lemma 2.1] et puisque U est non compact et lisse, il est homotopiquement
équivalent a une variété de dimension n — 1 et donc H™(U) = 0. 1l s’ensuit que nous
avons une suite exacte

0 —— H™Y(U) Rk H™(M) —— 0.

Nous en déduisons que H" }(U) = R*!. En combinant les résultats trouvés, nous
obtenons 1’énoncé.

O

Sur base de ce résultat, nous allons calculer une borne supérieure pour H*(Cy(k + 1)).
Nous utilisons ici la suite spectrale de Leray-Serre ([19, Theorem 5.15]). De méme que
I’homologie permet de mesurer le manque d’exactitude d’une suite, cet outil permet de
mesurer le manque de trivialité d’'une fibration F — E — B i.e a quel point F differe du
produit Bx F'. Plus précisément nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.2.3 (Conséquence de Leray-Serre). Soit I — E — B wune fibration
entre variétés de types finis ou B est simplement conneze. Alors Pg(t) < Pp(t)Pg(t) ot

l'inégalité s’applique degré par degré.

Couplée au calcul précédent, cette proposition nous permet de calculer une borne supé-
rieure pour H*(Cy(k + 1)).
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Proposition 4.2.4. Soient k > 0 un entier, M une variété compacte, lisse, sans bord et
simplement connexe de dimensionn > 2. Notons Py(t) := Pc,,)(t) et Q(t) = Pa(t)—t".
Alors

k—1
Pra(t) < Py(t) TT(Q() +it™ ).

=0

Démonstration. La preuve se fait par récurrence. Le cas k = 1 n’est rien d’autre que
I'égalité Py (t) = Py (t). Pour le cas général, les propositions 4.2.2 et 4.2.3 appliquée a la
fibration M \ k — Cy(k+ 1) — Cp(k) et Phypothese de récurrence donnent

k—2 k—1

Pia(t) < (Q + (k = D" ) Py (1) [T(Q) +it"™") = Pu(t) [T(Q(1) +it" ™).

=0 =0

]

En fait, cette borne enterre nos derniers espoirs d’adapter 'argument de la section pré-
cédente au cas général d'un produit de sphere. En effet, 'argument montre en par-
ticulier que nous avons des scindements verticaux, ce qui implique que la borne su-
périeure est atteinte. Or ce n’est pas toujours le cas comme le montre I'exemple sui-
vant.

Considérons M = S™ x S™ le produit de deux spheres de méme dimension impaire n > 3.
Un modele a dualité de Poincaré est donné par A = H*(S™ x S™) = H*(S™) x H*(S™).
Autrement dit il s’agit de PADGC (A(u,v),0) avec |u| = |v| = n et 'orientation e
univoquement définie par e(uv) = 1. Nous avons donc une base homogene {1, u,v,uv}
et la base duale {uv,v, —u, 1} (le signe négatif vient de 1'égalité e(v(—u)) = —e(vu) =
—(—=1D)llle(yp) = 1). La classe diagonale est donc donnée par

Apg=1Quw —-—u@v+rvQu+uv® 1.

Calculons a présent la cohomologie du modele G4(k + 1) en degrés n et 2n. Pour rap-
pel

A®k X €2n(/€)

vi(a) - wig = tj(a) - wi

G =

La différentielle est triviale jusqu’en degré 2n — 2. Par conséquent H"™(G 4(k)) = (A®F)"
qui est de dimension 2k puisqu'une base est donnée par {¢;(u),¢;(v)}1<ij<k. La diffé-
rentielle G4(k)"! — Ga(k)* est injective. En effet pour i < j, le terme ¢;;(u @ v)
ne peut apparaitre que via le terme w;;. Ceci implique que les dw;; sont linéairement
indépendants. De plus chaque élément de degré 2n est un cocycle car G4(k)*"* = 0.

ydwij = 15(An) (i < j)) :
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Nous en déduisons que dim H**(G(k)) = dim Ga(k)** — dim G4(k)**~!. Nous avons
d’une part

dim G A(k)**~! = dim ey, (k)" = <§>

D’autre part les éléments de degré 2n de G 4(k) sont de la forme ¢;(uv), t;;(u®@v), 1;;(v &
w), Lij(u ®u) ou t;j(v®@w) pour 1 <i < j < k. Par conséquent

mmGﬂm%:k+4@>:2H—k

Finalement

—1
dmﬂf%GA@)=&mGA@%—mmGAm%4:2w_k_<®::M%;)

Or en degré 2n, la borne supérieure de Py(t) a un coefficient égal a

k(3k — 1)

k
1+4 =2k* -2k +1
N (2) 1> MO

si k > 2; ceci vient du fait que chaque facteur P(t), Q(t) + it"~! admet un terme 2¢"
et que seul le facteur P(t) admet un terme de degré 2n, qui a un coefficient égal a 1.
Ceci montre donc que la borne est stricte et par conséquent, il n’y a en général pas de
scindement vertical.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons eu l’occasion de nous familiariser avec la théorie de 1'ho-
motopie rationnelle. Nous avons alors appliqué les outils de cette théorie aux espaces de
configuration, plus spécifiquement a la preuve de la validité du modele de Lambrechts-
Stanley. Ce faisant, nous avons rencontré le concept de compleze de graphes, objet élégant
et étonamment efficace pour aborder des problémes en théorie de I’homotopie rationnelle.
Enfin, une contribution plus personnelle a permis d’appliquer ce modeéle et des outils de
topologie algébrique abordables pour prouver un résultat original.

Le travail s’est voulu accessible a un étudiant de master avec quelques notions de topolo-
gie algébrique et théorie des catégories. A cet égard, certains concepts avancés mais per-
tinents n’ont pas été abordés. Nous pensons en particulier a ’algébre homotopique, dont
les rudiments apparaissent néanmoins implicitement dans la section sur les ensembles
simpliciaux. Outre fournir une axiomatisation catégorique du concept d’homotopie, ce
domaine donne un énoncé plus précis du théoreme de Sullivan ([23]) et permet d’éclaircir
certains passages de la preuve de la validité du modele ([24, Section 4.1]). Il y a également
la notion d’opérade, outil abondemment utilisé en topologie et algebre ([13, Preface]), et
qui permettait dans la preuve de la validité du modele d’éviter les lourdeurs de signes de
la définition du complexe de graphes ([24, Section 1.5]). C’est donc tout naturellement
que I’étude de ces objets s’inscrit dans la continuité de ce mémoire.

Par ailleurs, le résultat du papier souleve également de nouvelles questions. Premiere-
ment, est-il possible d’étendre la validité du modele au cas rationnel 7 De plus, quels
résultats intéressants ce modele permet-il de fournir? Des applications sont étudiées a
la fin de [24] et dans le chapitre 4 de ce mémoire, et il serait intéressant de poursuivre
les recherches.

Nous espérons que le lecteur a pu apprécier les concepts et idées de preuves mises en
avant dans ce mémoire, comme cela a été le cas pour 'auteur.
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Annexe A

Glossaire des notations

Un récapitulatif des notations récurrentes.

Théorie de 'homotopie rationnelle

e Pour une catégorie C localement petite et A, B € C, nous notons C(A, B) I’ensemble
des morphismes A — B.

e ADGC : catégorie des algebres différentielles graduées commutatives (Définition
1.3.6).

e Set : catégorie des ensembles.

e sSet : catégorie des ensembles simpliciaux (Définition 1.2.7).
e Top : catégorie des espaces topologiques.

e (A,d) : ADGC arbitraire.

e Qpy : foncteur des formes linéaires par morceaux (Définition 1.4.3).

Validité du modeéle

(A,d,€) : ADGC a dualité de Poincaré (Définition 2.3.1).
Cr(k), Cr(U) : espace de configurations dans M (Introduction, Remarque 2.1.4).

Culk], Cy|U] : compactifié de Fulton-MacPherson de Cy(k) (Définition 2.1.1,
Remarque 2.1.4).

en(k) : cohomologie de Cgn (k) (Théoreme 2.1.3).
Ga(k),G4(U) : modele de Lambrechts-Stanley (Définition 3.1.1).
Gr(U) : complexe de graphes (Définition 3.1.4).

gr : 9r = Gr(0) ; graphes avec uniquement des sommets internes (Définition 3.3.8).
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e G7(U) : (Définitions 3.3.9, 3.3.10) pushout du diagramme

T

Gr(U) —— GR(U)

Zy
gr —————

e G5(U) : (Définition 3.3.11) pushout du diagramme

Ze
grp —

T

Gr(U) —— GR(U)

Gr(U) : zigzag G5(U) < GR(U) = G5(U) (Proposition 3.3.12).
A, @ classe diagonale; Ay = YA, A @ A’} (Définition 2.3.3).
¢ : propagateur (Proposition 3.3.1).

Qpa : foncteur des formes algébriques par morceaux (Section 2.2).
e w : morphisme Gr(U) — Qpa(Cy[U]) (Lemme 3.3.2).

80



Bibliographie

[1] S. Axelrod and I. M Singer, Chern-Simons perturbation theory. II, Journal of Differential Geometry
39 (1994), no. 1, 173-213. 131

[2] R. Bott, L. W Tu, et al., Differential forms in algebraic topology, Vol. 82, Springer, 1982. 122
[3] K. S Brown, Cohomology of groups, Vol. 87, Springer Science & Business Media, 2012. 163

4] R. Campos and T. Willwacher, A model for configuration spaces of points, arXiv preprint
arXiv :1604.02043 (2016). 18, 36, 54, 55

[5] F. R Cohen, On configuration spaces, their homology, and Lie algebras, Journal of Pure and Applied
Algebra 100 (1995), no. 1-3, 19-42. 1

[6] S. Eilenberg and J. A Zilber, Semi-simplicial complexes and singular homology, Annals of Mathe-
matics (1950), 499-513. 112

[7] E. Fadell and L. Neuwirth, Configuration spaces, Mathematica Scandinavica 10 (1962), 111-118.
167, 69

[8] M. Farber, Configuration spaces and robot motion planning algorithms, Combinatorial and toric
homotopy : Introductory lectures, 2018, pp. 263-303. 17

[9] Y. Félix, S. Halperin, and J-C Thomas, Rational homotopy theory, Vol. 205, Springer Science &
Business Media, 2012. 118, 19, 22, 24, 26, 27, 28

[10] Y. Félix and S. Halperin, Rational homotopy theory via Sullivan models : a survey, arXiv preprint
arXiv :1708.05245 (2017). 119

[11] Y. Félix, J. Oprea, and D. Tanré, Algebraic models in geometry, OUP Oxford, 2008. 129, 37

[12] M. H. Freedman, The topology of four-dimensional manifolds, Journal of Differential Geometry 17
(1982), no. 3, 357-453. 112

[13] B. Fresse, Modules over operads and functors, Springer, 2009. 177

[14] B. Fresse, V. Turchin, and T. Willwacher, On the rational homotopy type of embedding spaces of
manifolds in R™, arXiv preprint arXiv :2008.08146 (2020). 17

[15] W. Fulton and R. MacPherson, A compactification of configuration spaces, Annals of Mathematics
139 (1994), no. 1, 183-225. 131

[16] R. Ghrist, Configuration spaces and braid groups on graphs in robotics, arXiv preprint math (1999).
7

[17] M. J. Hall and M. Reginatto, Ensembles on configuration space, Fundamental Theories of Physics.
Springer Nature, Switzerland (2016). 17

[18] R. Hardt, P. Lambrechts, V. Turchin, and I. Voli¢, Real homotopy theory of semi-algebraic sets,
Algebraic & Geometric Topology 11 (2011), no. 5, 2477-2545. 134, 36, 55, 58, 59, 61

[19] A. Hatcher, Algebraic topology, 2005. 110, 11, 22, 28, 36, 71, 73, 74
[20] K. Hess, Homotopical Algebra, Ecole Polytechnique fédérale de Lausanne, 2020. 112

[21] K. Hess, Rational homotopy theory : a brief introduction, Interactions between homotopy theory
and algebra, 175-202, Contemp. Math 436 (2007). 119

[22] N Idrissi, Real Homotopy of configuration spaces, Springer Cham, 2020. 137
[23] N. Idrissi, Introduction d la théorie de ’homotopie, Université de Paris, 2021. 112, 77

81



[24]

[25]
[26]

N. Idrissi, The Lambrechts—Stanley model of configuration spaces, Inventiones mathematicae 216
(2019), no. 1, 1-68. 18, 31, 36, 37, 38, 44, 57, 60, 61, 67, 69, 71, 77

D. Joyce, On manifolds with corners, arXiv preprint arXiv :0910.3518 (2009). 132

M. Kontsevich, Operads and motives in deformation quantization, Letters in Mathematical Physics
48 (1999), no. 1, 35-72. 138

P. Lambrechts and D. Stanley, Poincaré duality and commutative differential graded algebras, An-
nales scientifiques de 1’école normale supérieure, 2008, pp. 497-511. 136

, A remarkable DGmodule model for configuration spaces, Algebraic & Geometric Topology
8 (2008), no. 2, 1191-1222. 165, 71

P. Lambrechts and 1. Voli¢, Formality of the little N-disks operad, American Mathematical Soc.,
2014. 133, 36, 44, 48, 49, 51, 54, 58, 59

R. Longoni and P. Salvatore, Configuration spaces are not homotopy invariant, Topology 44 (2005),
no. 2, 375-380. 18

J. McCleary, A user’s guide to spectral sequences, Cambridge University Press, 2001. 170

S. Merkulov, Prop profile of deformation quantization and graph complexes with loops and wheels,
arXiv preprint math (2004). 141

E. Riehl, Categorical homotopy theory, Vol. 24, Cambridge University Press, 2014. 112
D. Sinha, The homology of the little disks operad, arXiv preprint math (2006). 133

D. P Sinha, Manifold-theoretic compactifications of configuration spaces, Selecta Mathematica 10
(2004), no. 3, 391-428. 131, 32

L. A. Steen, J A. Seebach, and L. A Steen, Counterexamples in topology, Vol. 18, Springer, 1978.
11

D. Sullivan, Infinitesimal computations in topology, Publications Mathématiques de I'THES 47
(1977), 269-331. 119

J. H. Whitehead, The immersion of an open 3-manifold in euclidean 3-space, Proceedings of the
London Mathematical Society 3 (1961), no. 1, 81-90. 174

T. Willwacher, M. Kontsevich’s graph complex and the Grothendieck—Teichmiiller Lie algebra, In-
ventiones mathematicae 200 (2015), no. 3, 671-760. 141, 59

82






UNIVERSITE CATHOLIQUE DE LOUVAIN
Faculté des sciences

Place des sciences, 2 bte L6.06.01, 1348 Louvain-la-Neuve, Belgique | www.uclouvain.be/sc




	Introduction
	Théorie de l'homotopie rationnelle
	Type d'homotopie et groupes d'homotopie
	Objets (co)simpliciaux
	Algèbres différentielles graduées commutatives
	Formes linéaires par morceaux
	Modèles et formalité
	Théorème de Sullivan

	Notions préliminaires
	Compactifié de Fulton-MacPherson
	Formes algébriques par morceaux
	Modèle à dualité de Poincaré
	Complexes de graphes

	Validité du modèle
	Un premier complexe de graphes
	Structure d'ADGC
	Lien avec les formes algébriques par morceaux
	Construction du zigzag

	Applications du modèle
	Cas de la sphère Sn
	Tentative de généralisation

	Conclusion
	Glossaire des notations

