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R�esum�e

Au sein de ce travail, nous avons expos�e la th�eorie d�evelopp�ee par Thomas Cover en 1991 au sujet d'une
m�ethodologie de construction de portefeuille particuli�ere d�enomm�ee Universal Portfolio ou dans sa traduction
Portefeuille Universel. Ce portefeuille a �et�e d�e�ni a�n d'approcher au mieux la richesse du Portefeuille Optimal
qui se con�coit comme le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e sur un march�e et une p�eriode d'investisse-
ment donn�es. Ce portefeuille Optimal n�ecessitant la connaissance a priori des rendements futurs des titres,
il apparâ�t comme une chim�ere th�eorique dont le Portefeuille Universel cherche �a approcher les rendements.
Nous avons d�e�ni et comment�e les hypoth�eses sur lesquelles repose cette th�eorie et en avons test�e la pertinence.
Nous avons ainsi conclu que ces hypoth�eses �etaient trop s�ev�eres et ne permettaient pas de v�eri�er les attentes
�enonc�ees par Cover dans son article, notamment le fait que le Portefeuille Universel surpasse n'importe quel
titre du march�e.

Nous avons ensuite voulu quanti�er de mani�ere plus pr�ecise les performances du Portefeuille Universel en
comparaison du Portefeuille Optimal mais �egalement de deux benchmarks classiques que sont le portefeuille
�equipond�er�e et le portefeuille de Markovitz de plus petite variance. Nous nous sommes rendus compte que la
richesse g�en�er�ee par le Portefeuille Universel approchait correctement celle produite par le Portefeuille Op-
timal (en moyenne 80%) en particulier lorsque les titres �etaient peu volatils, fortement corr�el�es et pour des
march�es et des p�eriodes d'investissement de petite taille. Pour ce qui est de la comparaison aux benchmarks,
nous avons constat�e que le Portefeuille Universel surpasse pratiquement en permanence ces benchmarks et que
cette domnination se marque plus particuli�erement pour de grandes p�eriodes d'investissement. Cependant,
cette domination reste tr�es faible et ne d�epasse pas en pratique 1% de rendement annualis�e par rapport aux
benchmarks de r�ef�erence.

Nous avons ensuite plac�e le Portefeuille Universel dans une con�guration plus concr�ete en introduisant la
r�ealit�e des coûts de transaction. Nous avons �etabli que ceux-ci r�eduisaient le rapport de richesse entre l'Uni-
versel et l'Optimal mais de mani�ere faible en consid�erant des coûts de l'ordre de 1% du montant total de la
transaction journali�ere. Nous avons �egalement d�etermin�e les sensibilit�es du rendement annuel du Portefeuille
Universel aux coûts de transaction. Suivant les valeurs d�etermin�ees et, en se souvenant que la domination de
l'Universel sur les benchmarks �etait tr�es faible, nous en avons conclu que le Portefeuille Universel perdait tout
son int�erêt d�es que les coûts de transaction d�epassaient 0.5%.

Dans une derni�ere section, nous avons discut�e de la faisabilit�e de la technique en mettant en avant le
temps important de calcul que pr�esente le Portefeuille Universel dans la d�etermination de l'indice journalier �a
rebalancer. Nous avons conclu que dans sa version classique, �d�ele �a l'article de r�ef�erence de Cover, l'utilisation
du Portefeuille Universel �etait proscrite pour des march�es d�epassant une trentaine de titres. Finalement, a�n
de palier aux faiblesses du Portefeuille Universel, nous avons propos�e un mod�ele nomm�e Portefeuille Universel
modi��e. Nous avons test�e ses performances dans le cadre d'un march�e de 2 titres et montr�e qu'elles �etaient
similaires voire même tr�es faiblement sup�erieures �a celle du Portefeuille Universel si les coûts de transaction
ne d�epassaient pas 1%.
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une p�eriode d'1 an . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.10 Evolution du pourcentage de portefeuilles surclass�e en fonction des coûts de transaction pour
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Introduction

Depuis l'introduction des premiers march�es boursiers, la gestion de portefeuille n'a jamais cess�e d'accrô�tre
l'int�erêt que lui ont port�e des g�en�erations d'investisseurs �a travers le monde. Ainsi, selon [1], �n 2009, la gestion
de portefeuille correspondait �a un montant de pas moins de 26 000 milliards de dollars d'encours sous gestion,
ce qui traduit toute l'importance de cette industrie. Cette gestion de portfeuille est �egalement le centre d'ac-
tivit�es d'un grand nombre d'acteurs qui gravitent autour d'elle et d�ependent de son bon fonctionnement. Parmi
ceux-ci, nous pouvons notamment citer les Banques de Financement, les services d'Assurance, les centres de
courtages ou même une grand nombre de particuliers g�erant eux-mêmes leurs fonds.

Au cours des ann�ees, de multiples th�eories de gestion de portefeuilles ont vu le jour, destin�ees �a procurer �a
l'investisseur un cadre conceptuel visant �a guider et orienter ses d�ecisions d'investissement. Au travers de toutes
ces th�eories, la plus connue est sans nul doute celle d'Harry Markowitz [2], �economiste am�ericain qui, �a travers
son d�esormais c�el�ebre article �edit�e en 1952 [3], a pos�e les bases de l'�edi�cation du mod�ele classique d'�evaluation
des actifs �nanciers connu sous le nom de CAPM (Capital Asset Pricing Model) [4]. Markowitz a ainsi �et�e
un des premiers �a formaliser la notion de risque et d'esp�erance de rendement associ�e �a un actif �nancier par
l'utilisation de grandeurs statistiques issues de valeurs historiques des rendements de ces mêmes actifs. Ainsi, il
a pu mettre en �evidence que le risque associ�e �a un actif �nancier pouvait se d�e�nir comme l'�ecart-type des ren-
dements pass�es du titre, tandis que le rendement attendu pouvait se mesurer comme l'esp�erance math�ematique
de ces mêmes rendements. De ces notions ont d�ecoul�e les concepts de fronti�ere e�ciente et de portefeuille de
march�e [5]. La constrution de portefeuilles selon les th�eories dites de Sharpe-Markowitz d�e�nissent ainsi, sur
un march�e donn�e, la r�epartition �a pratiquer entre l'actif au taux sans risque et le portefeuille de march�e di-
versi��e par nature. Le pro�l de l'investisseur et son aversion plus ou moins forte au risque le dirigera donc sur
la droite d'�evaluation des actifs (CAPM) a�n d'�etablir pour lui le portefeuille proposant le meilleur rapport
rendement-risque convenant �a son pro�l [6]. Cette m�ethodologie a pu être compl�et�ee par la th�eorie de l'Utilit�e
[7] grâce �a laquelle l'investisseur a pu d�eterminer son portefeuille de pr�edilection sur la droite d'�evaluation des
actifs .

Cette th�eorie de gestion de portefeuille initi�ee par Markowitz �etant relativement ancienne (plus de 60 ans),
de nombreuses �evolutions du mod�ele ont �et�e pr�esent�ees au �ls des ann�ees [8]. Parmi celles-ci, nous pouvons
par exemple citer l'inclusion des coûts de transaction, la consid�eration des erreurs dans l'estimation du risque
et des esp�erances de rendement ou encore la consid�eration du changement des conditions de march�e et de
l'impact de march�e. Outre l'�evolution du mod�ele de Markowitz, d'autre mod�eles sont �egalement apparus en
opposition �a certaines limitations que pr�esente la m�ethodologie de Markowitz. Parmi elles, le fait que les ren-
dements pass�es sont de bons indicateurs des performances futures est une des hypoth�eses les plus souvent
controvers�ees. Une adaptation est propos�ee par le mod�ele �a trois facteurs de Fama et French [9]. D'autres con-
ceptions de portefeuilles ont comme but d�eclar�e de battre le march�e, c'est-�a-dire de surpasser les rendements
propos�es globalement par le march�e (et d�e�nis par des indices classiques diversi��es). La gestion active apparâ�t
ainsi comme une de ces m�ethodologies et vise �a s�electionner, selon des strat�egies et des philosophies propres
�a chaque gestionnaire, les titres les plus performants par une analyse presque constante des param�etres du
march�e.
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Dans une th�eorie d�evelopp�ee dans le d�ebut des ann�ees 90, Thomas Cover [10] a propos�e une conception de
construction de portefeuille qui s'a�ranchit totalement de toute notion de risque. Ainsi, plutôt que de r�e
�echir
en terme de s�election du portefeuille proposant le meilleur rapport rendement/risque, Cover se base sur la
d�e�nition du portefeuille optimal constamment rebalanc�e. Bien que proposant le meilleur rendement possi-
ble parmi un ensemble de titre d'un march�e, ce portefeuille n'est qu'une chim�ere th�eorique qui n�ecessiterait
la connaissance a priori du mouvement futur des titres. Cependant, dans sa d�emonstration, Cover propose
la construction d'un portefeuille dynamiquement rebalanc�e permettant d'approcher selon certaines limites la
performance de ce Portefeuille Optimal. Ce portefeuille est ainsi nomm�e Universal Portfolio ou dans sa tra-
duction Portefeuille Universel.

L'objectif de ce m�emoire sera ainsi d'exposer et de synth�etiser la th�eorie de Cover qui apparâ�t relativement
complexe dans sa forme g�en�erale. Une fois les di��erents rouages et hypoth�eses sous-jacentes du Portefeuille
Universel expos�es, notre ambition sera de d�eterminer ses performances. Ces performances seront compar�ees �a
celle du Portfeuille Optimal ainsi qu'�a quelques benchmarks classiques. Ensuite, di��erents param�etres successifs
seront introduits a�n de positionner le Portefeuille Universel selon certaines r�ealit�es pratiques des march�es
boursiers comme les coûts de transaction. Finalement, une conclusion reprendra les points d�evelopp�es et
mettra en �evidence les points forts et faibles du Portefeuille Universel ainsi que les perspectives pouvant en
être retir�ees. Notons que nos di��erentes analyses seront r�ealis�ees �a l'aide du logiciel Matlab.
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Chapitre 1

Pr�esentation du Portefeuille Universel

et concepts math�ematiques

1.1 Portefeuille Optimal

Consid�erons un march�e constitu�e de m titres ainsi qu'une p�eriode d'investissement constitu�ee d'une seule
et unique journ�ee. Chacun des titres du march�e peut être rattach�e �a une variable al�eatoire xj repr�esentant
la distribution des rendements (a priori inconnue) de chaque titre j. Nous pouvons alors d�e�nir un vecteur

al�eatoire ~X comme la conjection de ces variables xj tel que ~X = (x1; x2; :::; xm).

Consid�erons �egalement la constitution d'un portefeuille ~b dans ce march�e, ~b �etant un vecteur de taille m
d�e�nissant la r�epartition de chaque titre du march�e dans le portefeuille tel que ~b = (b1; b2; :::; bm) avec bi � 0
8i 2 f1; 2; :::;mg etPm

i=1 bi = 1. Chaque bi correspond donc �a une proportion de la somme totale investie. D�es
lors, nous pouvons exprimer la richesse produite par ce portefeuille apr�es notre unique journ�ee d'investissement
par :

S = ~b ~Xt (1.1)

Consid�erons d�esormais une p�eriode d'investissement de n jours. Chaque jour peut être associ�e �a un vecteur
al�eatoire ~Xi relatif aux titres du march�e o�u nous supposerons les variables successives ~Xi iid

1. Si l'on suppose
qu'apr�es chaque journ�ee, notre portefeuille est rebalanc�e suivant la composition choisie initialement, nous
pouvons alors d�e�nir la richesse accumul�ee sur la p�eriode de r�etention comme :

Sn =

nY
i=1

~b ~Xi

t
(1.2)

Laissons d�esormais quelque peu sur le côt�e les notions de variables al�eatoires pour revenir �a une expression
plus pragmatique de la richesse produite par un portefeuille constamment rebalanc�e sur le march�e. Consid�erons
~r = (r1; r2; :::; rm) comme �etant un vecteur des rendements relatifs des titres du march�e d�e�nis chaque jour.
D�es lors, sur une p�eriode d'investissement de n journ�ees, nous pouvons construire n vecteurs ~ri constitu�es eux-
mêmes de m �el�ements, ces �el�ements repr�esentant le rendement de chaque titre op�er�e sur la journ�ee. Ainsi, par
exemple, le vecteur ~r5 sera un vecteur de m �el�ements traduisant pour chacun le rapport prix d'ouverture Jour 6

prix d'ouverture Jour 5 .
D�es lors, la richesse g�en�er�ee sur la p�eriode de r�etention peut se r�eexprimer comme :

Sn =

nY
i=1

~b~ri
t (1.3)

1. Variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement distribu�ees
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Parmi toutes les combinaisons possibles ~b, et donc tous les portefeuilles constamment rebalanc�es possibles,
nous pouvons d�e�nir le portefeuille d�emontrant le rendement maximal ou Portefeuille Optimal (P.O.) sur la
p�eriode de r�etention de n journ�ees comme :

S�n = max
~b2�

Sn(~b) � := fb 2 Rm :

mX
i=1

bi = 1; bi � 0 8i 2 f1; 2; :::;mgg (1.4)

Cependant, comme l'expriment conjointement les �equations (1.2) et (1.3), la d�etermination de ce portfeuille

optimal not�e ~b� n�ecessite la connaissance pr�ealable des rendements des di��erents titres en portefeuille. Or, en
pratique, ces rendements sont impossibles �a pr�edire et donc le rendement propos�e par le Portefeuille Optimal
(sauf cas extrêmement chanceux), impossible �a atteindre. C'est ainsi que Thomas Cover a propos�e
dans ses travaux [11], le d�eveloppement d'un portefeuille particulier permettant d'approcher le
rendement du Portefeuille Optimal sans n�ecessiter la connaissance des rendements futurs des
titres. Ce portefeuille particulier appel�e Portefeuille Universel (P.U.) est d�evelopp�e dans la section suivante
1.3.

1.2 Propri�et�es du Portefeuille Optimal

Avant de pr�esenter le Portefeuille Universel, nous allons tout d'abord ici d�e�nir les propri�et�es int�eressantes
li�ees au meilleur portefeuille constamment rebalanc�e que cherche �a approcher ce Portefeuille Universel. Notons
que dans nos consid�erations, le rebalancement se fait de mani�ere auto-�nancante, c'est-�a-dire qu'aucune valeur
n'est d�etruite lors de l'achat ou de la vente des titres.

Le Portefeuille Optimal surpasse le meilleur titre

S�n � max
j=1;2;:::;m

Sn(~ej) (1.5)

o�u ~ej est un vecteur de base de taille m dont tous les arguments valent uniform�ement 0 sauf le jieme tel que
~ej(i) = �ij (symbole de Kronecker). La justi�cation de cette propri�et�e semble �evidente. En e�et, r�ealiser une
strat�egie de type buy and hold avec le meilleur titre sur le march�e n'est qu'une construction particuli�ere, une
des combinaisons possibles de portefeuille (un portefeuille constamment rebalanc�e particulier), consistant en

un vecteur ~b uniform�ement nul sauf en la position de ce meilleur titre. D�es lors, comme le Portefeuille Optimal
consid�ere l'ensemble des combinaisons possibles et en retire la meilleure, il est clair que le rendemement tir�e
de ce portefeuille est au moins �equivalent �a celui du meilleur titre sur la p�eriode de r�etention.

Le Portefeuille Optimal supasse tout portefeuille statique

S�n �
mX
j=1

�jSn(~ej) avec �j � 0 8j 2 f1; 2; :::;mg;
mX
j=1

�j = 1 (1.6)

Cette propri�et�e est particuli�erement int�eressante car elle exprime que le Portefeuille Optimal surpasse tous
les portefeuilles statiques sur la p�eriode de r�etention. On entend par portefeuille statique tout buy and hold
(donc sans rebalancement) r�ealis�e pour une certaine composition du portefeuille (un certain ~b) sur la p�eriode
de r�etention. Ceci peut se comprendre assez facilement en consid�erant la propri�et�e pr�ec�edente. En e�et, par
d�e�nition, tout portefeuille statique pour un march�e de m titres s'exprime comme une combinaison lin�eaire de
chaque titre du march�e. D�es lors, si nous consid�erons le meilleur titre sur la p�eriode d'�etude, il est clair que
la richesse de ce portefeuille statique constitu�e par le meilleur titre est �egale ou sup�erieure �a chacune de ces
combinaisons lin�eaires. Comme le Portefeuille Optimal surpasse ou �egale lui-même ce meilleur titre, nous en
concluons qu'il surpasse ou �egale aussi tout portefeuille statique.
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1.3 Portefeuille Universel

Dans sa d�e�nition du Portefeuille Universel, Cover propose l'utilisation d'un portefeuille rebalanc�e dy-
namiquement chaque jour selon une r�epartition ~bi d�ependant du pass�e des titres. Il peut sembler �etrange dans
un premier temps que l'utilisation de donn�ees du pass�e puisse conf�erer quelques informations sur le comporte-
ment futur d'un titre, cependant, nous pourrons montrer que cette construction de portefeuille permettra tout
de même d'approcher la richesse d�etenue par le P.O. Plus pr�ecis�ement, ce Portefeuille Universel est cens�e
d�emontrer le même taux de croissance asymptotique que le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e (cf.
�equation (1.11)). Dans nos d�eveloppements, la d�enomination du Portefeuille Optimal sera toujours d�e�nie par
le symbole * tandis que celle du Portefeuille Universel sera donn�ee par ^.

Le portefeuille se construit ainsi it�erativement o�u chaque jour voit un nouvel indice �a rebalancer :

~̂
b1 = (

1

m
;
1

m
; :::;

1

m
) (1.7)

~̂
bk+1 =

R
~bSk(~b)d~bR
Sk(~b)d~b

(1.8)

O�u

Sk(~b) =

kY
i=1

~bi~ri
t (1.9)

On remarque que le portefeuille initial au jour 1 est simplement le portefeuille �equipond�er�e entre lesm titres du

march�e. Ensuite, on peut remarquer une certaine logique dans la construction de
~̂
bk+1. En e�et, en d�ecomposant

l'expression, on voit que le num�erateur n'est qu'une somme des di��erentes combinaisons de portefeuilles possi-
bles pond�er�es par la richesse qu'ils ont accumul�e jusqu'au k�eme jour. Cette valeur est alors divis�ee simplement
par la somme des richesses totales de chaque portefeuille au jour k. On en conclut donc que le nouveau vecteur

de r�epartition des titres
~̂
bk+1 sera d'autant plus proche d'un portefeuille ayant d�emontr�e une grande richesse

jusqu'�a lors, un grand rendement, et d'autant plus �eloign�e des portefeuilles ayant d�emontr�es de bas rendement.

Finalement, suivant cette construction, la richesse �nale propos�ee par le Portefeuille Universel au bout de
la p�eriode d'investissement de n journ�ees se d�e�nit par :

Ŝn =

nY
k=1

~̂
bk ~rk

t (1.10)

1.4 Propri�et�es du Portefeuille Universel

Le but de cette section est de d�e�nir les caract�eristiques du Portefeuille Universel en comparaison du
meilleur portefeuille constamment rebalanc�e. L'id�ee est d'�etablir dans quelle mesure et sous quel rapport le
P.U. peut atteindre les performances du P.O. A�n de pr�esenter les concepts math�ematiques simpli��es sous-
jacents, nous nous cantonnerons au cas d'un march�e ne contenant que 2 titres. Notons que l'enti�eret�e des
d�eveloppements, notamment ceux concernant la g�en�eralisation �a m titres, sont disponibles dans l'article de
r�ef�erence [11].

Avant toute chose, pr�ecisons que l'int�erêt majeur propos�e par le Portefeuille Universel est de pr�esenter le
même taux de croissance asymptotique que le Portefeuille Optimal. En e�et, en d�e�nissant le taux de croissance
du portefeuille par W (~b) = 1

n
ln(Sn), nous pouvons dire que, pour toute s�equence de rendements ~r1; ~r2; :::; ~rn :

W (
~̂
b)�W ~(b�)! 0 pour n!1 (1.11)
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1.4.1 D�e�nitions et Hypoth�eses

Avant d'entrer dans le d�etail des d�emonstrations, nous allons pr�ealablement d�e�nir des concepts importants
et les hypoth�eses qui sous-tendent la suite de nos d�eveloppements. Par rapport aux termes intervenant dans les
�equations suivantes, il nous faut encore d�e�nir le terme F . Celui-ci se d�e�nit, apr�es toute nieme journ�ee d'in-
vestissement, comme une fonction de distribution associant �a chaque vecteur ~ri 8i 2 f1; :::; ng une probabilit�e
identique �egale �a 1

n
.

Titre actif

Consid�erant un march�e constitu�e de m titres, nous dirons que ces titres sont strictement actifs �a la journ�ee
n si :

~b�(i) > 0; 8i 2 f1; 2; :::;mg (1.12)

En pratique, ceci implique qu'il n'existe pas de titres dominants tel que la composition du meilleur porte-
feuille constamment rebalanc�e tenderait �a s'approcher du vecteur ~ej d�e�ni en (1.5). Ceci induit donc que ~b�

reprend au moins une fraction de tous les titres disponibles sur le march�e. Notons d�ej�a ici que cette hypoth�ese
fondamentale de Cover constitue la plus grande limitation de ces d�eveloppements. En e�et, il existe toujours
en situation r�eelle quelques titres dominants sur les march�es.

S�equence de titres de plein rang (full rank)

Nous pouvons dire qu'une s�equence des prix relatifs ~r1; ~r2; :::; ~rn est de plein rang si ces vecteurs couvrent
enti�erement l'espace Rm. Ceci implique que n'importe quel point de l'espace multidimensionnel puisse être
reconstruit par une combinaison lin�eaire des vecteurs. En pratique, cette propri�et�e se v�eri�e toujours sur les
march�es, qui plus est si le nombre de journ�ees consid�er�ees de la p�eriode d'investissement n est grand.

Matrice de sensibilit�e

La matrice de sensibilit�e est un �el�ement important entrant en compte dans l'estimation du rapport entre
la richesse g�en�er�ee par le Portefeuille Universel et par le Portefeuille Optimal. Celle-ci se d�e�nit pour tout
portefeuille constamment rebalanc�e ~b comme une matrice de taille (m � 1) � (m � 1) d�e�nie pour chaque
p�eriode de r�etention de n journ�ees par :

Jij(~b) =

Z
(~r(i)� ~r(m))(~r(j)� ~r(m)

(~bt~r)2
dF (~r) (1.13)

Dans cette expression, l'int�egration va ainsi se r�eduire �a une somme pond�er�ee sur tous les vecteurs ~ri o�u
la pond�eration sera dict�ee par la fonction F d�e�nie en d�ebut de section (que nous avons sp�e�ci�ee uniforme,
autrement dit, la pond�eration sera identique pour chaque ~ri et �egale �a

1
n
).

1.4.2 March�e constitu�e de 2 titres

Comme sp�eci��e, nous allons maintenir �etablir le comportement du Portefeuille Universel en comparaison
du meilleur portefeuille rebalanc�e. Nous pr�esenterons uniquement ici les grands r�esultats des d�eveloppements
math�ematiques de Cover. Le but est ici de d�e�nir des rapports th�eoriques entre la performance du P.U. et du
P.O. a�n de pouvoir v�eri�er plus tard sur base de titres r�eels si ces rapports sont bien v�eri��es. L'enti�eret�e des
d�emonstrations pourra être retrouv�ee dans l'article de r�ef�erence [11].

Consid�erons ainsi 2 titres (m = 2) sur une p�eriode d'investissement de n journ�ees o�u classiquement nous
d�e�nissons le rendement des titres sur chaque journ�ee par ~ri = (~ri(1); ~ri(2)). Dans ce cas, tout portefeuille

d�e�ni dans ce march�e pourra être exprim�e par ~b = (b1; b2) ou, sachant que
Pm

i=1 bi = 1, par b = (b1; 1 � b1).
En consid�erant le meilleur portefeuille rebalanc�e �a la nieme journ�ee par b�n = (b�n1; b

�

n2) = (b�n1; 1 � b�n1), nous
pouvons alors exprimer la matrice de sensibilit�e J de l'�equation (1.13) par (notons ici que dans le cas m = 2,
J se r�eduit �a un scalaire tel que J = J11) :
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J(~b�) = J� =
1

n

nX
i=1

(~ri(1)� ~ri(2))(~ri(1)� ~ri(2))

b�n1~ri(1) + (1� b�n1)~ri(2)
=

1

n

nX
i=1

(~ri(1)� ~ri(2))
2

b�n1~ri(1) + (1� b�n1)~ri(2)
(1.14)

En ajoutant le terme d'�ecart relatif �n
2 par :

�n = 2
1
3

�
max(~ri(j))

min(~ri(j))
� 1

�
8i 2 f1; 2; :::ng 8j 2 f1; 2; :::mg (1.15)

Nous pouvons �a pr�esent, sur base des hypoth�eses de la section 1.4.1, pr�esenter le th�eor�eme fondamental.

Theor�eme 1.4.2.1 Soit ~r1; ~r2; :::; ~rn une s�equence arbitraire des rendements de 2 titres, et soit an = min[b�n1; 1�
b�n1; 3J

�=�3n]. Alors, pour tout 0 < � < 1, et pour tout n :

Ŝn
S�n

�
s

2�

nJ�(1 + �)
� 2

�(1 + �)anJ�n
e
��

2(1+�)anJ
�
n

2 (1.16)

Suivant les hypoth�eses pr�ecit�ees, ce th�eor�eme nous procure une borne inf�erieure du rapport entre la richesse
produite par le Portefeuille Universel et celle du Portefeuille Optimal et ce, pour n'importe quelle journ�ee de la
p�eriode d'investissement n. Nous reviendrons plus pr�ecis�ement sur la validit�e de ce th�eor�eme dans un chapitre
ult�erieur du pr�esent rapport. En consid�erant la limite de cette expression lorsque n ! 1, nous obtenons
l'approximation suivante :

lim inf
n!1

Ŝn
S�n

=

r
2�

nJ�
(1.17)

1.5 Pr�esentation de quelques r�esultats

Dans cette section, nous allons pr�esenter quelques r�esultats issus de l'article de Cover a�n de situer sous
une premi�ere approche les performances du Portefeuille Universel en pratique. Nous pr�esenterons ainsi deux
situations. La premi�ere d�etaillera le cas d'un march�e consitu�e de 2 titres largement d�ecorrel�es tandis que la
seconde s'int�eressera au cas de 2 titres pr�esentant relativement les mêmes �evolutions de rendement sur la
p�eriode d'investissement �etudi�ee. La p�eriode d'investissement consid�er�ee de chacune des situations est de 22
ans.

2. Cet �ecart relatif est un param�etre traduisant la dispersion des rendements au sein du march�e. Ce param�etre est d'autant
plus grand que l'�ecart entre le plus haut et le plus bas rendement journalier observ�e sur toute la p�eriode (pour n'importe quel
titre du march�e) est important.
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1.5.1 Cas de Iroquois Brand Ltd et de Kin Ark Corp

Figure 1.1 { Evolution des prix des titres Iroquois et Kin Ark jour par jour [11]

Figure 1.2 { Performance normalis�ee (richesse produite pour 1 dollar d'investissement) de l'ensemble des
portefeuilles constamment rebalanc�es possibles et comparaison avec le Portefeuille Universel [11]

Comme on le constate sur cet exemple, les titres en questions sont largement d�ecorr�el�es entre eux. Ensuite,
logiquement et conform�ement �a (1.5), on remarque la sur-performance du Portefeuille Optimal par rapport
�a une strat�egie de type buy and hold sur un des deux titres consid�er�es. De plus, on constate que cette sur-
performance est loin d'être minime. En e�et, on constate une performance normalis�ee du Portefeuille Optimal
de 73.6 par rapport �a une performance de 8.9 pour le meilleur titre du march�e (Iroquois Brand Ltd), soit une
sur-performance de l'ordre de +700%.

Ensuite, on observe que le Portefeuille Universel, quant �a lui, permet d'approcher la richesse th�eorique du
Portefeuille Optimal en proposant une performance normalis�ee de 38.7 soit environ 53% de la performance
optimale. Un fait int�eressant �a noter est que le P.U. reste tout �a fait sup�erieur �a n'importe lequel des 2 titres
pris s�epar�ement et �a environ 50% de tous les portefeuilles constamment rebalanc�es.

8



1.5.2 Cas de Coca-Cola et d'IBM

Figure 1.3 { Evolution des prix des titres Coca-Cola et IBM jour par jour [11]

Figure 1.4 { Performance normalis�ee (richesse produite pour 1 dollar d'investissement) de l'ensemble des
portefeuilles constamment rebalanc�es possibles et comparaison avec le Portefeuille Universel [11]

Dans ce second exemple, on observe tout de suite sur base de la Figure 1.3 que les titres semblent fortement
corr�el�es. Ainsi, on peut remarquer que la sur-performance du meilleur portefeuille rebalanc�e par rapport aux
performances des titres individuellement est bien moindre. En e�et, ce rapport est seulement de l'ordre de
+13% (VS buy and hold strat�egie avec IBM), et donc, a fortiori, encore moindre pour le Portefeuille Universel
(+6%). Cependant, dans ce cas de �gure, la richesse g�en�er�ee par le P.U. est bien plus proche de celle produite
par le P.O. (environ 94%). De plus, le Portefeuille Universel reste sup�erieur �a chaque titre individuel ainsi qu'�a
plus de 65% de tous les portefeuilles constamment rebalanc�es.
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Nous pouvons donc conclure deux choses. La premi�ere est que le Portefeuille Optimal semble procurer
une plus grande richesse en cas de titres fortement d�ecorr�el�es qu'en cas de titres corr�el�es. Cependant, c'est
dans ce dernier cas de �gure que le Portefeuille Universel semble plus int�eressant car il se rapproche d'autant
plus du Portefeuille Optimal et surpasse d'autant plus de portefeuilles constamment rebalanc�es. Malgr�e cela,
rappelons-nous que jusqu'�a pr�esent, il n'a �et�e en aucun cas tenu compte des coûts de transaction. Or, dans
le cas pr�esent o�u la surperformance du P.U. par rapport aux titres seuls est l�eg�ere (titres fortement corr�el�es),
nous pouvons remettre en cause le choix d'une telle strat�egie. En e�et, la construction d'un tel portefeuille in-
troduira forc�ement des coûts de transaction probablement non n�egligeables alors qu'une strat�egie buy and hold
n'induira que 2 coûts relativement l�eger, un �a l'achat et un �a la vente �a la �n de la p�eriode d'investissement.
D�es lors, le rendement du Portefeuille Universel pourrait alors devenir moins int�eressant que celui propos�e par
un "simple" buy and hold d'un titre.

1.6 Consid�erations pratiques

Il est maintenant bon de r�esumer les d�eveloppements de Cover relatifs au Portefeuille Universel. Tout
d'abord, rappelons encore une fois que toutes les analyses r�ealis�ees et les conclusions �etablies ne tiennent pas
en compte d'�eventuels coûts de transaction. Nous avons donc vu que sur un march�e constitu�e de m titres, le
Portefeuille Universel est cens�e approcher dans une certaine limite la richesse du meilleur portefeuille rebal-
anc�e. Cependant, cette conclusion ainsi que les th�eor�emes d�emontr�es se basent tous sur le fait que les titres du
march�e sont suppos�es tous actifs. Or, en pratique il n'en est rien. Nous tâcherons de v�eri�er ce fait sur base
d'une multitude de titres r�eels du march�e.

Malgr�e cela, Cover sp�eci�e que s'il existe au minimum 2 titres actifs dans le march�e, alors, le taux de
croissance de la richesse propos�ee par le Portefeuille Universel sera sup�erieur �a celui de tout titre tel que :

Ŝn
Sn(~ei)

!1 8i 2 f1; 2; :::;mg (1.18)

Cette tendance est particuli�erement vraie lorsque n tend vers l'in�ni.

Ainsi, sous cette condition et consid�erant une p�eriode d'investissement su�samment longue, le P.U. per-
mettra de battre n'importe quel titre isol�e sous couvert de coût de transaction nuls. Nous v�eri�erons cette
propri�et�e et de mani�ere g�en�erale �etablirons les performances du Portefeuille Universel sur plusieurs cas d'�etude.
Ensuite, nous le placerons dans des conditions plus r�ealistes par l'introduction des coûts de transaction.
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Chapitre 2

Etat de l'Art

L'article initiateur de T. Cover [11] traitant du Portefeuille Universel �etant paru au d�ebut des ann�ees 90,
nous nous serions attendus �a un nombre relativement important de travaux connexes abordant ce th�eme.
Cependant, apr�es de multiples recherches, nous nous sommes rendus compte que tr�es peu de travaux d�eriv�es
du Portefeuille Universel ont �et�e r�ealis�es en plus de 20 ann�ees. Une des raisons expliquant ce fait peut être
la nature assez complexe de la th�eorie relative au Portefeuille Universel pour des personnes peu aguerries
aux math�ematiques et en particulier �a la Th�eorie de l'Information dont T. Cover �etait un des leaders [12].
L'objectif de ce chapitre est ainsi de pr�esenter de mani�ere la plus exhaustive possible l'ensemble des travaux
ayant trait�e du Portefeuille Universel. Notre but sera plus particuli�erement de proposer au lecteur, de mani�ere
simpli��ee, les grands d�eveloppements et r�esultats de ces di��erentes �etudes a�n de mieux situer l'apport du
pr�esent M�emoire.

Tout d'abord, en 1996, Cover et Ordentlich [13] ont red�e�ni le Portefeuille Universel en lui int�egrant la
notion de side information 3. L'id�ee centrale de leurs d�eveloppements a �et�e de consid�erer l'int�egration d'une
mesure dans le calcul d'int�egration pr�esent�e en (1.8) et d�e�nissant la composition du portefeuille �a rebalancer
chaque jour. Ainsi, l'importance de chaque titre dans la composition du portefeuille au jour le jour n'est plus
seulement fonction des performances pass�ees de ces titres mais �egalement des performances pr�evues li�ees �a
cette information d�etenue. La pond�eration plus importante des titres ayant une plus forte propension de haut
rendement dict�e par leur side-information a donn�e naissance �a la notion de Portefeuille Universel avec infor-
mation privil�egi�ee.

Helmbold et al. en 1998 [14], ont d�etermin�e un nouvel algorithme de calcul du Portefeuille Universel.
Bien que plus faible th�eoriquement sur les performances attendues vis-�a-vis de l'algorithme de Cover, ils ont
pu d�emontrer sur quelques exemples utilis�es pr�ec�edemment par Cover la sup�eriorit�e de leur algorithme (EG
algorithm) au niveau du rendement obtenu. De plus, l'avantage premier de leur algortihme sur celui de Cover
�etait de proposer un temps de calcul lin�eaire avec le nombre de titres du march�e alors que leur concurrent
propose une temps de calcul croissant de mani�ere exponentielle avec le nombre de titres en portefeuille.

3. Cette side information pourrait se traduire ici par information privil�egi�ee et a trait au fait qu'une certaine connaissance
"a priori" des performances futures des titres est possible. Cette performance pr�edite �a l'aide d'informations que poss�ede l'initi�e
peut alors être avantageusement utilis�ee en privil�egiant les titres qui, selon les informations d�etenues, auront tendance �a être
performants dans le futur.
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Figure 2.1 { A gauche : Comparaison de performance entre le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e
(BRCP), l'algorithme EG, le Portefeuille Universel et le meilleur titre d'un march�e (Best Stock) constitu�e de
2 actions Iroquois Brand Ltd. et Kin Ark Corp. (abcisse : nombre de jours de d�etention, ordonn�ee : richesse
produite pour 1 dollar d'investissement), A droite : Comparaison de temps de calcul entre l'algorithme EG et
l'algorithme de Cover en fonction du nombre de titres en portefeuille [14]

Blum et Kalai [15] ont �etudi�e l'impact des coûts de transaction sur les performances du meilleur portefeuille
rebalanc�e ainsi que du Portefeuille Universel. Ils ont ainsi �etudi�e la possibilit�e de rebalancer le portefeuille �a
une fr�equence inf�erieure �a la fr�equence journali�ere. En e�et, ils ont ainsi pris en compte le fait que rebalancer le
portefeuille peut induire des coûts sup�erieurs au gain import�e par ce rebalancement, d'o�u la d�e�nition d'un Semi
Constant Rebalanced Portfolio (SCRP). Dans leur d�eveloppement, ils ont choisi une p�eriode de rebalancement
mensuelle, tout en sp�eci�ant que la p�eriode optimale devrait être d�etermin�ee sur base de donn�ees pass�ees des
titres du portefeuille. Leurs r�esultats sont synth�etis�es sur les Figures 2.2 et 2.3 suivantes :

Figure 2.2 { Evolution de la richesse g�en�er�ee en fonction du nombre de jour de d�etention du meilleur porte-
feuille constamment rebalanc�e (Optimal CRP), du Portefeuille Universel et du portefeuille �equipond�er�e (Av-
erage Stock) pour un coût de transaction de 2 % (March�e 1 �a gauche constitu�e des titres arco, espey et exxon,
March�e 2 �a droite constitu�e des titres alcoa, amerb et arco) [15]
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Figure 2.3 { Evolution de la richesse produite par le BCRP, le Portefeuille Universel et le portefeuille
�equipond�er�e suivant l'augmentation des coûts de transactions pour les march�es 1 et 2 (l'Universel �etant rebal-
anc�e une fois par mois) [15]

Les conclusions importantes de leurs travaux sont que la performance du Portefeuille Universel est logique-
ment a�ect�ee n�egativement par les coûts de transaction de la même mani�ere que le meilleur portefeuille
rebalanc�e. De plus, la p�eriode de rebalancement optimale �a pratiquer semble d'autant plus grande que les
coûts de transaction sont �elev�es. Finalement, ils ont aussi �etudi�e l'�evolution du rendement du Portefeuille Uni-
versel avec l'augmentation des coûts de transaction et d�emontr�e que (sur base d'un rebalancement mensuel)
le rendement du Portefeuille Universel est strictement d�ecroissant avec les coûts de transaction alors que le
meilleur portefeuille rebalanc�e semble d�emontrer un seuil de saturation �a partir d'un certain pourcentage des
côuts de transaction. On en conclut donc que pour un ensemble de titre donn�e, il existe un seuil critique des
coûts de transaction pour lequel le rendement du Portefeuille Universel tend �a d�ecrocher largement vis-�a-vis
du rendement propos�e par le meilleur portefeuille rebalanc�e.

En 2000, Gaivoronsky et Stella [16] ont �etudi�e les performances d'un Portefeuille Universel l�eg�erement
modi��e par rapport �a la th�eorie initiale de Cover. Ils ont pu d�emontrer une l�eg�ere sup�eriorit�e de rendement
de leur algorithme en reprenant les mêmes exemples que Cover dans [11]. Dans leurs d�eveloppements, ils
pr�esentent un Successive Constant Rebalanced Portfolio (SCRP) qui se red�e�nit �a chaque journ�ee k comme le
meilleur portefeuille rebalanc�e en p�eriode k � 1. Ils poursuivent ensuite en d�e�nissant un Weigted Successive
Constant Rebalanced Portfolio (WSCRP) calcul�e par :

xk = 
xk�1 + (1� 
)yk (2.1)

O�u xk est le portefeuille courant, xk�1 est le meilleur portefeuille rebalanc�e de la p�eriode pr�ec�edente, yk

est le meilleur portefeuille rebalanc�e de la p�eriode actuelle d�etermin�e par un proc�ed�e d'optimisation et 
 est
un scalaire �a d�eterminer. Ils avancent dans leur article une plus grande facilit�e de calcul par leur WSCRP
que par le Portefeuille Universel classique de Cover tout en conservant les mêmes propri�et�es statistiques. Un
r�esum�e des performances de leur portefeuille par rapport au Portefeuille Universel o�u �a l'EG [14] est pr�esent�e
ci-dessous.

Figure 2.4 { Comparaison de la richesse produite par le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e (BCRP),
le Portefeuille Universel (UP), l'EG [14] et le Weighted Successive Constant Rebalanced Portfolio (WSCRP)
pour di��erents couples de titres. La derni�ere colonne exprime le rapport de la richesse g�en�er�ee par le Weighted
Successive Constant Rebalanced Portfolio sur le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e [16]
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Dans [17], Kalai et Vempala ont propos�e une m�ethodolgie de calcul plus e�ciente pour le Portefeuille Uni-
versel. En e�et, pour rappel, le temps de calcul de l'Universel est exponentiel avec le nombre de titre et limite
son utilisation. Ils ont pu proposer une m�ethodologie de calcul permettant d'atteindre avec une probabilit�e de
(1� �) une performance d'au moins (1� �) de la performance du Portefeuille Universel. Leur impl�ementation
n�ecessite de plus un temps de calcul polynomial suivant 1

�
, log( 1

�
), le nombre de jours d'investissements T et

le nombre de titres en portefeuille n.

En 2004, Borodin et al. [18] proposent un algortihme relativement di��erenci�e du Portefeuille Universel
d�emontrant sur quelques exemples des rendements impressionants. Leur algorithme, nomm�e ANTICOR et ses
di��erentes variantes proposent la construction dynamique d'un portefeuille selon un calcul et une m�ethodologie
complexe. L'id�ee de base de construction de cet algorithme repose sur le calcul de la corr�elation entre les titres
a�n de privil�egier une s�election plus importante des titres fortement d�ecorr�el�es entre-eux (le nom ANTICOR
de l'algorithme est issu de l'anti-corr�elation de titres). En e�et, la notion de rendement optimis�e en pr�esence de
titres fortement corr�el�es n�egativement entre-eux n'est pas nouvelle et est d�ej�a pr�esente dans les consid�erations
classiques de construction de portefeuilles de Markowitz. Ci-dessous est pr�esent�e une comparaison de perfor-
mance de leur algorithme.

Figure 2.5 { Richesse produite (pour 1 dollar d'investissement) pour di��erents algorithmes de calcul. Chaque
colonne correspond �a un march�e boursier particulier o�u quelques dizaines de titres seulement ont �et�e consid�er�es.
La p�eriode d'investissement consid�er�ee varie de 2 �a 4 ans autour des ann�ees 2000. Les march�es d�enot�es d'un
indice �1 sont des march�es virtuels dans lesquels l'�evolution du prix des titres a �et�e invers�e (pour obtenir
globalement une d�erive n�egative plutôt que classiquement positive) [18]

Les revenus g�en�er�es par ANTICOR et sa version l�eg�erement modi��ee (ANTI1 et ANTI2) paraissent
mirobolants. Cependant, ceux-ci sont nuanc�es par les auteurs qui mettent en avant que ces revenus sont
g�en�er�es sur une tr�es longue p�eriode (25 ans). De plus, ces deux algorithmes donnent naissance �a des rende-
ments �elev�es en moyenne mais avec une volatilit�e tr�es grande et donc un risque plus �elev�e. Egalement, le fait
qu'uniquement des titres "large caps" aient �et�e utilis�es et que les coûts de transaction aient �et�e n�eglig�es ont
pu fournir une vision id�ealis�ee des rendements pr�edits. En�n, les auteurs ajoutent �egalement que le march�e
r�eagirait tr�es rapidement �a l'�etablissement d'une strat�egie telle qu'ANTICOR en faisant chuter drastiquement
les rendements.

Dans [19], Agarwal et Hazan reprennent en partie les travaux de Kalai [20] pour d�e�nir une m�ethode de
calcul plus e�cace et plus rapide selon des principes d'optimisation convexe.

En�n, en 2011, Kozat et Singer [21] ont repris le d�eveloppement d'un Semi Constant Rebalanced Portfolio
(SCRP) sur base de l'algorithme du Portefeuille Universel. Similairement aux �etudes de [15], ils proposent un
rebancement plus occasionnel de leur portefeuille mais selon leur propre algorithme et m�ethodologie.
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Figure 2.6 { Richesse g�en�er�ee d'algorithmes classiques et du SCRP de Kozat et Singer dans une con�guration
o�u les coûts de transaction sont nuls (a) et dans une con�guration o�u ceux-ci valent 1% des transactions
e�ectu�ees [21]

Au sein de ce chapitre, nous avons ainsi pu pr�esenter bri�evement une majorit�e des travaux traitant du
Portefeuille Universel depuis la parution de l'article de r�ef�erence en 1991. Nous constatons ainsi que beaucoup
de ces travaux pr�esentent les performances du Portefeuille Universel en comparaison du Portefeuille Optimal
ou du meilleur titre du march�e. Cependant, dans la plupart de ces �etudes, peu de simulations ont �et�e r�ealis�ees
en pratique ce qui peut remettre en cause la validit�e statistique des r�esultats obtenus. De plus, peu d'oeuvre
pour ne pas dire aucune, ne propose une �etude d�etaill�ee des performances du Portefeuille Universel selon des
facteurs essentiels de l'algorithme de calcul comme la dur�ee d'investissement ou la taille du march�e. Apr�es
avoir expos�e de mani�ere concise la th�eorie du Portefeuille Universel au chapitre pr�ec�edent, notre ambition,
dans le reste de ce rapport, est ainsi de pr�esenter des r�esultats d�etaill�es et pr�ecis issus d'un �echantillon de
test cons�equent tout en distinguant ces r�esultats selon divers param�etres inh�erents au calcul du Portefeuille
Universel.
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Chapitre 3

Analyse des performances du

Portefeuille Universel

Dans ce chapitre, nous allons tâcher de d�e�nir les performances r�eelles du Portefeuille Universel et de les
confronter �a nos attentes th�eoriques. Pour une plus grande facilit�e de compr�ehension, nous commencerons nos
analyses sur base d'un march�e constitu�e de 2 titres seulement avant d'�etendre celles-ci vers des march�es plus
larges et plus nourris en nombre de titres.

3.1 Analyse li�ee �a 2 titres

3.1.1 Etude th�eorique de l'impact de la volatilit�e et de la corr�elation entre les

titres sur les performances du Portefeuille Universel

Apr�es une premi�ere approche de la performance du Portefeuille Universel selon la corr�elation des titres
initi�e en section 1.5, il nous a sembl�e judicieux d'�etudier les performances du Portefeuille Universel en fonction
de la corr�elation des 2 titres de notre march�e d'une mani�ere plus m�ethodique. Pour ce faire, nous avons simul�e
deux vecteurs de prix arti�ciels en appliquant les th�eories du mouvement brownien. En e�et, ces mouvements
browniens sont des processus stochastiques particuli�erement bien adapt�es, puisqu'ils permettent indirectement
de re
�eter l'allure des prix que peut pr�esenter une action le long d'une p�eriode d'investissement. La proc�edure
permettant de g�en�erer l'�evolution du prix d'un titre �a partir d'un mouvement brownien est d�ecrite ci-dessous.

Tout d'abord, nous avons besoin de simuler une grille de temps discr�ete t = [0; dt; 2 � dt; :::; n � dt] o�u
dt repr�esente le pas de temps choisi (typiquement dans notre cas 1 journ�ee, soit 1

252 en consid�erant comme
r�ef�erence l'ann�ee d�e�nie en terme de jours ouvrables) et n � dt = T repr�esente la p�eriode d'investissement
consid�er�ee (par exemple n = 1000, soit environ 4 ans). Un mouvement brownien g�eom�etrique peut alors être
construit sur base de l'�equation de r�ecurrence suivante :

W (i+ 1) = W (i) +
p
dt � Z1(i) (3.1)

Avec :

� W0 = 0
� Les Z1(i) sont des r�ealisations ind�ependante d'une N (0; 1)

A partir de l�a, nous pouvons simuler notre vecteur de prix arti�ciels �a l'aide du mouvement brownien d�e�ni
pr�ec�edemment par :

X = X0 � e(�X�0:5��2X)�t+�X�W (3.2)
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Avec :

� X0 est la valeur initiale du titre X au temps t = 0
� t est le vecteur temps
� W est la trajectoire du mouvement d�e�nie pr�ec�edemment
� �X et �X repr�esentent respectivement la moyenne et l'�ecart-type des rendements 4 logarithmiques de
l'action X d�e�nis sur base annuelle

Une fois ce premier mouvement brownien g�eom�etrique d�e�ni, nous devons en construire un second qui sera
li�e au premier par un facteur de corr�elation �. Pour ce faire, nous d�e�nissons de mani�ere similaire �a 3.1 notre
second mouvement brownien B :

B(i+ 1) = B(i) +
p
dt � (� � Z1(i) +

p
1� �2 � Z2(i)) (3.3)

Avec :

� B0 = 0
� Les Z2(i) sont des r�ealisations d'une N (0; 1), ind�ependantes entre-elles et ind�ependantes de Z1(i)

D�es lors, nous avons alors tous les �el�ements pour construire notre seconde �evolution de prix arti�ciels Y
par :

Y = Y0 � e(�Y �0:5��2Y )�t+�Y �B (3.4)

Avec similairement :

� Y0 est la valeur initiale du titre Y au temps t = 0
� t est le vecteur temps
� B est la trajectoire du mouvement d�e�nie pr�ec�edemment
� �Y et �Y repr�esentent respectivement la moyenne et l'�ecart-type des rendements logarithmiques de
l'action Y d�e�nis sur base annuelle

A l'aide de cette m�ethodologie, nous pouvons alors construire les �evolutions de prix de 2 actions "virtuelles"
dont nous maitrisons totalement la distribution des rendements (par la moyenne � et l'�ecart-type �) ainsi que
la corr�elation de ces rendements (�). Plus pr�ecis�ement, nous pouvons construire une s�equence de rendements
journaliers d�e�nis sur une p�eriode de n journ�ees dont la distribution sera li�ee aux param�etres � et � pr�ec�edents
par :

� = E[log (RendementJournalier)] � 365 (3.5)

� = Ecart� type[log (RendementJournalier)] �
p
365 (3.6)

Plusieurs exemples sont donn�es aux Figures 3.1, 3.2 et 3.3 a�n d'illustrer nos propos. On constate ainsi
bien la d�ecorr�elation de nos signaux lors de la diminution du param�etre de simulation �.

4. Notons dans ce chapitre, sauf mention explicite du contraire, que le terme de rendement fera plutôt appel �a la notion de

prix relatif d�e�ni dans le chapitre 1.1, c'est-�a-dire le rapport des prix
Pi+1

Pi
plutôt que le rendement �a proprement parler

Pi+1�Pi

Pi
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Figure 3.1 { Exemple de rendements issus de mouvements browniens g�eom�etriques corr�el�es par � = 1 (X(0) =
100, Y (0) = 100, �X = 1, �X = 0:1, �Y = 1, �Y = 0:05)

Figure 3.2 { Exemple de rendements issus de mouvements browniens g�eom�etriques corr�el�es par � = 0 (X(0) =
100, Y (0) = 100, �X = 1, �X = 0:1, �Y = 1, �Y = 0:05)
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Figure 3.3 { Exemple de rendements issus de mouvements browniens g�eom�etriques corr�el�es par � = �1
(X(0) = 100, Y (0) = 100, �X = 1, �X = 0:1, �Y = 1, �Y = 0:05)

Nous pouvons maintenir �etudier les performances du Portefeuille Universel. Plus particuli�erement, cette
performance a �et�e �etudi�ee sous deux aspects :

� La performance par rapport au Portefeuille Optimal : nous avons ainsi calcul�e le rapport entre
la richesse produite par le Portefeuille Universel et celle produite par le Portefeuille Optimal qui, selon
la m�ethodologie d�ecrite par Cover, repr�esente la richesse que nous cherchons �a atteindre.

� La performance par rapport aux benchmarks : nous avons �egalement voulu estimer la performance
du Portefeuille Universel en comparaison de benchmarks classiques tels que le portefeuille �equipond�er�e
et le portefeuille de Markowitz. Plus particuli�erement, le portefeuille de Markowitz �a �et�e d�e�ni en
d�eterminant la fronti�ere e�ciente de notre march�e [5] et en consid�erant alors le portefeuille e�cient de
plus petite variance. Notons �egalement que la d�etermination de cette fronti�ere e�ciente a �et�e r�ealis�ee en
consid�erant le calcul de la marice de corr�elation des titres r�etr�ecie telle que d�ecrite dans la m�ethodologie
de Ledoit et Wolf [22]. A l'inverse de nos P.U. et P.O., ces deux benchmarks constituent des portefeuilles
statiques dans le sens o�u ils ne sont rebalanc�es �a aucun moment durant toute la p�eriode de r�etention.

Au cours de nos r�e
exions, il nous a paru int�eressant d'�etudier l'�evolution de la performance du P.U. non
seulement en fonction de la corr�elation des titres mais �egalement de leur volatilit�e. Nous avons ainsi calcul�e
la performance de nos di��erents portefeuilles en r�ealisant une simulation sur 250 journ�ees (environ 1 an) en
faisant varier la corr�elation de -0.9 �a 0.9 par pas de 0.01 (nous avons �evit�e la consid�eration des valeurs extrêmes
de corr�elation/anticorr�elation +1/-1 a�n d'�eviter d'�eventuels "e�ets de bords"). Dans ces simulations, nous
avons �x�e le param�etre � des deux signaux �a la valeur de 0.1, ce qui nous semblait être une valeur pertinente
pour simuler un rendement moyen de l'action proche de la r�ealit�e des titres boursiers sur le march�e. Dans
le même temps, nous avons �egalement fait varier la volatilit�e des signaux �a l'aide du param�etre �. En �xant
la moyenne � �a 0.1, une valeur de volatilit�e � pouvant varier jusque 0.3 (par pas de 0.005) nous a sembl�e
su�sante pour simuler les titres les plus volatiles pouvant se trouver en pratique sur le march�e.
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Comparaison au Portefeuille Optimal

Figure 3.4 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal suivant la corr�elation et la volatilit�e pour
une p�eriode d'investissement d'1 an

Comme nous pouvons le constater sur cette �gure, la richesse g�en�er�ee par le Portefeuille Universel reste assez
proche de celle produite par le Portefeuille Optimal, et ce, pour l'ensemble de notre domaine d'analyse. En e�et,
la valeur minimale observ�ee de ce rapport de richesse est de 0.85, soit une relativement bonne performance
du Portefeuille Universel par rapport �a son objectif repr�esent�e par le Portefeuille Optimal. Ensuite, nous
pouvons observer que ce rapport de richesse tend �a �evoluer positivement avec une diminution de volatilit�e et
une augmentation de la corr�elation. En e�et, ce rapport atteint sa valeur maximale de 0.98 pour une volatilit�e
�egale �a 0.01 et une corr�elation de 0.9. A l'inverse, les valeurs minimales observ�ees sont relatives aux zones
de plus grande volatilit�e et de grande anti-corr�elation. Ainsi, sur base de ce premier graphique, nous aurions
tendance �a dire que le Portefeuille Universel d�emontre une meilleure performance pour des titres peu volatils
et tr�es corr�el�es. Notons que ceci semble en ad�equation avec les premiers commentaires formul�es en section 1.5.
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Comparaison aux benchmarks

Figure 3.5 { Comparaison des performances de di��erents portefeuilles suivant la corr�elation et la volatilit�e
pour une p�eriode d'investissement d'1 an

Si nous int�eressons cette fois-ci au rendement absolu 5 du Portefeuille Universel (exprim�e sur base annuelle),
d'autres constatations int�eressantes peuvent être faites. Ainsi, nous pouvons tout d'abord remarquer que le
rendement annuel du P.U. ne varie que l�eg�erement suivant la corr�elation et la volatilit�e. En e�et, le rendement
propos�e reste globabelement aux environ de 10% sur tout le domaine. Nous pouvons tout de même remarquer
une l�eg�ere augmentation suivant l'augmentation de la corr�elation. Plus particuli�erement, cette augmentation
est d'autant plus marqu�ee lorsque les titres sont les plus volatils, le rendement maximal observ�e (environ 13%)
�etant d'ailleurs d�e�ni pour une volatilit�e de 0.3 et une corr�elation de 0.9. Ensuite, nous pouvons examiner que
le Portefeuille Universel reste plus performant que nos deux benchmarks de r�ef�erence pour toute combinaison
[Corr�elation - Volatilit�e] �etudi�ee. Cependant, notons que cette sur-performance est assez faible en comparaison
du portefeuille �equipond�er�e. Celle-ci est plus marqu�ee par rapport au portefeuille de Markovitz, essentiellement
pour les grandes volatilit�es et grande anti-corr�elation.

Nous avons aussi voulu �etudier l'�evolution de performance du Portefeuille Universel avec la p�eriode d'in-
vestissement. Les r�esultats sont pr�esent�es dans la sous-section suivante.

5. A partir d'ici, le terme de rendement pour nos graphiques reprend bien sa d�e�nition initiale et s'exprime sous la forme
P1+1�Pi

Pi
.
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Impact de la p�eriode d'investissement

Figure 3.6 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal suivant la corr�elation et la volatilit�e pour
une p�eriode d'investissement de 5 ans

Figure 3.7 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal suivant la corr�elation et la volatilit�e pour
une p�eriode d'investissement de 10 ans
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Figure 3.8 { Comparaison des performances de di��erents portefeuilles suivant la corr�elation et la volatilit�e
pour une p�eriode d'investissement de 5 ans

Figure 3.9 { Comparaison des performances de di��erents portefeuilles suivant la corr�elation et la volatilit�e
pour une p�eriode d'investissement de 10 ans

Si nous analysons les Figures 3.6 et 3.7, nous pouvons en retirer plusieurs �el�ements. Tout d'abord, nous
pouvons noter que le rapport de richesse Universel/Optimal reste maximum et tr�es proche de 1 pour les faibles
niveaux de volatilit�e. Ensuite, cette performance d�ecrô�t assez fortement au plus la volatilit�e augmente. Par
contre, au niveau de la corr�elation, deux comportements di��erents sont �a observer. Pour une p�eriode d'in-
vestissement de 5 ans, le rapport �evolue sous une forme parabolique avec un minimum aux alentours de la
zone des titres compl�etement d�ecorr�el�es (� = 0). Notons tout de même que la performance reste plus �elev�ee
pour des titres compl�etement anti-corr�eles que compl�etement corr�el�es. Pour la p�eriode de 10 ans, le rapport
�evolue de mani�ere plus classique en augmentant avec la corr�elation.
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En analysant les Figures 3.8 et 3.9, nous pouvons relever plusieurs informations. Premi�erement, nous pou-
vons voir que le rendement annualis�e pour les faibles volatilit�es reste constant aux alentours de 10%. Ensuite,
nous constatons que pour de plus grandes p�eriodes d'investissements, ce rendement annuel �evolue plus forte-
ment sur notre domaine alors qu'il restait beaucoup plus stable pour une p�eriode d'investissement d'1 an. Tout
d'abord, nous observons que ce rendement s'att�enue fortement avec l'augmentation de la volatilit�e. Si pour
la p�eriode de 5 ans, ce rendement �evolue peu avec la corr�elation (avec tout de même un minimum observ�e
autour des corr�elations nulles), pour la p�eriode de 10 ans, celui-ci apparâ�t d�ecrô�tre avec l'augmentation de
la corr�elation. Cette d�ecroissance est d'ailleurs d'autant plus marqu�ee que la volatilit�e est importante. Si nous
analysons cette fois-ci le rendement du P.U. en comparaison des benchmarks, nous pouvons noter que le Porte-
feuille Universel reste sup�erieur aux benchmarks uniquement sur certaines zones du domaine. Pour la p�eriode
de 5 ans, cette sur-performance se marque pour la zone de titres d�ecorr�el�es pour succesivement être d�epass�e
par le portefeuille �equipond�er�e puis par le portefeuille de Markovitz. Pour la p�eriode d'investissement de 10
ans, le Portefeuille Universel reste sup�erieur partout �a l'exception de la zone des grandes anti-corr�elation o�u
le portefeuille de Markovitz d�emontre un saut brusque de rendement.

En conclusion de cette premi�ere section th�eorique, nous pouvons ainsi a�rmer que la richesse g�en�er�ee par le
Portefeuille Universel reste relativement proche de celle produite par le Portefeuille Optimal et ce, peu importe
le niveau de volatilit�e, de corr�elation ou de p�eriode d'investissement. En e�et, ce rapport �evolue d'un valeur
tr�es proche de 1 (basse volatilit�e et haute corr�elation) jusqu'�a dans le pire des cas un rapport de 0.65 (haute
volatilit�e et corr�elation nulle ou n�egative). En comparant aux benchmarks, nous nous sommes rendus compte
que la plupart du temps, le Portefeuille Universel les surpasse mais il arrive que le portefeuille �equipond�er�e ou
celui de Markovitz d�emontre un rendement plus �elev�e. Sur base des analyses faites en faisant varier la p�eriode
d'investissement, il est di�cile de conclure en disant que la sur-performance du P.U. sur les benchmarks est
plus probable pour une certaine valeur de corr�elation ou de volatilit�e. Remarquons pour terminer que même en
cas de sur-performance du P.U. sur les benchmarks, celle-ci reste tr�es faible (tout au plus quelques pourcents).

3.1.2 Portefeuille Universel pour un march�e de 2 titres

Dans cette section, nous allons maintenant essayer de d�eterminer de mani�ere empirique les performances
d�emontr�ees par le Portefeuille Universel sur des titres r�eels de march�es boursiers. Les r�esultats qui seront
pr�esent�es ci-dessous ont �et�e obtenus par l'analyse de donn�ees historiques de titres en provenance de l'outil �-
nancier Bloomberg [23]. Nos donn�ees ont �et�e extraites sous forme de �chier Excel reprenant les prix journaliers
de plusieurs titres �nanciers sur une dur�ee de 30 ans (si le titre est côt�e depuis su�sament longtemps, sinon,
la p�eriode d'�etude commence �a partir de son introduction sur le march�e boursier).

Dans notre cas d'�etude, nous nous sommes int�eress�es �a l'analyse de titres pr�esents sur le plus gros march�e
boursier de la plan�ete, �a savoir le NYSE (New-York Stock Exchange). L'ensemble des titres consid�er�es sont
repris en Annexe A. Notre m�ethodologie est la suivante. Nous consid�erons successivement plusieurs paires
de titres côt�es sur ce march�e et pour chacune de ces paires, nous allons d�eterminer la richesse produite re-
spectivement par le Portefeuille Optimal et le Portefeuille Universel. Nous sp�eci�erons �egalement �a chaque
fois le pourcentage de portefeuilles que l'Universel surpasse en consid�erant l'ensemble des combinaisons des
di��erents portefeuilles constamment rebalanc�es (case % dans le tableau). En�n, pour chacune de ces paires,
nous e�ectuerons 3 simulations di��erentes en faisant varier la p�eriode d'investissement de court (1 an), en
passant par moyen (5 ans) et jusqu'�a long terme (10 ans).

Pour chaque simulation, nous v�eri�erons �egalement si la limite th�eorique du rapport de richesse g�en�er�ee
Universel
Optimal

�etablie par Cover dans [11] et sp�eci��ee par l'�equation (1.16) se con�rme ou non (case Lim dans le

tableau) . Avant cela, v�eri�ons si l'hypoth�ese majeure de Cover concernant le fait que tous les titres du march�es
soient actifs se v�eri�e ou non �a l'aide du tableau ci-dessous.

1 an 5 ans 10 ans 30 ans
10.17 25.65 49.02 77.73

TABLEAU 3.2 { Pourcentage de march�e de 2 titres respectant la condition d'activit�e des titres en fonction de
la p�eriode d'investissement
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Nous pouvons ainsi observer que la condition d'activit�e des titres est d'autant plus probable que la p�eriode
d'investissement est longue. Notons cependant qu'une p�eriode de 30 ans est n�ecessaire pour qu'environ 3
march�es sur 4 test�es r�epondent positivement �a cette condition d'activit�e des titres.

Titre1 Titre2 1 an 5 ans 10 ans
- - Optim Univ % Lim Optim Univ % Lim Optim Univ % Lim

F GM 1.16 1 51.48 X - - - - - - - -
WFC BABA 1.77 1.46 52.48 X - - - - - - - -
SHOP APA 3.03 1.77 55.45 X - - - - - - - -
W EGN 1.78 1.44 54.46 X - - - - - - - -
GM YUM 1.22 1.21 57.43 X - - - - - - - -
DG CPB 0.87 0.84 56.43 X - - - - - - - -
GM MON 1.18 1.15 54.45 X - - - - - - - -
HPE NKE 1.13 1.05 52.47 X - - - - - - - -
MSI AAL 1.65 1.48 52.47 X - - - - - - - -
PG KMI 1.07 1.06 60.49 X - - - - - - - -
FL DG 0.93 0.89 54.46 X - - - - - - - -

BABA BAC 1.79 1.81 100 X - - - - - - - -
PFE SHOP 3.03 1.76 51.28 X - - - - - - - -
AIG CPB 1.65 1.24 51.95 X - - - - - - - -
APD KMI 1.13 1.09 52.47 X - - - - - - - -
TWTR FL 1.05 1.05 100 X - - - - - - - -
ORCL GM 1.16 1.17 100 X - - - - - - - -
EFX GM 1.16 1.16 100 X - - - - - - - -
NRG YUM 1.22 1.21 75.25 X - - - - - - - -
JEC MA 1.29 1.17 52.47 X 2.92 2.21 54.45 X 7.25 3.71 61.38 X

MON EVHC 1.09 0.92 52.47 X 1.96 1.85 54.42 X 2.55 2.57 100 X

AIG PXD 1.19 1.12 53.47 X 2.12 2.15 100 X 3.3 1.64 67.33 X

PLD IBM 1.17 1.11 52.47 X 1.6 1.84 100 X 1.6 1.67 100 X

KO EDU 1.88 1.46 53.46 X 2.95 2.37 59.41 X 5.18 4.74 66.34 X

EDU MCD 1.86 1.6 53.47 X 2.96 2.78 62.38 X 5.79 5.92 100 X

GS CL 1.52 1.3 52.47 X 2.41 2 54.46 X 2.26 1.96 61.39 X

TWX MMM 1.38 1.32 51.48 X 2.75 2.7 59.41 X 2.57 2.65 100 X

PLD TIF 1.52 1.36 52.47 X 1.91 1.93 100 X 1.77 1.81 100 X

DIS NRG 1.18 1.16 57.43 X 2.18 1.7 57.43 X 3.06 1.66 61.39 X

GS MCD 1.52 1.4 52.47 X 2.41 2.15 54.45 X 2.94 2.29 59.41 X

NRG SWK 1.25 1.24 60.4 X 2.31 1.76 57.43 X 2.26 1.35 60.4 X

KO MON 1.09 1.05 51.49 X 1.47 1.38 55.45 X 1.91 2 100 X

EDU TWX 1.86 1.66 58.81 X 5.6 6.2 100 X 5.6 6.2 100 X

FDX EDU 1.86 1.62 53.42 X 3.35 3.51 100 X 5.37 5.58 100 X

MSI PLD 1.27 1.22 52.48 X 1.88 1.91 100 X 1.43 1.54 100 X

PXD EVHC 1.01 0.89 53.7 X 2.11 2.18 100 X 3.76 4.01 100 X

PEP GS 1.52 1.33 52.47 X 2.41 2.11 54.46 X 1.76 1.72 65.35 X

RHT MSI 1.27 1.21 52.62 X 1.87 1.88 100 X 4.19 3 60.4 X

A WMT 1.31 1.19 52.37 X 2.25 1.7 54.46 X 2.16 2.15 77.23 X

EDU JEC 1.86 1.48 54.51 X 2.95 2.65 61.39 X 5.27 3.92 64.35 X

SWK YUM 1.25 1.24 54.8 X 2.31 2.04 55.45 X 3.05 3.02 70.29 X

NKE PEP 1.13 1.04 52.1 X 2.13 1.97 54.39 X 3.54 2.87 57.22 X

KO WMT 1.13 1.1 52.47 X 1.2 1.18 60.4 X 1.78 1.82 100 X

GE BAC 1.74 1.29 53.54 X 3.06 2.23 54.45 X 0.8 0.85 100 X

ORCL F 1.17 1.01 51.62 X 1.64 1.43 54.46 X 2.35 2.33 79.21 X

K WFC 1.12 1.05 52.47 X 1.65 1.62 59.41 X 1.89 2.04 100 X

EGN FL 1.23 1.24 100 X 1.77 1.68 62.38 X 2.5 2.28 65.35 X

IBM SYK 1.21 1.11 51.51 X 2.64 1.6 55.45 X 2.09 1.94 58.42 X

TABLEAU 3.3 { Etude de couples de titres - Partie 1
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Titre1 Titre2 1 an 5 ans 10 ans
- - Optim Univ % Lim Optim Univ % Lim Optim Univ % Lim

TXT APD 1.25 1.18 52.61 X 2.08 2.1 100 X 1.8 1.65 63.67 X

CAT IBM 1.41 1.2 52.5 X 1.3 1.09 54.46 X 1.48 1.52 100 X

EFX ORCL 1.14 1.12 57.53 X 3.11 2.38 54.46 X 3.09 2.94 61.39 X

EFX IBM 1.13 1.08 51.82 X 3.11 1.78 56.44 X 3.09 2.35 56.5 X

PG XOM 1.07 0.99 51.47 X 1.5 1.26 53.4 X 1.42 1.25 56.44 X

CAT BAC 1.75 1.59 52.23 X 3.07 2.17 55.44 X 1.27 1.21 67.33 X

FDX DIS 1.29 1.18 51.49 X 2.37 2.36 65.35 X 3.02 2.63 57.43 X

KSU FL 1.15 1.08 54.9 X 1.79 1.79 91.09 X 3.08 3.3 100 X

EFX VZ 1.13 1 51.25 X 3.11 1.96 55.45 X 3.09 2.13 56.43 X

KO MCD 1.25 1.13 50.83 X 1.75 1.48 52.48 X 2.93 2.39 55.44 X

MO WFC 1.18 1.17 61.39 X 2.28 2.02 54.46 X 3.58 3.37 67.33 X

K XOM 0.93 0.92 55.64 X 1.47 1.25 5 X 1.38 1.26 57.42 X

WMT F 1.06 0.96 52.55 X 1.15 1.17 100 X 1.8 1.92 100 X

MCD PFE 1.25 1.1 51.17 X 1.74 1.67 55.5 X 2.94 2.14 54.94 X

KO PFE 1 0.99 56.78 X 1.5 1.38 54.46 X 1.7 1.61 58.41 X

NKE ORCL 1.14 1.05 51.48 X 2.12 1.97 55.65 X 3.54 3.31 60.4 X

PEP CTL 1.13 1.03 53.25 X 1.7 1.14 55.9 X 1.75 1.17 58.42 X

XOM CPB 0.91 0.9 61.2 X 1.68 1.35 53.56 X 1.41 1.27 58.42 X

AIG APA 1.19 1.05 53.02 X 2.07 1.27 57.42 X 0.58 0.48 63.37 X

VZ TXT 1.18 1.01 52.8 X 1.98 1.56 55.45 X 1.28 1.34 100 X

BAC CTL 1.75 1.41 52.47 X 3.06 2.33 55.44 X 2.25 1.86 64.35 X

EFX FDX 1.29 1.22 51.78 X 3.11 2.82 54.54 X 3.09 2.67 57.41 X

KO CPB 1 0.94 51.86 X 1.68 1.45 53.46 X 1.69 1.65 60.39 X

CL COO 1.46 1.26 51.22 X 3.15 2.33 54.75 X 4.53 3.83 59.41 X

SCG K 0.99 0.96 52.3 X 1.51 1.52 100 X 1.84 1.71 56.44 X

SYK MO 1.21 1.2 53.48 X 2.63 2.51 55.44 X 3.53 3.02 56.43 X

CPB SCG 0.99 0.94 52.53 X 1.68 1.63 56.43 X 1.84 1.73 57.43 X

CL MSI 1.27 1.17 52.5 X 1.83 1.73 55.45 X 2.25 1.98 59.8 X

K WMT 1.4 1.31 51.8 X 1.47 1.32 53.46 X 1.1 1.1 100 X

WMT WFC 1.15 1.12 56.57 X 1.65 1.41 54.46 X 1.98 2.14 100 X

TIF SCG 1.52 1.25 51.95 X 1.83 1.77 60.4 X 2.06 2.17 100 X

PEP PG 1.13 1.1 51.48 X 1.7 1.61 53.46 X 1.76 1.66 56.43 X

NKE KSU 1.15 1.06 52.55 X 2.12 1.93 56.43 X 3.68 3.73 100 X

BAC PFE 1.75 1.34 52.9 X 3.06 2.31 54.45 X 1.31 1.27 67.33 X

MCD KSU 1.25 1.21 53.47 X 1.75 1.73 63.54 X 3.25 3.4 100 X

APA MON 1.1 0.98 52.47 X 1.47 1.04 56.43 X 1.81 1.4 59.41 X

KSU CPB 1.15 1.02 52.54 X 1.7 1.7 100 X 2.57 2.47 66.34 X

PG F 1.07 0.97 52.27 X 1.5 1.36 55.45 X 1.17 2 100 X

SWK MO 1.25 1.22 53.47 X 2.37 2.38 100 X 3.53 3.31 61.39 X

MSI XOM 1.27 1.08 51.06 X 1.82 1.42 54.45 X 1.21 1.23 100 X

TXT SYK 1.25 1.25 100 X 2.63 2.43 56.43 X 2.1 1.88 63.37 X

JEC EGN 1.06 1.07 100 X 1.47 1.44 64.36 X 1.05 1.11 100 X

DIS MO 1.17 1.11 51.49 X 2.29 2.3 100 X 3.6 3.64 100 X

PG GE 1.08 1 51.48 X 1.5 1.48 61.39 X 1.42 1.16 57.43 X

SCG IBM 1.01 1.01 82.17 X 1.5 1.17 54.45 X 1.84 1.77 60.4 X

K F 0.93 0.9 54.8 X 1.47 1.35 55.45 X 1.69 1.81 100 X

MMM COO 1.46 1.36 51.75 X 3.15 2.9 55.44 X 4.53 3.97 59.41 X

CAT VZ 1.41 1.12 51.25 X 1.3 1.23 56.44 X 1.36 1.39 100 X

APD COO 1.46 1.28 51.29 X 3.15 2.67 54.45 X 4.53 3.57 59.41 X

APA MMM 1.24 1.07 52.67 X 2.45 1.4 57.42 X 2.35 1.51 59.41 X

TABLEAU 3.4 { Etude de couples de titres - Partie 2
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Tout d'abord, la premi�ere constatation qui peut être faite au vu de ces r�esultats et que la limite inf�erieure
du rapport de richesse produite par l'Universel et l'Optimal semble bien être respect�ee. En e�et, dans toute
les simulations r�ealis�ees, ce rapport a toujours surpass�e la limite th�eorique �etablie par Cover. Cependant, nous
pouvons l�egitimement nous demander si le calcul de cette limite inf�erieure th�eorique apporte un quelconque
int�erêt. En e�et, en repartant de l'expression de cette limite (1.16), nous nous rappelons que le param�etre
an de l'expression a �et�e d�e�ni comme an = min[b�n1; 1 � b�n1; 3J

�=�3n]. De plus, en se basant sur le tableau
3.2, nous avons conclu que la condition d'activit�e des titres n'�etait que peu souvent rencontr�ee en pratique
pour des p�eriodes d'investissement courtes. Ainsi, si cette condition n'est pas rencontr�ee, il est clair que notre
vecteur optimum ~b� se r�esum�e alors �a (1,0) ou (0,1) et d�es lors, le param�etre an est strictement �egal �a 0. Si ce
param�etre vaut 0, nous pouvons alors constater que le rapport th�eorique va alors se d�e�nir �a �1 et n'est donc
d'aucune utilit�e pratique. Malgr�e tout, comme cette condition d'activit�e des titres apparâ�t nettement plus
probable pour de grandes p�eriodes d'investissement, nous nous proposons de r�epr�esenter ci-dessous l'�evolution
du param�etre an et du rapport th�eorique (1.16) pour plusieurs march�es de 2 titres sur une p�eriode d'investisse-
ment de 30 ans. L'id�ee est ici de d�eterminer si pour ces grandes p�eriodes d'investissement, ce rapport nous
procure une information plus int�eressante ou s'il ne pr�esente toujours aucune valeur pratique.

Figure 3.10 { Exemples de valeur du param�etre an et de la limite inf�erieure th�eorique du rapport de richesse
entre le P.U. et le P.O. pour di��erents march�es compos�es de 2 titres (En haut : param�etre an / En bas : limite
inf�erieure th�eorique)
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Nous pouvons ainsi constater que la limite th�eorique calcul�ee n'est jamais r�eellement porteuse d'infor-
mations. En e�et, nous observons que les di��erentes valeurs calcul�ees sont toutes exclusivement n�egatives et
donc ne nous fournissent aucune id�ee pratique de la performance minimale que nous pouvons attendre du
Portefeuille Universel en comparaison du Portefeuille Optimal. En conclusion, nous pouvons ainsi a�rmer que
ce rapport th�eorique fourni par Cover n'est d'aucune utilit�e. La cause majeure de cette ceci est en premier
lieu l'hypoth�ese trop exigeante portant sur l'activit�e des titres (rapport tendant vers �1). Cependant, même
quand cette condition d'activit�e est remplie, nous avons �egalement constat�e que la limite calcul�ee est totale-
ment non productive.

Ensuite, la lecture globale des tableaux 3.3 et 3.4 ne permet pas de tirer ais�ement de grandes conclusions �a
l'analyse de nos donn�ees. Ainsi, il parâ�t plus avantageux de pr�esenter celles-ci sous la forme d'un histogramme
o�u il sera repr�esent�e pour chaque couple de titre analys�e soit le rapport de richesse Universel/Optimal, soit le
pourcentage de portefeuilles surclass�es par l'Universel, et ce, pour nos 3 dur�ees d'investissement �etudi�ees. Dans
chacun des 2 histogrammes pr�esent�es ci-dessous, nous repr�esenterons respectivement les moyennes pour nos 3
dur�ees d'investissement, soit du rapport de richesse produite, soit du pourcentage de portefeuilles d�epass�es 6.

Figure 3.11 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal en fonction de la p�eriode d'investissement
pour un march�e de 2 titres

6. Pour plus de pr�ecision, les moyennes pr�esent�ees dans les graphes ci-dessous sont relatives non seulement aux couples de
titres des Tableaux 3.3 et 3.4 mais �egalement �a l'ensemble des couples de titres possibles �a partir de notre base de donn�ees en
Annexe A (soit 60!

(60�58)!2!
= 1770 couples de titres)
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Figure 3.12 { Evolution du pourcentage de portefeuilles constamment rebalanc�es surpass�es par le Portefeuille
Universel en fonction de la p�eriode d'investissement pour un march�e de 2 titres

Nous pouvons extraire des graphiques pr�ec�edents quelques informations int�eressantes. Tout d'abord, nous
pouvons remarquer que le rendement propos�e par le Portefeuille Universel approche de mani�ere partic-
uli�erement remarquable celui du Portefeuille Optimal et ce, pour l'ensemble de nos simulations. En e�et,
ce rapport s'�etablit en moyenne �a 0.9 d�es notre plus courte p�eriode d'investissement d'un an. Ensuite, celui-ci
subit une l�eg�ere baisse �a 0.85 pour une p�eriode d'investissement de 5 ans et qui se poursuit pour tomber �a 0.79
pour une p�eriode de 10 ans. Ainsi, nous pouvons noter que, peu importe la p�eriode d'investissement choisie,
la performance de rendement du P.U. tend �a approcher de mani�ere tr�es forte celle du meilleur portefeuille
rebalanc�e (80 �a 90% du rendement de ce dernier) tout en subissant une l�eg�ere diminution avec la p�eriode
d'investissement.

Ensuite, en analysant la Figure 3.12, nous pouvons en retirer quelques informations remarquables. Tout
d'abord, pour une p�eriode d'investissement courte de l'ordre de l'ann�ee, on remarque que le rendement du
Portefeuille Universel surpasse celui propos�e par presque la moiti�e de tous les portefeuilles constamment rebal-
anc�es (la moyenne �etant �egale �a 48%). Il peut sembler paradoxal que seulement environ 50% des portefeuilles
soient d�epass�es alors qu'en moyenne le rendement de l'Universel est de l'ordre de 90% de celui du P.O., soit
le meilleur portefeuille constamment rebalanc�e par d�e�nition. Ceci peut s'expliquer �a l'aide de la Figure 3.13
ci-dessous montrant le rendement de tous les portefeuilles constamment rebalanc�es pour un march�e constitu�e
par titre 1 = AIG et titre 2 = COO. Le point �a l'extrême gauche du graphique repr�esente donc un portefeuille
uniquement constitu�e par le titre 1 AIG (~b = (1; 0)) tandis que le point �a l'extrême droite est relatif �a un

portefeuille ne comprenant que le titre 2 COO (~b = (0; 1)). Sur ce graphique, on remarque que le domaine de
rendement, c'est-�a-dire l'espace de rendement entre le plus mauvais et la meilleur portefeuille est tr�es mince
et varie entre [1.18 - 1.46]. Ainsi, avec un domaine si r�eduit, il est posible d'obtenir un rapport de richesse
Universel/Optimal proche de 1 (dans notre exemple 1:34

1:46 = 0:92) tout en ayant un pourcentage de portefeuilles
surpass�es aux alentours de seulement 50%. C'est ce qu'il se passe pour la majorit�e des couples de titres de nos
simulations
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Figure 3.13 { Performance normalis�ee (richesse produite pour 1 dollar d'investissement) pour l'ensemble des
portefeuilles constamment rebalanc�es pour un march�e constitu�e par AIG et COO (dur�ee d'investissement = 1
an)

Ensuite, nous pouvons �egalement soulever que le pourcentage de portefeuilles surpass�es tend rester assez
stable avec la p�eriode d'investissement avec une moyenne respectivement pour 1 an de 48%, pour 5 ans de
46% et pour 10 ans de 46%.

Il nous a sembl�e �egalement int�eressant d'�etudier les performances du Portefeuille Universel par rapport �a
celles de portefeuilles classiques de r�ef�erence dans les march�es boursiers. Similairement �a la section pr�ec�edente
3.1.1, les 2 benchmarks choisis pour notre comparaison sont respectivement le portefeuille �equipond�er�e et la
portefeuille de Markowitz. Plus pr�ecis�ement, ce portefeuille de Markovitz a �et�e choisi en d�e�nissant la fronti�ere
e�ciente de notre march�e et en s�electionnant ensuite le portfeuille de plus petite variance. L'illustration de
cette m�ethode est pr�esent�ee sur la �gure ci-dessous.

Figure 3.14 { Exemple de fronti�ere e�ciente pour un march�e constitu�e des titres PLD et TXT et identi�-
cation du portefeuille e�cient de variance minimale (10 ans de rendements historiques de 2007 �a 2017 ont
�et�e consid�er�es pour d�e�nir cette fronti�ere - les rendements et �ecarts-type du graphique sont exprim�es sur base
journali�ere)
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Nous avons donc r�ep�et�e l'ensemble de nos simulations (soit plus de 1700 couples), en calculant �a chaque fois
les rendements propos�es par le Portefeuille Universel, le portefeuille �equipond�er�e et le portefeuille de Markowitz
d�e�ni sur base de la variance minimale. Concernant le portefeuille de Markowitz, 5 ans de rendements his-
toriques pr�ec�edant la premi�ere journ�ee d'investissement ont �et�e consid�er�es pour �etablir la fronti�ere e�ciente.
Ci-dessous, nous proposons une synth�ese de ces r�esultats en pr�esentant la moyenne des rendements obtenus
pour chaque type de portefeuille en fonction de l'�evolution de la p�eriode d'investissement.

Figure 3.15 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 2 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement

Globalement, tous les rendements annualis�es chutent avec l'augmentation de la p�eriode de r�ef�erence. Comme
il �etait logique de s'y attendre, le Portfeuille Optimal domine largement les 3 autres types de portefeuilles,
ensuite, nos constatations sont plus nuanc�ees. Ainsi, si nous pouvons e�ectivement remarquer que le Porte-
feuille Universel surclasse les benchmarks classiques pour chaque p�eriode d'investissement, cette domination
reste toujours tr�es faible. Ainsi, si le rendement de l'Universel se d�emarque visiblement des rendements du
portefeuille de Markowitz, il ne parvient jamais �a se hisser signi�cativement au-dessus de celui propos�e par le
portefeuille �equipond�er�e. Cette constatation peut trouver une certaine logique dans le sens o�u en observant
l'�evolution de l'indice dynamique de rebalancement journalier de l'Universel, nous avons pu observer que,
bien qu'il se modi�e, il ne s'�ecarte jamais consid�erablement de l'indice �equipond�er�e. Nous pouvons �egalement
ajouter que la domination l�eg�ere du Portefeuille Universel vis-�a-vis des benchmarks semble s'accentuer de
mani�ere tr�es faible jusqu'�a atteindre presque 1% d'�ecart de rendement annuel pour les plus grandes p�eriodes
d'investissement.

En conclusion, si la richesse produite par le Portefeuille Universel semble e�ectivement pouvoir approcher
dans une certaine mesure celle du Portefeuille Optimal, le rendement e�ectif qu'il propose, bien que sup�erieur,
n'est pas sensiblement di��erent de ceux propos�es par des benchmarks classiques tel que le portefeuille �equipond�er�e.
De plus, l'introduction de coûts de transaction ne pourrait que diminuer l'int�erêt port�e �a ce portefeuille puisque
son rendement diminuerait alors que ceux des portefeuilles �equipond�er�e et de Markowitz resteraient pratique-
ment inchang�es (achat en d�ebut de p�eriode et vente en �n de p�eriode).

Avant de conclure cette section, il est int�eressant de revenir aux consid�erations pratiques enonc�ees en
section 1.6. En e�et, dans cette derni�ere, nous apprenions que le Portefeuille Universel �etait cens�e surpasser la
richesse propos�ee par chaque titre individuellement (buy and hold sur la p�eriode) �a condition qu'au moins 2
titres du march�es soient actifs. Suivant le tableau 3.2, nous avions constat�e que l'activit�e des titres augmentait
avec la p�eriode, d�es lors, nous nous attendons �a ce que cette propri�et�e soient d'autant plus v�eri��ee avec
l'agrandissement de la p�eriode d'investissement. Les r�esultats sont pr�esent�es ci-dessous.
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1 an 5 ans 10 ans 30 ans
3.5 8.24 15.53 32.79

TABLEAU 3.6 { Pourcentage de march�e de 2 titres respectant la propri�et�e stipulant que le Portefeuille Uni-
versel surpasse chaque titre individuel

Sur base de ce tableau, nous pouvons en e�et constater que le nombre de march�e respectant la proposition
de Cover augmente avec la p�eriode d'investissement. Toutefois, nous pouvons remarquer que le fait que tous
les titres du march�es soient actifs n'assurent pas le respect de la proposition. En e�et, la comparaison du
tableau 3.2 avec le tableau ci-dessus nous montre par exemple qu'�a une p�eriode de 30 ans, plus de 70% des
march�es �etudi�es respectent la condition d'activit�e des titres alors que seulement 30 % respectent la proposition
de Cover. Ceci d�emontre bien que cette condition d'activit�e (au minimum 2 titres actifs dans le march�e) n'est
qu'une condition n�ecessaire mais non su�sante et que le respect de la proposition ne semble pouvoir être
d�emontr�e que pour une dur�ee n su�samment grande.

3.1.3 Portefeuille Universel modi��e pour un march�e de 2 titres

Au cours de nos d�eveloppements, nous avons eu l'id�ee de d�evelopper et d'�etudier les performances d'une
forme totalement novatrice de Portfefeuille Universel. Celui-ci, que nous nommerons dans le reste de ce travail
Portefeuille Universel modi��e pr�esente le même sch�ema de construction que sa version classique �a la di��erence
pr�es que la formule de calcul du nouvel indice journalier est la suivante :

~b1 = (
1

m
;
1

m
; :::;

1

m
) (3.7)

~bk+1 =

R
~bDk(~b)d~bR
Dk(~b)d~b

(3.8)

Dans cette derni�ere expression, le facteur Dk remplace le Sk de la version classique. Pour rappel, Sk(~b)

repr�esentait le rendement d'un portefeuille contamment rebalanc�e ~b depuis le jour 1 jusqu'au jour k. Dk(~b)
quant �a lui repr�esente simplement la performance de ce portefeuille sur la journ�ee k et s'exprime par Dk(b) =
~b ~rk

t.

L'id�ee d'utiliser cette nouvelle forme de portefeuille nous est venue notamment par la mise en �evidence
de deux limitations. La premi�ere est relative au fait que le temps de calcul du Portefeuille Universel crô�t de
mani�ere importante avec le nombre de titres consid�er�es (m) mais �egalement avec la p�eriode d'investissement
(n). Or, de nombreux travaux identi�ent d�ej�a une probl�ematique de mise en pratique de cette m�ethodologie �a
cause de cette augmentation exponentielle du temps de calcul [14] [17]. Dans le cas du Portefeuille Universel
modi��e, la p�eriode d'investissement �etant toujours d'une journ�ee dans le calcul du nouvel indice, elle n'im-
pacte pas le temps de calcul. Nous reviendrons de mani�ere plus approfondie sur ces notions dans le Chapitre
5. Ensuite, et c'est probablement la raison la plus pertinente d'introduire ce nouveau portefeuille, l'e�cience
des march�e remet en question la m�ethodologie classique du Portefeuille Universel. En e�et, cette e�cience,
dont l'existence a pu être appuy�ee par de nombreux articles [24] [25], �etablit que les rendements pass�es ne peu-
vent donner aucune indication sur les revenus futurs. D�es lors, il apparâ�t insens�e de consid�erer des ann�ees de
rendements de nos portefeuilles constamment rebalanc�es pour d�eterminer l'indice optimal �a pratiquer le jour J .

Les performances de ce nouveau portefeuille sont pr�esent�ees et discut�ees ci-dessous. De par sa rapidit�e de
calcul, celui-ci a pu être �etudi�e sur de plus longue p�eriode que le P.U. classique. Plus pr�ecis�ement, 4 p�eriodes
d'investissement de respectivement 1, 5, 10 et 30 ans ont �et�e �etudi�ees. Les mêmes couples de titres que pour
la section 3.1.2 ont �et�e utilis�es.
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Figure 3.16 { Evolution du rapport de richesse Universel modi��e/Optimal en fonction de la p�eriode d'in-
vestissement pour un march�e de 2 titres

Figure 3.17 { Evolution du pourcentage de portefeuilles constamment rebalanc�es surclass�es par le Portefeuille
Universel modi��e

Plusieurs �el�ements peuvent d�ej�a être mis en �evidence �a l'aide des Figures 3.16 et 3.17 ci-dessus. Ainsi, on
remarque que même pour des p�eriodes d'investissement tr�es courtes, de l'ordre de l'ann�ee, le rendement du
P.U. modi��e reste fort proche du rendement de l'Optimal. En e�et, le rapport de richesse produite entre les
deux portefeuilles est rest�e pour la majorit�e de nos simulations fort de proche de 1, la moyenne sur l'ensem-
ble de nos simulations �etant �egale �a 0.9. Ensuite, nous pouvons �egalement constater que la performance du
Portefeuille Universel modi��e par rapport au Portefeuille Optimal tend �a s'amenuiser avec l'augmentation de
la p�eriode d'investissement. En e�et, la moyenne du rapport de rendement est de l'ordre de 0.81 pour une
p�eriode d'investissement de 10 ans, tandis qu'elle descend jusqu'�a 0.76 pour un investissement de 30 ans. En-
suite, si nous analysons le pourcentage de portefeuilles surclass�es, on constate que celui-ci reste relativement
stable peu importe la dur�ee d'investissement �a une valeur l�eg�erement inf�erieure �a 60% (une petite tendance �a
la hausse est tout de même �a noter avec l'augmentation de la p�eriode d'investissement).
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Il apparâ�t int�eressant de comparer le Portefeuille Universel et son �equivalent modi��e �a l'aide du tableau 3.8
qui compare les grandeurs statistiques de notre �echantillon d'analyse. Ainsi, on constate que les performances
des 2 m�ethodes sont tr�es proches en terme de moyenne ou de variance pour chaque p�eriode d'investissement.
La seule petite di��erence notable peut se faire niveau des variances pour 5 et 10 ans o�u le P.U semble moins
volatil que sa version modi��ee.

- 1 an 5 ans 10 ans
- Ratio Pourcentage Ratio Pourcentage Ratio Pourcentage
- Moy. � Moy. � Moy. � Moy. � Moy. � Moy. �

Universel 0.9 0.08 48 4 0.85 0.12 46 5 0.79 0.15 45 6
Universel modi��e 0.9 0.08 51 7 0.85 0.13 53 10 0.81 0.17 55 12

TABLEAU 3.8 { Comparaison entre Universel et Universel modi��e pour 2 titres

En conclusion de cette s�erie d'�etude relative �a un march�e de 2 titres sans coûts de transaction, nous
pouvons dire que les performances du Portefeuille Universel modi��e sont tout �a fait int�eressantes car elles
restent similaires (voire même l�eg�erement sup�erieures) �a celles de sa version classique, tout en �etant plus
rapide.

3.2 Analyse li�ee �a m titres

3.2.1 Portefeuille Universel pour un march�e de m titres

Dans cette section d'analyse, nous allons maintenant r�ep�eter les simulations r�ealis�ees pour 2 titres dans
une extension �a m titres. Ainsi, nous allons consid�erer successivement des groupements de m titres parmi
notre bloc de base d'actions repris en Annexe A. Pour chaque valeur de m, nous utiliserons des groupements
de titres choisis al�eatoirement parmi notre bloc de base. En e�et, il est impensable d'utiliser l'ensemble des
combinaisons possibles qui s'av�erent beaucoup trop �elev�ees et nous conduiraient �a des temps de simulation
bien trop importants (par exemple pour m = 20, on aurait 60!

(60�20)!20!
�= 1015 combinaisons possibles). De ce

fait, 500 combinaisons et donc 500 simulations seulement ont �et�e consid�er�ees pour chaque valeur de m.

Pour pouvoir comparer les performances du Portefeuille Universel aux portefeuilles constamment rebal-
anc�es, il est n�ecessaire de d�e�nir au pr�ealable l'ensemble des combinaisons possibles, c'est-�a-dire l'ensemble
des portefeuilles constamment rebalanc�es eux-mêmes. Ainsi, le pas de pr�ecision choisi dans nos simulations va
directement conditionner le nombre de combinaisons possibles et donc, in �ne, le temps de nos simulations.
Par exemple, pour m = 3 titres, consid�erer un pas de pr�ecision de 1% (ce qui veut dire que chaque proportion
des titres est consid�er�ee avec un pas de 1% [0 0.01 0.02 0.03 ... 0.97 0.98 0.99 1] de la somme totale investie )
revient �a obtenir un peu plus de 5000 combinaisons �a tester.
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Proportion Titre 1 Proportion Titre 2 Proportion Titre 3
1 0 0

0.99 0 0.01
0.99 0.01 0
0.98 0 0.02
0.98 0.01 0.01
0.98 0.02 0
0.97 0 0.03
0.97 0.01 0.02
0.97 0.02 0.01
0.97 0.03 0
... ... ...
0 0 1

TABLEAU 3.10 { Exemple de tous les portefeuilles constamment rebalanc�es possibles pour m = 3 titres et
une pr�ecision de 1%

De plus, ce nombre de combinaison augmentant exponentiellement avec m, il nous a fallu diminuer notre
pas de pr�ecision pour de grande valeur de m, de mani�ere �a obtenir un nombre de combinaisons de portefeuilles
constamment rebalanc�es acceptable en terme de temps de simulation. Les di��erents pas de pr�ecision utilis�es
pour chaque valeur de m sont pr�esent�es dans le tableau ci-dessous. Ces valeurs ont �et�e choisies comme un
compromis entre pr�ecision et temps de simulation.

m Pas de pr�ecision Nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es
3 0.01 5 551
5 0.05 10 626
8 0.1 19 448
10 0.1 92 378
15 0.2 11 628
20 0.2 42 504
30 0.25 40 920

TABLEAU 3.12 { Pas de pr�ecision choisi pour la d�e�nition des portefeuilles constamment rebalanc�es en
fonction de chaque m

Pour chaque valeur de m et chacune de nos 3 p�eriodes d'investissement (1, 5 et 10 ans), nous avons ensuite
e�ectu�e 500 simulations en prenant �a chaque fois 500 combinaisons al�eatoires de m titres parmi nos 60 titres
de base. Les Figures 3.18 et 3.19 repr�esentent respectivement l'�evolution du rapport de richesse et du nombre
de portefeuilles constamment rebalanc�es surpass�es en consid�erant �a chaque fois la moyenne obtenue de nos
500 simulations pour chaque cas d'�etude (un cas d'�etude �etant repr�esent�e par un nombre de titres consid�er�es
m + une dur�ee d'investissement).
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Figure 3.18 { Evolution du rapport de richesse produite par le P.U. et par le P.O. en fonction de la p�eriode
d'investissement et de la taille du march�e pour des coûts de transaction nuls

Figure 3.19 { Evolution du pourcentage de portefeuilles constamment rebalanc�es surpass�es par le P.U. en
fonction de la p�eriode d'investissement et de la taille du march�e pour des coûts de transaction nuls

A l'analyse de la Figure 3.18, nous pouvons constater que le rapport de richesse Universel/Optimal tend �a
d�ecrô�tre avec l'augmentation de la taille du march�e. En e�et, ce rapport �evolue de 0.85 pour un march�e de 3
titres �a 0.56 pour un march�e plus �etendu de 30 titres en consid�erant un p�eriode d'investissement similaire d'une
ann�ee. Le seul �el�ement venant perturber cette observation est relatif au march�e de taille m = 10. En e�et,
pour celui-ci on constate un rehaussement de la performance. Ceci pourrait peut-être s'expliquer en reprenant
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le tableau 3.12. Dans ce dernier, on remarque que le pas de pr�ecision choisi nous a men�e �a obtenir la plus
grande matrice de combinaisons parmi tous nos march�es. Ainsi, le calcul fondamental du P.U. pour d�eterminer
l'indice journalier �a rebalancer a pu tenir en compte un plus grand nombre de portefeuille, am�eliorant ainsi
sa pr�ediction. On pourrait donc penser que choisir une plus grande pr�ecision pour d�e�nir notre base de porte-
feuilles constamment rebalanc�e permet d'am�eliorer la performance du Portefeuille Universel. Cependant, une
am�elioration du pas de pr�ecision induirait �egalement une augmentation du temps de calcul qui pourrait s'av�erer
critique. Nous reparlerons de ces notions dans le chapitre 5. Ensuite, on constate qu'�a travers un même march�e,
c'est-�a-dire un même nombre de titresm, la performance du Portefeuille Universel par rapport �a celle du Porte-
feuille Optimal tend �a se d�egrader avec la p�eriode d'investissement.

Sur base de la Figure 3.19, nour remarquons que le nombre de portefeuilles que surpasse le P.U. reste
relativement stable avec l'�evolution de la taille du march�e pour se maintenir aux alentours des 60% . De plus,
en comparant avec la Figure 3.18, on peut se demander pourquoi le nombre de portefeuilles surpass�es tend
�a s'am�eliorer l�eg�erement avec la p�eriode d'investissement alors que le rapport de richesse Universel/Optimal
tend quant �a lui �a s'amenuiser pour un march�e de taille �xe. Ce ph�enom�ene peut trouver un explication dans
le fait que souvent, le Portefeuille Optimal n'est constitu�e majoritairement que par quelques titres seulement
(voire même un seul) parmi l'ensemble des titres du march�e. La bonne performance continue sur de grandes
p�eriodes de temps ce ces quelques titres "majeurs" contribue �a l'obtention de revenu de nature exponentielle
vis-�a-vis duquel le P.U. a tendance �a d�ecrocher. Malgr�e tout, la richesse g�en�er�ee par le Portefeuille Universel
parvient tout de même �a se hisser au-dessus d'une majorit�e des autres portefeuilles constamment rebalanc�es.

Nous avons poursuivi nos analyses en r�eintroduisons une nouvelles fois nos 2 benchmarks de r�ef�erence, �a
savoir le portefeuille �equipond�er�e et le portefeuille de Markowitz. De la même mani�ere que pr�ec�edement, le
portefeuille de Markovitz a �et�e s�electionn�e en consid�erant le portefeuille e�cient de plus petite variance comme
illustr�e en Figure 3.20. Pour nos simulations, la fronti�ere e�ciente a �et�e d�etermin�ee sur base de 5 ann�ees de
rendements historiques ant�erieurs �a notre premi�ere journ�ee d'investissement.

Figure 3.20 { Exemple de fronti�ere e�ciente pour un march�e constitu�e des titres KO, CTL, TIF, MON, A et
identi�cation du portefeuille e�cient de variance minimale (10 ans de rendements historiques de 2007 �a 2017
ont �et�e consid�er�es pour d�e�nir cette fronti�ere - les rendements et �ecarts-type du graphique sont exprim�es sur
base journali�ere)

Nous pr�esentons ci-dessous la synth�ese de nos r�esultats reprenant les moyennes de rendements obtenus
pour chacun de nos types de portefeuille en fonction de la taille du march�e et de la p�eriode d'investissement.
Pour chaque combinaison [taille de march�e - dur�ee d'investissement], entre 100 et 200 simulations ont �et�e
consid�er�ees toujours sur notre base de 60 titres d�e�nis en Annexe A. Notons que dans les cas des march�es de
grandes tailles (sup�erieur �a 10), nous avons choisi de ne pas pr�esenter le rendement du Portefeuille Optimal.
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En e�et, le but est ici d'analyser la performance du Portefeuille Universel en comparaison des benchmarks
classiques. Or, en incorporant le rendement de l'Optimal (qui est toujours largement sup�erieur aux trois autres
portefeuilles), nous �etirerions trop notre graphique pour nous permettre une bonne analyse des di��erences de
rendement entre l'Universel et nos 2 benchmarks.

Figure 3.21 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 3 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement

Figure 3.22 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 5 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement
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Figure 3.23 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 8 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement

Figure 3.24 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 10 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement
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Figure 3.25 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 15 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement

Figure 3.26 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 20 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement
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Figure 3.27 { Rendement annualis�e de di��erents types de portefeuilles pour un march�e de 30 titres en fonction
de la p�eriode d'investissement

Les r�esultats visibles sur les graphiques des Figures 3.21 �a 3.27 confortent nos conclusions faites dans les
cas d'un march�e de 2 titres. Ainsi, nous pouvons constater que peu importe la taille du march�e ou la p�eriode
d'investissement, le P.U. surpasse toujours nos deux benchmarks de r�ef�erence. La seule exception �a cette ob-
servation est le cas du march�e de 30 titres pour une p�eriode de r�etention d'1 an o�u le portefeuille de Markowitz
d�emontre un rendement sup�erieur. Malgr�e tout, cette domination du P.U. reste toujours tr�es faible. En e�et,
cette domination s'accrô�t l�eg�erement avec la p�eriode d'investissement mais nous ne pouvons pas distinguer
de di��erences notables et particuli�erement pas d'accroissement de cette domination avec l'augmentation de la
taille du march�e. Dans le meilleur des cas (plus grande p�eriode de r�etention), le rendement annuel du P.U.
parvient �a surpasser celui de ses concurrents d'1%.

En conclusion de cette section, nous pouvons donc a�rmer que l'int�erêt du Portefeuille Universel s'amenuise
de plus en plus. A ce stade, celui-ci pr�esente toujours une l�eg�ere sup�eriorit�e sur des constructions de porte-
feuilles plus classiques. Cependant, la nouvelle question �a laquelle nous devons tâcher de r�epondre est de savoir
si l'introduction des coûts de transaction ne �nira pas d'achever le peu d'int�erêt que pr�esente le Portefeuille
Universel dans sa version pure telle que d�evelopp�ee par Cover.

Avant de conclure cette section et similairement �a ce qui a �et�e fait pour un march�e de 2 titres, nous allons
maintenant analyser l'hypoth�ese d'activit�e des titres pour un march�e plus �etendu. Nous calculerons �egalement
pour chaque taille de march�e le pourcentage de march�es (parmi l'ensemble simul�e) pour lesquels le Portefeuille
Universel surpasse chaque titre individuel. Les r�esultats sont pr�esent�es ci-dessous.
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m Dur�ee d'investissement Nombre de titres actifs % respectant (1.18)

3
1 an 1.19 1
5 ans 1.42 4
10 ans 1.68 7

5
1 an 1.19 0
5 ans 1.57 1
10 ans 1.9 1

8
1 an 1.26 0
5 ans 1.57 1
10 ans 2.27 1

10
1 an 1.15 0
5 ans 1.78 0
10 ans 2.34 0

15
1 an 1.44 0
5 ans 1.9 0
10 ans 2.21 0

20
1 an 1.49 0
5 ans 1.99 0
10 ans 2.24 0

30
1 an 1.46 0
5 ans 2.2 0
10 ans 2.13 0

TABLEAU 3.14 { Analyse du nombre moyen de titres actifs suivant la taille de march�e et la dur�ee d'investisse-
ment avec v�eri�cation de la relation de Cover (1.18)

Tout d'abord, nous pouvons ainsi constater que, logiquement, le nombre de titre actifs, �a p�eriode d'in-
vestissement constante, �a tendance �a augmenter avec la taille de march�e. Ensuite, nous pouvons �egalement
remarquer que le nombre de titres actifs augmente �egalement avec la dur�ee d'investissement au sein d'un
march�e de taille �xe. Si nous analysons nos r�esultats pour les petits march�es (3 et 5 titres), nous aurions
tendance �a dire que l'augmentation du nombre de titres actifs a tendance �a augmenter la probabilit�e que la
relation de Cover (1.18) soit respect�ee. Cependant, nous remarquons que cette conclusion est in�rm�ee pour des
march�es de taille plus cons�equente. Pire, nous remarquons que même dans le cas o�u il existe au moins 2 titres
actifs, la relation de Cover n'est jamais v�eri��ee dans aucun cas. D�es lors, similairement aux enseignements tir�es
dans la section concernant l'analyse de march�es de 2 titres, nous pourrions conclure que la condition d'obtenir
au moins 2 titres actifs dans le march�e n'est qu'une condition n�ecessaire mais non su�sante du respect de la
relation de Cover (1.18). Plus pr�ecis�ement, le respect de cette relation ne se d�emontrerait en pratique que pour
une p�eriode d'investissement tr�es large, bien sup�erieure �a 10 ans.

Conclusions importantes du chapitre

Il est maintenant bon de faire une synth�ese des r�esultats obtenus jusqu'�a pr�esent dans une consid�eration
o�u les coûts de transaction sont suppos�es nul. Tout d'abord, nous avons donc vu que d'un point de vue
th�eorique, le Portefeuille Universel permet bien d'approcher la richesse produite par le Portefeuille Optimal et
cela d'autant mieux que les titres sont peu volatils et corr�el�es. Lorsque la p�eriode d'investissement s'agrandit,
le Portefeuille Universel s'�eloigne cependant plus du Portefeuille Optimal. Nous avons �egalement constat�e une
sur-performance l�eg�ere du Portefeuille Universel sur les benchmarks de r�ef�erence mais qui ne semble pas li�ee
�a des valeurs particuli�eres de corr�elation ou de volatilit�e des titres.

Ensuite, en r�ealisant une batterie de tests empiriques sur base de titres r�eels du march�e boursier, nous avons
pu obtenir une con�rmation que le Portefeuille Universel permettait bien d'approcher la richesse produite par
le Portefeuille Optimal. Cependant, nous avons observ�e que la richesse produite par le P.U. s'�eloignait assez
rapidement de celle g�en�er�ee par le P.O d�es que la taille du march�e augmentait, qui plus est si la p�eriode
d'investissement �etait importante. En comparaison des benchmarks, le Portefeuille Universel a d�emontr�e une
tr�es l�eg�ere sur-performance qui ne variait pas avec la taille de march�e mais s'accentuait tr�es faiblement pour de
grandes p�eriodes d'investissement. Faisons cependant une remarque importante concernant les performances
�etablies du P.U.. En e�et, nous avons sp�eci��e dans nos d�eveloppements que la matrice des combinaisons des
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portefeuilles constamment rebalanc�es utilis�e pour la calcul du P.U. avait �et�e fortement r�eduite en particulier
pour les march�es de grande taille, et ce, pour des questions de temps de simulation excessifs. D�es lors, il est
possible que les rendements d�etermin�es soient plus faibles que ceux obtenus en consid�erant une matrice de com-
binaison plus compl�ete. En e�et, grâce �a une matrice plus compl�ete, et conform�ement �a (1.8), une pond�eration
plus importante des portefeuilles d�emontrant une grande richesse aurait pu permettre de modi�er l'indice
journalier du rebalancement au plus proche de ces portefeuilles plus performant. En ce sens, nos r�esultats ont
pu être l�eg�erement bias�es et sous-estim�es.

Nous avons aussi pu noter que la relation de Cover (1.18) n'�etait pas respect�ee même si la condition que
2 titres du march�e au minimum soient actifs. Nous en avons d�eduit que cette condition n'�etait que n�ecessaire
mais pas su�sante et que le respect de cette relation ne pouvait �eventuellement se d�emontrer que pour des
dur�ees d'investissement particuli�erement �elev�ees.

Finalement, sur base des limitations d�emontr�ees par le Portefeuille Universel, nous avons propos�e une
formule innovante modi�ant l�eg�erement la m�ethodologie de Cover. Nous avons nomm�e ce nouveau type de
construction Portefeuille Universel modi��e. Nous avons notamment pu constater �a l'aide de quelques tests
r�ealis�es pour un march�e de 2 titres que les performances de ce portefeuille semblaient tr�es l�eg�erement sup�erieures
�a celle de sa version classique, tout en apportant un gain de rapidit�e de calcul.
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Chapitre 4

Consid�erations des coûts de

transaction

Nous avons pu mettre en �evidence dans le chapitre pr�ec�edent les performances d�emontr�ees par le Porte-
feuille Universel. L'objectif du pr�esent chapitre est d�esormais d'analyser dans quelle mesure ces performances
sont impact�ees par l'introduction de coûts de transaction (CT), ces coûts repr�esentant la r�ealit�e des march�es
boursiers. Pour rester �d�ele �a la m�ethodologie employ�ee pr�ec�edemment, nous r�ealiserons tout d'abord une
premi�ere s�erie d'analyse sur base d'un march�e constitu�e uniquement de 2 titres avant d'�etendre �a un march�e
plus large.

4.1 March�e de 2 titres

4.1.1 Portefeuille Universel pour un march�e de 2 titres

Il semble �evident que l'introduction de coûts de transaction va venir impacter n�egativement la performance
absolue que peut fournir le P.U.. Cependant, il est moins trivial de d�eterminer comment cette performance
va �evoluer en comparaison au Portefeuille Optimal. En e�et, �a moins que le P.O. ne soit constitu�e que d'un
seul titre (auquel cas aucun rebalancement n'est n�ecessaire), il subit lui aussi un impact n�egatif sur sa perfor-
mance par l'introduction de ces mêmes coûts de transaction. Pour illustrer nos propos, la Figure 4.1 suivante
repr�esente la performance de tous les portefeuilles constamment rebalanc�es ainsi que du Portefeuille Universel
pour un march�e constitu�e de 2 titres (Titre 1 = AIG / Titre 2 = DIS) sur 3 ans suivant di��erentes valeurs
de coûts de transaction. Ces coûts de transaction sont d�e�nis comme un pourcentage de la valeur des titres
devant être achet�es ou vendus pour e�ectuer le rebalancement suppos�e journalier (autrement dit comme un
pourcentage de la transaction totale journali�ere).

On constate ainsi par exemple que dans un situation de d�epart o�u le P.U. est fort proche de la richesse
produite par le P.O. lui-même (CT = 0%), la richesse de ce Portefeuille Universel d�ecroche largement vis-
�a-vis du Portefeuille Optimal d�es l'augmentation des coûts de transaction. Cependant, même si le rapport
Universel/Optimal a donc tendance �a diminuer, on remarque que la quantit�e de portefeuilles surpass�es a quant
�a elle tendance �a augmenter (plus large domaine surpass�e par l'Universel). Notons cependant que des CT de
20% et plus sont malgr�e tout peu r�ealistes, ceux-ci s'�etablissant la plupart du temps autour de 1%. Notre
objectif sera donc d'analyser les variations de performance du Portefeuille Universel pour des CT r�ealistes en
partant de coûts nuls (cas du chapitre pr�ec�edent) jusqu'�a des couts maximum de 10% de la transaction totale
journali�ere.
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Figure 4.1 { Evolution de la perfomance suivant l'importance des côuts de transaction

Nous allons �a pr�esent r�ealiser les mêmes simulations que pr�esent�ees en section 3.1.2 en y incorporant cette
fois des coûts de transaction variable de 0 �a 10%.

Figure 4.2 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal en fonction des coûts de transaction
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Figure 4.3 { Evolution du pourcentage de portefeuilles constamment rebalanc�es surpass�es par le Portefeuille
Universel en fonction des coûts de transaction

Les deux premi�eres informations majeures que l'on peut relever �a partir de ces graphiques est que, peu
importe la dur�ee d'investissement, la richesse propos�ee par le Portefeuille Universel a tendance �a chuter vis-�a-
vis de celle du Portefeuille Optimal tandis que le nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es surpass�es a
tendance �a s'accrô�tre. Ensuite, nous pouvons nuancer nos propos. Tout d'abord, nous pouvons observer que
le rapport Universel/Optimal d�ecroche de mani�ere plus forte au plus la p�eriode d'investissement est grande.
En e�et, si pour un investissement d'1 an l'on passe d'un rapport de 0.9 (CT = 0%) �a un peu plus de 0.8
(CT = 10%), pour un investissement de 10 ans, ce rapport passe d'un peu moins de 0.8 �a �a peine 0.3. Le
premier cas subit donc une diminution d'environ 10% tandis que le second engrange un d�eclin de plus de
60%. Ceci pourrait être expliqu�e par la raison suivante. En e�et, dans beaucoup de situations, le Portefeuille
Optimal dans notre cas pr�esent d'un march�e de 2 titres, est souvent constitu�e par un seul des 2 titres plutôt
que par une composition. Cette tendance est d'autant plus vraie que les coûts de transaction sont �elev�es car
un portefeuille de cette forme "totallitaire" ne subit aucun rebalancemente et donc aucun coût. Ainsi, dans
une pareille situation, le rendement de ce portefeuille optimal totalitaire ne subit aucune d�epr�eciation tandis
que c'est bien le cas pour notre P.U. D�es lors, la richesse produite par ce dernier peut d�emontrer une tendance
�a d�ecrocher vis-�a-vis de celle g�en�er�ee par l'Optimal, et cela, de plus en plus fortement au �l des jours qui
s'�ecoulent.

Ensuite, de mani�ere oppos�ee au paragraphe pr�ec�edent, le nombre de portefeuilles surpass�es augmente de
mani�ere l�eg�erement plus importante avec les coûts de transaction au plus la p�eriode d'investissement est
grande. En e�et, pour une dur�ee d'1 an, l'on passe de 48% de portefeuilles surpass�es (CT = 10%) �a environ
60%, tandis que pour une dur�ee de 10 ans, l'on passe de 45% �a presque 70%. L'explication de cette �evolution
positive pourrait trouver son origine dans le même commentaire qu'au paragraphe pr�ec�edent. Ainsi, quand
le portefeuille optimal est un portefeuille totalitaire en 1 titre, la construction du nouvel indice journalier du
P.U. va naturellement lui faire tendre vers ce portefeuille optimal est donc r�eduire petit �a petiti ses coûts de
rebalancement journalier au �l des jours. Par contre, les autres portefeuilles rebalanc�es suivant le même indice
ne b�en�e�ecieront pas de cet e�et et pourront donc contribuer �a ce que le pourcentage de portefeuilles que
surpasse le P.U. augmente. Une illustration de cet e�et pouvait d�ej�a être visualis�e en Figure 4.1.

Nous allons maintenant analyser comment le rendement absolu du P.U. se modi�e par l'introduction des
coûts de transaction. Les r�esultats sont pr�esent�es ci-dessous.
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Figure 4.4 { Evolution du rendement annuel du Portefeuille Universel en fonction des coûts de transaction
et de la p�eriode d'investissement pour un march�e de 2 titres

Comme nous pouvons le constater, l'�evolution du rendement selon les coûts de transaction d�emontre une
allure lin�eaire. Nous pouvons ainsi calculer la sensibilit�e de ce rendement aux coûts de transaction, ce qui
s'exprime simplement comme la pente de la droite �etudi�ee. Ces sensibilit�es sont expos�ees dans le tableau
ci-dessous.

1 an 5 ans 10 ans
-1.03 -0.96 -1.07

TABLEAU 4.2 { Sensibilit�e du rendement annuel du Portefeuille Universel aux coûts de transaction pour un
march�e de 2 titres (variation du rendement annuel pour une variation de coût de transaction de 1%)

Nous remarquons ainsi que la sensibilit�e ne subit pratiquement pas de variation suivant la p�eriode d'in-
vestissement en se stabilisant �a une valeur proche de 1%. Si nous revenons un instant sur nos conclusions li�ees
�a la Figure 3.15, nous avions vu que le Portefeuille Universel ne d�emontrait qu'une tr�es l�eg�ere domination
par rapport aux benchmarks de r�ef�erence, d�emontrant dans le meilleur des cas une sur-performance de 1%.
D�es lors, nous pouvons en d�eduire que, peu importe la p�eriode d'investissement, le rendement propos�e par le
Portefeuille Universel sera inf�erieur �a au moins un de nos deux benchmarks d�es que les coûts de transaction
vaudront au moins 1% du montant total de la transaction journali�ere. Ce seuil critique de coût de transaction
�etant une valeur probable sur les march�e boursiers, nous devons ici nous rendre �a l'�evidence que le Portefeuille
Universel pr�esente au �nal, selon nos r�esultats, un int�erêt assez faible.

4.1.2 Portefeuille Universel modi��e pour un march�e de 2 titres

Nous avons voulu ici r�ep�eter nos analyses concernant le rendement annuel sur base cette fois-ci du Porte-
feuille Universel modi��e.
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Figure 4.5 { Comparaison des �evolutions des rendements annuels du P.U. et du P.U. modi��e en fonction des
coûts de transaction et de la p�eriode d'investissement

- 1 an 5 ans 10 ans
P.U. -1.03 -0.96 -1.07

P.U. modi��e -1.07 -1.18 -1.15

TABLEAU 4.4 { Comparaison de sensibilit�e du rendement annuel du Portefeuille Universel classique et modi��e
aux coûts de transaction pour un march�e de 2 titres en fonction de la p�eriode d'investissement (variation du
rendement annuel pour une variation de coût de transaction de 1%)

Nous constatons tout d'abord que le P.U. modi��e semble �egaler, voire même surpasser faiblement son
�equivalent classique lorsque les coûts de transaction reste inf�erieurs �a 1%. Ensuite, pass�e ce seuil, la performance
s'amenuise et devient plus faible que celle du P.U. classique. Ceci s'explique par une sensibilit�e aux coûts de
transaction l�eg�erement sup�erieure pour le Portefeuille Universel modi��e que l'Universel classique. Nous pouvons
donc conclure que, pour de faibles coûts de transaction (en pratique � 1%), le P.U. modi��e d�emontre un certain
int�erêt car il conserve tr�es faible avantage sur le Portefeuille Universel et donc permettrait �eventuellement de
continuer �a surclasser les benchmarks de r�ef�erence. Par contre, d�es des niveaux de coûts de transaction plus
important, il apparâ�t encore moins attrayent que sa version classique. Cependant, comme d�ej�a dit, l'avantage
de cette m�ethode est sa rapidit�e. Nous tâcherons de d�eterminer avec plus de pr�ecision le temps de calcul de
cette m�ethode en Chapitre 5.

4.2 March�e de m titres

4.2.1 Portefeuille Universel pour un march�e de m titres

Dans cette derni�ere section, nous allons �nalement �etudier l'�evolution des performances du Portefeuille
Universel en situation r�eelle de coûts de transaction non nuls pour un march�e de taille croissante allant jusqu'�a
30 titres. Pour des questions de temps de simulation acceptables, nous ne simulerons que 3 situations de coût
de transaction di��erentes, �a savoir respectivement 1, 2 et 3%. Ensuite, pour chaque taille de march�e (donc
chaque m) et chaque pas de coût de transaction, nous calculerons les performances de 100 ensembles de titres
seulement. Ces limitations s'av�erent n�ecessaire a�n de ne pas allonger de mani�ere excessive nos temps de
simulation.
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Figure 4.6 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode de 1 an

Figure 4.7 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode de 5 ans
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Figure 4.8 { Evolution du rapport de richesse Universel/Optimal en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode de 10 ans

Figure 4.9 { Evolution du pourcentage de portefeuilles surclass�e en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode d'1 an
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Figure 4.10 { Evolution du pourcentage de portefeuilles surclass�e en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode de 5 ans

Figure 4.11 { Evolution du pourcentage de portefeuilles surclass�e en fonction des coûts de transaction pour
une p�eriode de 10 ans

Au vu de ces graphiques plusieurs constatations peuvent être faites. Tout d'abord, on observe que comme
pr�ec�edemment, l'augmentation de la p�eriode d'investissement a tendance �a diminuer le rapport Universel/Optimal.
On constate �egalement que la consid�eration de coûts de transaction d�ecrô�t encore plus ce rapport mais de
mani�ere tr�es l�eg�ere. A taille de march�e constante, cette diminution induite par les coûts de transaction est
d'autant plus forte que la p�eriode d'investissement est grande, tandis qu'�a p�eriode d'investissement �x�ee, cette
d�ecroissance est plus importante avec la diminution de la taille de march�e. Ainsi, si on consid�ere un passage
de coût nul �a un coût de 3%, pour un march�e de 3 titres on ne passe que 0.85 �a 0.83 pour un p�eriode d'1 an
tandis que pour ce même march�e �a une p�eriode de 10 ans on passe de 0.7 �a 0.45. De la même mani�ere, pour
une p�eriode �xe de 10 ans, l'on passe de 0.7 �a 0.47 pour un march�e de 3 titres, tandis qu'on ne passe que de
0.33 �a 0.23 pour un march�e de 30 titres.
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En r�esum�e, nous pouvons donc dire que la performance du Portefeuille Universe suivant le rapport Uni-
versel/Optimal :

� D�ecroit de mani�ere relativement forte avec la taille du march�e
� Est a�ect�ee n�egativement mais de mani�ere tr�es l�eg�ere si on consid�ere des coûts de transaction de l'ordre
de 1%

� D�ecroit de mani�ere relativement importante avec l'augmentation de la p�eriode d'investissement

Si nous nous attardons d�esormais �a observer l'�evolution du nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es
surclass�es par le P.U., d'autres observations tr�es int�eressantes peuvent être identi��ees. Tout d'abord, nous re-
marquons comme dans le cas de la section pr�ec�edente que la p�eriode d'investissement n'a pas d'in
uence r�eelle
sur l'�evolution de ce crit�ere. En e�et, nos trois graphiques 4.9, 4.10 et 4.11 sont tr�es similaires. Ensuite, nous
constatons �egalement que la taille du march�e n'a que tr�es peu d'in
uence elle aussi sur l'�evolution de ce crit�ere.
Au �nal, seul le coût de transaction semble jouer un rôle. Ainsi, nous constatons que l'�evolution du coût de
transaction in
uence, avec �etonnement, l'�evolution positive de ce crit�ere. D�es lors, le nombre de portefeuilles
surpass�es semble plus important lorsqu'on passe d'une situation �a coût nul vers une situation �a coût non nul.
Comme d�ej�a �evoqu�e pr�ec�edemment, ceci pourrait s'expliquer par le fait que souvent, le Portefeuille Optimal
est constitu�e en majorit�e par quelques titres seulement (voire même un seul) même en cas de grands march�es.
D�es lors, une augmentation de coût de transaction n'a que tr�es peu d'impact sur ce genre de portefeuille tandis
que la majorit�e des autres portefeuilles constamment rebalanc�es, qui sont eux plus diversi��es par nature, le
subissent de plein fouet. Le Portefeuille Universel, de par sa construction, a tendance �a se rapprocher de l'indice
tr�es peu diversi��e du Portefeuille Optimal. D�es lors, cette approximation de l'indice optimal permet au P.U. de
devenir plus performant vis-�a-vis de plus en plus de portefeuilles constamment rebalanc�es qui eux conservent
toujours par d�e�nition leur indice plus diversi��e. Cependant, ce rapprochement vis-�a-vis de l'indice optimal
reste insu�sant pour continuer �a suivre l'�evolution exponentielle de la richesse g�en�er�ee par ce Portefeuille Opti-
mal, ce qui peut �egalement expliquer la d�ecroissance de performance observ�ee dans les graphiques 4.6, 4.7 et 4.8.

Nous allons d�esormais analyser l'�evolution du rendement annuel du P.U. suivant nos coûts de transaction.
Comme d�ej�a pr�ecis�e, seuls 3 coûts de transaction ont �et�e simul�es et leurs r�esultats sont �a chaque fois r�epr�esent�e
par un symbole particulier (carr�e, cercle ou �etoile suivant la p�eriode d'investissement) dans les graphiques
suivants.

Figure 4.12 { Evolution du rendement annualis�e en fonction des coûts de transaction pour di��erentes tailles
de march�e et une p�eriode d'investissement d'1 an
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Figure 4.13 { Evolution du rendement annualis�e en fonction des coûts de transaction pour di��erentes tailles
de march�e et une p�eriode d'investissement de 5 ans

Figure 4.14 { Evolution du rendement annualis�e en fonction des coûts de transaction pour di��erentes tailles
de march�e et une p�eriode d'investissement de 10 ans

Au vu des r�esultats nous pouvons raisonnablement penser que notre relation liant rendement annuel et
CT est lin�eaire. Nous avons donc extrapol�es ceux-ci pour de plus grandes valeurs de coûts de transaction
(jusqu'�a 10%). Nous avons aussi voulu r�epr�esenter les sensibilit�es suivant la taille de march�e et la p�eriode
d'investissement.
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- 1 an 5 ans 10 ans
m = 3 -1.75 -1.39 -1.69
m = 5 -1.92 -1.62 -1.97
m = 8 -2.01 -1.68 -2.1
m = 10 -1.91 -1.66 -2.03
m = 15 -1.88 -1.59 -1.97
m = 20 -1.9 -1.63 -2.05
m = 30 -1.85 -1.56 -1.94

Moyenne -1.89 -1.59 -1.97

TABLEAU 4.6 { Sensibilit�e du rendement annuel du Portefeuille Universel aux coûts de transaction en fonction
de la p�eriode d'investissement (variation du rendement annuel pour une variation de coût de transaction de
1%)

En regardant l'ensemble de nos r�esultats, on ne peut pas conclure d'une �evolution explicite de la sensi-
bilit�e avec la p�eriode d'investissement ou la taille du march�e. Cependant, nous pouvons remarquer que cette
sensibilit�e n'�evolue que peu en allant d'un niveau minimal de 1.39 jusqu'�a un maximum de 2.1. Ainsi, nos
conclusions relatives �a un march�e de 2 titres s'accentuent et s'aggravent ici. En e�et, sur base des Figures 3.21
�a 3.27, nous avions d�etermin�e que la sur-performance du Portefeuille Universel par rapports aux benchmarks
n'augmentait pas par rapport �a celle d�emontr�ee dans les cas d'un march�e de 2 titres (sur-performance d'au
maximum 1%). D�es lors, avec une sensibilit�e encore plus forte pour nos march�es de plus grande taille, le
seuil critique de CT pour lequel le rendement du Portefeuille Universel devient inf�erieur �a celui d'au moins 1
de nos benchmarks est encore plus faible. Nous concluons donc que notre Portefeuille Universel ne pr�esente
plus �enorm�ement d'int�erêt dans sa version pure telle que d�evelopp�ee par Cover, en particulier pour de grands
march�es. De plus, le point faible d�eclar�e du Portefeuille Universel, identi��e d�es le d�ebut de nos analyses, est
son temps son temps de calcul qui peut s'av�erer fort critique d�es l'augmentation cons�equente de la taille du
march�e. Ce point est d�ebattu dans le chapitre suivant.

Avant de conclure cette section, il nous a sembl�e �egalement int�eressant de r�ealiser quelques mesures
de turnover 7 relatif �a notre Portefeuille Universel ainsi qu'�a notre Portefeuille Optimal (les portefeuilles
�equipond�er�e et de Markovitz d�emontrant obligatoirement un turnover nul du fait qu'aucun rebalancement
n'est r�ealis�e). Pour ce faire, nous nous sommes bas�es sur une m�ethodologie de calcul pr�esent�e p.1929 de l'arti-
cle de r�ef�erence [26] et adapt�e suivant nos notations par :

Turnover =
1

n

nX
i=1

mX
j=1

j~bi+1(j)�~bi+(j)j avec ~bi+ = ~bi~ri
t (4.1)

Dans cette expression, ~bi+ repr�esente ainsi l'�evolution de la composition initiale du portefeuille (en pro-
portion de la richesse totale) au jour i �a cause de l'�evolution des prix des actifs entre le jour i et le jour
i+ 1. On constate donc que, suivant cette expression, le turnover peut être interpr�et�e comme le pourcentage
de la richesse totale journali�ere du portefeuille qui est engag�ee dans une transaction. Il semble donc logique
de penser que le turnover soit �etroitement corr�el�e avec la diminution de rendement induit par les coûts de
transaction. En e�et, les coûts de transaction pouvant s'exprimer comme un pourcentage (variable en fonction
de la liquidit�e du titre, de la plate-forme d'�echange,...) de la somme totale des transactions, il apparâ�t �evident
que, pour un même pourcentage de coût de transaction, la diminution de la richesse produite sera d'autant
plus importante que le turnover est grand 8. Les r�esultats sont pr�esent�es ci-dessous.

7. Le turnover, pouvant se traduire litt�eralement par taux de rotation, repr�esente une mesure du volume de transaction e�ectu�e
sur une p�eriode par un gestionnaire de portefeuille selon la strat�egie choisie.

8. Notons que cette implication n'est vraie que si l'on suppose que la richesse g�en�er�ee en chaque journ�ee i est identique entre
les deux situations �etudi�ees
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- Turnover P.U. Turnover P.O. Turnover P.U.

Turnover P.O.

m = 5 0.097 0.0083 11.6419
m = 15 0.1229 0.0115 10.7124
m = 30 0.1414 0.0137 10.3212

TABLEAU 4.8 { Evolution du turnover journalier du P.O. et du P.U. en fonction de la taille de march�e
(moyenne de 500 simulations sur une p�eriode consid�er�ee de 10 ans)

La premi�ere observation que nous pouvons faire est que le turnover du P.U. est assez �elev�e. En e�et, celui-ci
vaut en moyenne environ 0.1, ce qui �equivaut �a ce que, chaque jour, 10% de la valeur totale du portefeuille est
engag�ee dans une transaction. A l'inverse, le turnover du Portefeuille Optimal se d�e�nir aux alentours de 1%
soit 10 fois moins que le Portefeuille Universel en moyenne. Ensuite, nous pouvons remarquer que le turnover
augmente avec la taille du march�e aussi bien pour le P.U. que pour le Portefeuille Optimal. Cependant, nous
pouvons �egalement noter que cette croissance est plus forte pour le P.O que pour le Portefeuille Universel, en
t�emoigne la d�ecroissance du rapport Turnover P.U.

Turnover P.O. avec la taille du march�e. Cette obeservation con�rme ainsi
nos r�esultats obtenus en Figure (4.8). En e�et, si nous observons sur cette �gure la d�ecroissance du rapport
de richesse P.U./P.O. pour un march�e de 5 titres, nous voyons que celui passe d'une valeur de 0.7 �a environ
0.45 pour des CT allant de 0 �a 3%. Par contre, pour un march�e de 30 titres, ce rapport �evolue de 0.33 �a 0.22.
On observe donc que la sensibilit�e du rapport de richesse Universel/Optimal est plus faible pour des march�es
de plus grande taille. Nous trouvons ici la corr�elation attendue avec notre �evolution du rapport Turnover P.U.

Turnover P.O. .
En e�et, plus ce rapport des turnover est faible, plus le rapport entre la richesse produite par le P.U. et celle
g�en�er�ee par le P.O. va s'amenuiser faiblement lors d'une augmentation des CT (sensibilit�e plus faible) car ceux
ci sont exprim�es comme un pourcentage du montant de la transaction totale journali�ere (dont le turnover
est une image). Le petit exemple simpli��e exprim�e ci-dessous permettra au lecteur de se convaincre de cette
relation.

Simulation pour Turnover P.U. = 0.1 et Turnover P.O. = 0.01 ! Turnover P.U.
Turnover P.O. = 10

Valeur des CT Richesse P.O. Richesse P.U. Richesse P.U.

Richesse P.O.

0% 100 100 1
1% 99.99 99.9 0.999
5% 99.95 99.5 0.995
10% 99.9 99 0.990

Simulation pour Turnover P.U. = 0.5 et Turnover P.O. = 0.01 ! Turnover P.U.
Turnover P.O. = 50

Valeur des CT Richesse P.O. Richesse P.U. Richesse P.U.

Richesse P.O.

0% 100 100 1
1% 99.99 99.5 0.995
5% 99.95 97.5 0.975
10% 99.9 5 0.95

TABLEAU 4.10 { Exemple de corr�elation entre le rapport de turnover P.U./P.O. et la sensibilit�e aux CT du
rapport de richesse P.U./P.O
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Chapitre 5

Consid�erations sur la mise en pratique

de la m�ethode

Par les chapitres pr�ec�edents, nous avons pu d�emontrer et d�ebattre des performances pr�esent�ees par le Porte-
feuillle Universel. Dans ce chapitre, nous allons d�evelopper la faisabilit�e de l'utilisation d'une telle technique de
construction de portefeuille. En e�et, tout au long du rapport, nous avons insist�e sur certaines restrictions que
nous avons jug�e n�ecessaires de prendre a�n de rendre nos temps de simulation acceptables. Ainsi, la question
qui se pose est de savoir si, consid�erant un rebalancement dynamique journalier, le temps de calcul n�ec�essaire
�a la d�etermination de ce nouvel indice est-il r�ealiste ? Autrement dit, sachant que nous disposons de 24h pour
d�eterminer ce nouvel indice, est-il possible par la m�ethode de calcul du Portefeuille Universel d'obtenir ef-
fectivement dans les d�elais ce nouvel indice. C'est �a cette question que le chapitre tentera de r�epondre. Plus
pr�ecis�ement, nous introduirons �egalement l'alternative que pr�esente le Portefeuille Universel modi��e grâce �a ses
temps de calcul plus r�eduits. L'ensemble des simulations r�ealis�ees dans ce chapitre ont �et�e faites sur la machine
Brutus01 du parc informatique de l'UCL Mons. Les caract�eristiques techniques majeures de la machine sont
disponibles en Annexe B.

5.1 Temps de calcul relatif au Portefeuille Universel

Nous savons grâce �a la formule fondamentale de calcul du P.U. que son temps de calcul est directement
fonction du nombre d'�el�ements intervenant dans la formule d'int�egration (1.8). Ce nombre d'�el�ement est en
fait le nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es dont nous allons �etudier les rendements sur la p�eriode
d'analyse. Cependant, �a une pr�ecision constante, le nombre de combinaisons d�e�nies, c'est-�a-dire le nombre de
portefeuilles constamment rebalanc�es que nous choississons d'inclure dans notre calcul augmente �a un rythme
exponentiel avec m. Pour preuve, si une pr�ecision de 5% est choisie (donc que toutes les combinaisons de
titres sont consid�er�ees �a 5% pr�es), nous passons, en �evoluant d'un march�e de m = 2 titres �a un march�e de
m = 5 titres, d'un nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es de 21 �a 10626 . Ainsi, nous allons tâcher
de d�eterminer l'�evolution du temps de calcul en fonction de la taille du march�e et de la pr�ecision que nous
nous imposons dans la d�e�nition du nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es.

Dans un premier temps, nous nous proposons donc de pr�esenter l'�evolution du temps de calcul pour un
march�e de 2 titres en variant la pr�ecision de d�e�nition des portefeuilles constamment rebalanc�es.
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1 an 10 ans 30 ans
Pr�ecision (%) Temps de calcul (s) Pr�ecision (%) Temps de calcul (s) Pr�ecision (%) Temps de calcul(s)

50 0.00003 50 0.00003 50 0.001
10 0.00003 10 0.00008 10 0.003
5 0.00003 5 0.00009 5 0.002
1 0.0001 1 0.001 1 0.006
0.1 0.003 0.1 0.02 0.1 0.06
0.01 0.02 0.01 0.2 0.01 0.6
0.001 0.2 0.001 2 0.001 7
0.0001 2 0.0001 150 0.0001 500

TABLEAU 5.2 { R�esultats de temps de simulation pour un march�e de 2 titres

Figure 5.1 { Evolution du temps de calcul pour un march�e de 2 titres en fonction de la pr�ecision de d�e�nition
des portefeuilles constamment rebalanc�es

La premi�ere chose que nous pouvons constater est que le temps de calcul semble �evoluer de mani�ere lin�eaire
avec la pr�ecision de d�e�nition �a l'exception peut-être du passage de 0.001 �a 0.0001 %. Ceci est logique dans le
sens o�u en augmentant la pr�ecision d'une d�ecimale, le nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es d�e�nis
augmentent lui aussi de la même mani�ere. En e�et, en passant d'une pr�ecision de 1 �a 0.1%, l'on passe d'un
nombre de portefeuilles d�e�nis de 101 �a 1001, soit le même rapport. Faisons d�ej�a la remarque que si cela est vrai
pour un march�e de 2 titres, cela ne l'est pas pour des march�es de taille sup�erieure o�u l'augmentation du nombre
de portefeuilles aura plutôt tendance �a être de nature exponentielle que lin�eaire. Ensuite, la seconde remarque
que nous pouvons formuler est que l'augmentation de la p�eriode de calcul augmente de la même mani�ere le
temps de calcul. Ainsi, en passant d'1 an �a 10 ans, le temps de calcul est approximativement multipli�e par 10,
et en passant de 10 ans �a 30 ans, celui-ci est multipli�e par 3.
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Figure 5.2 { Evolution du temps de calcul pour un march�e de 5 titres en fonction de la pr�ecision de d�e�nition
des portefeuilles constamment rebalanc�es

A l'aide de ces nouvelles illustration pour un march�e de 5 titres, nous pouvons con�rmer nos constatations
pr�ec�edentes. Ainsi, nous constatons d�esormais que l'�evolution du temps de calcul ne suit plus vraiment une loi
lin�eaire en fonction de la pr�ecision de d�e�nition mais a plutôt une allure exponentielle. Ceci nous laisse donc
pr�esager que l'�evolution du temps de calcul avec la pr�ecision de d�e�nition suit typiquement une loi exponentielle
que l'on suppose être d'autant plus importante avec l'augmentation de la taille du march�e m. Pour con�rmer
cette intuition, nous allons d�esormais montrer l'�evolution du temps de calul pour une pr�ecision de d�e�nition
�x�ee lorsque la taille du march�e augmente.

Figure 5.3 { Evolution du temps de calcul en fonction de la taille du march�e pour une pr�ecision de d�e�nition
de 25%
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Sur base de cette �gure, on a d�ej�a l'intuition que l'�evolution du temps de calcul avec le march�e pour une
pr�ecision �x�ee d�epasse largement le cadre lin�eaire. Cependant, a�n de renforcer cette conclusion nous allons
maintenant r�ealiser les mêmes simulations avec un pr�ecision encore plus importante qui devrait rapidement
devenir critique pour les plus grand march�es.

Figure 5.4 { Approximation exponentielle du temps de simulation en fonction de la taille du march�e pour
une pr�ecision de d�e�nition de 10% et une p�eriode d'investissement d'1 an (les param�etres de l'approximation
sont donn�ees sur le graphique)

A une pr�ecision de d�e�nition de l'ordre de 10 %, il nous est av�er�e impossible de r�ealiser nos simulations
avec une taille de march�e sup�erieure �a m = 10. En r�ealisant une interpolation exponentielle de nos valeurs
num�eriques de simulation, on remarque en Figure 5.4 que notre loi d'�evolution du temps de calcul avec la taille
de march�e colle parfaitement �a une fonction exponentielle.

Figure 5.5 { Extrapolation du temps de simulation en fonction de la taille du march�e pour une pr�ecision de
d�e�nition de 10% et une p�eriode d'investissement d'1 an
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En extrapolant la loi exponentielle d�etermin�ee en Figure 5.4 �a des march�es de plus grandes tailles, nous
constatons de mani�ere claire que l'obtention d'un r�esultat end�eans les 24h n'est plus possible d�es un march�e de
taille sup�erieure �a 26 titres. A titre d'exemple, on remarque qu'il faudrait plus de 100 000 ann�ees de simulation
pour obtenir un r�esultat sur base d'un march�e de 50 titres.

m 10 26 50 100 500
Temps de calcul 0.2 s 22 heures 108 jours 1026 jours 10175 jours

TABLEAU 5.4 { Valeurs particuli�eres d'extrapolation du temps de calcul pour une taille de march�e croissante
avec une d�e�nition des titres de 10%

En conclusion �a cette section, nous pouvons donc dire que, en plus de proposer des rendements peu
int�eressants en comparaison des benchmarks classiques, l'obtention de r�esultat sur base d'un rebalancement
journalier est peu envisageable en pratique pour des march�es de tailles sup�erieures �a une trentaine de titres.
En e�et, nous pouvons juger que d�e�nir l'ensemble des portefeuilles constamment rebalanc�es �a une pr�ecision
de 10% semble être un minimum. Or, pour cette pr�ecision, on ne peut d�e�nitivement pas s'employer �a utiliser
le Portefeuille Universel pour des march�es sup�erieurs �a 30 titres. D�es lors, même si nous pourrions consid�erer
que des r�esultats avec des pr�ecisions de l'ordre de 20% peuvent être satisfaisant, il est clair qu'en prenant des
tailles de march�e plus large de l'ordre de 50 titres, l'obligation de travailler avec une pr�ecision de d�e�nition
proche de 50% va indubitablement d�ecrô�tre fortement nos performances.

Ainsi, nous pouvons retenir deux conclusions essentielles �a ceci. Premi�erement, dû aux temps de simulation
important, les conclusions formul�ees dans les chapitres pr�ec�edents sur base de nos 2 crit�eres �etudi�es ont pu être
biais�es pour les tailles de march�es importantes (sup�erieure �a 10 titres). Ensuite, et c'est probablement le fait
le plus crucial, l'utilisation du Portefeuille Universel tel que d�ecrit par Cover ne peut être utilis�e en pratique
que pour des march�e d'une trentaine de titres au plus.

5.2 Temps de calcul relatif au Portefeuille Universel modi��e

Nous allons maintenant tâcher d'estimer �a quel point l'utilisation du Portefeuille Universel modi��e par
rapport �a sa version classique peut am�eliorer le temps de simulation. Ci-dessous sont pr�esent�es les �equivalents
des Figures 5.3 et 5.4 relatives au P.U. modi��e. La di��erence premi�ere est que le temps de simulation est
constant peu importe la p�eriode puisque par d�e�nition le calcul du Portefeuille Universel modi��e ne se fait
que sur la journ�ee pr�ec�edente.
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Figure 5.6 { Evolution du temps de calcul en fonction de la taille du march�e pour une pr�ecision de d�e�nition
de 25%

Figure 5.7 { Approximation exponentielle (P.U. modi��e) du temps de simulation en fonction de la taille
du march�e pour une pr�ecision de d�e�nition de 10% (les param�etres de l'approximation sont donn�ees sur le
graphique)
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m 10 26 50 100 500
Temps de calcul 0.02 s 15 heures 109 jours 1029 jours 10191 jours

TABLEAU 5.6 { Valeurs particuli�eres d'extrapolation du temps de calcul pour une taille de march�e croissante
avec une d�e�nition des titres de 10% (P.U. modi��e)

En conclusion, si nous voyons que pour des tailles de march�es r�eduites, le Portefeuille Universel modi��e
apporte un avantage de rapidit�e par rapport �a sa version classique, on voit qu'avec des tailles de march�es plus
importantes, cette avantage ne se fait plus sentir. En e�et, sur base du tableau 5.6 et par comparaison avec
le tableau 5.4, nous observons que les ordres de grandeur des temps de simulation pour de grands march�es
restent similaires �a quelques puissances pr�es. A performance �egale, le P.U. modi��e n'apporte donc un avantage
que si la taille de march�e consid�er�ee reste relativement modeste. Ceci est ais�ement compr�ehensible. En e�et,
la di��erence fondamentale entre le Portefeuille Universel et sa version modi��ee est que le calcul du premier se
fait de mani�ere cumul�ee sur une p�eriode de temps �a choisir tandis que le second ne base son calcul que sur
une seule journ�ee. Cependant, l'int�egration pr�esent�ee dans les formules (1.8) ou (3.8) reste la même. D�es lors,
puisqu'on sait que c'est l'explosion du nombre de portefeuilles constamment rebalanc�es qui induit l'explosion
du temps de simulation, et que cette explosion est commune au P.U. classique et modi��e, on comprend que le
petit avantage multiplicatif (une constante 9)que poss�ede la version modi��ee ne p�ese rien en comparaison du
temps �enorme de calcul �a grande taille de march�e.

9. Par exemple, si l'Universel classique consid�ere une ann�ee comme p�eriode de calcul, l'avantage de la version modi��ee est une
constante = 250, valeur qui ne change pas peu importe la taille du march�e consid�er�ee.
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Conclusion

Dans le cadre de ce travail, nous avons pu exposer de mani�ere concise la th�eorie de Thomas Cover rela-
tive au Portefeuille Universel (P.U.). Ce portefeuille a la pr�etention de g�en�erer une richesse approchant celle
produite par le Portefeuille Optimal (P.O.) qui, par d�e�nition, est le meilleur portefeuille constamment re-
balanc�e pour un march�e de m titres et une p�eriode d'investissement de n journ�ees. Nous avons constat�e que
les d�eveloppements de Cover repose sur une hypoth�ese d'activit�e des titres qui est rarement rencontr�ee en
pratique, �a plus forte raison pour des march�es de taille importante et de petites p�eriodes d'investissement. D�es
lors, nous avons constat�e que le rapport th�eorique entre la richesse produite par le P.U. et celle g�en�er�ee par
le P.O. (qui se base sur cette hypoth�ese d'activit�e) ne procure aucune information pertinente. Malgr�e cela, la
th�eorie de Cover nous a �egalement appris que s'il existe au minimum deux titres actifs dans le march�e, alors,
le rendement propos�e par le Portefeuille Universel surpasse celui de n'importe quel titre seul sur la p�eriode.
Nous avons prouv�e sur base de multiples exemples que cette proposition n'est pas v�eri��ee en pratique et que la
condition que deux titres soient actifs n'est que n�ecessaire mais non su�sante au respect de cette derni�ere. Plus
particuli�erement, la v�eri�cation de la proposition semble n�ecessiter une tr�es grande p�eriode d'investissement
(relation asymptotique quand n!1).

Nous avons ensuite estim�e les performances du Portefeuille Universel en comparaison du Portefeuille Op-
timal mais �egalement de portefeuilles benchmarks comme le portefeuille �equipond�er�e et le portefeuille de
Markowitz. Dans une premi�ere section th�eorique, nous avons �etudi�e comment se modi�e cette performance
selon la volatilit�e et la corr�elation pour un march�e de 2 titres �a l'aide de la th�eorie des mouvements browniens.
Nous avons conclu que la richesse du P.U. s'approche d'autant plus de celle du P.O. au plus les titres sont
corr�el�es et peu volatils. De plus, nous avons observ�e que le P.U. surpasse la plupart du temps les benchmarks
classiques mais que cette sur-performance l�eg�ere ne peut pas être reli�ee �a des valeurs pr�ecises de volatilit�e ou de
corr�elation. Nous avons ensuite entrepris l'�etude des performances de mani�ere empirique sur base de plusieurs
dizaines de titres boursiers issus du NYSE. Nous avons conclu que le Portefeuille Universel approche tr�es bien
la richesse g�en�er�ee par le Portefeuille Optimal pour de petits march�es et de petites p�eriodes d'investissement
(rapport d'environ 80-90%). Cependant, le rapport entre la richesse produite par le P.U. et le P.O. chute
rapidement avec la taille du march�e et la p�eriode d'investissement. Par la comparaison avec nos benchmarks,
nous avons examin�e que le P.U. surpasse constamment les benchmarks de r�ef�erence mais que cette domination
est tr�es l�eg�ere (au plus 1% de rendement annuel). De plus, cette sur-performance augmente tr�es faiblement
avec la p�eriode d'investissement mais reste stable suivant la taille du march�e.

Par la suite, nous avons plac�e notre P.U. dans des situations plus r�ealistes en introduisant les coûts de
transaction. Nous avons identi��e que le rapport de richesse P.U./P.O. est tr�es peu a�ect�e par les coûts de
transaction. Il a �egalement �et�e d�etermin�e que la sensibilit�e du rendement du Portefeuille Universel aux CT
s'�etablissait entre -1 et -2 (variation du rendement annuel pour augmentation de CT de 1%). Finalement, nous
avons �egalement estim�e les temps de calcul requis par le Portefeuille Universel pour calculer l'indice journalier
�a rebalancer. Nous avons conclu que l'utilisation de la m�ethodologie est impossible d�es que la taille du march�e
est de l'ordre d'une trentaine de titres ou plus.
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En conclusion, le Portefeuille Universel dans sa version pure d�evelopp�ee par Cover, sous couverts de situa-
tions r�ealistes o�u les coûts de transaction sont non nuls, pr�esente peu d'int�erêt. En e�et, nous avons d�etermin�e
que ses performances ne sont en pratique pas notablement sup�erieures �a celle du portefeuille �equipond�er�e.
Notons que cette r�ealit�e peut être en partie caus�ee par la r�eduction de la matrice des combinaisons des porte-
feuilles constamment rebalanc�es que nous nous sommes impos�ee pour des questions de temps de simulation
acceptable. Une perspective int�eressante �a ce travail pourrait, d�es lors, consister �a �etablir les performances du
P.U. en consid�erant beaucoup plus de portefeuilles constamment rebalanc�es. En e�et, s'il est d�emontr�e que les
performances du P.U. dans ce cas deviennent beaucoup plus int�eressantes, ceci remettrait alors en cause toutes
nos conclusions. De plus, même si la puissance des processeurs informatiques actuels limiterait alors l'utilisa-
tion du P.U. �a quelques titres, l'�evolution rapide des technologies pourrait laisser esp�erer que l'application de
la m�ethodologie devienne possible dans les ann�ees futures même pour de grands march�es.

Finalement, d'autres perspectives et am�eliorations prometteuses peuvent être mise en �evidence. Nous pou-
vons par exemple penser �a pond�erer plus fortement les meilleurs portefeuilles du march�e a�n de modi�er plus
largement l'indice journalier de rebalancement. L'id�ee du Portefeuille Universel modi��e que nous avons intro-
duit dans ce travail semble �egalement s�eduisante. Comme nous avons montr�e que dans la cas d'un march�e de 2
titres, les performances de cette version modi��ee �etait similaire �a celle de la version classique, nous pourrions
penser �a r�ealiser de nouvelles �etudes pour de plus grands march�es. Plus particuli�erement, une m�ethodologie
bas�ee sur l'EWMA (Exponentially Weighted Moving Average) pourrait être envisag�ee a�n de consid�erer malgr�e
tout une longue p�eriode de rendement mais en donnant plus de poids et d'importance aux �ev�enements r�ecents.
On r�ealiserait ainsi en quelque sorte un compromis entre Portefeuille Universel classique et Portefeuille Uni-
versel modi��e.
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Annexe A

Liste des titres NYSE

Num�ero Ticker Nom Activit�es

1 A Agilent Electronique (Instruments de mesure)
2 AAL American Airlines Industrie a�erienne
3 AIG American International Group Assurances
4 APA Apache Corporation Industries p�etroli�ere
5 APD Air Product & Chemicals Gaz industriels
6 BABA Alibaba Commerce en ligne
7 BAC Bank of America Finance
8 CAT Caterpillar Indutrie M�ecanique
9 CL Colgate Palmolive Produits de consommation
10 COO The Cooper Companies Mat�eriel m�edical
11 CPB Campbell Soup Agroalimentaire
12 CTL Century Link T�el�ecommunication
13 DIS The Walt Disnay Company Divertissement
14 DG Dollar General Grande distibution
15 EDU New Oriental Education Education priv�ee
16 EFX Equifax Cr�edit
17 EGN Energen Industrie p�etroli�ere
18 EVHC Envision Healthcare Soins de sant�e
19 F Ford Industrie automobile
20 FDX Fedex Transport de marchandises
21 FL Foot Locker Industrie vestimentaire
22 GE General Electric Conglom�erat
23 GM General Motors Industrie automobile
24 GS Goldman Sachs Finance
25 HPE Hewlett Packard Enterprise Informatique / Logiciel
26 IBM Intelligence Business Machine Informatique
27 JEC Jacobs Engineering Group Ing�eni�erie de construction
28 K Kellogg's Agroalimentaire
29 KMI Kinder Morgan Industrie p�etroli�ere
30 KO Coca-Cola Boissons
31 KSU Kansas City Southern Inc. Exploitation ferroviaire
32 MA Mastercard Services �nanciers
33 MCD McDonald's Restauration rapide
34 MMM 3M Company Conglom�erat industriel
35 MO Altria Group Produits de consommation
36 MON Monsanto Agro-industrie
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Num�ero Ticker Nom Activit�es

37 MSI Motorola T�el�ephonie et �electronique
38 NKE Nike Equipement sportif
39 NRG NRG Energy Energie
40 ORCL Oracle Logiciels
41 PEP PepsiCo Agroalimentaire
42 PFE P�zer Industrie pharmaceutique
43 PG Procter & Gamble Produits de consommation
44 PLD Prologis Immobilier
45 PXD Pioneer Natural Ressources Electronique (industrie sonore)
46 RHT Red hat Logiciel
47 SCG Scana Corp Energie
48 SHOP Shopify Commerce en ligne
49 SWK Stanley Black & Decker Outillage
50 SYK Stryker Corp Equipement m�edical
51 TIF Ti�any & Co Joaillerie
52 TWTR Twitter Logiciel
53 TWX Time Warner Inc. M�edia
54 TXT Textron Industrie a�eronautique et militaire
55 VZ Verizon Communicationsl T�el�ecommunications
56 W Wayfair Inc. Commerce en ligne
57 WFC Wells Fargo Finance
58 WMT Wal-Mart Grande distribution
59 XOM Exxon Mobile Industrie p�etroli�ere
60 YUM Yum ! Brands Restauration rapide
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Annexe B

Caract�eristiques PC Brutus01

Ci-dessous sont d�ecrites les caract�eristiques techniques du PC Brutus01.
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