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structure primaire sous le critére de flexion

Toute fonction de a et A relative au volume de la
poutre i sous le critere de flexion

Toute fonction de a, A et L /e relative au volume de
la structure totale (primaire + secondaire) sous le
critére de flexion

Toute fonction de a et A relative au volume de la
structure primaire sous le critére de cisaillement

Toute fonction de a et A relative au volume de la
poutre i sous le critere de cisaillement

Toute fonction de a, A, Z et L/e relative au volume
de la structure totale (primaire + secondaire) sous le
critére de cisaillement

Toute fonction de a et A relative au volume de la
structure primaire sous le critere de déplacement

Longueur de construction géométrique pour le
plancher a 4 modules

Longueur du cOté extérieur de la zone en coin
inférieur droit ou supérieur gauche d’un plancher a
4 modules

Elancement de la poutre

Valeur de dimensionnement de la fleche maximale
par rapport a la longueur du plancher, fixée par le
concepteur (L/8;,4,=150, 200, 300,...)
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1. Introduction

Al’heure d’aujourd’hui, les structures réciproques sont relativement peu présentes dans le monde qui
nous entoure et donc forts méconnues aux yeux d’'une grande partie de la population. Une premiére
définition simple consisterait a les caractériser comme étant des structures autoportées, c’est-a-dire
composées d’un enchevétrement d’éléments reposant mutuellement les uns sur les autres. On utilise
donc des ensembles de poutres, appelés modules, que I'on place a répétition les uns a la suite des
autres pour donner a la structure la forme souhaitée. Elles sont alors particulierement intéressantes
pour traverser des portées dont la longueur est supérieure a celle des éléments car aucun appui
central n’est nécessaire, seuls les contours de la structure sont appuyés sur le sol ou sur d’autres
éléments structuraux. Un autre avantage certain est le cachet architectural qui permet de donner une
grande originalité a la structure.

L’absence de telles structures dans les constructions actuelles est due a plusieurs facteurs. Le premier
concerne leur complexité de mise en ceuvre. Comme chaque élément supporte le précédent et repose
sur le suivant, tous les éléments sont liés entre eux. Aucune tolérance n’est accordée entre le modele
et la réalité car le déplacement, méme léger, d’'un assemblage par rapport a ce qui était prévu en
théorie, occasionnera des changements dans toute la structure. Pour y remédier, une solution serait
de robotiser la mise en ceuvre des différents modules en optimisant la précision des déplacements et
des gestes du robot ainsi que la précision des assemblages.

Ensuite, ces structures sont généralement construites en bois, un matériau de construction trop
souvent mis de c6té a cause de son prix exorbitant en comparaison a celui du béton. Effectivement,
les colits de main-d’ceuvre sont bien plus importants pour le bois du fait qu’il faut retirer I'écorce, le
couper, 'assembler, le coller,... Cependant, dans le cadre des structures réciproques, nous souhaitons
privilégier les assemblages bois-bois qui sont plus écologiques et qui peuvent étre, une fois de plus,
robotisés. De plus, a long terme, on envisage de prendre des troncs d’arbres a peine travaillés, ce qui
permettrait d’utiliser des essences de bois locales dont le diameétre du tronc est plus faible car il n’y
aura pas de matiére a retirer. On pourra alors profiter de toutes les qualités de résistance du bois tout
en réduisant la main-d’ceuvre et donc en diminuant les co(ts.

Finalement, ces structures occasionnent des déformations importantes pouvant dépasser les
déformations admissibles telles que prescrites dans I'Eurocode. Pour pouvoir les utiliser dans le
monde du batiment, au-dela du monde de I'art, il est donc important de vouloir limiter leurs
déplacements en choisissant les bonnes combinaisons de modules interagissant mutuellement entre
eux.

Le mot « optimisation » semble donc prendre tout son sens lorsqu’on parle des structures
réciproques. L'objectif, ici, est de limiter les facteurs négatifs pour permettre le développement de
telles structures dans les années a venir. Pour cela, nous nous concentrerons d’une part, sur
I'optimisation de la quantité de bois utilisée afin de réduire la masse (et donc le co(t) de la structure
et d’'une autre part, sur les déformations qu’on souhaite limiter au maximum. Etant donné que la
possibilité de composer des modules réciproques et de les assembler ensemble selon une forme
souhaitée est presque infinie, nous nous pencherons uniquement sur le cas d’un plancher composé
de modules a 4 poutres. En jouant sur le nombre de modules et sur la forme du plancher, le but est
de déterminer la meilleure combinaison d’éléments, c’est-a-dire, celle pour laquelle le volume sera le
plus petit possible tout en respectant les critéres aux états limites ultime et de service.
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Ce travail se compose de 4 grandes parties :

Tout d’abord, une bréeve remise en contexte du sujet permettant de comprendre ol en est le monde
de la recherche dans I'optimisation de ces structures. Les éléments fondamentaux nécessaires a la
bonne compréhension de la suite du document y seront également abordés.

Ensuite, la deuxieéme partie concerne le développement analytique a proprement dit de I'optimisation
du volume d’un plancher. Dans un premier temps, la démarche visera les planchers classiques afin de
permettre une comparaison finale avec les planchers réciproques. Ensuite, différents types de
planchers réciproques seront analysés sous les critéres ELU et ELS.

La troisieme partie permet de développer une méthode numérique rapide et facile a utiliser pour
optimiser les planchers réciproques plus complexes. Cette méthode est également testée pour vérifier
les résultats analytiques obtenus dans la deuxieme partie.

Finalement, la derniere partie a pour but de discuter et de comparer les résultats obtenus pour les
planchers classiques et réciproques analysés de sorte a définir la solution optimale.
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2. Etat de I'art

Cette premiere partie est destinée a familiariser le lecteur avec le concept de structures réciproques
en commengant par exposer le contexte historique, I'utilité de ce genre de structures ainsi que leur
cOté innovant. Par la suite, un exemple permettra de mieux visualiser leur fonctionnement et leur
mise en ceuvre. Enfin, les fondamentaux pour comprendre la suite du mémoire seront abordés. Parmi
eux, la théorie des indicateurs morphologiques définie pour le calcul d’optimisation sera introduite.

2.1. Introduction aux structures réciproques

2.1.1. Contexte historique

Le concept d’éléments mutuellement supportés existe depuis I'Antiquité et se développe dans
plusieurs parties du monde a travers différentes cultures : les logements néolithiques, les tentes
construites par les esquimaux et les tipis imaginés par les indiens suivent tous ce méme principe.

NS

Figure 1 : Constructions indiennes de I’Antiquité suivant le principe d'éléments mutuellement
supportés [12]

Au temps de I'Empire Romain, sous la gouverne de Jules César, ce systeme est utilisé dans la
construction de ponts afin de simplifier les assemblages entre les éléments.

Plus tard, en Europe, ce concept est a la base employé pour franchir de longues portées a l'aide
d’éléments en bois de faibles dimensions. Plusieurs scientifiques, physiciens et mathématiciens se
sont penchés sur le probléme bien qu’il n’y ait aucune notion d’optimisation dans un premier temps.
Du c6té de I'Orient, ce principe a d’abord été utilisé traditionnellement dans la création de paniers en
bambou avant de se transmettre aux objets de plus grandes dimensions. Les premiéres références
découvertes se trouvent dans les temples bouddhistes un peu partout en Asie.

A travers le temps et les continents, le seul point commun entre ces différentes créations semble étre
le matériau utilisé : le bois. Bien qu’en Occident il soit utilisé a une fin constructive et pratique et qu’en
Orient il soit utilisé pour une raison spirituelle, le bois a toujours été le matériau de construction
privilégié. [11]

2.1.2. Pionniers dans le domaine

Bien que Villard de Honnecourt (13%™ siécle) soit le premier a avoir présenté une esquisse d’un
modéle réciproque, c’est Léonard de Vinci (15-16°™ siécle) qui, en Occident, est le premier & s’étre
concentré sur ces structures avec une approche scientifique. Une de ses configurations géométriques
tridimensionnelles les plus connues est son pont auto-supporté (Figure 2, gauche). Comme on peut le
voir, chaque élément repose I'un sur I'autre avec une certaine excentricité entre poutres a considérer.
Sebastiano Serlio (16°™ siécle) a tenté de simplifier cette complexité géométrique en supprimant la
notion d’excentricité. Pour cela, il utilise des poutres dont les axes sont alignés formant ainsi un
plancher plat (Figure 2, droite).
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Figure 2 : Pont auto supporté de Léonard de Vinci [3] (a gauche), solution proposée par Sebastiano
Serlio en vue de supprimer I'excentricité [8] (a droite)

Au 17%™¢ siécle, John Wallis apporte une approche scientifique plus moderne : il s’intéresse au cas
d’une longue portée traversée a l'aide d’un grillage composé de modules réciproques dont les
éléments sont emboités les uns dans les autres. Il propose, d’une part, un développement
mathématique fournissant les forces agissant dans chaque élément du grillage et, d’une autre part,
les aspects pratiques de la construction de structures en bois. Cette démarche ressemble fortement a
celle des ingénieurs d’aujourd’hui. Cependant, deux erreurs sont retrouvées dans ses travaux : il
considere seulement les efforts et pas les déformations des éléments, et il prend en compte
uniquement le poids propre des poutres sans considérer une éventuelle charge extérieure. [5]
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Figure 3 : Structure réciproque de John Wallis [5]

Bien que I'on retrouve plusieurs structures construites un peu partout dans le monde, peu de
contemporains se sont réellement penchés sur la question de leur optimisation. On peut tout de
méme citer Thomas Kohlhammer (217 siécle) qui a développé une méthode d’optimisation ainsi
gu’une méthode de calcul sous forme d’approche matricielle mettant en évidence le principe de
réciprocité en montrant une certaine redondance dans le systéme. La méthode d’optimisation utilisée
dans le cadre de ce mémoire se concentre, quant a elle, sur I'adimensionnalisation des paramétres en
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se basant sur la théorie des indicateurs morphologiques introduite par Zalewski (1996) et largement
développée par Pierre Latteur et Philippe Samyn.

2.1.3. Définition

Le terme « réciprocité » vient du mot latin « reciprocus » qui, décomposé en deux parties, devient
« recus », signifiant « en arriére », et « procus », signifiant « en avant ». En couplant ces deux
significations, on comprend qu’il s’agit d’un terme impliquant une dépendance entre éléments
positionnés avant et aprés un élément tierce. [11]

Pour que ce principe soit applicable, il exige le respect de trois hypotheses fondamentales :

e Présence de minimum trois éléments interagissant mutuellement entre eux.

e Chaque élément supporte et est supporté par des éléments voisins. La poutre est donc
soumise, au minimum, a de la flexion bien que de la traction ou de la compression peuvent
également se rajouter.

e Lesjonctions entre éléments sont réalisées le long de la poutre et pas en bout d’élément. C’'est
donc bien la poutre placée en-dessous qui sert d’appui.

‘ P. Latteur, 2018

Figure 4 : Exemples de modules réciproques possibles [7]

Les avantages de ce type de structures sont multiples. Parmi eux, on compte un caractere architectural
prononcé et des assemblages aisés ne nécessitant pas de colle et trés peu d’acier. De plus, les
structures réciproques font parties des structures statiquement déterminées, c’est-a-dire qu’elles
peuvent étre calculées en utilisant uniquement les équations de la statique.

Un bémol persiste dans la recherche du meilleur agencement des modules qui s’avere relativement
compliqué. En effet, dans une telle configuration réciproque, il n’existe pas de hiérarchie entre les
éléments. lIs fonctionnent tous en méme temps et de la méme maniére. La position d’un élément
n’influence pas son comportement structurel. L'optimisation de cet agencement se calculera, en fait,
a I'aide d’une série de parameétres développés ultérieurement. [7]
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2.1.4. Typologie des structures réciproques
Une structure réciproque est composée de modules qui sont eux-mémes composés d’éléments. Le
nombre de modules ainsi que le nombre d’éléments par module sont deux parameétres décisifs de la

structure.

L'agencement le plus basique consiste en un seul module a quatre éléments proposé par Villard de
Honnecourt au 13°™ siécle (Figure 5, gauche), d’autres modules élémentaires sont représentés dans
la Figure 4. En réalité, il existe une infinité de structures possibles allant du module élémentaire unique
a des combinaisons beaucoup plus complexes (Figure 5, droite).
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Figure 5 : Module élémentaire proposé par Villard de Honnecourt (gauche) [3], combinaisons de

modules complexes (droite) [7]

Bien qu’il y ait une infinité de modules possibles, on peut les classer en trois catégories distinctes :

Modules avec paramétres initiaux indépendants :

Le concepteur définit lui-méme la longueur des éléments, les excentricités entre éléments
ainsi que la longueur d’engagement (définie ci-aprés) et sur base de cela, un module peut étre
généré. Les configurations de ce type les plus simples a obtenir consistent en des grillages
formés de polygones (carrés, hexagones,...). L'expérience montre que la plupart de ces
structures ne peuvent étre courbées que dans une seule direction formant généralement des
cylindres ou des cones (Figure 6, gauche).

Modules avec paramétres initiaux dépendants :

Les trois parametres cités ci-dessus sont dépendants les uns des autres. Cette fois-ci, le
concepteur définit seulement un de ces paramétres sans contréler les deux autres, ce qui lui
laisse moins de degrés de liberté (Figure 6, droite).

Modules qui ne peuvent pas étre construits avec des éléments droits :

Ce cas correspond a celui oU, pour une valeur donnée des trois parametres, il est impossible
de construire le module sans plier les éléments. Cela peut étre di soit aux mauvaises
conditions initiales soit au nombre de contraintes trop élevé. [3]
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Figure 6 : Structure réciproque cylindrique composée de modules avec paramétres initiaux
indépendants (gauche), structure réciproque sphérique composée de modules avec paramétres
initiaux dépendants (droite) [3]

2.1.5. Dimensionnement de ces structures par programme de calculs

Il existe différents programmes permettant de calculer de telles structures. Le premier qu’on peut
citer est SCIA permettant de concevoir des modeles paramétriques (ou non) relativement simples. Ce
logiciel sera utilisé comme outil de vérification dans ce mémoire. Cependant, son usage devient limité
lorsque les structures deviennent trop complexes a dessiner. Le logiciel Rhino & Grasshopper permet
de dessiner, de maniére paramétrique également, différentes configurations de structures
réciproques et de les calculer. La paramétrisation étant plus poussée qu’avec SCIA, la modification de
ces configurations se fait de maniére plus aisée. D’autres programmes de contréle de la forme de ces
structures ont été développés au fil des années. On peut, par exemple, citer I'outil « Reciprocalizer »
qui est un logiciel congu spécialement pour les structures réciproques [10]. Il tient compte de 3
possibilités de connexions différentes illustrées en Figure 7 : les assemblages sont dans le méme plan,
les assemblages se superposent tous vers le haut ou les assemblages se superposent en alternance
vers le haut ou vers le bas. Le programme se base sur la configuration initiale de la structure ainsi que
sur le détail des noeuds associé a une des 3 méthodes d’assemblage pour générer, de maniere
itérative, différentes configurations possibles [9].

Figure 7 : a. configuration initiale, b. configuration avec support vers le haut, c. configuration avec
support mixte haut/bas, d. poutres dans le méme plan [9]
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2.1.6. Exemple : Observatoire Rokko

L'observatoire Rokko a été imaginé par I'architecte Hiroshi Sambuichi et construit en 2011 par le
groupe ARUP. Cette structure est composée de modules réciproques en acier eux-mémes remplis par
d’autres modules réciproques. Tres vite, les ingénieurs se sont rendus compte de la complexité de
construire un tel design. La géométrie du dome a alors été congue a partir de la répétition d'un méme
module dans un réseau circulaire symétrique selon une méthode itérative tout comme celle utilisée
par Reciprocalizer. Cela a permis de générer la structure mais également de générer un échafaudage
temporaire épousant parfaitement la forme de la structure. Cet échafaudage a été utilisé tout au long
de la construction pour permettre aux éléments de conserver leur position finale durant I'assemblage
des modules et avant d’étre fixés définitivement par soudure.

Figure 8 : Observatoire Rokko (Kobe, Japon) [4]

Plutot que d’utiliser un échafaudage temporaire, une autre technique, s’appliquant trés bien aux
modules a 3 poutres, consiste a développer des assemblages cinématiquement rigides. Dans ce cas,
les points de contact entre les poutres adjacentes sont fixés dés le départ comme attendu dans la
configuration finale. Ainsi, lorsqu’un module est complété, il est totalement rigide et il ne peut plus se
déformer car les assemblages les en empéchent. L'application de cette technique est illustrée en
Figure 9 pour des modules a 3 et 4 éléments. Comme on peut le voir, la solution rigide d’un seul
module a 4 éléments prend la forme d’un losange et non d’un carré. Par contre, le réseau composé
de plusieurs modules a 4 éléments est cinématiquement déterminé lorsque les modules répétés
prennent différentes formes tout au long de la structure [9].

B

N p o A

Proposition d’un module
rigide a 3 éléments

Mécanisme

. . Proposition d’un module
inextensible

rigide a 4 éléments

Figure 9 : Assemblages des poutres de maniére a avoir des modules non déformables durant la mise
en ceuvre de la structure [9]

2.1.7. Utilité et caractéere innovant des structures réciproques

Une structure réciproque trouve son utilité dans la construction d’une structure permettant de
franchir une grande portée tout en étant composée d’éléments de faibles dimensions, ou du moins,
d’éléments dont les dimensions sont inférieures a celles de la portée.
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Ce principe est innovant sous plusieurs aspects dont le principal est 'utilisation du matériau bois, et
plus précisément, I'utilisation du bois brut. Cela permettrait de fortement diminuer les colts de main
d’ceuvre lié au tri, découpage,... du bois qui sont relativement élevés afin que le bois devienne un
concurrent estimé du béton. De plus, cela permettrait également d’utiliser des essences de bois
locales moins désirées actuellement et pourtant abondantes telles que le bouleau, par exemple. En
effet, comme on ne passe pas par la phase de découpage du bois, non seulement on garde toutes ses
propriétés mécaniques mais en plus, on peut utiliser des troncs de plus faible diametre puisqu’il n’y a
plus de perte de matiere.

Un autre aspect positif concerne son impact sur le développement durable. D’une part, la quantité de
déchets due au sciage du matériau est fortement diminuée, d’autre part, le fait de privilégier des
assemblages bois-bois permet de limiter la quantité de colle utilisée, néfaste pour I’environnement.

Pour que tout cela fonctionne parfaitement, il faut promouvoir le développement de robots multiaxes
avec un nombre de degrés de liberté presqu’infini permettant le positionnement et I'assemblage des
morceaux de bois de maniére rapide et efficace. Un autre élément important consiste a fournir a ces
robots multiaxes une bibliothéque de données précises des troncs d’arbres disponibles et donc
disposer d’un systéme de scannage adéquat. [7]

2.2. Concept d’indicateurs morphologiques

La méthode des indicateurs morphologiques vise a déterminer, sur base d’une approche
paramétrique, la configuration optimale d’une structure. Les résultats obtenus sont donc applicables
a une infinité de combinaisons puisqu’ils dépendent de parametres variables.

2.2.1. Définition des parametres
Un module réciproque est caractérisé par plusieurs parametres représentés sur la Figure 10 :

e lalongueur des poutres constituant le module : L, [mm]

e Le nombre de poutres constituant le module : n,, [/1

e Le diameétre de chaque poutre : ¢ [mm]

e la longueur d’engagement: al, [mm] avec a € [0;1] correspondant a la proportion
d’engagement

e L’excentricité des poutres: d [mm] ou I'angle formé entre l'inclinaison de la poutre et
I’"horizontale : a [°]

Longueur d’engagement al,,

AN

Elément

Fenétre d’engagement

Figure 10 : Module élémentaire composé de 3 éléments [3]
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L’excentricité des poutres rend les structures réciproques tridimensionnelles et ajoute un parametre
supplémentaire qui dépend directement de I'épaisseur des poutres. De plus, cette mise en « hors
plan » sera fortement influencée par la longueur d’engagement : au plus celle-ci est faible, au plus
I’écart « hors plan » sera important [9]. Dans ce mémoire, |'excentricité sera négligée car on souhaite
obtenir des planchers plats composés de plusieurs modules (Figure 7d). On suppose donc que les
éléments seront liés par des assemblages bois-bois leur permettant de rester dans le méme plan
comme, par exemple, ceux illustrés en Figure 11. De plus, cela permet d’éviter les efforts de traction
et de compression dans les différents éléments, seule la flexion sera présente.

Figure 11 : Assemblage bois-bois permettant aux poutres de rester dans le méme plan [13]

En plus de ces parametres-13, il faut également réfléchir a la disposition des éléments les uns par
rapport aux autres. Bien que I'excentricité ne soit pas prise en compte, les éléments reposent quand
méme les uns sur les autres et il peut étre intéressant de comprendre ce mécanisme de superposition :

e Disposition des extrémités des éléments dans le module :

Elément B Elément B

supportant ™ supportant ™
I /
Elément A Elément A
supporté supporté

Figure 12 : Disposition des extrémités d'un élément A par rapport a un élément B (gauche : vers le
bas, droite : vers le haut) [3]

Comme on peut le voir sur la Figure 12, les extrémités des éléments de chaque module sont soit
appuyés SUR I'élément adjacent soit passés SOUS I'élément adjacent. On constate que lorsque A
repose SUR B (gauche), A est dirigé vers le bas car il passera SOUS I'élément adjacent du module
adjacent, tandis que lorsque A passe SOUS B (droite), A est dirigé vers le haut car il reposera SUR
I’élément adjacent du module adjacent.

Si on tient compte des excentricités, il est a noter que lorsque le module est composé d’éléments
dirigés vers le haut, les connexions fonctionnent en compression quand la structure est chargée, tandis
gue lorsque le module est composé d’éléments dirigés vers le bas, les connexions peuvent agir en
traction. A I'époque de Villard de Honnecourt, les assemblages étant moins élaborés, il n’existait que
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des combinaisons avec modules composés d’éléments dirigés vers le haut afin d’éviter au maximum
la traction [3].

Dans le cadre de ce mémoire, I'excentricité étant négligée, ceci n’influence pas le résultat. Cependant,
la configuration utilisée sera telle que les extrémités d’une poutre passeront toujours au-dessus des
poutres voisines.

e Sens de rotation des éléments au sein du module :

A

A\ 4
L ]

Figure 13 : Sens de rotation des éléments d'un module (gauche : configuration initiale, centre : sens
anti-horlogique, droite : sens horlogique) [3]

La configuration initiale est une représentation idéalisée du module qui ne tient compte d’aucune
contrainte géométrique, c’est-a-dire que I'excentricité et la longueur d’engagement ne sont pas prises
en compte dans la conception, seuls le nombre d’éléments et leur longueur importent.

En se basant donc sur cette configuration initiale et en imaginant des personnes pousser les extrémités
de chaque élément du module, on peut en déterminer son sens de rotation : sens horlogique (Figure
13, droite) ou sens anti-horlogique (Figure 13, centre). [3] Cela permet de comprendre le mécanisme
de superposition et de déterminer la disposition d’un élément par rapport a un autre.

2.2.2. Détermination des indicateurs morphologiques

Comme vu précédemment, les structures réciproques dépendent d’un grand nombre de paramétres.
La méthode des indicateurs morphologiques a pour but de diminuer ce nombre afin de rendre
I'optimisation plus abordable. Ces facteurs sont alors regroupés dans des expressions
adimensionnelles, appelées indicateurs morphologiques. On peut les séparer en deux catégories [1] :

Les indicateurs morphologiques primaires sont des parameétres adimensionnels que I'on fait varier
dans le but d’optimiser les indicateurs morphologiques secondaires :

e La proportion d’engagement : a

e Le facteur de proportionnalité des longueurs d’un plancher rectangulaire : 41

e L’entraxe entre les poutres paralléles de la structure secondaire : e ou L/e

o Le coefficient adimensionnel de cisaillement (défini dans le chapitre suivant) : Z

X

N 5
e Le rapport fleche sur longueur du plancher : %
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Les indicateurs morphologiques secondaires dépendent donc des indicateurs morphologiques
primaires et permettent I'optimisation du systéme ainsi que la comparaison entre différentes
structures (méme si ce ne sont pas ces facteurs que I'on fait varier directement) :

e L’indicateur de volume a I'ELU, exprimé en fonction de la contrainte de flexion ou de
cisaillement dans la section la plus sollicitée, représente la valeur adimensionnelle du volume
de la structure :

2/3

_ Vu m,d

T R2/375/3

E;7°LS

e L|’indicateur de volume a I'ELS, exprimé en fonction de la fleche maximale, représente

également la valeur adimensionnelle du volume de la structure :

1/2
_ VsEgh

s = ———

F61/2L2

W,

Comme il le sera démontré dans le chapitre 3, ces deux indicateurs secondaires dépendent bien des
indicateurs primaires :

W, = f(a,A,%,Z)
Ws = f(a,/l, L )

Sm ax
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3. Développement analytique de I'optimisation d’un plancher formé
de modules réciproques

Ce chapitre a pour but de développer les équations analytiques optimisant le volume d’un plancher
carré ou rectangulaire et composé d’'un ou plusieurs modules réciproques. Avant de s’y intéresser
complétement, I'analyse sur un plancher classique a poutres paralléles sera introduite dans le but de
pouvoir réaliser une comparaison finale entre différents types de planchers. L'optimisation se base
sur le principe des indicateurs morphologiques et est développée selon le critére ELU en contraintes
de flexion et de cisaillement ainsi que sous le critere ELS (court ou long terme) en déplacement.

3.1. Hypotheses
La définition des parameétres se trouve dans le chapitre Table des symboles. Les hypothéses générales
utilisées dans ce document sont les suivantes :

- Le plancher classique est de forme rectangulaire et soumis a un chargement externe vertical g
[N/mm?] dont la force totale est F [N]. Le poids propre de la structure est négligé ou inclus dans
le chargement externe. Ce plancher se compose uniquement d’une structure primaire avec
poutres paralléles.

- Le plancher réciproque est de forme rectangulaire et soumis au méme chargement externe
vertical g [N/mm?] dont la force totale est F [N]. Il se compose d’une structure primaire
(modules réciproques) et d’une structure secondaire (poutres paralléles de plus faibles
diametres) qui porte selon le petit c6té de chaque zone du plancher. Afin que les poutres
secondaires soient paralléles aux poutres du module réciproque, seuls les modules a 4 éléments
seront analysés.

- Dans tous les cas, les poutres paralléles sont espacées d’'un entraxe e constant dépendant du
type de couverture du plancher et défini comme étant une donnée du probléme.

- Lespoutres sont isostatiques et caractérisées par une longueur Ly, une section circulaire pleine,
notée A, de diametre ¢ et une inertie I. Le volume de la structure primaire est noté V tandis
que le volume total (primaire + secondaire) et noté V;,;.

- Les poutres secondaires du plancher réciproque ont une longueur et un diamétre variables en
fonction des zones et sont supportées par la structure primaire en supposant une charge
distribuée.

- AVELU, le chargement est noté q,, et F,, tandis qu’a I'ELS (court ou long terme), il est noté gs et
Fs.

- Le matériau considéré est le bois avec un module de Young moyen E;,,, un module de

cisaillement moyen G, une résistance caractéristique a 95% f,,x en flexion et f, en

cisaillement. On définit le parametre 8 = ]}m—k = ];m—'d représentant le rapport des résistances.
v,k v,d

- Lecritere ELU en flexion est évalué dans la section la plus fléchie :

Mmax kmodSmk
m,d .

21/ — Ym
i .. . . . T 4VEa
- Le critere ELU en cisaillement est évalué dans la section la plus cisaillée : ”

p

< kcrfv,d =

kmodf . . L . -
ker —modlvk Ce critére est pris en compte pour la structure primaire uniquement ou il peut

m

devenir dominant face au critere de flexion pour des faibles valeurs de la proportion
d’engagement a.

- Le critere ELS en déplacement se base sur la fleche maximale d’une poutre ou du systéme et
respecte le critére de dimensionnement L /8,4, choisi par le concepteur.
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3.2. Expression du volume d’une poutre fléchie

Avant d’introduire le plancher classique avec sens de portée, on s’intéresse a I'optimisation du volume
d’une poutre fléchie de longueur L,, et de diametre ¢, soumise a une charge uniformément répartie
q; [N/mm] telle que F = q; L, [N].

quF/Lp

y A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A 4 A4 A 4

Q7

Ly ’ "’E

< >

Figure 14 : Poutre fléchie soumise a une charge uniformément répartie

3.2.1. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte

Cette section est fortement inspirée des travaux de Pierre Latteur [6]. Sur base de la Figure 14 et

sachant que la section et l'inertie d’'une poutre circulaire pleine sont respectivement données par
_n¢?

Ap ==~

volume sont données par :

4
T . . s o . . .
etl = ;%, la contrainte dans la section la plus fléchie ainsi que la formule classique du

(o = Mmax _ 4Ly ( 2_<4pr)2/3
2I/p w3 5 !(]b “\ no
P> , 4V

V=L ld) =

N . . . . N FL TR
Ou I'expression de la contrainte se calcule pour un moment maximal égal a My, 4y = T”. En éliminant

le diamétre ¢p2 du systéme, on détermine I'expression du volume en fonction de la contrainte :

F2/3L5/3
_ p
V= 0.923—02/3
En I’écrivant sous forme adimensionnelle, I'indicateur de volume apparait :

VO.2/3
=——=0.92
F2313/3 0923 1a)
p
Le volume adimensionnel de matiére d’une poutre fléchie de longueur L,, soumise a une charge totale

F et engendrant une contrainte ¢ dans la section la plus sollicitée, est donné par I'expression (1a).

Cette expression (1a) est évaluée a I’état limite ultime :

F2/375/3 2/3
V= 09232 - W, = =757 = 0923 (1b)
£ FL

3.2.2. Optimisation du volume de bois en fonction de la fleche maximale
L’expression de la fleche maximale d’une poutre bi-articulée soumise a une charge uniformément
répartie est donnée par :
_ SQLL‘;;
384E, ,,1
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2 4
En sachant que 4, = % etl = %, le systéme suivant peut étre construit :

3 3 \1/2
f(g _SFLy ( o7 = 5FL}
! 6”E0,m¢)4 N J 6”E0'm8
n¢2 2 4V
V="t =

En éliminant ¢»2 du systéme, le volume exprimé en fonction de la fleche maximale est donné par :

L, 1/2 Fl/sz,
V =0.405 (—)
8/ Egh

L'indicateur de volume s’obtient en adimensionnalisant I'expression obtenue :

1/2 1/2
L\"

VE,!2
=y = 2 2
W = pipgy = 0405 (5) (2a)

Le volume adimensionnel de matiére d’une poutre fléchie de longueur L, soumise a une charge totale
F et engendrant une fleche maximale § quelque part dans la poutre, est donné par I'expression (2a).

En évaluant cette expression (2a) a I’état limite de service, on trouve :

L. \1/2 F1/2L2 Vv gY/2 L. \1/2
Vs = 0.405 (5 ; ) L2 5 Wy=—1 22 =0405 (5 = ) (2b)
max EO,m P;S Lp max

3.3. Expression du volume d’un plancher composé de poutres paralleles
Cette section a 2 objectifs :

- Comparer les planchers classiques et réciproques pour mesurer leur efficacité.

- Permettre le calcul du volume des structures secondaires d’un plancher réciproque car on fait
I’"hypothése que les modules sont composés de 4 éléments paralléles aux bords du plancher et
donc la structure secondaire, formée d’'un ensemble de poutres paralleles, prend place dans des
zones rectangulaires.

Soit un plancher de dimensions LxAL composé de n poutres bi-articulées portant selon le plus petit
coté. En supposant A €]0; 1], chaque poutre a donc une longueur AL, une section circulaire pleine 4,
o . . , L . .
de diamétre ¢ et est espacée de sa voisine d’un entraxe e = —la charge surfacique totale agissant

sur ce plancher est notée g [N/mm?] telle que F = qAL? [N].
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Figure 15 : Plancher classique composé de poutres paralléles

3.3.1. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte
Sur base de la Figure 15, la charge répartie linéairement sur chaque poutre est donnée par :

F [ N ] F F [ N
=— |— - = —ee=—|—
T= 712 [mm? @ =702 ALn lmm
Sachant que le moment maximal d’une poutre bi-articulée soumise a une charge répartie uniforme

AL)?
est Myax = QL(8 )

, les expressions de la contrainte dans la section la plus sollicitée en flexion et du

volume valent :

o= = _
21/¢p mp3n R B (nna)
V. = T[¢2AL 2 4Vl
Ty ¢ = AL

Le volume d’une seule poutre exprimé en fonction de la contrainte de flexion est donc :

F2/315/3L5/3

Vi = OQZSW

Toutes les poutres étant identiques, le volume total de bois du plancher vaut :

F2/3AS/3L5/3

— — 1/3
V=nV;=0923——7—n'/

Ecrit de maniere adimensionnelle, on obtient finalement :

VO.2/3
W=rnpn
Le volume de matiére d’un plancher composé de n poutres paralleles dont le c6té portant est AL,
(A €]0; 1]), soumis a une charge totale F et engendrant une contrainte ¢ dans la section la plus
sollicitée, est donné par I'expression (3a).

=0.92315/3n1/3 (3a)

A I’état limite ultime, I'expression (3a) devient :

2/345/375/3 2/3

EX"2°°L v

V, = 0.923 uz—/3n1/3 N W, = 2”/3—"”1 = 0.923 15/3n1/3 (3b)
md Fu L5/3
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En Figure 16 est représentée |’expression (3b) de I'indicateur de volume W en fonction du nombre de
poutres composant le plancher, et ce pour différentes dimensions du plancher rectangulaire (A =
1,0.8,05,0.3).

Conclusion : Au plus il y a de poutres, au plus le volume est élevé. La solution triviale correspondant
a un nombre de poutres nul est optimale mais non envisageable. La solution a choisir sera
conditionnée par la longueur des éléments formant la couverture du plancher.

2/3
Vu m,d

F2315/3

1.6
14 r

1.2

08} .

0.6 " [ —

0.4 // .
1=05

02- [ - —— - - —e ]

Figure 16 : Plancher classique — Indicateur de volume sous le critére de flexion

3.3.2. Optimisation du volume de bois en fonction de la fleche maximale
Connaissant I'expression de la fleche maximale d’une poutre bi-articulée soumise a une charge

uniformément répartie q;, = —, le systeme suivant peut étre construit :

AL’
F
( s () ALy __SFRI (._ < 5FA3L3 >1/ 2
384E 1 6mEy md*n > ! 6mEg mnd
m$? L 2 _4Vi
vi="n Y
Ainsi, le volume d’une seule poutre du plancher exprimé en fonction de la fleche est :

ALN\Y? F1232 2
V=005 (1) ELRE
=) e
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Et donc le volume total :

ALNY? F1/2)212
V =nV; = 0.405 (—) ———n1/?
5 £1/2
0,m
Ecrit sous forme adimensionnelle, on obtient finalement :
1/2 1/2
AL
—_om _ 2,172 (22 (4a)
o = 0.40527n1/% (2)

Le volume de matiére d’un plancher composé de n poutres paralleles dont le c6té portant est AL,
(A €]0; 1]), soumis a une charge totale F et engendrant une fleche maximale § est donné par
I’expression (4a).

En évaluant cette expression (4a) a I’état limite de service, on trouve :

AL \Y2FY?)212 VsEY? AL \ /2
Vs = 0.405( ) 8 nt2 o Wy=—Oomo 0.405,12n1/2< ) (4b)
max E;érzl Fal/zL2 max

La Figure 18 représente la fonction Ws(4,n) = 0.40512n1/2 tracée en fonction du nombre de poutres
composant le plancher et pour différentes valeursde A = 1, 0.8, 0.5, 0.3.

Conclusion : L'allure du graphe en Figure 18 est similaire a celle du graphe en Figure 16 ou I'on
exprime le volume du plancher en fonction de la contrainte. Il est a noter que les valeurs en
ordonnée de ces 2 graphes ne sont pas comparables directement du fait que les indicateurs
morphologiques de flexion et de déplacement ne sont pas exprimés en fonction des mémes
parametres et que ces parametres ne peuvent pas étre corrélés entre eux.

Toutefois, les conclusions restent identiques : au plus il y a de poutres composant le plancher, au
plus le volume est élevé. La solution triviale correspondant a un nombre de poutres nul est optimale
mais non envisageable. Comme pour le cas de la contrainte, la longueur des éléments formant la
couverture du plancher déterminera la solution a adopter.

3.3.3. Discussion sur le sens de portée d’un plancher classique

Les expressions du volume en fonction de la contrainte de flexion et de la fleche obtenues en (3b) et
(4b) permettent de démontrer que d’un point de vue de I'optimisation de matiére, il est toujours plus
intéressant que le plancher porte selon le petit c6té. Pour démontrer cela, considérons 2 planchers de
mémes dimensions tels que I'un porte selon le c6té de longueur AL (CAS 1, analysé ci-dessus) et |'autre
porte selon le c6té de longueur L (CAS 2). Un espacement e entre chaque poutre est supposé constant
et égal dans les 2 cas :

CAS1 CAS 2

e
+——»
®
e

[ ]

AL AL
[ ]
®

[ ] ® [ ] [ ]

L L

Figure 17 : Sens de portée d'un plancher classique
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Ws(4,n) ' [

Figure 18 : Plancher classique — Variations de Wg(A, n) sous le critere de déplacement

A I'ELU, I'équation (3b) fournit le volume en fonction de la contrainte pour chacun des 2 cas :

e VolumedansleCAS1(n=1L/e):

u
Vy1 = 0923 5

m,d

F2/3/15/3L5/3 <L>1/3
e

e VolumedansleCAS2 (n = AL/e):

FXRL5/3 (AL\'/?
Vu,2 =0.923 2—/3 (?>
fm,d
Le rapport de ces 2 volumes donne :
M = }4/3
Vi,2

Comme A € ]0; 1], le volume V,, , sera effectivement plus important que le volume V,, ;. Le CAS 1
permet donc une plus grande économie de matiére que le CAS 2.
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Le méme raisonnement s’applique a I'ELS en utilisant I’équation (4b) pour chacun des 2 cas :

e VolumedansleCAS1(n=1L/e):

. 0405< AL )1/2 F51/2/12L2 (L)1/2
§1 =Y. -
! (Smax E;{rrzl e

e Volumedansle CAS2 (n = AL/e):

Vs, =0 405( L )1/2 Fy*1? (ﬂL)l/z
§2 =Y. —_
(Smax Eg,(ﬂzl e
En supposant que le concepteur choisisse 3 L = ;L , le rapport des volumes donne :
Vo _ 13/2
Vs,2

Comme on peut le voir, les conclusions sont les mémes que dans le cas de la contrainte : pour A €
]0; 1], le volume Vj , sera plus important que le volume Vg ;. Dans la suite du document, les poutres
secondaires porteront donc toujours selon le petit c6té de chaque zone du plancher réciproque.

3.4. Expression du volume d’un plancher carré composé d’un seul module réciproque
élémentaire

Soit un plancher carré de dimensions LxL composé d’un module réciproque a 4 poutres. Chaque

poutre a une longueur L,, et une section circulaire pleine 4, dont le diametre vaut ¢. Cette fois-ci, la

charge surfacique considérée q [N/mm?], telle que F = qu [N], est distribuée sur 5 zones : le sens de

portée des zones rectangulaires est choisi selon le petit c6té de longueur (1 — a)Lp et on décide de

déterminer un sens de portée vertical pour la zone carrée centrale, comme illustré en Figure 19.

L=2-al,

Poutre 2 — Type 2

Poutre 3—-Type 1

Poutre 1 —Type 1

¥
&
y

aLP (1- a)Lp

Poutre 4 — Type 2

Figure 19 : Plancher carré avec un module réciproque soumis a une distribution uniforme des charges
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Note : On définit les appuis avec les indices i et j tels que R; ; représente la réaction d’appui de la
poutre i s’appuyant sur la poutre j. L'indice O fait référence au bord du plancher ou I'appui est fixe.

De par le choix du sens de portée de la zone carrée centrale, on distingue 2 types de poutres dans le
module : les poutres 1 et 3 ainsi que les poutres 2 et 4 sont identiques deux a deux car soumises au
méme chargement. Elles se nomment, respectivement, poutres « type 1» et « type 2 ». Leurs
schémas statiques, basés, respectivement, sur les poutres 1 et 2, sont fournis en Figure 20 et Figure
21.

Ry, =Fay,
q2 = qaly/2
A 4 ql - ([(1 - (VI)L])/Z

N

3
——— »
L, .
R1,4— = Fal,‘l Rl,O = FO.'LO
Appui sur poutre voisine Appui fixe

Figure 20 : Schéma statique d’une poutre type 1 soumise a un chargement uniformément distribué

Ry, =Rya=Fay, g, =q(1— a)Ll,/Z
v by b byl
A&, L, R
Ryy =Faz, Ryo = Fazyg
Appui sur poutre voisine Appui fixe

Figure 21 : Schéma statique d’une poutre type 2 soumise a un chargement uniformément distribué

La résolution des équations d’équilibre des moments et des efforts verticaux dans chaque poutre type
donne les réactions d’appuis suivantes :

( a’?—a+1
R1'4,=F0(1'4=F<m>
—2a+2
(4(2—a)2>
—ad+a?—-a+1
Ron =Fazs = ( 4a(2 — a)? >

—2a+2>

Rip=Faip=

R0 =Fayy 2(Z—a)?

3.4.1. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte

3.4.1.1. Approximation : toutes les poutres du module sont de type 1

Cette section est fortement inspirée des travaux de Pierre Latteur [6]. Dans cette premiere partie, on
considere que les 4 poutres du module réciproque sont identiques et de type 1. Par cette
approximation, on se met du coté de la sécurité car la poutre type 1 est plus chargée que la poutre
type 2. Cette derniere sera alors plus ou moins surdimensionnée en fonction de la valeur de la
proportion d’engagement a.
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3.4.1.1.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

3.4.1.1.1.1. Expression du moment maximal
Le critere de flexion dépend du moment maximal de la poutre. Ne sachant, a premiére vue, pas ou il
se situe, il faut I’évaluer dans chaque trongon de poutre.

Avant toute chose, les efforts internes sont déterminés a I'aide des coupes en Figure 22.

Ry =Fay,
qz = qaLp/z v l - qz = qaLP/Z v I I Y
¢ =q(—a)ly/2} l , /] )M q1=q(1—a)ly/2 l l l / )M
/
/) 7)
\Y

/ 7FZ x Vv frar e,
x
Ris=Fas, Ry =Fag,

Appui sur poutre voisine Appui sur poutre voisine

Figure 22 : Poutre type 1 - coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

Vg1(x) = —(q1 + q2)x + Ry 4
La coupe 1 pour 0 < x < alL,, fournit: X2
Mg (x) =—(q: + QZ)? + Ry 4x
La coupe 2 pour al, < x < L, fournit :
Va1(x) = —q1x + Ry 4 — Ry 1 — qzal,
al
Md,l(x) = _%xz + (R1,4 - R2,1 - qzaLp)x + (R2,1 + q2 Tp) aLp

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < alL,)
_ dMg,l(x)

La position du moment maximal déterminée a I'aide de la relation V,; ; = 0 0 fournit :
a’?—a+1 L
X =——
g:1,max 2a(2 — a)
Il faut vérifier que cette solution se trouve dans les bornes du trongon :
al—a+1 L <al a >—1i\/§
- <a = — - a =
2a(2 — a) P77 2—-qa 1.2 2
La solution « + » permet de conclure que le moment maximal est dans le trongon gauche pour des
valeurs a = _1;\@ = 0.618. Dans ce cas, il vaut :

Mg,l,max = a12,4(2 —a)FL = fl,g,O(a)FL
Ou onaposé fi 50(a) = af (2 — a).

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 1 (aL, < x < L,)
En utilisant la méme relation que précédemment, le moment maximal se trouve a la position suivante :

—a?
a1 max = (2(1 —a)(2 - a)) L

Cette solution est négative Va € [0; 1]. Le moment maximal n’est jamais dans le trongon droit.
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Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 1
Le moment calculé au droit de la charge ponctuelle est donné par :

1—-a
sFL = fipo(@)FL

My = My = ) = o

1-a
4(2-a)3’

Ouon aposé f1,0(a) =

Finalement, on conclut que le moment maximal dans la poutre type 1 est donné par :

1—a
fipo(@) = ——== 0<a<0.618
My max = f10(@)FL avec f; o(a) = {"P° 42 — a)3
figo(@) = af,(2 —a) 0618<a<1

3.4.1.1.1.2. Expression du volume du module réciproque
Les expressions de la contrainte et du volume pour une seule poutre sont :

( o = Mimax _ 32f10(@FL (, (32fio(@FL\"

! T2L/¢ T . Jd’l ) (T>
i L 42 — a)V.

=" G=2) R

Le volume d’une seule poutre du module réciproque est donné par :

1?({3(61) F2/315/3
2—a %3

V, = 3.691

Sous I’hypothése d’un plancher réciproque a 4 poutres identiques de type 1, le volume total est :

~ ~ 1?({3(61) F2/3]15/3 ~ F2/315/3
V =4V, = 14.762 > —a o3 Wgrl(a)W
Oou Wgq(a) = 14.762 @ L'indicateur de volume apparait en rendant [I'expression
adimensionnelle : -
Vo?/3

W = W = WB,l (Cl) (53)

Le volume de matiére d’un plancher composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres
identiques, soumis a une charge totale F et engendrant une contrainte o dans la section la plus fléchie
est donné par I'expression (5a). Cela signifie que peu importe la charge, la contrainte ou la longueur
du plancher, le volume minimal sera toujours atteint pour une valeur de a qui minimise Wy 1 (a).

Cette expression (5a) est évaluée a I'état limite ultime :

/3
Fuz/3L5/3 Vu 1r2L,d
Vu = WB,1(a)2—/dg - Wy = N Wg,1(a) (5h)
m, u

Sur la Figure 23 est représentée lI'expression (5b) de l'indicateur de volume en fonction de la
proportion d’engagement a.

Conclusion : Au plus la valeur de a est faible, au plus le volume est faible. En effet, la structure sera
prés de 4 fois plus légeére lorsque a = 0 que lorsque a = 1. La solution optimale correspond au cas
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ol le plancher est composé de 4 poutres de longueur L/2 qui se rejoignent en leur extrémité, au
centre du plancher. Cependant, les effets dus a I'effort tranchant n’ont pas été pris en compte et
on se doute que cela aura une incidence pour des valeurs a — 0.

Etant donné I'approximation faite, la courbe n’est pas optimale. Toutefois, elle reste intéressante
pour plusieurs comparaisons dans la suite de ce document.

2/3 .
Vu m,d
2/3 5/3
E*315/
2| 4
1.5 1
L
1 I /,—-"""/ =1
_.fﬂf“f
0.5F n
0 1 L | | 1 a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 23 : Plancher carré (approximation) — Indicateur de volume sous le critére de flexion

3.4.1.2. Sans approximation : 2 poutres type 1 et 2 poutres type 2 composent le module

Afin d’optimiser au mieux la structure, on considére le module tel gu’il est réellement, c’est-a-dire,
composé de 2 types de poutres distinctes. Le volume d’une poutre type 1 a déja été déterminé en
section 3.4.1.1. Seul le développement pour la poutre type 2 est explicité ci-dessous.

3.4.1.2.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte pour la poutre type 2
3.4.1.2.1.1. Expression du moment maximal

La premiere étape consiste a évaluer le moment maximal dans toutes les parties de la poutre type 2,
illustrée en Figure 21. Les efforts internes sont déterminés grace aux coupes en Figure 24.

Rig=Fag,
(h:q(l—q')f_.!)/z | /)M ('“:q[:_]_—(';)LF_J/Zl l l | l / M
i 7|
al
X v L \
X
Ry1 =Faz, Ry1 =Fuazq
Appui sur poutre voisine Appui sur poutre voisine

Figure 24 : Poutre type 2 - coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)
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Vg2(x) = —q1x + Ry

Mgrz(x) = _ﬁxz + Rzrlx

La coupe 1 pour 0 < x < alL, fournit: {
2

Va2z(x) = —q1x + Ry1 — Ry

La coupe 2 pour aL,, < x < L, fournit : { q
P P My (x) = =71 x% + (Ryy — Rya)x + Ryqaly

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 2 (0 < x < alL,)
La position du moment maximal est donnée par la résolution de I'équation V, , = 0 :

a’?+1 L
x =
9,2,max oq P

La vérification de la solution dans les bornes du domaine méne a I'inéquation impossible : 1 < a?.
Donc, le moment maximal ne se trouve pas dans le troncon gauche.

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 2 (aL, < x < L,)
La résolution de I'équation V; , = 0 fournit la position suivante :

Xd,2,max = <m> Ly

Cette valeur étant toujours négative, le moment maximal ne se trouve pas non plus dans le trongon
droit.

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 2
On conclut donc que le moment maximal se situe au droit de la charge ponctuelle pour toute valeur
de a € [0; 1]. Dans ce cas, il vaut :

1—a
My max = Myo(x = al,) = WFL = f20(a)FL
N , 1-a
Ouonaposé f,o(a) = ToRmES

3.4.1.2.1.2. Expression du volume d’une poutre type 2
Le critére de flexion et I'expression du volume d’une poutre type 2 sont donnés par :

o= Mamax _ 32f20(@FL , _ (32f0(@FL\*?
2l¢s g3 . il
P/ L 42 —a)V.
v =" (73) 0 =20
—a L

Le volume d’une seule poutre type 2 du module réciproque vaut alors :

22,({3(a) F2/315/3
2—a o?/3

V, = 3.691

Note : Le diametre de la poutre type 2 est adapté de maniére a ce que la contrainte de flexion (et donc
le matériau utilisé) soit identique dans tout le module :

_ _ M3 max 13 _ f20(@) 3
=% ” 2= (Ml,max> = 1 <f1,0(a)>
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Cette valeur de ¢, ne dépend, au final, que de a et ¢, diamétre de référence du probleme. De plus,
pour a < 0.618, le moment maximal dans les 2 types de poutres sont égaux et donc ¢; = ¢,.

3.4.1.2.1.3. Expression du volume du module réciproque
En additionnant 2 a 2 le volume des poutres, on obtient I'équation du volume de bois du module en
fonction de la contrainte :

7.382 53 23, F23L3/3 F2/315/3
V=2vi+al, = m( 10 (@ +foo (a))W =Wp(@)—35—

ouWg(a) = %( 1%({3(a) + f;f(a)). En adimensionnalisant, I'indicateur de volume apparait :
V172/3
W= T[S = Wg(a) (6a)

Le volume de matiere d’un plancher carré composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres
identiques 2 a 2, soumis a une charge F répartie uniformément sur tout le plancher et engendrant
une contrainte ¢ dans la section la plus sollicitée, est donné par I'expression (6a).

En évaluant cette expression (6a) a I’état limite ultime, on trouve :

/3
oy il
Wy = WB(a)z—/; - W= 25 Wp(a) (6b)
m, u

Sur la Figure 25 est représentée I'expression (6b) du volume adimensionnel W sous le critére de flexion
en fonction de la proportion d’engagement a.

Conclusion : Les conclusions sont globalement similaires a celles faites pour la Figure 23, c’est-a-
dire, au plus la valeur de a est faible, au plus le volume est faible. Sans tenir compte des effets dus
a I'effort tranchant, la solution optimale correspond au cas ol le plancher est composé de 4 poutres

L. - (s
de longueur 5 qui se rejoignent en leur extrémité au centre du plancher.

Il est a noter que, jusqu’a présent, on a considéré le cas ol seul le volume des 4 poutres du module
est pris en compte pour une charge extérieure s’appliquant sur le plancher : on n’a pas encore
ajouté le volume transmis par la structure secondaire. Cependant, le volume de ces structures
intermédiaires sera également plus faible pour a = 0 que pour a = 1 car la portée est diminuée de
moitié entre les 2 valeurs de a. Il est aussi possible que la structure secondaire ait un optimum
compris quelque part entre a = 0 et a = 1. Tout ceci est pris en compte dans la sous-section
3.4.1.2.2.

La chute du volume en fin de courbe s’explique par le fait que le chargement total, pour a = 1, est
majoritairement repris par le plancher de la zone centrale. Or, ce plancher central est supporté par
la poutre type 1. Ainsi, alors que la poutre type 1 est de plus en plus en chargée, la poutre type 2
I’est de moins en moins donc, réalisant le calcul a contrainte maximale égale dans chaque poutre,
le diametre de la poutre type 2 diminue fortement. Comme on peut le voir sur la Figure 26

représentant la relation % = (

1
car leur rapport vaut 1. Ensuite, le diameétre ¢, décroit trés rapidement jusqu’a tendre vers 0 pour

des valeurs a = 1. Cela affecte donc le volume total de la structure.

1/3
M . N P . ’s
ﬂ) , les 2 diamétres sont égaux jusqu’a la valeur a = 0.618

1max
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Vu TEL/; T T T T T

F2315/3 /\

0.5 .

0 1 1 1 I 1 a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 25 : Plancher carré — Indicateur de volume sous le critere de flexion

b2/¢1

—

0.8 | a=0618 -

06 A

0.4 T

0.2r .
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 26 : Plancher carré — Evolution du diamétre des poutres types 1 et 2

Il peut étre intéressant de superposer la courbe en Figure 23, représentant le volume du module
lorsque les 4 poutres sont identiques et de type 1, avec celle de la Figure 25, ou les 2 types de poutres
sont pris en compte.
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Conclusion : On remarque que les 2 allures sont exactement les mémes jusque a = 0.618, valeur
avant laquelle les moments maximaux sont égaux dans toutes les poutres du module. Ensuite, les
courbes se séparent pour des valeurs de a plus importantes du fait de la contribution de la poutre
type 2. Dongc, la Figure 27 montre que pour des faibles valeurs de a, I'approximation faite lors du
premier raisonnement est tout a fait valable, tandis que pour des valeurs de a > 0.8, le gain de
matiére occasionné par la prise en compte des 2 types de poutres est non négligeable.
Effectivement, le volume étant réduit de pratiquement la moitié, il est alors intéressant de
considérer un module réciproque composé de 4 poutres identiques 2 a 2.

2/3 T | T
Vu m,d . .
2/3— 4 poutres identiques
Fu 15/3 de type 1
5 _
1.5 ]

/ 4 poutres

1r / identiques 2a 2 -

0 1 | | | 1 a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 27 : Plancher carré — Superposition des indicateurs de volume sous le critéere de flexion avec et
sans approximation sur le type de poutres

3.4.1.2.2. Correction du graphique en tenant compte du volume des structures intermédiaires

Au volume de la structure primaire doit s’ajouter celui de la structure secondaire. Pour cela, I'entraxe
e entre les poutres intermédiaires étant une donnée du probleme conditionnée par le type de
plancher en couverture (planches OSB, par exemple), on le considére constant sur les 5 zones du
plancher.

Comme pour la structure primaire, on souhaite la méme contrainte dans toutes les poutres
intermédiaires. Pour que cela soit possible a entraxe constant, il faut adapter le diamétre des poutres
dans chaque zone tel que :

1/3
Mc,max) /

M, r,max

0y = O0¢ d ¢c=¢r<

Ou les indices « r » et « ¢ » correspondent aux poutres secondaires, respectivement, sur les zones
rectangulaires et carrées du plancher.
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Sur base de la Figure 19, la structure secondaire peut se décomposer en plusieurs parties :

. . . L L
® 4 zones rectangulaires de dimensions L,x(1 — a)L, = ;x(l —a) T

. L L/(2-a
Le nombre de poutres dans chaque zone est donné par n, = ?” = % En reprenant
I’expression (3a) du volume d’un plancher avec sens de portée, on trouve :

A, ; 2/3
1/3 \A¢or
V. = 0.923n, 0

5/3
((1 — a)Lp) I\1/3 (1 —a)7/3 F2/315/3
52/3 = 0.923 (_) (2 — )03 52/3
OU A, = (1—a)l3 et Ay = ((2 - a)Lp)z.

alL al
-0 o

, aL alL/(2—-a s
Le nombre de poutres dans cette zone est donné par n, = Tp = # En se basant a

e 1 zone carrée centrale de dimensions al,xal, =

nouveau sur I'expression (3a), on obtient le volume de la structure secondaire dans la zone
carrée :

1/3 a 10/3 F2/3L5/3

2—a o2/3

A 2/3 5/3
(e?)  (aty)

02/3

L

V. = 0.923n3 =0.923 (E)
2

U A, = a3 et Ay, = (2 — @)Ly .

Ainsi, le volume total de la structure secondaire vaut :

1/3 4(1 — @)7/3 + q19/3\ F2/315/3
Veee = 4V, + V., = 0.923 (E) < >

(2 — a)10/3 52/3

Le volume total du plancher sous le critere de flexion, incluant les 2 niveaux de structure, est alors
donné par :

4(1 _ a)7/3 + a10/3> F2/3L5/3 L) F2/3L5/3

1/3
Viot = | Wg(a) +0.923 (g) ( 2 — )13 023 Wh,ss (a,g T o23

L)1/3 (4(1—a)7/3+a10/3
(2—a)1°/3
évalué a 'ELU, l'indicateur de volume en flexion apparait :
pp

Avec Wy g5 (a L) = Wy(a) + 0.923(

2 - ) Ecrit de maniére adimensionnelle et

2/3

Vitotfoma L
w, . = -wtetdmd _ (a’ _)
u,tot Fuz/3L5/3 Bss\% 7 (7)
Le volume total (structures primaire + secondaire) de matiére d’'un plancher soumis a une charge
totale F et engendrant une contrainte de flexion o dans la section la plus sollicitée est donné par
I’expression (7).

Sur la Figure 28 est représentée I'expression (7) de l'indicateur de volume tenant compte de la
structure secondaire en fonction de la proportion d’engagement a, et ce pour différentes valeurs du

rapportg =0,5,10, 15,20, 25.
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Conclusion : Lorsque la proportion d’engagement a augmente, la zone centrale carrée augmente
tandis que les zones rectangulaires diminuent. A partirde a > 0.7 ... 0.8, la taille de la zone centrale
carrée est relativement importante et donc la portée des poutres de cette zone I'est également. Le
volume de la structure secondaire augmente alors fortement en comparaison du volume de la
structure primaire.

De plus, comme on l'avait déja remarqué a la Figure 16, analysant le volume adimensionnel d’un
plancher simple, au plus le nombre de poutres sur les planchers secondaires augmente, au plus le
volume augmente.

Ensuite, on remarque que la solution optimale se trouve pour des valeurs a < 0.7. En effet, pour
des valeurs a > 0.7, le volume augmente fortement sous le critéere de flexion dominant. Tandis que
pour des valeurs a < 0.7, les courbes de la structure totale sont relativement constantes, ce qui
permet une certaine latitude au concepteur. Cependant, I'effet di a I'effort tranchant n’a pas
encore été pris en compte et on se doute que cela ajoutera une borne inférieure.

Il est également intéressant de comparer la masse totale d’un plancher carré de dimensions LXL
composé d’'un module réciproque élémentaire et de sa structure secondaire avec celle d’un
plancher classique de mémes dimensions composé de n poutres paralléles de portée L et d’entraxe

s pe . . . . . e
constant e. Pour cela, on définit I'indicateur adimensionnel de I'entraxe ¢ = T Dans le cas d’un

. L , .
plancher simple, n = > représente le nombre de poutres composant le plancher tandis que dans un

plancher avec module réciproque, ce nombre n’a pas de signification physique directe. Cependant,
en définissant l'indicateur de I'entraxe comme ceci, il est possible de comparer le volume de ces 2

planchers. On prend donc la valeur optimale de W pour chacune des courbes % en Figure 28 et on
la divise par la valeur correspondante de W pour le plancher classique en Figure 16 :
° Pouré = 5 le rapport vaut 0.86 (gain de matiere de 14%)

° Pouré = 10 : le rapport vaut 0.77 (gain de matiére de 23%
° Pouré = 15 : le rapport vaut 0.71 (gain de matiere de 29%

)
)
° Pouré = 20 : le rapport vaut 0.67 (gain de matiére de 33%)
)

° Pouri = 25 : le rapport vaut 0.64 (gain de matiere de 36%
Le plancher carré avec module réciproque permet donc d’économiser entre 15% et 35% de matiéere
par rapport a un plancher simple avec sens de portée.
Finalement, on note également que le poids propre de la structure secondaire est compris entre

30% et 50% du poids propre de la structure totale (primaire + secondaire) en fonction des valeurs
deaetlL/e.
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Figure 28 : Plancher carré - Indicateur de volume de la structure totale (primaire + secondaire) sous le
critére de flexion

3.4.1.2.3. Correction du graphique en tenant compte de I'effort tranchant
Le graphe en Figure 25 doit étre corrigé pour tenir compte de I'effet d( a I'effort tranchant. Pour cela,
I’Eurocode 5 fournit le critére suivant :

4Vieq
————<=<71
3(np?/4)
Pour le plancher analysé, I'effort tranchant maximal dans la poutre type 1 se trouve toujours au niveau
de I'appuiinterne, Vgg 1 = apri F = ay 4F tandis que I'effort tranchant maximal dans la poutre type

2 se situe soit sur I'appui fixe, soit sur I'appui interne du module, dépendant de la valeur de la
proportion d’engagement a, et vaut donc Vgg , = aprF = max(az'l, “2,0) F.

Le volume d’une poutre type i est obtenu en résolvant le systéeme suivant :

(T _ _Aapnif np;  4apriF
! 3(mep?/4) . 4 31
pooTe L np? _Vi(2 - a)
Li_ 4 2—a 4 L
Donc, on trouve :
_ 4 apr; FL
7 32—art

Note : Comme pour la contrainte en flexion, le diamétre des poutres types est adapté de maniére a
obtenir la méme contrainte de cisaillement 7 partout :
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1/2
VEd,z> /
VEd,l

71 =12 - ¢2=¢1<

Le volume total du module vaut alors :

4(aprs + apra) FL

V=2V+2V,=2
1 2 32—-a) 1
A I'ELU, I'expression devient :

4(apri + aprz) EL
3(2 - a) kcrfv,d

De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les

V, =2

mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit @ = Ima et, en sachant que E, = quLZ,
v,d
I'indicateur sous le critére de cisaillement est :
2/3
_ Vufma  Aapri + aprz) IW,(@) (8)
YRS 2-a) s

N , 202%/3 1/3 4 N
Ou on a posé Z = (q—”> et W(a) = Hapritapr) o yolume de matiere d’un plancher
3ker \fvd (2-a)

composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2, soumis a une charge totale
F et engendrant une contrainte de cisaillement f;, ; dans la section la plus cisaillée, est donné par
I’expression (8).

La Figure 29 combine le critere de flexion (6b) avec le critere d’effort tranchant (8) de la structure
primaire pour différentes valeurs du coefficient Z. Ces valeurs sont choisies pour un intervalle de
charge q,, € [2; 12] [kN/m?], un coefficient k,,,q € [0.6; 1] et un coefficient 6 fournit en Table 1 dont
les valeurs varient entre 5 et 14 en fonction de la classe de résistance du bois. Les courbes de
cisaillement maximale (Z = 1) et minimale (Z = 0.28) sont obtenues, respectivement, pour un
matériau D70 (k,,,q = 0.6) sous une charge de 12 [kN/m?] et un matériau C18 (k,,,,q4 = 1) sous une
charge de 2 [kN/m?].

Résineux Feuillus

C18 C22 C24 C27 C30 C35 Cc40 D30 D35 D40 D50 D60 D70

fmyr [MPa]| 18 22 24 27 30 35 40 30 35 40 50 60 70

fox [MPa] | 3.4 3.8 4 4 4 4 4 3.9 4.1 4.2 4.5 4.8 5
0= );m'k 53 5.8 6 6.5 7.5 8.75 10 7.7 8.5 9.5 11.1 12.5 14
vk

Table 1 : Résistance caractéristique a la flexion et au cisaillement du matériau bois

Exemple : Pour un plancher typique en bois C24 sous une charge de 8 [kN/m?] et un k,,,4 = 0.8, le
coefficient Z vaut :

1/3
- 2623 [ 0.008 — 049
3067\ ng.t o
©°13

Conclusion : Contrairement a la courbe de flexion, les courbes d’effort tranchant dépendent du
matériau choisi et sont valables pour un chargement bien spécifique. Comme on peut le voir, une
valeur Z élevée correspond a une forte influence de I'effort tranchant.
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Globalement, I'effort tranchant est pénalisant pour des valeurs de a < 0.2 ... 0.3 car l'indicateur de
volume en cisaillement augmente exponentiellement. En d’autres mots, la solution optimale se
situe autour de a = 0.3 ... 0.4 ou le critere de flexion domine et est minimal.

2/3
V / ] | | | | I
wm,d i
2/3 \
E*315/3 |
Coa
Lot m
2.5 SRR
Courbes de
cisaillement
2+ l| ". '1 L Z=1 -
AR
1 ' \
\ 7 = 0.85
\
1.5 F 11 Courbe de -
‘1 flexion
| _ Z=106
1+ X = S Z =049 =
X \:\_“ Optimum pour |=— -~ "~ T T -
AN "~ a=03-04 e . Z=0.28
0.5F N ~—T__ - —=" i
0 | 1 | 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 d

Figure 29 : Plancher carré - Indicateurs de volume sous le critére de flexion (ligne continue) et de
cisaillement (lignes pointillées)

En ajoutant le volume lié a la structure secondaire, le volume total du plancher sous le critére de
cisaillement vaut :

L 1/3 4(1_a)7/3+a10/3 F2/3L5/3 L F2/3L5/3
VtOt = ZWS(a)+0923< ) < > = S,SS (a, , )

e (2 — @)t0/3 2/3 Z e) o2/3

. . L N3 ra(1—a)7/3 +al0/3
Ou on a posé Ws s (a,Z,;) = ZWs(a) + 0.923 (E) (((QTOZ

volume total sous le critére de cisaillement évalué a I'ELU devient :

). Et donc, l'indicateur de

2/3
Vu,tot m,d

L
W, =————=W. (a, Z, —)
u,tot Fuz/3L5/3 S,SS e (9)

Le volume total (structure primaire + secondaire) de matiére d’un plancher composé d’un module
réciprogque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 et de sa structure secondaire, soumis a une charge
totale F et engendrant une contrainte f, ; en cisaillement est donné par I'expression (9).

Sur la Figure 30 sont représentées les expressions (7) et (9) des indicateurs tenant compte de la
structure secondaire. L'indicateur en cisaillement est tracé pour Z = 0.9, supposé valeur maximale

car généralement pas dépassée (Figure 30, haut), et pour Z = 0.5, valeur moyenne habituelle (Figure
30, bas).
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Figure 30 : Plancher carré - Indicateurs de volume de la structure totale (primaire + secondaire) sous
les critéres de flexion et de cisaillement

Conclusion : La solution optimale se trouve pour des valeurs a = 0.3 ... 0.7. Effectivement, pour des
valeurs a > 0.7, le volume augmente fortement sous le critéere de flexion dominant. Tandis que
pour des valeurs a < 0.3, le volume augmente exponentiellement sous le critére de cisaillement
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dominant. Entre ces 2 bornes, les courbes de la structure totale sont relativement constantes, ce
qui permet une certaine latitude au concepteur. Cela signifie, par exemple, que si la longueur des
poutres du module est limitée, il faut choisir une valeur proche de a = 0.3.

3.4.2. Etude préliminaire au calcul de fleche : Prise en compte de I'effet d( a I'effort tranchant
dans le critere de déplacement
Cette sous-section permet de déterminer si la fleche due a I'effort tranchant peut étre négligée dans
un module réciproque. Soit une poutre isolée du module sur laquelle se déplace une charge ponctuelle
F, représentant I'action de la poutre appuyée sur celle que I'on analyse, telle qu’illustrée en Figure 31.
Cette charge peut donc se déplacer d’une distance al,, avec a € [0; 1], de maniere a représenter
toutes les longueurs d’engagement possibles d’un plancher a un module. Pour toute valeur de a, on
souhaite évaluer I'importance de la fleche d’effort tranchant par rapport a la fleche maximale totale.

F
aLy
+——Pp
< Ly
Ri=F(1-a) R, =Fa

Figure 31 : Schéma statique d'une poutre soumise a une charge ponctuelle F qui se déplace

Aprés détermination des réactions d’appui R, et R, sur base des équations d’équilibre des efforts
verticaux et du moment, il est possible de déterminer les efforts internes a gauche et a droite de la
charge.

— =

\) \

R, R,

Figure 32 : Coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

V,(x)=F(1—a)

<x< it:
La coupe 1 pour 0 < x < aL,, fournit: {Mg(x) — F(1 - a)x

L 2 L, <x <L, fournit: { (¢ = ~Fa

a coupe 2 pour al,, < x < L, fournit: {Md(x) = Fa(L, — %)

3.4.2.1. Fléche due a I’effort tranchant

Timoshenko fournit I’expression suivante de la fleche exprimée en fonction de I'effort tranchant [2] :
dsy (), _, V()

dx T kGAy

Ou [ est I'angle de rotation de la poutre di a I'effort tranchant par rapport a I'horizontale. En
considérant qu’il est négligeable, I'expression devient :
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KGA, dc‘i;ix) =@V (x)

6(1+v)
7+6V
géomeétrique de cisaillement de Timoshenko. Pour le bois, on considere un coefficient de Poisson v =

0.2, ce qui donne k = 0.88.

Avec G = % [MPa], le module de cisaillement du matériau bois et k¥ = [/], le coefficient

=z
<
™~

7 kN
7 kN
K

N y .

kN
3 kN —
3 kN ——
-3 kN —
—3kN

-3 kN —
—3 kN

=

=

)
|

— 3 KN

Figure 33 : Définition du repére et choix du signe dans la formule de Timoshenko

En considérant un systéeme de référence dirigé vers le haut et en supposant I'effort tranchant positif
vers le haut également, I'expression ci-dessus prend le signe positif.

Apres intégration sur chaque troncon de la poutre, la fleche d’effort tranchant prend la forme
suivante :

KGom Apby g(x) =F(1—a)x + A 0<x<al,
KGomApSy q(x) = —Fax + B al, <x <L,
Afin de déterminer ces constantes, les conditions limites suivantes sont nécessaires :

Sygx=0)=0: A=0
8ya(x=1L,)=0:B=Fal,

Finalement, la fleche due a I'effort tranchant est donnée par :

KGomApSy g(x) = F(1 — a)x 0<x<al,
KGomApSy q(x) = Fa(L, — x) al, <x <L,

3.4.2.2. Fléche due a la flexion
L’'expression de la fleche en flexion le long de la poutre se trouve en utilisant la relation suivante :

d?5(x) _ M(x)

dx? El

4.9 kNm
9.8 kNm
14.7 kNm
12.6 kNm
10.5 kNm
8.4 kNm
6.3 kNm
4.2 kNm
2.1 kNm

Figure 34 : Définition du repére et choix du signe dans la formule de fleche en flexion
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Par convention, le systeme de référence est défini positif vers le haut. Le moment est, quant a lui,
défini positif vers le bas donc, étant opposé au sens du repeére, I'expression ci-dessus prend le signe
négatif.

Aprées double intégration sur chaque trongon, la fleche en flexion prend la forme :
F 3
E01m18g(x)=—€(1—a)x + Ax+ B 0<x<al,
F 5 F 2
Eoml8q(x) =zax —Eapr +Cx+D al, <x <L,

Les conditions limites suivantes permettent de définir les 4 constantes d’intégration :

F
(6g(x=0)=0 A:E(1—a)(2—a)aL§,
|69(x = aLp) = 6d(x = aLp) B=0
ds ds - 3 F
g _Aoq , — 2y, 72
E(X—G,Lp) —E(X—(ILP) c 6(2+a )aLp
_ _ F
Sa(x=1Ly) =0 D=—Ea3L§’,
Finalement, la fleche due a la flexion s’écrit
F 3 F 2
Eo,m16g(x)=—g(1—a)x +€(1—a)(2—a)apr 0<x<al,
F 5 F 2, F 2,72 F 53
Eomlbq(x) = gax —Eapr + E(Z + a®)alypx — ga L, al, <x <L,

3.4.2.3. Fléche maximale totale
L'expression de la fleche totale le long de la poutre est donnée par la somme des expressions des
fleches dues a I'effort tranchant et a la flexion :

5 Oy g(x) + 64(x) 0<x<al,
X) =
w0t =15, () + 8a(x) al, <x <L,

Ne sachant pas ou se trouve cette fleche totale maximale, on I’évalue sur chaque trongon.

Fléche totale maximale dans le trongon gauche (0 < x < al,,)
La position de la fleche maximale dans le trongon gauche est donnée par :

dbtor(x) ~0
dx dx dx

2-a)

déy ;(x)  ddy(x) 84, al?
“Tar a0 e TE[RAtT

- . s s E A3 . . .
Ou I'expression a été simplifiée en sachant que e l6etquel = ﬁ. La position négative est a rejeter

tandis qu'’il faut vérifier que la position positive se trouve dans les bornes du trongon :

8A”+aL%’(2 ) <al >y 1422 (2 2
— — —_— —_ — —_—
K 3 @ =k “=2 K \Lp

L
Il est a noter que cette condition dépend de I'’élancement de la poutre f. Si elle est respectée, la

fleche totale maximale vaut 8;o¢ max = 8tot(xg,max).
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Fléche totale maximale dans le trongon droit (aL, < x < L)
La position de la fleche maximale est déterminée par :

Ao () —0= déy q(x) n dég(x)
dx — dx dx

1 o 2[00\
xd,maszp 1i g(l—a)+; L_
p

La solution avec le signe « + » est a rejeter. On vérifie que celle avec le signe « - » peut étre conservée :

1 29 3 8 3/
xd,maXZLp 1-— §(1—a)+; L_ SaLp - QSZ 1-— 1—6 1—E L_

p p

De nouveau, cette condition dépend de I'élancement de la poutre. Si elle est respectée, la fleche totale
maximale est donnée par 8¢ ot max = 6t0t(xd,max).

Fleche totale maximale au niveau de la charge ponctuelle
L’expression de la fleche totale est évaluée en x = aL, tel que 8;o¢ max = 6wt(aLp).

En résumé, la fleche totale maximale est donnée par :

2
1 24 (¢
Otot (xg,max) a= 2 1+ [1+ - (E)
é‘tot,max = 3 3 3 /0 2 (10)
Stot(xd,max) a< Z 1- [1-— 5 1-— ;(E)
ot (aLP) sinon

3.4.2.4. Influence de la fleche d’effort tranchant par rapport a la fleche totale maximale

L'influence de la fleche d’effort tranchant par rapport a la fleche totale maximale se calcule par le
5V,c

rapport 5 , 0U 8y . est la fleche due a I'effort tranchant calculée a la position ou la fleche totale

totmax
Otot €St maximale. La Figure 35 illustre ce rapport en fonction de la position fractionnée de la charge

le long de la poutre, dénotée par a € [0; 1], pour différents élancements%” =5,10,15.

SV,C

Conclusion : Le rapport 5 est plus impacté par I'élancement de la poutre que par la position

totmax

de la charge le long de la poutre. L'effet d{ au cisaillement peut donc étre négligé a partir d’un
) L . . ,
élancement zp > 10 et ce, pour tout a € [0; 1]. Pour ces valeurs-la, la fleche d’effort tranchant

représente moins de 15% de la fleche totale. Dans le cadre de ce mémoire, elle sera donc négligée
en supposant que les poutres soient suffisamment élancées.
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SV,C I 1 1 I I I I
5t0t,max L,=1000 [mm]
L_5
¢ /
0.35 ;_///V\ 4
0.3 .
0.25 - B
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0 I I ! 1 ¢ I I \ I I a
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| l I¢):200 [mm]

Figure 35 : Poutre simple — Influence de la fleche d'effort tranchant par rapport a la fleche totale
maximale en fonction de la position de la charge le long de la poutre

3.4.3. Optimisation du volume de bois en fonction de la fleche maximale

Pour le calcul de la fleche, on considere le chargement réel des 2 types de poutres (et pas
I'approximation faite précédemment) car la fleche d’une poutre dépend directement de la fleche et
du diametre de la poutre voisine. Pour réaliser I'optimisation la plus juste possible, il faut donc
considérer le cas le plus réel possible.

3.4.3.1. Expression des moments le long des poutres

d?8(x) . . . . .
e +M (x), il est nécessaire de déterminer les

expressions du moment le long des poutres. Pour rappel, ces moments ont été calculés en sections
3.4.1.1.1.1 et 3.4.1.2.1.1. Pour la poutre type 1, on avait :

Dans le but d’utiliser la relation bien connue EI

+
Mg q(x) = _((112—(12)x2 + Ry 4x 0<x<al,
M -T2 (R, R L R ULp) ol Ly<x<lL
d,l(x)——?x +(1,4— 2,1—‘12ap)x+ 2,1+CI27ap ALy = X = Ly

Tandis que dans la poutre type 2, les moments valent :

Mg, (x) = —%xz + Ryqx 0<x<al,
My, (x) = —%xz + (Ry1 — Rya)x + Ry4aly, al, <x <Ly

3.4.3.2. Expression de la fléche le long des poutres
En utilisant la relation moment-fleche explicitée en section 3.4.2, I'expression de la fleche dans la
poutre type 1 prend la forme suivante apres une double intégration :
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+ R
Eoml164,(x) = %x‘* — %aﬁ + Ax + B 0<x<al,
q1 (R1,4 —Ry1 — qeal ) q: alL
| Eoml18a,:(x) = ﬁx‘* - - Plx3 — (R2,1 + ?aLp)Tpxz +Cx+D
k al, <x <L,

Dans la poutre type 2, la double intégration donne le résultat suivant :

q1 Ry
Eoml28g,2(x) :ﬁx‘*—Tx?’ +Ex+F 0<x<al,
R,1—R al
Eomla84,(x) = g—j}x“ - (2’171"*%:3 — RMT’“x2 +Gx+H al, < x <L,

On peut alors déterminer les 8 conditions limites utiles a la résolution de ce systeme a 8 inconnues.
Pour chaque poutre, on définit 2 conditions de bord et 2 conditions de continuité :

8a1(x=1Ly) =0

6g'1(x = aLp) = 5d,1(x = aLp)
dé
d;gc'l (x = aLP) = dx’ (X = aLP)

8g1(x =0) =8y, (x = aLp)

Sa2(x=1L,)=0
8g2(x = aly) = 84,(x = aly)
ds, _ déa,

,2
W(X = aLp —W(X = aLp)

8g2(x =0) =841 (x = aLp)

Les expressions des constantes d’intégration étant relativement longues, elles ne seront pas

4
explicitées ci-dessous. Cependant, elles dépendent toutes de a et du rapport (%) uniquement. En
2

section 3.4.3.4, on verra qu’il est possible de corréler ¢p; avec ¢, de sorte que les constantes et donc
les expressions des fleches ne soient plus que fonction de a.

3.4.3.3. Expression de la fleche maximale
L'expression de la fleche maximale se calcule dans toutes les parties de chaque poutre sur base des
expressions trouvées ci-dessus.

Note : La résolution des calculs suivants s’est effectuée a I'aide du programme MATLAB. Aux vues de
la grandeur des expressions, celles-ci ne seront pas écrites explicitement.

Fléeche maximale dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < al,)
La position de la fleche maximale est solution de I’équation suivante :

dég(x) (91t q2) 1,4
gdx =0= 2 x3 - sz + A - X123

Parmi ces 3 racines, seule X 1 maqx = X2 = Lf7 x,(a) est a conserver, valable pour toute valeurde a €
[0; 1]. En effet, la racine x; fournit une valeur supérieure a L, tandis que x3 fournit une valeur
négative. La fleche maximale évaluée en x = x4 1 ;nqx Vaut :

FL3
Sg,l,max = g,l(x = xg,l,max) = I fl,g,tS (a)
1

Eom
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Fléeche maximale dans le trongon droit de la poutre type 1 (aL, < x < L,)
La position de la fleche maximale dans ce trongon est donnée par :
ddg1(x) _ d1 5 (R1,4 —Ry1 — QZaLp)

a2
i 0= Ex - 5 xz - (RZ,l + ?G.Lp) apr +C - x1,2,3

Via MATLAB, on peut affirmer que ces 3 racines sont a rejeter car x; fournit une valeur négative, x,
fournit une valeur supérieure a L, et x3 fournit une valeur inférieure a aL,. La fleche maximale ne se
trouvera donc jamais dans le trongon droit.

Finalement, la fleche maximale dans la poutre type 1 se situera toujours dans le trongon gauche, c’est-
a-dire, pour des valeurs 0 < x < al,, et son expression vaut (avec f; s(a) = fi 45(a)):
FL3
EO,m11

6, = f15(@)

Fléche maximale dans le trongon gauche de la poutre type 2 (0 < x < al,)

La position de la fleche maximale s’obtient en résolvant I’équation ci-dessous :
dég,(x) G5

21
0=—x3——-x*+E - x
dx 6 2 1.2,3

Parmi ces 3 racines, seule X5 max = X2 = Lf, 5, (@) est a prendre en compte, valable pour toute
valeur a € [0; 1]. Effectivement, la racine x; fournit des valeurs supérieures a L,, tandis que x5 fournit
une valeur négative. La valeur de la fleche maximale est donnée par :

FL3
6g,2,max = 0g,2 (x = xg,Z,max) = E. ] fz,g,d(a)
omt2

Fléche maximale dans le trongon droit de la poutre type 2 (aL, < x < L,)
La position de la fleche maximale est obtenue par :
ddg,(x) _ a1 5 (R2,1 - R1,4) 2

P 0= gx - fx —Rysaly,x +G - X123

Ces 3 racines sont a rejeter car x; fournit une valeur négative, x, fournit une valeur supérieure a L,
et x3 fournit une valeur inférieure a al,,. La fleche maximale ne se trouve jamais dans le trongon droit.

D’apres les résultats, la fleche maximale dans la poutre type 2 se trouve toujours dans le trongon
gauche, 0 < x < al,, et son expression vaut (avec f, s(a) = f3 g 5(a)) :

FL3

6,
EOm

f2,6(@)

3.4.3.4. Expression du volume du module réciproque

2
Calculons d’abord le volume d’une poutre type i du module. En sachant que A,; = %’i etl; = n:;‘,
on détermine les deux expressions suivantes :
( FI3 64FL3 (., 12, FY2L32
0 = po g (@ = p i fis(@ i —nmfl (@777
Om omT N EO m61
vi=T2E L [ gz =42
4 2—a ¢ L
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Ce qui permet d’obtenir le volume pour une seule poutre type 1 en fonction de la fleche maximale :

1/2(a) 1/2 p1/2]2
v, = 35455 ( ) i
1 2 —a 51 E;{’rzl

Et celui pour une seule poutre type 2 :

V, = 354522~

fz (a) 1/2 F1/2L2
2—a (52)

1/2
EO,m
Pour déterminer I'indicateur de volume a I'ELS, 3 choix de dimensionnement sont possibles :

- CAS 1:Toutes les poutres atteignent la méme contrainte de flexion, par exemple, f;, 4, ce qui

Mz,max
Ml,max

structure est la valeur maximale de la fleche entre la poutre type 1 et la poutre type 2 :

64FL3
|(6 = ———max (fm (a), f25(@) 7 /3>

1/3
revient a adapter les diametres tels que : ¢, = ¢, ( ) . La fleche maximale §,,4, de la

max
EO,mT[(»bl (Mz,max/Ml,max)
2/3
L M
V—2V1+2V2 _2&_ 1+< 2,max>
4 2-— Mj max

En éliminant ¢>2, on trouve I’équation du volume en fonction de la fleche maximale du module :
L >1/2 F1/2L2

1/2
EO,m

V=@

6771 ax

2/3
ou Ws(a) = E<1 + (M> ) max (fl,,g(a), f25(a) 4/3)'

M1 max (M2 max/M1max)
- CAS 2: Toutes les poutres ont le méme diaméetre de maniére a ce que la contrainte de flexion
maximale soit atteinte pour la poutre la plus chargée. Dans ce cas, la fleche maximale est
obtenue pour la poutre avec la valeur f; s(a) maximale. L’expression du CAS 1 se simplifie :

L \Y2p1/2]2
v =Wy 5max) e
04 Wy(@) = 2228 max (£,5(@), f5(a)
- CAS 3: Toutes les poutres atteignent la méme fleche §; = §, = &4, €t donc 5— = % = 5"2J.
Les diametres sont adaptés de maniére a ce que ¢, = (;2 ‘SEZD et le volume total s’écrit

sous la forme :

L \Y2p1/2)2
V= W@ (5—)
Omax ES,/Z
ou Ws(a) = (Zf)Z) (fl/z( )+f1/2(a)). Cependant, ce dernier cas est uniguement valable

pour les planchers a un seul module car imposer une fleche constante dans toutes les poutres
d’un plancher a plusieurs modules n’a pas beaucoup de sens.

Dans tous les cas, I'expression du volume prend la méme forme. L'indicateur sous le critéere de
déplacement évalué a I'ELS s’écrit finalement :
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1/2
_ VoBom _ (a)( L )1/2 .
S~ “1/2., Vs
F212 Smasx 1)

Le volume de matiére d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2, soumis a une
charge totale F répartie uniformément sur tout le plancher et engendrant une fleche maximale &,
est donné par I'expression (11). Peu importe la charge, le matériau ou les dimensions du plancher, le
volume minimal sera toujours atteint pour une valeur a qui minimise Wg(a).

Sur la Figure 36 est représentée I'expression (11) du volume adimensionnel W en fonction de la
proportion d’engagement a pour les 3 cas de dimensionnement possibles.

Conclusion : Tout d’abord, on remarque que les 3 approches de dimensionnement sont tres
proches, voire égales, pour des valeurs a < 0.7. Le CAS 2 olu on suppose que tous les diametres
sont identiques est le plus contraignant pour des valeurs a > 0.8.

Les faibles et hautes valeurs de a ont été mises en pointillées sur les courbes car, pour a < 0.2, on
suppose que l'effet di a I'effort tranchant prend de I'importance et pour a > 0.8, on suppose que
la fleche sera plus influencée par la structure secondaire que par la structure primaire. Cependant,
ces 2 bornes ne sont pas un probleme puisque les conclusions a I'ELU montrent que la solution
optimale se trouve entre a = 0.3 ...0.7.

Finalement, le graphe montre que le volume sous le critére de fléche est optimal pour des faibles
valeurs de la proportion d’engagement a.

Ws(a) |

0.8

0.4 r .

0 1 1 | 1 1 a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 36 : Plancher carré — Variations de Wg(a) sous le critére de déplacement

3.4.4. Conclusions préliminaires

Aprés analyse de ce premier cas, il a été démontré qu’il est possible d’exprimer le volume d’une
structure sous forme d’un rapport adimensionnel, appelé « indicateur de volume ». Les expressions
développées a I'ELU et a I'ELS, respectivement, pour les critéres de contrainte et de fleche, indiquent
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que, peu importe la charge appliquée, les dimensions du plancher ou le matériau utilisé, il existe une
valeur de la proportion d’engagement a qui minimise le volume de la structure.

Les résultats aménent a la conclusion suivante : le volume d’un plancher carré composé d’'un module
réciprogque unique est optimal pour des valeurs a = 0.3 ... 0.7 avec une préférence pour des valeurs
de a faibles sous le critére de déplacement. La meilleure option serait donc de choisir une valeur
proche de a = 0.3 pour laquelle tous les criteres semblent agir a leur optimum.

Une autre conclusion intéressante réside dans la comparaison de 2 planchers carrés dont I'un est
composé de poutres paralléles et I'autre est composé d’un module réciproque avec sa structure
secondaire. Il a été démontré qu’a I’'ELU, le plancher réciproque a un gain de matiére non négligeable
face au plancher classique. Le méme raisonnement ne peut pas étre appliqué a I'ELS aux vues des
équations complexes et du nombre de paramétres intervenant.

3.5. Expression du volume d’'un plancher rectangulaire composé d’un seul module
réciproque élémentaire

Soit un plancher rectangulaire de dimensions L{XL, = L;xAL; composé d’un module réciproque
élémentaire dont les poutres sont identiques 2 a 2. Le paramétre de proportionnalité des longueurs
A €]0; 1] est tel que L; > L,. On distingue 2 poutres différentes : les poutres type 1, de longueur L,
et de diametre ¢4, sont paralléles au cété de dimension L; et les poutres type 2, de longueur L, et
de diameétre ¢,, sont paralleles au c6té de dimension L,. La charge surfacique considérée, g [N/mm?],
telle que F = qAL3 [N], est distribuée uniformément sur les 5 zones du plancher : le sens de portée
de chaque zone est choisi selon le petit coté.

Note : Le développement suivant est similaire a ce qui a été présenté en section 3.4 donc seuls les
résultats seront explicités sous forme généralisée dans la suite. Pour avoir plus de détails sur les
différents cas analysés, veuillez vous référer a I’ANNEXE A.

3.5.1. Configuration du module réciproque
Dans la suite de cette section, 2 types de configuration seront analysées :

- Plancher avec zone centrale rectangulaire (Figure 37, haut): le rectangle central est
homothétique aux bords du plancher de sorte que a; = a, = a.

- Plancher avec zone centrale carrée (Figure 37, bas) : le carré central est tel que a; Ly, = azLyp;.
Il est donc possible de lier la proportion d’engagement de la poutre type 2 avec celle de la poutre
type 1 et du coefficient 4 tel que a, = 2a, /(24 — la; + a,).

Note : Il existe certaines valeurs de a, et A telles que a, > 1, ce qui est un cas a rejeter. Cette
contrainte géométrique amene une condition supplémentaire a respecter: a; < 24/(1 + 1).

De plus, I'optimisation réalisée se base sur le fait que le plancher secondaire porte toujours selon le

petit c6té de chaque zone, c’est-a-dire qu’en fonction des valeurs de a4, a, et A, les zones :
indiquées en Figure 37, ont un sens de portée qui peut varier. Pour un plancher avec zone centrale
rectangulaire, le sens de portée dans ces zones change lorsque A = 1 — a, tandis que pour un plancher
avec zone centrale carrée, le sens de portée change lorsque A = (1 — a4)(2 — a5)/(2 — aq).
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Plancher avec rectangle central
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" 4 .
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Poutre 3 —Type 1 ' @ Lyy
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Note: Le sens de portée change en 1 quand A = (1 —a)
Plancher avec carré central
a, =2a, /(24 — Aa; + a,)
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=
1 2
5S¢ le | = N
Poutre 3 —Type 1 v |
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[<¥]
= Lpz
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L, azL_ug . | . ¥
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(=]
-
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=t r
' o .
= a, L
3 1bpa |
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- -

Ly

Note: Le sens de portée change en

Figure 37 : Plancher rectangulaire soumis a un chargement uniformément distribué avec zone
centrale rectangulaire (haut) ou zone centrale carrée (bas)

3.5.2. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte

3.5.2.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte
Comme pour le plancher carré, les diametres sont adaptés de maniére a ce que les contraintes soient

A U 2 H ’ H 1/3 \
les mémes dans tout le module, c’est-a-dire qu’on souhaite ¢, = ¢1(Mz,max/M1,max) / ou les
moments maximaux dans chaque poutre type s'écrivent sous la forme M; 1,4, = fio(as, A)FL;, avec
i = 1 ou 2 en fonction du type de poutre.
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Connaissant I'allure des moments max, il est possible de composer le systéme suivant :

(= Mimax _ 32fi0(as, DFL, (. (32fioay, DFL)\Y?
! Zli/2¢i np; . J LT np?
lVi - ﬂ( L ) L(p? DI

4 \2—gq ' mL;

Ainsi, le volume d’une poutre type i du module est donné par :

23 (ay, ) PR35

V; =3.691
l 2— a; 0-2/3
En sachant que a, = Miﬁ = f(ay,A) et L, = AL4, le volume total s’écrit :
Aa ta,
2/3 /3
V =7.382 1"{ (a1, 4) _|_’15/3fz,é (a, 1) F2/3Li/3
| 2-a 2 - f(a1,/1) g2/3

L'indicateur de volume apparait en adimensionnalisant |'expression obtenue et en posant
£ @ AS/szz_f(al.A))_

WB(allA) = 7382( 2—a, 2—f(a,A)

VO.2/3

=——0—=Wz(a;, 1)
5/3 B\ (12a)
F2/3L1

Le volume de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée ou rectangulaire, portant
dans une ou deux directions différentes en fonction des dimensions de chaque zone, soumis a une
charge totale F et engendrant une contrainte ¢ identique dans tout le module est donné par
I’expression (12a). Une fois de plus, on remarque que peu importe le chargement, les dimensions du
plancher ou le matériau utilisé, il existe une valeur de a; pour chaque A qui minimise la fonction
Wg(aq, A) et donc le volume.

A I'ELU, I'expression (12a) devient :

2/3L5/3 2/3
ulm,d

Ve=We(a, DS 55— > W=—gs=Ws(a,d) (12b)
m,d Fu L1

En Figure 38 est tracée I'expression (12b) de I'indicateur de volume en fonction de a; pour un plancher
rectangulaire avec zone centrale rectangulaire lorsque le plancher secondaire porte selon le plus petit
coté. Comme expliqué au début de cette section, il y a donc 2 subdivisions : en pointillés, toutes les
zones portent dans le méme sens tandis qu’en trait continu, le sens de portée se fait dans 2 directions
perpendiculaires en fonction des zones.

Conclusion : Pour A = 1 on retrouve exactement la méme courbe que celle obtenue dans le cas
d’un plancher carré soumis au méme cas de charge (Figure 25). Au plus A est grand, au plus le
volume est important, ce qui semble logique car la surface du plancher est également plus
importante.

Ensuite, on remarque que le plancher porte dans une seule direction pour des faibles valeurs de a
et dans 2 directions pour des valeurs de a importantes. Egalement, au plus A est faible, au plus les
courbes du plancher a 1 direction sont longues et les courbes du plancher a 2 directions sont
courtes.
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De plus, on note un léger ressaut au niveau de la limite sur le sens de portée. Ce ressaut peut
s’expliquer par la répartition des charges sur les poutres du module. Effectivement,en A =1 —a,
on peut choisir si le plancher porte dans une ou deux directions, cependant, selon qu’on choisisse
I'une ou I'autre option, on charge plus ou moins la poutre type 1 par rapport a la poutre type 2. Au
final, le volume en est [égérement impacté.

2/3
Vufm/d

Fu2/3 Li/ 3 /

/ 2sensde
| / — portée
4 ’

1sensde . ——, i
=T portée
0.5:'___ 1
0 | | 1 | | a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Limite de la condition sur le sens
de portée des planchers

Figure 38 : Plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire - Indicateur de volume sous le
critére de flexion

Pour mieux comprendre cette histoire de ressaut, la Figure 39 représente les mémes courbes que la
Figure 38 mais sans la limite sur le sens de portée. Elles sont donc tracées pour toutes valeurs de a,
c’est-a-dire, qu’on consideére ici tous les cas, méme ceux ou le plancher secondaire ne porte pas selon
le plus petit c6té de chaque zone.

Conclusion : Optimiser un plancher en le chargeant selon le plus petit c6té de chaque zone n’est
peut-étre pas la solution la plus optimale. Il faudrait, en fait, optimiser le plancher dans sa globalité.
Prenons un exemple : en regardant les courbes A = 0.8, la condition A =1 — a annonce que la
limite sur le sens de portée se trouve en a = 0.2. En choisissant la valeur a = 0.4, par exemple, il
faudrait, selon notre théorie d’optimisation, prendre la courbe continue pour un plancher portant
dans des directions différentes en fonction des zones. Or, si on regarde ces 2 courbes, on remarque
que celle en pointillées, considérant un sens de portée identique partout, semble étre la plus
optimale. Cependant, ici, on ne considére que la structure primaire. Nous verrons en section 3.5.2.2
que la tendance sera inversée avec I'ajout du volume de la structure secondaire.

Un autre commentaire peut étre appliqué sur la forme générale de ces courbes. Pour des valeurs
faibles de A, I’allure du graphe est similaire a celle de la Figure 23 pour laquelle on faisait I'hypothése
que le module était composé uniquement de poutres type 1. Cela signifie donc que I'importance
des 2 poutres type 2 est presque négligeable. On remarque d’ailleurs qu’en a = 1, on obtient
exactement la moitié de la valeur obtenue en Figure 23 donc les poutres types 2 ont un volume
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théorique nul. Effectivement, la situation a = 1 correspond a celle ol les poutres sont placées sur
les bords du plancher. Il n’y alors qu’une seule zone centrale portée par les poutres type 1. Bien s(r,
ce n‘est pas le cas recherché ici.

Pour des valeurs de A proches de 1, I'allure du graphe est similaire a celle de la Figure 25 pour
laguelle on faisait I’hypotheése que le module était composé de 4 poutres identiques 2 a 2. Pour des
valeurs de A importantes, au plus on se trouve proche de 1 au plus les poutres type 2 influencent
le résultat.

2/3 ; |
VUfm,d _____________ | |
2/3,5/3 I Analyse de 'optimum !
Fu Ll : ena =04 :

0 1 : | | | - 1 a
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Limite de la condition sur le sens
" de portée des planchers
————— 1 seul sens de portée
—— 2 sens de portée

Figure 39 : Plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire - Indicateur de volume sous le
critére de flexion (sans condition sur le sens de portée)

En Figure 40 est tracée |'expression (12b) de I'indicateur de volume en fonction de la proportion
d’engagement a; pour un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée lorsque le plancher
secondaire porte selon le plus petit c6té. De nouveau, il y a 2 subdivisions : en pointillés, toutes les
zones portent dans le méme sens tandis qu’en trait continu, le sens de portée se fait dans 2 directions
perpendiculaires en fonction de la zone.

By BN

Conclusion : Plusieurs conclusions sont identiques a celles d’'un plancher a zone centrale
rectangulaire : pour A = 1 on retrouve exactement la méme courbe que celle obtenue dans le cas
d’un plancher carré soumis au méme cas de charge (Figure 25). Au plus A est grand, au plus le
volume est important car la surface du plancher est également plus importante.

Ensuite, on remarque que le plancher porte dans une seule direction pour des faibles valeurs de a
et dans 2 directions pour des valeurs de a importantes. Egalement, au plus A est faible, au plus les
courbes du plancher a 1 direction sont longues et les courbes du plancher a 2 directions sont
courtes.
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De plus, ily a, de nouveau, un léger ressaut au niveau de la limite sur le sens de portée qui s’explique
similairement par la répartition des charges sur les poutres du module. Comme pour le cas d’un
plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire, cela signifierait que vouloir optimiser en
portant selon le plus petit c6té de chaque zone du plancher n’est pas la meilleure solution et que
parfois, il serait plus avantageux de porter selon le grand c6té de certaines zones. Cependant, une
fois de plus, la structure secondaire n’a pas encore été prise en compte.

Finalement, une conclusion s’ajoute pour ce type de plancher : ce graphe est tracé en tenant
compte de 2 conditions : une condition concernant la proportion d’engagement a, qui s’exprime
en fonction de a, et de A et qui doit toujours étre inférieure a 1, ce qui méne a a; < 21/(4 + 1).
Cette condition stoppe le tracé en borne supérieure des courbes. La deuxieme condition concerne
le sens de portée et représente donc la limite entre les 2 types de courbes. Pour un plancher avec
zone centrale carrée, la limite de cette condition se trouve pour A = (1 —a,)(2 —a,)/(2 — a,),
ou exprimée pour la proportion d’engagement de la poutre type 1: a; = 2(1 —1)/(3 —A4). Il est
possible de trouver une valeur A pour laquelle ces 2 conditions sont égales : 2A/(1 + 1) = 2(1 —
A)/(3 —A4) qui méne a A =1/3. Pour tout A inférieur a cette valeur et pour une structure
secondaire portant selon le plus petit c6té de chaque zone, il n’existe pas de solution pour un
plancher rectangulaire avec zone centrale carrée portant dans les 2 directions. Effectivement, en
prenant pour exemple la courbe A = 0.3, aucune valeur en trait continu n’est tracée.

Note : La comparaison entre des planchers dont la zone centrale est de forme différente (carrée ou
rectangulaire) sera effectuée avec prise en compte de la structure secondaire dans la section
3.5.2.2.

2/3 T T T T
Vu m,d

Fj/3L§/3 1=1

2sensde | -

1+ ] portée |
Y
//
- ﬁfﬂ/j: 05
1sens de _ﬂf,_ﬂr"ﬂ'.‘
0.5 £~- portée 1

0 | | 1 | . | a
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Limite de la condition sur le sens
de portée des planchers

1

Figure 40 : Plancher rectangulaire avec zone centrale carrée - Indicateur de volume sous le critére de
flexion
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3.5.2.2. Correction du graphique en tenant compte de la structure secondaire

Identiguement au cas d’un plancher carré, I'entraxe entre les poutres reste constant sur tout le
plancher (car il dépend des dimensions de la couverture finale) et les diametres sont adaptés de
maniére a ce que la contrainte soit la méme dans toutes les poutres intermédiaires. En appliquant le
méme raisonnement qu’en section 3.4.1.2.2, I'expression du volume des structures secondaires d’un
plancher rectangulaire prend la forme suivante :

L 1/3 F2/3Li/3
52/3

Vsec = fss(as, 4) (

e
Adimensionnellement, le volume total du plancher, structures primaire + secondaire, s’écrit :

2/3 1/3

Wi =227 W (a2) + fis(a /1)(5) _ (a Aﬂ)

F2/3Li/3 B\ SSAEL e Bss\*1 47, (13a)
Le volume de matiére de la structure totale (primaire + secondaire) d’un plancher rectangulaire
composé d’'un module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa structure secondaire, soumis a
un chargement total F réparti uniformément et engendrant une contrainte de flexion ¢ dans la section
la plus sollicitée est donné par (13a).

En I’évaluant a I'ELU :

2/3
V‘Ll.,tOt m,d

Ly
Witor = W = Wgss (al,/l, ?> (13b)

En Figure 41 est représentée I'expression (13b) de I'indicateur de volume total tenant compte des
structures primaire et secondaire en fonction de la proportion d’engagement a, et ce pour différentes
valeurs d’entraxe et différentes dimensions du plancher rectangulaire (A =1,0.8,0.5,0.3). Les
courbes relatives au plancher avec zone centrale carrée sont dessinées en pointillés tandis que les
courbes relatives au plancher avec zone centrale rectangulaire sont tracées en trait continu.

Conclusion : Tout d’abord, a I’exception des trés petites valeurs de a;, on remarque que le plancher
avec zone centrale carrée (pointillés) a toujours un volume plus important que le plancher avec
zone centrale rectangulaire (continu). De plus, le plancher avec carré central n’est valable que pour
certaines valeurs de a; en raison de la contrainte géométrique sur a,. Dans la suite de cette section,
la solution du plancher avec zone centrale carrée sera donc écartée.

Ensuite, globalement, les valeurs a; > 0.7 sont a rejeter car le volume augmente fortement. Avant
a, = 0.7, le volume est relativement stable ce qui permet une certaine latitude au concepteur.
L'effet d( a I'effort tranchant n’a pas encore été pris en compte mais on se doute qu’il bornera une
limite inférieure de a, (voir sous-section 3.5.2.3).

Finalement, on remarque que le ressaut est toujours présent lorsqu’on tient compte de la structure
secondaire. La Figure 42 montre les courbes d’un plancher rectangulaire avec zone centrale
rectangulaire (solution sélectionnée) sans la condition sur le sens de portée qui méne a ce ressaut.
Les courbes pointillées représentent le plancher portant dans une seule direction tandis que les
courbes continues représentent le plancher portant dans 2 directions différentes en fonction des
zones. Alors qu’en Figure 39 on tirait la conclusion qu’optimiser le volume en faisant porter la
structure secondaire selon le plus petit c6té n’était peut-étre pas la meilleure solution, on se rend
compte qu’avec la structure secondaire prise en considération, la tendance est inversée.
Effectivement, a gauche de la condition sur le sens de portée (trait vertical discontinu), les courbes
pointillées sont toujours optimales (pour L;/e # 0) tandis qu’a droite de la limite, ce sont les
courbes continues qui sont optimales. Cela est d’autant plus marquant lorsque A — 1.
L’optimisation réalisée est donc belle et bien correcte.
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Figure 41 : Plancher rectangulaire avec zone centrale carrée (pointillés) ou rectangulaire (continu) — Indicateur de volume de la structure totale (primaire +
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Figure 42 : Plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire - Indicateur de volume de la structure totale (primaire + secondaire) sous le critére de
flexion (sans condition sur le sens de portée)
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3.5.2.3. Correction du graphique en tenant compte de I'effort tranchant

Les graphes précédents des indicateurs de volume sous le critére de flexion doivent étre corrigés a
I’effort tranchant pour des petites valeurs a. Compte tenu des conclusions faites dans la sous-section
3.5.2.2, on ne tient compte plus que du plancher rectangulaire a zone centrale rectangulaire (a =
a, = ay).

Une fois de plus, les diameétres sont adaptés de maniere a obtenir la méme contrainte de cisaillement

T 1/2 .
dans tout le module, c’est-a-dire, ¢, = ¢1(Vz,Ed/V1,Ed) / ou les efforts tranchants maximaux dans
chaque poutre s’écrivent sous la forme V; g5 = apr;(a,A)F, aveci = 1 ou 2 en fonction du type de
poutre.

Connaissant I'allure des efforts tranchants, il est possible de composer le systéme suivant :

{T _ 4apn~(a, /‘l)F (ﬂ¢lz _ 4'apTl'(a, A)F

! 3(ngp?/4) . ! 4 37

LV' _mpf L ng _e-a
‘T4 2-a 4 Li

Donc, le volume d’une poutre type est donné par :

V= 4apri(a, 1) FL;
t73 2-a 1

En sachant que L, = AL;, le volume total du module vaut alors :

4(apri(a, ) + Aaprz(a, 1)) E
32—a) T

V=2V, +2V, =2

A I'ELU, I'expression devient :

4(apr1(a, 1) + Aapra(a, 1)) F Ly
32—-a) kerfoa

De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les

v, =2

fma

mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit 6 = et, en sachant que F, = qule,

v,d

I'indicateur sous le critére de cisaillement est :

2/3
4(aprq(a, ) + Aapry(a, 1))
ulm,a PT1 PT2
W :—':ZAl/3 =ZW (a,l) (14)
“RRSs 2-a) g
2/3 1/3
OuonaposéZ = % <jg—u) et Ws(a,2) = A1/3 4(aPT1(a’2+2‘;PTZ(a’A)). Le volume de matiére d’un

cr v,d -

plancher composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2, soumis a une
charge totale F et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; dans la section la plus cisaillée, est
donné par I'expression (14).

En Figure 43 sont représentées les expressions (12b) et (14) des indicateurs du volume de la structure
primaire sous les critéeres de flexion et de cisaillement en fonction de a et ce, pour différentes formes
du plancher A =0.3,0.5,0.8,1 et différentes valeurs de Z (identiques a celles utilisées pour le
plancher carré).
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Conclusion : Tout comme pour le plancher carré, les courbes d’effort tranchant dépendent du
matériau. Au plus la classe de résistance du matériau et la charge appliquée sont importantes au
plus I'effet d0 a I'effort tranchant est contraignant.

Ensuite, au plus le plancher est petit, au moins I'effort tranchant prend de I'importance.
Finalement, la solution optimale pour la structure primaire correspondrait a prendre une valeur de
a = 0.2...0.4 ou le critéere de flexion domine et est minimal.

En ajoutant le volume lié a la structure secondaire, le volume total du plancher sous le critere de
cisaillement vaut :

2/3
u,tot/m,d

L3
Wi tor = 2 ZWy(a,A) + fss(a, 1) (;)
u 1

Ly
= Wsss (a, AZ, ?) (15)

Le volume total de matiére d’un plancher rectangulaire a zone centrale rectangulaire composé d’un
module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un chargement
total F et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; dans la section la plus sollicitée est donné
par (15).

En Figure 44 sont représentés les indicateurs du volume total tenant compte des structures primaire
et secondaire en fonction de la proportion d’engagement a, sous les critéres de flexion (13b) et de
cisaillement (15) et ce, pour différentes valeurs d’entraxe et différentes dimensions du plancher
rectangulaire (A = 1,0.8,0.5,0.3). L'indicateur en cisaillement est tracé pour Z = 0.9, supposée
valeur maximale car généralement non dépassée.

Conclusion : Les conclusions sont similaires a celles faites pour le plancher carré : a partir de a =
0.7, le volume augmente fortement sous le critére de flexion et en-dessous de a = 0.2...0.3, le
volume augmente exponentiellement sous le critére de cisaillement. Pour des valeurs de a proches
de 1, le critere de cisaillement peut étre dominant mais ce n’est pas déterminant car le volume
augmente trés fortement sous le critére de flexion également donc ces valeurs sont a rejeter quoi
qu’il arrive.

Finalement, la solution optimale se trouve pour des valeurs de a = 0.3 ... 0.7 laissant une certaine
latitude au concepteur.
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3.5.3. Optimisation du volume de bois en fonction de la fleche maximale
Suite aux conclusions réalisées en section 3.5.2, seul le cas d’un plancher rectangulaire avec zone
centrale rectangulaire (a = a; = a;,) sera analysé ci-dessous.

En reprenant le méme raisonnement que pour le plancher carré, I'expression de la fleche maximale
dans chaque poutre est donnée par :

5 = Fo(ad) FL?
R C )

Sachant cela, le systéme suivant peut étre construit :
( FL? 64FL3 ( 8 12 123

6; = fis(a, 1) = fis(@A)——73 |07 = =75 fis @D =577
! L EOm ' EOm (,bl - 4 l 7-[1/2 v E(%rzlql/z
v =t n [PRRICEnY

" 4 2-a %0 = 7L;

Ainsi, le volume d’une poutre type i du module vaut :

l/z(a A) 1/2 F1/2L2
Vi=3.545f—(6) -
l

F172

om

2—a
Pour déterminer I'indicateur de volume a I'ELS, 3 choix de dimensionnement sont possibles :

- CAS 1: Toutes les poutres du module atteignent la méme contrainte de flexion tel que ¢, =

1/3

M . . . .

b1 (ﬁ) . Dans ce cas, la fleche maximale du plancher est le maximum entre les fleches
1max

maximales de chaque poutre type :

( 64F L3 Pfhsa )
max = E—W max fl'é‘ (al A)I 4/3
om*t%¥1 (Mz,max/Ml,max)
2/3
wp? Ll M3 max
1 T a U T My

En éliminant ¢%, on trouve I'équation du volume en fonction de la fleche maximale du module :

L, \Y2F1212
V= W5 (Cl, /1) ( )
Omax ES/Z
7.09 My max 2/3 A3fy5(ad)
ou Wg(a,A) = 1+2 max| fi s(a, 1), ’ /3 |
M1 max ’ (M max/M1max)

- CAS 2: Toutes les poutres ont le méme diamétre de maniére a ce que la contrainte de flexion
maximale soit atteinte pour la poutre la plus chargée. Dans ce cas, la fleche maximale est
obtenue pour la poutre avec la valeur f; 5(a) maximale. L’expression du CAS 1 se simplifie :

L, 1/2 F1/2[2
V=@ ()
Omax E /
om
7.09 3
0u Ws(a,2) = 7 (1 + ) [max (f1,5(a, ), f,,5(a, 2)).
- CAS 3: Toutes les poutres atteignent le méme critére i— = % = 5";&. Le volume total s’écrit
1 2

sous la forme :
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L, >1/2 F1/22

V=W5(a,l)( 1/2
EO,m

5771. ax

ouWs(a) = %( 1%2 (a,A) + f;éz (a, /1)). Cependant, ce dernier cas est facilement réalisable

pour un plancher carré mais pas pour un plancher rectangulaire pour lequel il n’existe pas de
solution physique pour toute valeur de a. Il ne sera donc plus considéré dans la suite.

Dans tous les cas, I'expression du volume prend la méme forme. L’indicateur sous le critere de
déplacement évalué a I'ELS s’écrit donc :

VSE;/rrzz L1 1/2
Wy = -2-om :W5(a,/1)( )
F/212 Omax (16)

Le volume de matiére d’'un module réciproque rectangulaire avec zone centrale rectangulaire, soumis
a une charge totale F et engendrant une fleche maximale §,,,,, est donné par I'expression (16). Peu
importe la charge, le matériau ou les dimensions du plancher, le volume minimal sera toujours atteint
pour une valeur a qui minimise Ws(a, 1).

Sur la Figure 45 est représentée |'expression (16) du volume adimensionnel W en fonction de la
proportion d’engagement a pour les 2 premiers cas de dimensionnement et pour différentes formes
du plancher (1 = 0.3,0.5,0.8,1).

Conclusion : Les différentes approches fournissent des courbes relativement proches les unes des
autres méme si, au plus A diminue, au plus elles s’écartent car I’hypothése du CAS 2 est trop forte.
Ensuite, tout comme pour le plancher carré, les faibles et hautes valeurs de a ont été mises en
pointillées sur les courbes car, pour a < 0.2, on suppose que |'effet di a I'effort tranchant prend
de I'importance et pour a > 0.8, on suppose que la fleche sera plus influencée par la structure
secondaire que par la structure primaire. Cependant, ces 2 bornes ne sont pas un probléme puisque
les conclusions a I'ELU montrent que la solution optimale se trouve entre a = 0.3 ...0.7.
Finalement, le graphe montre, une fois de plus, que le volume sous le critére de fleche est optimal
pour des faibles valeurs de la proportion d’engagement a.

3.5.4. Conclusions préliminaires

L’analyse du plancher rectangulaire confirme les conclusions réalisées dans le cas d’un plancher carré :
les meilleures solutions sont comprises entre a = 0.3 ...0.7 avec une préférence pour une valeur
relativement faible sous le critére de déplacement. Donc, la solution optimale tourne autour de a =
0.3.

L'analyse entre un plancher classique rectangulaire (avec A < 1) et un plancher réciproque
rectangulaire sera réalisée dans le dernier chapitre « Discussion et conclusion ».
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Figure 45 : Plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire — Variations de Wg(a, 1) selon le critére de déplacement
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3.6. Expression du volume d’un plancher carré composé de 4 modules réciproques

Soit un plancher carré de dimensions LxL composé de 4 modules réciproques élémentaires soumis a
une charge surfacique g [N/mm?], telle que F = qL? [N], distribuée uniformément sur toutes les zones
du plancher. Pour la suite, 3 configurations différentes seront analysées et comparées, chacune ayant
ses propres caractéristiques géométriques. Dans un premier temps, cette derniére section
démontrera conceptuellement qu’il est possible d’obtenir les mémes indicateurs de volume pour un
plancher a plusieurs modules que ceux développés précédemment dans le cas d’un plancher a un seul
module. Ensuite, les équations devenant réellement complexes, le chapitre suivant abordera une
méthode numérique simple pour obtenir les différents graphes souhaités.

3.6.1. Définition des configurations analysées

3.6.1.1. Configuration 1 : dite « naturelle »

3.6.1.1.1. Définition des familles de poutres

Cette premiere configuration est dite « naturelle » car elle consiste a placer, dans un plancher carré,
4 modules réciproques dont toutes les poutres ont une proportion d’engagement a et une longueur
L, constantes.

En choisissant les sens de portée représentés en Figure 46, il est possible de simplifier le systéme grace
aux similarités entre poutres. Ces similarités sont obtenues grace a la symétrie du plancher et
permettent de classer les poutres en plusieurs « familles ». Chaque famille sera composée de poutres
de mémes propriétés, c’est-a-dire, de méme diameétre car soumises au méme chargement. Pour ce
type de plancher, on distingue alors 4 familles différentes :

e Lespoutres1,5, 8 et 12 sontidentiques
e Les poutres 2, 3, 10 et 11 sont identiques
e Les poutres 6 et 7 sont identiques

e Les poutres 4 et 9 sont identiques

Cela signifie que tout le systéme peut donc étre défini en calculant seulement 4 poutres.

Note : Le choix du sens de portée dans les zones carrées influence fortement le nombre de familles, il
faut donc le choisir de sorte qu’il soit le plus symétrique possible pour diminuer ce nombre le plus
possible.
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Figure 46 : Plancher carré avec 4 modules réciproques soumis a une charge uniformément distribuée
3.6.1.1.2. Géométrie du plancher

Comme le montre la Figure 46, pour pouvoir placer 4 modules dont les poutres ont toute la méme
longueur L, ces modules forment un certain angle avec les bords du plancher : ¢ = atan (1(_1—(1) Par

construction géométrique, la longueur des poutres vaut alors :

L

L. =
b COS(¢)+—2§§S(_¢(;)

Sur base de la Figure 47, il est possible de déterminer les charges réparties linéairement sur chaque
poutre.

La charge répartie due au grand carré central, s’appliquant sur les poutres type 4, vaut :

Ly
g1 =q(1 —a)7

La charge répartie due aux petits carrés centraux, s’appliquant sur les poutres types 2 et 3, est donnée
par :

al
_ p
qz = q_Z

Les charges réparties dues aux zones latérales (hors coins), s’appliquant uniformément sur les poutres
type 2 valent:

LP
qs =q(1—a)7=q1
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Figure 47 : Plancher carré avec 4 modules réciproques — Sens de portée (lignes bleues pointillées) et
allure des charges réparties le long de chaque poutre (lignes bleues continues)

Tandis que celles s’appliquant sur les poutres type 1 sous la forme d’une charge trapézoidale sont
données par :

L
q(1—a)7” si0<x<(1-a)l,

qs = 1—a

q(7> (L, —x) si(l-—a)l, <x <L,

Finalement, la charge répartie due aux coins du plancher, s’appliquant sur les poutres type 2, se
décompose en un triangle et un trapéeze pour prendre |’expression suivante :

,
a cos? L
q ®) x+(1—-a)L si0<x<L,—-X
2 (1 — (1—_a +a cos(go)) sin(go)) 2 b
gs = | cos(¢p)
1—a+ acos?(p) _
q 1—a . (Lp—x) sil,—X<x<L,
2 (cos(<p) +a cos(go)) sin(¢p)

Comme on peut le remarquer, toutes les charges réparties sont fonction uniqguement de a et des
données de départ g (ou F) et L.

Note : Le détail de la construction géométrique permettant de déterminer ces charges réparties se
trouve dans ’ANNEXE B.
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3.6.1.2. Configuration 2 : modules paralléles aux bords du plancher avec longueur des poutres latérales
variable

De maniere a faciliter la mise en ceuvre, on souhaite créer une solution ou les poutres sont paralléles

aux bords du plancher. Ainsi, la structure secondaire s’applique dans des zones rectangulaires et porte

selon le petit coté de chaque zone, comme c’est le cas depuis le début de ce document.

La premiere solution imaginée consiste a reprendre la configuration dite « naturelle », d’y maintenir
la longueur des poutres centrales constantes et d'y ajuster uniqguement les longueurs des poutres
latérales de sorte a ce que les 4 modules rentrent dans un plancher de dimensions LxL en restant
paralleles aux bords.

Pour réaliser cela, la Figure 48 montre qu'’il faut ajouter les longueurs en gras continu et retirer les
longueurs en gras pointillés. Comme on peut le voir, les poutres centrales ont, effectivement, gardé la
méme longueur que dans la configuration tournée.

Figure 48 : Plancher carré avec 4 modules réciproques — Ajustement des longueurs extérieures a
partir de la configuration dite « naturelle »

3.6.1.2.1. Définition des familles de poutres
En se basant sur la répartition des charges ainsi que sur la longueur des poutres de chaque module
établies en Figure 49, on distingue 4 familles de poutres différentes :

e Llespoutres 1,5, 8 et 12 sont identiques
e Les poutres 2, 3, 10 et 11 sont identiques
e Les poutres 4 et 9 sont identiques

e Les poutres 6 et 7 sont identiques

Chaque famille se compose de poutres de méme longueur et de méme diametre soumises au méme
chargement. Il est a noter que les poutres 4, 6, 7 et 9 ont la méme longueur mais ne sont pas soumises
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aux mémes charges, c’est la raison pour laquelle on les classe en 2 familles distinctes. Tout le systéme
peut donc se définir a I'aide de 4 poutres.

=~

Poutre 3 — Type 2

|

Poutre 8 — Type 1 =

Poutre 10 — Type 2

Poutre 2 — Type 2

Poutre 5 —Type 1

Poutre 11 — Type 2
Poutre 12 — Type 1

'y
v

L:OZ

Figure 49 : Plancher avec 4 modules réciproques soumis a une charge uniformément répartie et ot
seules les poutres extérieures ont une longueur variable

3.6.1.2.2. Géométrie du plancher

Etant donné qu’il y 4 familles de poutres, il faut définir la longueur de ces 4 poutres de référence qu’on
choisit comme étant les poutres 1, 2, 4 et 6. Etant donné que les poutres ont des longueurs différentes
et qu’on souhaite garder des modules avec zone centrale carrée, on ne peut pas partir du principe que
leur proportion d’engagement sont égales. On a donc un systéme de 8 équations a 8
inconnues ay, @y, A4, Ag, L1, Lpz, Lpa, Lpe. Pour pouvoir résoudre le probléme, on prend comme
donnée de départ la longueur du plancher L ainsi qu’une des 4 proportions d’engagement. Comme
on s’est basé sur la configuration « naturelle » pour définir notre plancher actuel, les poutres centrales
sont de méme longueur dans les 2 configurations et respectent les relations suivantes :

L

Lpy = Ly = = -
p4 = Lps = 2(1—a) gO_Fj‘tan(1—a)
cos(p) + ~cos(g)

Ou @ est I'angle entre les poutres et les bords du plancher dans la configuration dite « naturelle »
tandis que a = a4 = ag4 est la proportion d’engagement de ces poutres. On décide donc de fixer a¢
pour déterminer la longueur de poutre Lye. Dans ce cas, puisque a, = Qg et Lyy = Ly, il reste 4
inconnues a déterminer. En supposant que les modules sont composés d’une zone centrale carrée, on
peut déterminer les 4 équations suivantes :
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fa —a 2Lpg
LT L —Le(1—ap)
{L = Lp]_ + LPZ + (1 - 2a6)Lp6 _ 2Lp6
alel = a6Lp6 - < aZ B a6 L - Lp6(1 - 3(16)
AzLpz = aglpe L—Lys(1—ae)
U'pl =(1- aZ)LpZ Lpr = 2
[ = L— Lp6(1 —3ag)
\ P2 2
“ L >
Ly
L
Lpy
¥ k4
LPS = Lp4

Figure 50 : Plancher carré avec 4 modules réciproques dont les longueurs de poutres extérieures sont
variables — Sens de portée (lignes bleues pointillées) et allure des charges réparties le long de chaque
poutre (lignes bleues continues)

Toutes les inconnues peuvent donc s’exprimer en fonction des données L, L,¢ et as. On peut alors
déterminer les charges réparties sur le plancher, illustrées en Figure 50 :

Lye
q1 = Q(l—ae)%

L
— p6
{42 = qa¢ >

q3 = 11

Lyq
kq4’ = CI(l - al)%
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3.6.1.3. Configuration 3 : modules paralléles aux bords du plancher avec longueur des poutres centrales
variable

La deuxiéme solution imaginée pour que les modules soient paralléles aux bords du plancher consiste

a reprendre la configuration « naturelle » mais, cette fois-ci, d’y maintenir la longueur des poutres

latérales constantes et d’y ajuster la longueur des poutres centrales.

Ainsi, la Figure 51 montre que les lignes en gras continues ont la méme longueur que les lignes fines
continues tandis que les lignes en gras pointillées ont une longueur différente des lignes fines
pointillées.

- - === -
L 1 - L

Figure 51 : Plancher carré avec 4 modules réciproques — Ajustement des longueurs centrales a partir
de la configuration dite « naturelle »

3.6.1.3.1. Définition des familles de poutres
En se basant sur le modéle établi en Figure 52, on distingue 4 familles de poutres :

e Lespoutres, 2,11 et 12 sont identiques
e Les poutres 3, 5, 8 et 10 sont identiques
e Les poutres 4 et 9 sont identiques

e Les poutres 6 et 7 sont identiques

Comme pour le cas précédent, les poutres des 2 premieres familles ont la méme longueur mais un
chargement différent donc il faut les séparer. Tout le systeme est donc défini a I'aide de 4 poutres
seulement.
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Poutre 1 —Type 1
Poutre 2 — Type 1

Poutre 3 — Type 2 Poutre 5 —Type 2

Poutre 8 — Type 2

Poutre 10 — Type 2

Poutre 11 =Type 1

Figure 52 : Plancher carré avec 4 modules réciproques soumis a une charge uniformément répartie et
ou seules les poutres centrales ont une longueur variable

3.6.1.3.2. Géométrie du plancher

Sachant que le plancher se modélise en connaissant seulement 4 poutres, il faut résoudre un systéme
de 8 équations a 8 inconnues : a4, a,, ay, ag, Lp1, Ly, Lpa, Lpe €n prenant les poutres 1, 2, 4 et 6
comme références. Les poutres types 1 et 2 ont la méme longueur que les poutres de la configuration
dite « naturelle » et donc, pouruna = a; = a, fixé,ona:

L

Lyy =Ly, = = -
p1 = bp2 = 2(1—a) ¢_atan(1—a)
cos(p) + ~cos(g)

Ou ¢ est I'angle entre les poutres et les bords du plancher dans la configuration dite « naturelle ». On
décide donc de fixer a; pour determiner la longueur de poutre L, ;. Ensuite, par symétrie du plancher,
on a que Ly, = Ly et donc a, = ae. Il reste donc 2 inconnues a déterminer via les 2 équations
suivantes :

L:ZLpl(l—a1)+Lp6 ar=0ar = Qa Lp1
a :ai - 4 ° 1L_2Lp1(1_a1)
6 1 Lp6 Lp4- = Lp6 =L—- 2Lp1(1 - al)

Toutes les inconnues s’expriment donc en fonction des données du probleme L, L,; et a;.
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Figure 53 : Plancher carré avec 4 modules réciproques dont les longueurs de poutres centrales sont
variables — Sens de portée (lignes bleues pointillées) et allure des charges réparties le long de chaque
poutre (lignes bleues continues)

Sur base de la Figure 53, les expressions des charges réparties s’appliquant sur les poutres du plancher
sont données par :

Lpe
q: =q(1 —Zae)%

Lpe
q; = qaﬁ%
]

Lp1
qs =Q(1_a1)7
ds = q3
\ds = q1

3.6.2. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte
En connaissant les simplifications possibles du systéme, on peut suivre le raisonnement habituel pour
déterminer le volume adimensionnel de bois en fonction de la contrainte.

3.6.2.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

3.6.2.1.1. Réactions aux appuis

Les réactions d’appuis sont obtenues en résolvant les équations de la somme des efforts verticaux et
de la somme des moments par rapport a un appui (3V = 0 et )M = 0) pour chacune des familles de
poutres susmentionnées. Les dimensions et les charges réparties sont toutes des fonctions de la
proportion d’engagement, seul parameétre variable. Les réactions d’appuis seront donc également
fonction uniquement de a et peuvent s’écrire sous la forme :
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Ri,j = ai,j(a)F

Ou a; j(a) est une fonction de a et R; ; est la réaction d’appui de la poutre i s’appuyant sur la poutre
j,telquei=0..12 et j =0..12 également. L'indice 0 représente les appuis fixes des bords du
plancher.

3.6.2.1.2. Expressions du moment maximal

Les expressions du moment le long des poutres seront toujours fonction uniquement de a et des
paramétres fixés F et L puisqu’elles sont construites a partir des réactions d’appuis, des charges
réparties et des longueurs de poutres, toutes fonction de ces 3 parametres. Donc I'expression du
moment maximal prendra également la forme suivante :

Mi,max = FLfi,O (a)

OU M; 1 €St le moment maximal de la poutre i tel que i = 1...m car le probleme se détermine avec
m familles de poutres et f; o(a) est une fonction de a liée a la poutre i.

3.6.2.1.3. Expression de la contrainte de flexion
La contrainte dans la section de poutre la plus sollicitée est donnée par :

_ M imax

%7 209,

Comme précédemment, les diametres ¢; est déterminé tel que les contraintes dans chaque poutre
soient identiques, cela permet de pouvoir utiliser le méme matériau dans tout le plancher. Cette
condition sur le diametre est donnée par :

1/3
_ _ _ Mi,max
0, =0,=0 - ¢i—¢1M
1,max
Ou on décide de fixer le diamétre de la poutre 1 comme référence. Le diamétre ¢; dépend donc de la
proportion d’engagement a (donnée par le rapport des moments) et d’'un diamétre de référence
connu comme donnée du probleme. Dans ce cas, la contrainte est bien une fonction de a et de
parametres fixés au départ du dimensionnement.

3.6.2.1.4. Expression du volume du plancher réciproque
Avant de calculer le volume total du plancher, il faut calculer le volume de chacune des 6 poutres types

2
_ i,
ensachantque 4, ; = "

(O' _ Mi,max _ 3ZFLfi,O (a)
J 21;/ ¢, ng?

np?
V= Lo

En éliminant le diamétre ¢;, on trouve le volume d’une poutre type i :

2/3 F2/3L5/3 F2/3L5/3
Vi = 3691](1,0 (a)fl-,p(a)W = WB,i(a)W

Ou L,; = Lf;,(a) et donc on pose Wp;(a) = 3.691/‘1-,20/3(a)ﬁ,p(a). Le volume total des poutres

composant le plancher est obtenu en additionnant le volume de toutes les poutres :
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m m

F2/3L5/3
V = np,iVi = Z np,iWB,i(a) —0_2/3
i=1 i=1
Ouny; estle nombre de poutres similaires a la poutre i, c’est-a-dire, faisant parties de la méme famille
et m est le nombre total de familles. Sous forme adimensionnelle :

Vo2/3 m
W =apmss = z np,iWh,i(a) (17a)
Le volume de matiére d’un plancher composé ldel 4 modules réciproques élémentaires a 4 poutres
chacun, soumis a un chargement uniformément réparti et engendrant une contrainte ¢ dans la section
la plus sollicitée, est donné par I'expression (17a). Peu importe le chargement, les dimensions du
plancher ou le matériau utilisé, il existe une proportion d’engagement a qui minimise

Yty np,iWB,i(a)-

En évaluant cette expression (17a) a

’état limite ultime, on trouve :

m 2/3 m
E315/3 Vifo
W= an,iWB,i(a) = 2 W= w25 np,iWs,i(a) (17b)
i=1 m,d u i=1

Sur la Figure 54 est représentée I'expression (17b) de I'indicateur du volume de la structure primaire
en fonction de la proportion d’engagement a pour un plancher carré composé d’'un seul module et
pour les 3 configurations de planchers composés de 4 modules.

Conclusion : Tout d’abord, la configuration 3 (avec poutres centrales de longueur variable) est telle
que les valeurs a = a; > 0.597 sont a rejeter pour une raison géométrique car les modules se
chevauchent.

Ensuite, on note que pour a < 0.5, le volume adimensionnel de tous les planchers augmente
progressivement. Le volume des 3 configurations du plancher a 4 modules est plus important
d’environ 1/3 par rapport a celui du plancher a un seul module du fait, gu’ici, seule la structure
primaire est prise en compte.

Pour des valeurs a > 0.5, les tendances se séparent : la configuration dite « naturelle » voit son
volume diminuer fortement jusqu’a passer sous la courbe du plancher a un seul module. Cela peut
s’expliquer par le fait qu’en a = 1, le plancher a 4 modules est séparé en 4 par une croix centrale,
ce qui diminue de moitié la portée des poutres tandis que pour la méme valeur de a, le plancher a
un seul module est composé d’une seule grande partie centrale reprenant toutes les charges.

Plancher a 4 modules dans la

Plancher a un seul module . . i
configuration dite « naturelle »

a=1 a=1

Finalement, alors que toutes les configurations semblent diminuer de volume lorsque a = 1, la
configuration 2 voit son volume augmenter encore. Cela est d{ au fait que les poutres latérales ont
une longueur variable qui augmente lorsque a augmente. Ces poutres-la continuent a recevoir une
charge relativement importante pour a — 1 et dong, le volume augmente plus que dans les autres
configurations.
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Dans tous les cas, la solution optimale consisterait a prendre une valeur de a minimale. Cependant,
la structure secondaire et I'effet dd a I’effort tranchant n’ont pas encore été pris en compte.

2/3
I/;l de T T

E*315/3 )
25 . '

U L 1 1 Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 a

Figure 54 : Planchers carrés avec 1 et 4 modules (dans les 3 configurations) — Indicateur de volume
sous le critere de flexion

3.6.2.2. Correction du graphique en tenant compte du volume des structures intermédiaires

Comme on vient de le voir sur le graphe précédent, la structure primaire d’'un plancher a un seul
module prend moins de volume que la structure primaire d’un plancher a 4 modules. Qu’en est-il si
on ajoute a cela la structure secondaire ?

Le raisonnement est similaire a celui explicité dans les sections précédentes : le volume des poutres
intermédiaires sur chaque zone du plancher est calculé séparément en se basant sur I'expression (3a) :

A; 2/3 5/3
-7 .
Lec,s )1/3 (Atot F) (Lec,)

v = 0.923( —7

e

Ou Lgc,j et Lpc, j sont, respectivement les longueurs du petit coté et du grand c6té de la zone j et e
est I'entraxe maintenu constant pour toutes les zones du plancher. Sachant que les dimensions de
chacune de ces zones dépendent uniquement de la proportion d’engagement a et de la longueur du
plancher L, le volume total d{i a la structure secondaire prendra la forme suivante :

IN1/3 F2/3]5/3
) 0-2/3

Veee = fis(@)

e
Ou fss(a) est la somme des fonctions de a du volume de chaque zone. Donc le volume total de la
structure (primaire + secondaire) s’écrit :

m IN1/3\ F2/3]5/3 L
Viot = z np,iWg,i(a) + fss(a) (E) 25~ Wass (a, ;)

i=1

Ecrit sous forme adimensionnelle et évalué a I'ELU, I'indicateur de volume de la structure totale
apparait :
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2/3
W _ Vitot md _ W (a L)
utot = Fuz/3L5/3 = Wess\@7 (18)
Le volume de matiére de la structure totale (primaire + secondaire) d’un plancher a 4 modules soumis
a une charge totale F et engendrant une contrainte de flexion ¢ dans la section la plus sollicitée est
donné par (18) et dépend uniquement de la proportion d’engagement a et du rapport L/e.

En Figure 55 est représenté I'expression (18) de I'indicateur de volume de la structure totale (primaire
+ secondaire) pour le plancher a un module ainsi que pour les 2 planchers a 4 modules paralleles aux
bords, et ce pour différentes valeurs L/e.

Note 1 : Le plancher a 4 modules dans sa configuration dite « naturelle » a une structure secondaire
plus complexe du fait que les zones ne sont pas rectangulaires. Il ne sera donc pas représenté sur le
graphe.

Note 2 : Le calcul de la structure secondaire pour les 2 autres configurations a 4 modules se trouve
dans I’ANNEXE B.

Conclusion : Tout d’abord, on remarque que I’écart entre les courbes s’est globalement réduit pour
toute valeur de a. Cela signifie que la structure secondaire d’un plancher a 4 modules est plus légere
que celle d’un plancher a un seul module.

Ensuite, pour des valeurs a > 0.5, il est clairement préférable d’utiliser un plancher a un seul
module car méme si la structure secondaire est plus légére pour un plancher a 4 modules, le volume
global reste relativement important.

Par contre, pour des valeurs a < 0.5, les volumes sont relativement proches et le choix se portera
donc sur la longueur des éléments a disposition pour former les structures primaires et secondaires.
Une fois de plus, la solution optimale consiste a prendre la valeur a la plus petite possible, bien que
I’effet di a I'effort tranchant doit encore étre ajouté.

3.6.2.3. Correction du graphique en tenant compte de I’effort tranchant
Il est nécessaire de corriger le graphe précédent en tenant compte de I'effet d a I'effort tranchant
qui dominera pour des faibles valeurs de a.

L’approche d’optimisation consistant a adapter le diametre des poutres de maniére a atteindre la
méme contrainte de cisaillement dans tout le module est toujours d’application : ¢; = ¢1(V5d,i/
/2 ., , . ,
VEd,l) / ou i est une poutre quelconque du plancher. L’effort tranchant maximal d’une poutre
s’écrit :
Veai = max(Ri'j, Ri'k) = max(a; ;(a)F, a;(a)F)
OUR; ; et R; j sont les réactions d’appuis de la poutre i reposant sur les poutres j et k. Nous avons vu

précédemment que les réactions d’appuis dépendaient uniquement de a et de la charge s’appliquant
sur le plancher, donnée du probléme.

Le critere d’effort tranchant fournit par I’'Eurocode s’écrit :

4 max(ai,j(a), ai,k) F <
3(np?/4)
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Figure 55 : Planchers carrés avec 1 ou 4 modules réciproques - Indicateurs de volume de la structure totale (primaire + secondaire) sous le critére de flexion
pour différentes valeurs du rapport L/e

ECOLE 79
B POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN



2 2
En sachant que V; = %Lm’ = %fi,p(a)L, le volume d’une poutre i du module est donné par :

4 FL
Vi=3 max(a; ;(a), a;x) fip(@) T

Ainsi, le volume total évalué a 'ELU vaut :

Fy

kcrfv,d

u

NgE

i3 max(a; j(a), a;x) fip(@)
i=1

Avec n,, ; est le nombre de poutres similaires a la poutre i et m est le nombre de familles. Comme on

peut le voir, le volume sous le critere d’effort tranchant s’exprime bien en fonction de a et des

données du probleme uniqguement.

De maniéere a pouvoir comparer les critéres d’effort tranchant et de flexion, on réécrit I'expression
suivante en I'adimensionnalisant comme suit :

v 2/3 m m
u/m,d
Wy = 112/3—725/3 =7 Z 2ny, max(a; (@), air) fip(a) | = Z Z Ny, Ws,i(a) (19)
u i=1 i=1
262/3 du 1/3 m P ’
AvecZ = e (m) etWs;(a) = XiZ;2ny; max(ai,j (a), ai,k) fip(a).Le volume de matiere d’un

plancher a 4 modules congu sous le critére de cisaillement est donné par I'expression (19).

En tenant compte de la structure secondaire calculée précédemment, |'expression devient
finalement :

2/3 m 1/3

Vitotfma L
F2/315/3 = Z ny,iWs,i(a) | + fss(a) (E)
u i=1

L
wtot = = Wsss (a, Z, Z) (20)
La Figure 56 représente les indicateurs de volume (18) et (20) sous les critéres de flexion (continu) et
de cisaillement (pointillés) de la structure totale (primaire + secondaire) en fonction de a. Les courbes
sont tracées pour différents rapports L/e et pour un Z = 0.9, valeur considérée comme maximale car
généralement non dépassée.

Conclusion : On remarque que pour un plancher carré a 4 modules, l'intersection entre le critére
de cisaillement maximal et le critére de flexion se situe autour de a = 0.33 contre a = 0.3 pour un
plancher carré a un seul module.

Egalement, le critere de cisaillement impacte les valeurs a — 1. Cependant, cela n’influence pas le
choix optimal de la solution car le volume augmente déja fortement sous le critere de flexion et
donc ces valeurs-la sont a rejeter dans tous les cas.

Finalement, la solution optimale s’obtient pour une valeur de a ou le critere de flexion est dominant
et minimal. Etant donné que la courbe de cisaillement a été tracée pour une valeur Z = 0.9
considérée comme maximale, on peut supposer que la solution optimale sera autour de a = 0.3,
quelle que soit la composition du plancher (1 ou 4 modules).
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Figure 56 : Planchers carrés avec 1 ou 4 modules réciproques - Indicateurs de volume de la structure totale (primaire + secondaire) sous les critéres de flexion
et de cisaillement pour différentes valeurs du rapport L/e (Z = 0.9)
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3.6.3. Optimisation du volume de bois en fonction de la fleche maximale
Comme pour l'optimisation du volume en fonction de la contrainte, on souhaite démontrer que
I'indicateur de volume sous le critére de déplacement aura toujours la méme forme.

La premiére étape consiste a déterminer I'expression de la fleche maximale a partir de I'expression du
moment dans chaque poutre. Nous avons vu en section 3.6.2.1.2 que le moment était toujours
fonction uniquement de a, F et L, c’est-a-dire d’'un paramétre variable et de 2 données du probleme.
Donc la fleche maximale sera également fonction uniquement de ces parametres-la et s’écrira
toujours sous la forme :

3
= fi a(a) B,

Ou linertie dépend du diametre ¢; de la poutre i, adapté selon le choix de la méthode de

2 2
nQ; _ mP; , .
41 Ly = 41 fip(@)L, 'expression du volume de la poutre

dimensionnement. En sachant que V; =

i en fonction de la fleche maximale s’écrit :

1/2 L\Y? 122
Vi=35455"@fip @D \5) a7
l

o,m
Pour déterminer I'indicateur de volume, 2 choix de dimensionnement sont possibles :

1/3
Mlmax) /

- CAS1:Toutes les poutres atteignent la méme contrainte de flexion tel que ¢; = ¢4 <M
1max

La fleche maximale du plancher est le maximum entre les fleches maximales de chaque poutre :

64FL3 fis(a)
(Smax ATy max (f 18(@), . /3
om 1 (Mi max/ 1 max)

m 7T¢ Lmax 2/3
IU/ = ;np,ivi = T <np 1f1p(a) + an lflp(a) (Mlmax> >

En éliminant ¢%, on trouve I’équation du volume total de Ia structure primaire en fonction de la
fleche maximale du plancher :

b w (L 1/2 p1/2]2
B a(a) 6max> E;{,rzl

ou

2/3 fis(@)
WS(a) = 3.545 (nplflp(a) +znplflp(a)< Lmax) > max(fl,d(a)'( . 4/3)

M 1,max . / )
,max 1,max

- CAS 2: Toutes les poutres ont le méme diametre de maniére a ce que la contrainte de flexion
maximale soit atteinte pour la poutre la plus chargée. Dans ce cas, la fleche maximale est
obtenue pour la poutre avec la valeur f; s(a) maximale. L’expression du CAS 1 se simplifie :

b L )1/2F1/2L2
= Ws(a) (6max E(}Crzl

OU Ws(a) = 3.545(n,1 f1p(@) + Z2 1 ifip (a))J max(f1,5(a), fo,5(@), -, fin5(a))-
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Finalement, peu importe le choix de dimensionnement, I'indicateur de volume sous le critere de
déplacement évalué a I'ELS s’écrit toujours :

VsEqh: L \Y?
Ws = — = Ws(a) ( )
E212 Omax (21)

Le volume de matiére d’un plancher a 4 modules, soumis a une charge totale F répartie uniformément
et engendrant une fleche maximale §,,,, est donné par I'expression (21). Peu importe la charge, le
matériau ou les dimensions du plancher, le volume minimal sera toujours atteint pour une valeur a
qui minimise Wg(a).

La Figure 57 représente I'expression (21) de I'indicateur de volume de la structure primaire en fonction
de a sous le critére de déplacement (CAS 1 en continu et CAS 2 en pointillés) pour les 3 configurations
du plancher carré a 4 modules ainsi que pour le plancher carré avec un seul module.

Conclusion : Tout d’abord, on remarque que les courbes des 3 configurations a 4 modules ont la
méme allure que les courbes tracées sous le critere de flexion (structure primaire uniquement,
Figure 54).

Ensuite, les 2 approches menent a des résultats similaires pour a < 0.6. Aprés cette valeur-13,
I"'approximation du CAS 2 considérant le méme diametre pour chaque poutre impacte fortement le
volume du plancher.

Egalement, alors que les courbes des planchers a 4 modules sont relativement similaires pour a <
0.6, le volume donné par le plancher a un seul module est plus faible.

On suppose que les valeurs a < 0.2 sont a rejeter suite a I'effet de I'effort tranchant et que les
valeurs a > 0.8 le sont également suite a I'influence plus forte de la structure secondaire.
Finalement, quelle que soit I'approche ou le type de plancher utilisé, la solution optimale s’obtient
pour des faibles valeurs de a, c’est-a-dire, a = 0.2 ...0.3.

Ws(a) | '

i |
|_'_

—CAS1
——CAS2

Figure 57 : Planchers carrés avec 1 ou 4 modules réciproques — Variations de Wg(a) sous le critére de
déplacement
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3.6.4. Conclusions préliminaires

L’analyse des planchers a 4 modules méne a des conclusions tres similaires a celles obtenues pour un
plancher composé d’un seul module : la solution optimale se situe toujours autour de a = 0. 3.
Effectivement, pour des valeurs inférieures, le critére de cisaillement domine et le volume augmente
de maniere exponentielle tandis que pour des valeurs supérieures, le volume sous les critéres de
flexion et de cisaillement augmente rapidement.

Le raisonnement complet réalisé ci-dessus pour différentes configurations du plancher a 4 modules
s’adapte facilement a un plancher a n modules. Comme exemple, le cas d’'une configuration pour un
plancher a 9 modules sera abordé dans le chapitre « Discussion et conclusion ».

La méthode conceptuelle démontrant la forme générale des indicateurs sous les criteres de flexion,
cisaillement et déplacement permet d’assurer la fiabilité de la méthode numérique développée dans
le chapitre 4 et valable pour un plancher carré composé de n modules réciproques. C’'est d’ailleurs via
cette méthode numérique que les graphes de cette section ont été tracés.
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4. Développement numérique de I'optimisation d’un plancher formé
de modules réciproques

Comme nous avons pu le voir dans le chapitre précédent, le développement des équations analytiques
relatives a I'optimisation du volume des structures réciproques deviennent rapidement complexes. Ce
chapitre a donc pour but de développer une méthode numérique permettant de tracer les graphes
d’optimisation facilement et rapidement sans aucun raisonnement analytique. Ayant démontré de
maniére conceptuelle que les indicateurs de volume sous les criteres de flexion, cisaillement et
déplacement s’écrivent toujours sous la méme forme, la méthodologie qui suit peut alors s’appliquer
a tout type de plancher réciproque, carré (LxL) ou rectangulaire (LxAL), composé de N modules a 4
éléments, comme illustré en Figure 58.

Limites du
+«— plancher
[T rectangulaire

m,i

. % al, - /%
p.i p.i
Lpzi Lpni

ij ij

al

Figure 58 : Plancher réciproque quelconque - Schémas statiques

Le plancher considéré est donc le suivant: soit un plancher rectangulaire de dimensions LxAL
composé de N modules. En fonction de la taille et de I'inclinaison ¢ de ce plancher, certains modules
peuvent étre incomplets. Cependant, le plancher restera toujours isostatique et les réactions d’appuis
sont déterminées via les équations d’équilibre. Pour un plancher composé de n poutres, il y a 2n
réactions d’appuis, chacune étant supportée par une poutre voisine ou par un appui fixe en périphérie.
La charge appliquée sur une poutre vient a la fois de la charge totale appliquée sur la structure
secondaire et de la charge transmise par les poutres voisines dont les réactions d’appuis sont R, ; et
R, ;. La charge provenant de la structure secondaire peut s’appliquer sous 2 formes : si la poutre est
proche des limites du plancher, la charge y est répartie non uniformément (Figure 58, droite) tandis
que si la poutre est proche du centre du plancher, la charge appliquée sur la poutre est répartie
uniformément (Figure 58, gauche).

4.1. Indicateurs de volume a I'ELU
Il a été démontré précédemment que, évalué a I'ELU, I'indicateur de volume de la structure totale
(primaire + secondaire) sous le critére de flexion prenait la forme suivante :
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2/3
Vu,tot m,/d —W (a 1 £>
Fu2/3L5/3 BSS\ ™ e

Et que l'indicateur de volume de la structure totale sous le critere de cisaillement s’écrivait :

Vi tot nzl/; L
Vol (0,1,2,5)
Fuz/3L5/3 5,58 e
R 202/3 1 g, \1/3 |, L. .
ouz = ok (f—d) dépend du matériau et de la charge totale s’appliquant sur le plancher.

En partant du principe que les diamétres de chaque poutre sont adaptés de sorte a ce que la méme
contrainte de flexion soit atteinte dans toutes les poutres du plancher, la méthodologie a suivre pour
calculer les indicateurs relatifs a la structure primaire est présentée sur I'organigramme de la Figure
59. Pour prendre en compte la structure totale (primaire + secondaire), il est nécessaire de déterminer
le volume de la structure secondaire indépendamment de celui de la structure primaire et de les
additionner par la suite, comme effectué dans le chapitre 3.

Note : Si on souhaite que toutes les poutres (ou un groupe de poutres) du module aient le méme
diamétre ¢, I'organigramme ci-dessous s’adapte trés facilement.

4.2. Indicateurs de volume a I'ELS
Il a été démontré que I'indicateur de volume de la structure primaire évalué a I'ELS sous le critere de
déplacement s’écrit toujours sous la forme suivante :

1/2 1/2

E

sEom

Zlom _ W,g(a,l)( )
F;/ZL2 Omax

Ou Wg(a, 1) est généralement une fonction complexe difficilement connaissable. L’organigramme de
la Figure 60 permet donc de déterminer numériquement et facilement cette fonction, ainsi que
I'indicateur de volume de la structure primaire, selon 2 approches :

- CAS1:Lediametre de chaque poutre est adapté de sorte a ce que la méme contrainte de flexion
apparaisse dans toutes les poutres du plancher
- CAS 2 : Toutes les poutres (ou un groupe de poutres) ont le méme diamétre ¢

Note : Ces 2 organigrammes ont également permis de vérifier les résultats analytiques obtenus tout
au long du chapitre 3.
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Choix de A et

: 2

Choisir :
N'importe quelle valeur de L
N'importe quelle valeur de g
N'importe quel matériau

¥

SCIA : modéle de calcul pour déterminer les effort internes dans chague poutre :
moment max M; .. et effort tranchant max V; g4

flexion

Indicateur de volume sous le critére de

Indicateur de volume sous le critére de
cisaillernent

S

Adapter le diamétre de sorte que la méme
contrainte de flexion soit atteinte dans toutes
les poutres du plancher :

- Fixer le diamétre de la poutre 1. ¢4
- Adapter le diamétre des autres poutres tel

" (M)ua

ML.F.‘II’J x

que: @;
- Calculer le volume V; de chague poutre

Adapter le diamétre de sorte que la méme
contrainte de cisaillement soit atteinte dans
toutes les poutres du plancher :

Fixer le diamétre de la poutre 1: ¢y
Adapter le diamétre des autres poutres tel

.

i,

que: gy = ¢y (V—j
1,Ed

Calculer le volume V; de chague poutre

¥

¥

L'indicateur de volume pouruna etun

Lindicateur de volume pour un a etun 4

fimés vaut : fixés vaut
g3y, 3tyVi
:_a'zq:_a'z Iz 242/3 gl?

Figure 59 : Méthode de calcul numérique pour déterminer les indicateurs de volume de la structure

primaire d'un plancher a I'ELU
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Choixde Aeta

) 2

Choisir :
- Nimporte guelle valeur de L
- N'importe quelle valeur de g
- N'importe quel matériau

¥

SCIA : modéle de calcul pour déterminer les effort internes dans chaque poutre :
moment max M; pax

CAS 1: MéEme contrainte de flexion dans CAS 2 : Méme diamétre pour toutes les
toutes les poutres poutres [ou groupe de poutres)

¥

Adapter le diamétre de sorte que la méme
contrainte de flexion soit atteinte dans toutes
les poutres du plancher :

- Fixer le diamétre de la poutre 1: ¢,
- Adapter le diamétre des autres poutres tel

_ 1z
que: ¢; = o, Xz

Ml.ll‘lllx
- Calculer le volume I, de chaque poutre

¥ L

SCIA : modéle de calcul pour déterminer la fleche maximale 8,4, de la structure sur base des
diameétres imposés a chague poutre

Cheisir un diamétre arbitraire identique pour
toutes les poutres (ou groupe de poutres) et
calculer le volume V; de chague poutre

La fonction W {a, ) pour un a et un A fixés vaut :
S

EgmOmax2Vi
FIVE qi/2L7/z
Lindicateur de volume pour un a et un A fixés vaut :

12
EomdVi
FEVE q Ljzya

Wsla. 4) =

Figure 60 : Méthode de calcul numérique pour déterminer les indicateurs de volume de la structure
primaire d'un plancher a I'ELS
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5. Discussion et conclusion

Le but de ce mémoire était d’évaluer la masse et |'efficacité de plusieurs types de planchers
réciproques (carré ou rectangulaire, avec un ou plusieurs modules) en les comparant a des planchers
classiques. Sur base des analyses effectuées, plusieurs conclusions peuvent étre tirées.

Tout d’abord, intéressons-nous a la méthode de calcul utilisée : les analyses portées ci-dessus ont
permis de développer une méthode analytique et une méthode numérique basées sur les indicateurs
morphologiques. Ceux-ci permettent de réduire considérablement le nombre de parametres en
adimensionnalisant le volume de matiére nécessaire. Dans notre cas, la meilleure solution est alors
obtenue en optimisant, au plus, 4 paramétres: a, 4,L/e et Z. Ce dernier paramétre n’étant utilisé
que sous le critére de cisaillement.

Comme on a pu s’en rendre compte rapidement, la méthode analytique devient trés vite complexe
méme pour des planchers relativement simples composés d’un seul module réciproque. Il a alors été
démontré de maniére conceptuelle que les indicateurs de volume s’écrivent toujours sous la méme
forme, quels que soit le nombre de modules, la charge appliquée et les dimensions du plancher. Par

2/3
s . N . . u N . . . N
cette démonstration, on connait les indicateurs, }72/3—1"53 sous les critéres de flexion/cisaillement a
u
V,5E1/2
I'ELU et FI/ZOZZ sous le critére de déplacement a I'ELS, sans réellement connaitre les expressions

1)
paramétriques, respectivement pour ces 3 critéres, Wp g5(a,4,L/e), Ws ss(a, A, Z, L/e) et Ws(a, 2),

dont ils dépendent. Cependant, cela est suffisant pour développer une méthode numérique sire et
fiable.

Sur base d’'un modeéle de calcul relativement simple réalisé sur SCIA et des 2 organigrammes présentés
en Figure 59 et Figure 60, il est alors possible d’obtenir les indicateurs de volume pour différentes
valeurs des parametres a optimiser sans aucun développement analytique supplémentaire. Dans un
premier temps, cette méthode numérique a permis la vérification des équations analytiques. Par
apres, elle est devenue la méthode principale de calcul pour des planchers plus complexes.

Ensuite, nous pouvons analyser les hypothéses déterminées au début de I'optimisation. Le premier
choix s’est basé sur le fait que, pour que le volume soit optimal, il faut que la structure secondaire
porte toujours selon le petit c6té de chaque zone du plancher. Nous avons vu que cela n’était pas
correct si on considére uniguement la structure primaire mais que c’est bel et bien le cas si on tient
compte du volume de la structure totale (primaire + secondaire). Ce deuxiéme cas étant le plus
représentatif de la réalité, I’hypothese est correcte.

Un deuxieme choix se réfere au fait de négliger le poids propre des structures primaires et
secondaires. Cela permet de simplifier les équations analytiques et d’y faire apparaitre assez
facilement les indicateurs de volume. Cependant, pour représenter la réalité du mieux possible, une
perspective d’amélioration serait d’inclure ce poids propre dans I'expression du volume.

Egalement, quelques commentaires peuvent étre réalisés quant aux différentes configurations de
planchers analysés. En ce qui concerne les planchers rectangulaires avec un seul module, nous avons
décidé d’analyser le comportement de 2 configurations différentes : nous avons démontré que le
plancher avec zone carrée centrale n’était jamais optimal en comparaison du plancher avec zone
rectangulaire centrale. Cette solution a donc été abandonnée pour la suite de |'analyse.
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Pour les planchers carrés avec 4 modules réciproques, 3 configurations différentes ont été traitées.
Nous avons alors vu que les courbes étaient, certes, différentes, mais que la solution optimale se
situait autour de la méme proportion d’engagement et pour un volume quasiment identique dans les
3 cas. Le choix de la configuration se basera donc sur la facilité de mise en ceuvre ainsi que sur la
longueur des éléments de la structure primaire disponible. Effectivement, la configuration dite
« naturelle » est composé de poutres de méme longueur pour tout le plancher, cependant, cela
implique un certain angle entre les modules et les bords du plancher et donc une mise en ceuvre
relativement difficile. Les 2 autres configurations étant paralléles aux bords du plancher sont plus
faciles a mettre en ceuvre mais les poutres ont des longueurs différentes et certaines peuvent étre
relativement longues.

Les résultats des développements basés sur les hypothéses précédentes permettent de relever
plusieurs regles de dimensionnement valables pour tous les types de plancher réciproques analysés :

- Les proportions d’engagement a < 0.2 ...0.3 sont a rejeter car le volume sous le critére de
cisaillement (ELU) augmente de maniéere exponentielle

- Les proportions d’engagement a > 0.7 ... 0.8 sont a rejeter car le volume sous les critéres de
flexion/cisaillement (ELU) augmente fortement

- Sous le critere de déplacement (ELS), le volume optimal consiste a prendre la valeur de la
proportion d’engagement a la plus petite possible

= En rassemblant les contraintes fournies par les 3 criteres de dimensionnement, la solution
optimale se situe autour de a = 0.3.

Afin d’évaluer I'efficacité des planchers réciproques, une comparaison avec des planchers classiques
a ensuite été réalisée pour la proportion d’engagement considérée optimale : a = 0.3. La Figure 61
analyse, en fonction du nombre de poutres de la structure secondaire, le volume des planchers
classiques, carrés et rectangulaires, des planchers réciproques carrés et rectangulaires composés d’un
seul module ainsi que le volume des planchers réciproques carrés composés de 4 et 9 modules (détails
du plancher a 9 modules en ANNEXE C). Les commentaires suivants s’appliquent aussi bien a I'analyse
des graphes sous I'ELU qu’a celle des graphes sous I'ELS :

- Pour une valeur 4 < 0.5, le plancher classique est toujours plus optimal que le plancher
réciproque composé d’un seul module. Par contre, lorsque A — 1, le plancher réciproque
devient meilleur au fur et a mesure que le nombre de poutres de la structure secondaire
augmente

- Pour un nombre donné de modules (les 3 configurations du plancher a 4 modules, par exemple),
le volume reste quasiment inchangé. Le choix se portera donc sur une préférence quelconque
ou une facilité de mise en ceuvre particuliere

- Le volume n’est que légerement impacté par le nombre de modules composant le plancher. Si
le nombre de modules augmente, la masse de la structure primaire augmente également mais
celle de la structure secondaire diminue car les portées deviennent de plus en plus petites.
Finalement, les résultats se compensent presque a I'ELU. Choisir le nombre de modules
composant le plancher dépendra donc de la longueur des éléments disponibles pour réaliser les
structures primaire et secondaire du plancher ainsi que du critere de déplacement ELS qui est
plus influencé par le nombre de modules que le critere ELU

ECOLE 94
0 POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN



i=08

2/3
Vot fma Visrot nﬁf T
F2R1s/3
1.6

F,fﬁ 15/3

14 F

~ [ Plancher rectangulaire ||

/
06! -
_-l‘l
1
i Plancher carré i S E
02 1 0.2H - e
. a=0.3 i - a=03
i} L L 1 0 1 L 1 T
0 5 10 15 20 n 0 5 10 15 20 n
P:am::ei clasTique ===+ Planchers classiques
—— Planchers réciproques —— Planchers réciproques
L CT N . . i Wy (a,2)——— ' e
. o e m s ancher rectangulaire
= I I <: . Plancher carré a-ﬂ;s
| 7 a=0.3 | - 1k L — i
1r -5 -
I’ -
I’ -
T P pr— A=08
08F = - ~ 08F .
s >
/ -
0.6 ‘.r" 0.6 - - A=105
) Amae / . ‘M
i ’ =T
04l ;’ i 04 : AR - A=105
i -
| oo oo oo B e e e e e e
0_2_1’ 02F e IR A=03
] I - et m—=——
! L -
bie. =
L L . ok L . L L
10 15 20 n o 5 10 15 20 n
----- Plancher classigue Planchers classiques
= Planchers réciproques (CAS 1) —— FPlanchers réciproques (CAS 1)
== Planchers réciproques (CAS 2)

ECOLE
POLYTECHNIQUE

DE LOUVAIN

=== Planchers réciproques (CAS )

réciproques (a 1, 4 ou 9 modules)

95

Figure 61 : Comparaison des indicateurs de volume sous les critéres de flexion (ELU) et de déplacement (ELS) entre planchers classiques et planchers



Finalement, au terme de ce mémoire, nous avons pu analyser le comportement a I'ELU et a I'ELS de
plusieurs types de planchers réciproques pour lesquels les conclusions étaient relativement similaires.
Cependant, pour pouvoir généraliser la valeur optimale de a = 0.3 pour un plancher réciproque carré
ou rectangulaire a n modules, il faudrait effectuer des analyses supplémentaires.

Egalement, l'influence de la structure secondaire dans l'indicateur de volume sous le critére de
déplacement n’a pas été abordée. Intuitivement parlant, la structure secondaire devrait avoir un
volume plus faible pour des petites valeurs de la proportion d’engagement a, ce qui conforterait I'idée
qgue la solution optimale sous le critere ELS s’obtient pour des faibles valeurs de a. Cependant, il
faudrait idéalement le démontrer.

Une autre perspective d’amélioration consisterait, comme déja énoncé précédemment, a tenir
compte du poids propre de maniéere a se rapprocher encore plus de la réalité. Dans ce cas, le poids
propre de la structure primaire et secondaire augmentera la charge et la déformation générale du
plancher. Une vérification expérimentale de tels planchers permettrait de vérifier leur faisabilité
concréte.

Pour finir, il serait intéressant d’étendre le procédé d’optimisation réalisé pour un plancher réciproque
planaire a une structure réciproque tridimensionnelle telle qu’un déme, par exemple. Des efforts
normaux de traction et compression apparaitront alors en plus des efforts de flexion. D’autres
parametres supplémentaires seront certainement a prendre en compte telle que I'excentricité, par
exemple.

La recherche sur le domaine des structures réciproques réserve encore plein de mysteres. Cependant,
je suis convaincue que I'optimisation de telles structures permettrait le développement d’'un nouveau
mode de construction concurrentiel, a la fois architectural, écologique et innovant. Bien que, selon
moi, la construction de planchers réciproques planaires composés d’un grand nombre de modules
risque d’étre compromise suite aux grandes déformations en chaine des différents éléments, j'aime a
croire que le développement de ces structures en tridimensionnel puisse aboutir a quelque chose de
grandiose.
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6. ANNEXE A

6.1. Expression du volume d’un plancher rectangulaire composé d’un seul module
réciproque élémentaire

Les résultats énoncés en section 3.5 sont détaillés dans cette annexe. Pour rappel, on considéere un
plancher rectangulaire ou on sépare le cas de la zone centrale rectangulaire du cas de la zone centrale
carrée. De plus, de maniere a ce que le plancher secondaire porte toujours selon le petit coté de
chaque zone, on distingue également le cas d’un plancher portant dans 2 directions en fonction des
différentes zones, d’un plancher portant dans une seule et méme direction. Les conditions
déterminant ces contraintes sont reprises ci-dessus.

6.1.1. Forme de la zone centrale du plancher

Le premier cas représente un plancher rectangulaire avec une zone centrale rectangulaire
homothétique, c’est-a-dire que les proportions d’engagement de chacune des poutres sont
proportionnelles telles que :

a=a = a;

Le deuxieme cas est celui d’'une zone centrale carrée ou les proportions d’engagement a, et a, sont
différentes mais liées par la relation suivante :
Ly a AL,
=a;
2—a 2—-a,

1Ly = azLy, - a;

Pour une proportion d’engagement a; et un parametre 1 donnés, il est alors possible de déterminer
a, tel que:

2a4

a2:2/1—/1a1+a1

Il est a noter qu’il faut toujours que cette valeur a, soit inférieure ou égale a 1. Pour cela, il faut
respecter la condition suivante :

a; 21

a, <1 - 1> ou a <—

2—a

En théorie, il existe un dernier cas représentant un plancher rectangulaire avec zone centrale
rectangulaire quelconque, c’est-a-dire que les proportions d’engagement ne sont pas
proportionnelles. Cependant, ce cas ne sera pas abordé dans la suite du texte car il n’est pas pratique
a réaliser dans la réalité.

6.1.2. Sens de portée du plancher

Afin que les poutres secondaires portent toujours selon le petit c6té de chaque zone, le sens de portée
de certaines zones du plancher peuvent changer en fonction de la valeur de a; et A. Les conditions a
respecter pour que toutes les zones du plancher portent dans le méme sens vertical sont telles que :

e Zone centrale rectangulaire aveca = a; = a, : les proportions d’engagement sont identiques
Lyp<(1-a)l, - A<1l-a

e Zone centrale carrée : la proportion d’engagement est différente pour les 2 types de poutre
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2—a,
Lpz S (1 - al)Lpl g /1 S (1 - al) (2 — al)

Les réactions d’appuis et efforts internes de chacun de ces cas sont calculés ci-dessous.

6.1.2.1. Plancher a deux sens de portée perpendiculaires en fonction des zones
Le premier cas considéré est celui d’'un plancher a 2 sens de portée tel que représenté en Figure 62 ou

on prend en compte le cas tout a fait général d’'une zone centrale rectangulaire quelconque avec des
proportions d’engagement a, et a, différentes.

L,
(]
@
Sens de portée '_§
Poutre 3 —Type 1 rL
j= Lp2
30
&
L, @ lpa| I
<1
= Poutre 1 -Type 1
|
< >
@
£ 1Lpy Sens de partée
(@]
o

LDl

Figure 62 : Plancher rectangulaire soumis a un chargement uniformément distribué dans 2 directions
avec zone centrale rectangulaire quelconque

On distingue 2 types de poutres en fonction de leur longueur et du chargement qu’elles recoivent. Le

schéma statique de la poutre type 1 est représenté en Figure 63 tandis que celui de la poutre type 2
est donné en Figure 64.

Ry, =Fay,
4z = qasza/Z

FT T T T T a-a0-a
I |

alel L
-4 pl
R1.4=Fal.4 R10=FG’10
Appui sur poutre voisine IAppuifixe I

Figure 63 : Schéma statique d’une poutre type 1 du plancher rectangulaire avec 2 sens de portée
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Rz.l = Fﬂ'z.l RZ.O = FQ’ZIO
Appui sur poutre voisine Appui fixe
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Figure 64 : Schéma statique d’une poutre type 2 du plancher rectangulaire avec 2 sens de portée

Sur base de ces 2 schémas statiques, on construit les expressions de la somme des efforts verticaux

ainsi que des moments a I'appui gauche afin de déterminer les réactions aux appuis :

(2Vpr1 =0: Rys+Rip=Ry1+ qilps +q3a:Lly;

272 2
M, pri=0: Ry a4l lpy o Lo _p
XMgpr1 =0: Ryia1Ly +Q3T+Q1T— 1,0lp1

b,
XVpra =0: Ryq1+ Ryg=Rya+ qoplp:

12,
XMy pra =0 Rysa;Ly, + ‘hb% = Ry 0Ly

En résolvant ce systéeme via MATLAB, nous obtenons les réactions d’appui valables pour tout a; et a,:

(_ (2a;+a,—2a,a, + afa, —af — 2
=T\ 42 - a2 — ap)(ag + a; — azay)
Ry4 = ai4F —a?(a% —2a, +1) +a,(2a% — 4a, + 3) + a,(1 — ay)
a =
{RI,O = aqoF L0 4(2-ay)(2—ay)(a; +a; —aqa;)
- 3
Ry = ay, F

| w a?a,(1—a,) +a;(2a3 —2a, + 1) — a3 + 2a, — 2
RZ,O = aZ,OF 21 4‘(2 - al)(Z - az)(al + a, — alaZ)
_ —af(a3 —2a, + 1) +a,(2a3 —4a, + 1) + a,(3 — a,)

a0 =

42 —-a1)(2 —az)(a; +a; —aya;)

Les efforts internes le long de la poutre type 1 sont exprimés a I'aide des coupes en Figure 65.

Ry1 =Fay,

Gz = QOszZ/ZI l I b

qs = qaszz/Z \

v
a1 = q(1 —az)Lyz/2 I I / )M a1 =q(1 —ay)L,,/2 IR // )M
7] A 7}

a,L
1&p1
ST x vV |
X
Riy=Fay, Ry =Fay,
Appui sur poutre voisine Appui sur poutre voisine

Figure 65 : Poutre type 1 — coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

Vg1 (x) = —(q1 + q3)x + Ry 4

My, (x) = _@tas) 2 Ry4x

La coupe 1 pour 0 < x < a; Ly, fournit: {
2

La coupe 2 pour a; L,y < x < Ly, fournit :
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Va1(x) = —q1x + Ry 4 — Ry1 — q3a4 Ly
Mg, (x) = _%xz + (R1,4 —Ry1 — Q3a1Lp1)x + (R2,1 +

a

L
12p1 Q3) a1Lypq
Les efforts internes le long de la poutre type 2 sont définis a I'aide des coupes en Figure 66.

Ryqs=Fay,
|

/QM l /@M

azLy;
x p
-~
"~ x >
[ >
Ry, =Fay, Ryy =Fayz,
Appui sur poutre voisine Appui sur poutre voisine

Figure 66 : Poutre type 2 — coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

Vg2(x) = —qzpx + Ry 4

La coupe 1 pour 0 < x < a,L,, fournit :
p p 2%p2 {Mg'z(x) = _qzibxz + Rzrlx

Va2(x) = —qapx + Ry1 — Ry

La coupe 2 poura,L,,, < x < L, fournit :
pe <P 27wz p2 {Md,z(x) = —qzibxz + (Rz,l - R1,4)x + Ry 405Lp;

6.1.2.2. Sens de portée unique
Le deuxiéme cas considére un plancher rectangulaire avec un seul sens de portée vertical identique

dans toutes les zones et une zone centrale rectangulaire quelconque avec des proportions
d’engagement a, et a, différentes.

Ly
o~
48]
o
=
|
~
Poutre 3 —Type 1 v Lp2
3
L Ay Ly -
p
E Poutre 1 —Type 1
=
|
<t alel
g
=
o
(a
Lpl

Figure 67 : Plancher rectangulaire soumis a un chargement uniformément distribué dans une seule et
méme direction avec zone centrale rectangulaire quelconque

On distingue 2 types de poutres en fonction de leur longueur et du chargement qu’elles regoivent. Le

schéma statique de la poutre type 1 est représenté en Figure 68 tandis que celui de la poutre type 2
est donné en Figure 69.
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Ris=Fas, Rig=Fay,
Appui sur poutre voisine Appui fixe

Figure 68 : Schéma statique d’une poutre type 1 du plancher rectangulaire avec 1 sens de portée

Ry, =Ry, =Fa;,

A a; Lpz

F s

p2

Ry, =Fay, R,,=Fa,,
Appui sur poutre voisine IAppui fixe '

Figure 69 : Schéma statique d’une poutre type 2 du plancher rectangulaire avec 1 sens de portée

En se basant sur les schémas statiques, on développe les expressions de la somme des efforts verticaux
ainsi que des moments a I'appui gauche afin de déterminer les réactions aux appuis :

(ZVpr1 =0: Ry 4+ Rig=Ry1 + q1lp1 + G2a(1 — al)Lpl + qza,1Lp1
272 2

L L
1Ly
Zp + q2q(1 - ) + =" = Ry0Lp1

a
XMgpri =03 Ryqa4Lp, +q3
lZVPTZ =0:Rz1+Ry0=Rys
ZMg,PTZ =0:Ry4a;Lp; = RyoLyp,
En résolvant le systeme via MATLAB, les réactions d’appuis peuvent s’écrire en fonction de a; et a,
pour une charge F fixée :

—a?(1—ay)+2a;(1—ay) +a, —2

Fa _< 42 —ay)(2—az)(ay + a; — a;a;) )
R4 = ay4F _—aj 21—ay) +2a;(1 —ay) +a,
Rip = aioF . ) 0= 4(2 — ay)(ag + a; — aqa,)
Ry1 = ay,F (1-ay))(—a?(1—ay) +2a;(1 —a,) +a, — 2)
Ry0 = azoF %21 = _< 42 —-ay)(2—ay)(a; + a, —aqa,) )

_ (a(= a?(1—ay) +2a,(1—ay) +a, — 2)
Laz,o B _< 42—-a)(2 —az)(a; + a; —aya;) >

Les efforts internes le long de la poutre type 1 sont exprimés a I'aide des coupes en Figure 70.

ECOLE 103
0 POLYTECHNIQUE
DE LOUVAIN



B = 9%Lp2/2 ‘ﬁ Gz = qazLp2/2 l f l y l T2a = qLp2/2

q. =q(1—a,)L,,/2 1 l /f )M g1 =q(1 —ay)Ly, /2 l
i a,L
x % Fy — v
- x =

Rl,‘l— = FQ’1,4 Rl_,cl- = Fal,4
Appui sur poutre voisine Appul sur poutre voisineg

Figure 70 : Poutre type 1 — coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

Vg1(x) = —(q1 + q3)x + Ry 4

Mg, (x) = ~tas) 2y Ry 4x

La coupe 1 pour 0 < x < a; L, fournit: {
2

La coupe 2 pour a;Ly; < x < Ly, fournit:

Va1 (x) = —(q1 + q24)x + Ry 4 — Ry1 + (924 — q3)a1Lpy

4Gt q a,L,,
Mg,(x) = —Taxz + (R1,4 —Ry1 + (q2q — Q3)a1Lp1)x + <R2,1 + Zp (g5 — an)> a1Lyy

Les efforts internes le long de la poutre type 2 sont définis a I'aide des coupes en Figure 71.

Ri,=Faj,

/QM //p““

azLy;
X v
”l x -
[ >
Ry1 =Fay, Ry =Fay,
Appui sur poutre voisine Appui sur poutre voisine

Figure 71 : Poutre type 2 — coupe 1 (gauche) et coupe 2 (droite)

Vg,Z (x) = R2,1

La coupe 1 pour 0 < x < a,L,, fournit :
pe=p 2" p2 {Mg,z(x) =Ryx

Va2 x) = Ry1 —Rya

La coupe 2 pour a;L,, < x < L, fournit: {
P P Mg, (x) = (R2,1 - R1,4)x + Ry 4031,

6.1.3. Optimisation du volume de bois en fonction de la contrainte

6.1.3.1. CAS 1:Zone centrale rectangulaire avec a = a; = a, et 2 sens de portée

On considere tout d’abord le cas d’un plancher avec 2 sens de portée et une zone centrale
rectangulaire comme illustré en Figure 62. Pour rappel, un tel plancher est donc défini par les 2
conditions suivantes :

a1=a2:a /‘12(1_0,)

La premiére condition se rapportant a la zone centrale rectangulaire et la 2™ condition faisant
référence aux 2 sens de portée du plancher. Les réactions aux appuis calculées ci-dessus pour le cas

général se simplifient pour le cas avec zone centrale rectangulaire telque a; = a, = a:
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a’?—-2a+?2
Rz0 = azoF = AZ—a? F =Ry,

6.1.3.1.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

6.1.3.1.1.1. Expression du moment maximal

Les expressions des moments le long de chaque trongon dans la poutre type 1 se simplifient
également:

+
Mg, (x) = Ry4x — (6112—613)x2 0<x<alLy
b aly,
Md,l(x) == _7x2 + (R1,4 - R2,1 - CI3aLp1)X + (Rz,l + qu?)) aLpl aLpl S X S Lpl

De la méme fagon, les moments dans la poutre type 2 deviennent :

Mg,z(x) = Ry1x _qzibxz 0<x< aLpz
d2p
A@za)=—7rﬂ+{Rm-4ng+RMa%z alp, < x < Ly,

Ne sachant a priori pas ou se situe le moment maximal, on le calcule dans chaque troncon de chaque
poutre en commengcant par la poutre type 1 et puis la poutre type 2.

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < aL,;)
Afin de déterminer la valeur du moment maximal, il faut d’abord en déterminer sa position :

v G0 dMg 4 (x) 0= R (@0 +00) az—a+1L
X)) =——m/mm= = — X - X R

g1 dx 1,4 q1 T q3 g,1,max 2a(2 — a) 1

On vérifie que cette position se trouve bien dans le trongon gauche, c’est-a-dire que X 1 max < ALy :

az—a+1L __a L -1++5
- -
202 —a) 1=2_q" %12 2

La solution « + » indique que le moment maximal est dans le trongon gauche poura > _1;\@ = 0.618.
Dans ce cas, il vaut :
3 (a®> —a +1)? 3
My 1 max = 16422 —a)? 2—a)® FL, = flg,O(a)FLl
. . _ (az—a+1)2
Ol onaposé f; go(a) = Tea? -y

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 1 (AL, < x < Ly1)
Par un raisonnement similaire, on commence par déterminer la position du moment maximal :
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aZ
Xd,1max = — <2(2 “o(1- a)> Ly

Cette solution est négative pour Ya € [0; 1]. Le moment maximal n’est pas dans le trongon droit.

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 1
Le moment maximal a la charge ponctuelle est évalué en x = aL,, etvaut:

mph = fipo(@)FLy

Mp,l,max = g,l(x = aLpl) =
1-a

4(2-a)3’

Ol on a posé f;,0(a) =

Finalement, le moment maximal dans la poutre type 1 est résumé par :

fi,p0(@) 0<a<0.618

Ml,max = fllo(a)FLl - fl,o(a) = {fl O(a) 0 618 < a < 1
lg’ ' - -

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 2 (0 < x < alL,,)
La position du moment maximal est donnée par la résolution de I'équation V; , = 0 :

a’+1
Xg,2,max = oa p2

La vérification de la solution dans les bornes du domaine méne a I'inéquation impossible 1 < a?. Donc
le moment maximal ne se trouve pas dans le troncon gauche.

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 2 (aL,; < x < Ly3)
La position du moment maximal dans le trongon droit se trouve en :

aZ
Xd2,max = — (m) Ly,

Cette valeur étant toujours négative, le moment maximal ne se trouve pas non plus dans le trongon
droit.

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 2
On conclut donc que le moment maximal est toujours situé au droit de la charge ponctuelle et vaut :

1—a
My max = g,Z(x = aLpZ) = —4(2 AT FAL; = fz,o(a)F/lLl
. , 1-
Ou on aposé f,o(a) = 4(2_2)3.

6.1.3.1.1.2. Expression du volume du module réciproque
Le systéme suivant reprend le critére de flexion et la formule du volume d’une poutre type i :

o= M; max _ 32fi,0(a3)FLi ((l)z _ 32f;0(a)FL; 2/3
{ 2I;/¢; ne; 5 { ' o
_ np? [ L 42 -a)V;
U/i T4 (2 — a) kd)‘z - L;

Le volume de la poutre type 1 vaut alors :
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2/3 (@) F2/3L5/3

Z—a o2/3

V, = 3.691=

Tandis que le volume de la poutre type 2 vaut :

2/3 5/3
i@ PR
2—a %3

V, = 3.691 A5/3

Note : Le diamétre de la poutre type 2 est adapté de maniere a ce que la contrainte de flexion soit
identique dans tout le module :

1/3
2,max _ f1 O(a)
¢2 - (;bl (Mlmax A) Bl ¢1 <f2 O(Q) )

De plus, lorsque a < 0.618, les moments maximaux des 2 types de poutre sont égaux et ¢, = (].')1/11/3.

Le volume total s’obtient en considérant 4 poutres identiques 2a 2 :

V= 2w, 20, = P22 (05 12502 @) T = e )
Ou on pose Wg(a, 1) = Z ?iz ( 2/3( )+ 15/3f2/3 (a)). Ecrit de maniére adimensionnelle, on a donc :
Vo?/3 Wead
_1?2/3—Li/3_ 5(a, 1) (12a.1)

Le volume de matiere d’un plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire composé d’un
module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 soumis a une charge F répartie
uniformément dans 2 directions en fonction des zones et engendrant une contrainte ¢ dans la section
la plus sollicitée est donné par I'expression (12a.1).

En évaluant cette expression (12a.1) a I'état limite ultime, on trouve :

2/3 5/3 2/3
u )
V WB(a /1) 2/3 - Wu 2/3m5/3 = WB(a A) (12b1)
md E,/""LY

6.1.3.1.2. Correction du graphique en tenant compte de la structure secondaire

Pour tenir compte de la structure secondaire du plancher, nous considérons un entraxe entre les
poutres intermédiaires constant pour toutes les zones. En imposant ce choix et en souhaitant avoir la
méme contrainte dans chacune des poutres, il est nécessaire d’adapter les diametres de ces poutres
du fait que leur longueur dépend de la zone dans laquelle elles se trouvent.

Pour calculer le volume de la structure intermédiaire, on distingue 3 zones différentes :

. . . Ly ALy
® 2 zones rectangulaires de dimensions L, x(1 — a)L,, = ax(l —a)—:

Lpr _ L/2-a)
e e

Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng; = et leur longueur est

(1 —a)Ly;,. En reprenant I'expression (3a) du volume d’un plancher simple avec sens de
portée, le volume d’une de ces zones rectangulaires vaut :

2/3

Agq B 5/3 o
1/3 (Atot F) ((1 a)Lpz) =0.923 <L1)1/3 a-a” 5/3 F2/3L1/
a2/ 2 — a)10/3 o273

V, = 0.923n
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ALy
2—a’

e 2 zones rectangulaires de dimensions L,,x(1 — a)L,, = x(l a) ZL_la :

LLZ _ Mq/(2-a)
e

OU Ao = AL% et Ly, =

Le nombre de poutres dans la zone est donné par np, = et leur longueur est
1- a)Lpl. Le volume d’une de ces zones est obtenu par la méme équation que celle-ci-

dessus :

Agy 2/3 5/3
F 1—a)l 1/3 5/3
1/3 (Atot ) (( a) pl) = 0.923 ( ) / (1 )7/3 1/3 F2/3L1

V; =0.923n g2/3 2 - a)10/3 g2/3

. . . L AL
e 1zone rectangulaire centrale de dimensions aL,,xal,, = a—"—xa —= :

2—-a 2—a '
alpy _ aly/(2-a)
e e

Cette zone est composée de nz; = poutres de longueur aL,,. Donc, son

volume est donné par :

Aprc 5/3
L 1/3 10/3 2/375/3
1/3 (Awt ) ( pZ) = 0.923 (Ll) al®/ 53 F Pl

V3 =0.923n o2/3 (2 - 61)10/3’1 c2/3

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

L 1/3 2(1— )7/3(/15/3 + /11/3) + q10/35/3 F2/315/3
Vie —2V1+2V2+V3—0923( ) L

(2 — a)t0/3 52/3

Le volume total est la somme du volume de la structure primaire (module réciproque (12a.1)) et de la
structure secondaire :

a)7/3(/15/3 + /11/3) + a10/3/15/3> F2/3Li/3

Ll 1/3 2(1
Viot = (Ws(a, 2) +0.923 (?> N L
1/3 2(1- a)7/3(/15/3_‘_11/3)_‘_(110/3/15/3

PRPITE et écrit sous

En posant Wpss (a, A, %) Wg(a, 1) +0.923 (Ll)

forme adimensionnelle a I’ELU :

2/3
Vu,tot m,d

Ly
= 1002812
u,tot Fuz/gLi/g B,SS e (13b1)

Le volume total de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire composé
d’un module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un
chargement F réparti uniformément sur tout le plancher selon 2 directions perpendiculaires et
engendrant une contrainte de flexion o dans la section la plus sollicitée est donné par (13b.1).

6.1.3.1.3. Correction du graphique en tenant compte de I'effort tranchant
En utilisant le critére d’effort tranchant donné par I'Eurocode 5, on peut déterminer les expressions
du volume :

4Vga,i <
Eva e
3(mdi /4)

L'effort tranchant maximal dans la poutre type 1 est donné par Vg, = apr F = max(ay 4; a;0)F
tandis que celui dans la poutre type 2 vaut Vg, = apry(a)F = max(ayq; az0)F. Le volume d’une
poutre type i est obtenu en résolvant le systéme suivant :
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(_ 4apri(a)F (nd)iz _4apri()F

;= 2qpril@)l

! 3(7T¢i2/4) 5 J 4 3t
_ Tt L m¢? _Vi2—-a)

lVi_ 4 2—a L4 L;

Donc, on trouve pour la poutre type 1 :

V:fapn(a)&
173 2-a 1

Et pour la poutre type 2 :
_4apra(a) FAL,
273 2-a 1

Note : Comme pour la contrainte en flexion, le diamétre des poutres types est adapté de maniere a
obtenir la méme contrainte de cisaillement 7 partout :

1/2
VEd,2>
Va1

1 =12 - ¢2=¢1<

Le volume total du module vaut alors :

4(aprq(a) + Aaprz(a)) FLy

V=2V +2V,=2
1+ 2l 32—a) T

A I'ELU, I'expression devient :

4(apri(a) + Aaprz(a)) E Ly

Vu=2
3(2 - a) kcrfv,d
De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les
fm,d

mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit 8 = et, en sachant que F, = q,AL?,

v,d
I'indicateur sous le critére de cisaillement est :

V.23 L3 4apri (@) + apra (@)
_—_— = /3 =
W, 2,55 ZA = ZWs(a, 1) (14.1)
u 1

2/3 1/3
Ou on a posé Z = 26 (q—u> et Ws(a, ,1) = )ll/3 4(aPT1(a)+AaPT2(a)). Le volume de matiere d’un
3Kcr fv,d (2-a)

plancher rectangulaire avec une zone centrale rectangulaire soumis a une charge F répartie
uniformément sur tout le plancher selon 2 directions perpendiculaires et engendrant une contrainte
de cisaillement f,, ; est donné par I'expression (14.1).

Avec la structure secondaire prise en compte, on obtient finalement :

Vi tot 2/; Ly
Wy por = ——2 = W, ( ,A,Z,—) 15.1
u,tot Fuz/gLi/g S,SS a e ( )

. Le volume

1/3 _\7/3(75/3471/3 10/395/3
Ou on pose Ws s (a, AZ, L:l) = ZWs(a,A) + 0.923 (L—l) 20-a) ('1(2_;)'110/3)” A

total de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire composé d’'un module
réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un chargement F

e
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réparti uniformément sur tout le plancher selon 2 directions perpendiculaires et engendrant une
contrainte de cisaillement f;, ; dans la section la plus sollicitée, est donné par (15.1).

6.1.3.2. CAS 2 : Zone centrale rectangulaire et 1 sens de portée vertical

On s’intéresse maintenant au cas du plancher avec zone centrale rectangulaire portant dans une seule
direction, comme indiqué en Figure 67. Les conditions a respecter pour un tel plancher sont les
suivantes :

a1=a2=a lS(l—a)

La premiére condition se rapportant a la zone centrale rectangulaire et la 2¢™ condition faisant
référence aux 2 sens de portée du plancher. Les réactions aux appuis se simplifient de sorte que :

a?—a+1
Rig4 = a1 4F = <m> F
a’—-3a+3
o = ol = <m> g
<R . FZ(—a3+2a2—2a+1>
21 = %21 2a(Z —a)?
a?—a+1
(20 = G20f = (m) £

6.1.3.2.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

6.1.3.2.1.1. Expression du moment maximal
Les expressions des moments le long de chaque poutre se simplifient pour le cas d’un plancher a zone

centrale rectangulaire a; = a, = a de sorte que pour la poutre type 1,on a:

+
Mg q(x) = —wxz + Ry 4% 0<x<aly,
(a1 + q24) aly,
Mgq(x) = _Taxz + (R14 — Ro1 + (924 — Q3)aLp1)x +| Ry + 2p (a3 — q24) | alps

aLpl <x< Lpl
Les moments dans chaque trongon de la poutre type 2 deviennent quant a eux :

{Mg,z (x) = Ry1x 0<x<aly
Md,z (x) - (Rz'l - R1'4)x + R1,4aLp2 aLpz S X S Lpz

Sur base de ces expressions, on calcule le moment maximal dans les poutres. Pour cela, on I'évalue
dans chaque trongon de chaque poutre type en commengant avec la poutre type 1.

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < aL,;)
Tout d’abord, on calcule la position du moment maximal dans le trongon gauche :

dMg 1 (x) a’?—a+1

Vg,l(x) = dx =0=Ry4—(q1+q3)x - Xg1,max = oa Ly,

On vérifie que cette position se trouve bien dans les bornes du trongon, c’est-a-dire :

a’?—a+1 -1++5
TLpl < aLpl - Ay = T
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—1++/5
2

La solution « + » indique que le moment maximal est dans le trongon gauche poura > = 0.618.

Dans ce cas, il vaut :

(a®> —a + 1)?
Mg 1 max = mﬂq = f1,g0(@FLy
N , a?-a+1)’
Ol onaposé f; go(a) = W.

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 1 (aL,q < x < Lyq)
De la méme facon que précédemment, on calcule d’abord la position du moment maximal :

—a’+a+1
Xd1,max = 2@—a) Lpy

On vérifie que cette solution se trouve dans les bornes du domaine al,; < x < Ly :

—a’+a+1
aLpl < w Lpl < Lpl

L'inéquation sur la borne inférieure devient :

—a’+a+1 3++/5
Un=\"e—g ) = w277

La solution « + » est a rejeter car elle sort du domaine [0; 1] tandis que la solution « - » permet de

- . . 35
déduire que le moment maximal se trouve dans le trongon droit pour a < 7\/_ = (0.382.

Ensuite, on regarde la borne supérieure de I'inéquation qui donne :

—a’+a+1
22—-a)

)Lp1SLp1 - a’?—3a+3=0

Cette inéquation est vérifiée pour toute valeur de a. Finalement, le moment maximal se trouve dans
le trongon droit pour des valeurs a < 0.382 et vaut alors :

(a®> —3a + 3)?
Mg 1max = WFLl = fra0(@)FLy
. , 2_3q+3)°
Ou on aposé f 40(a) = %.

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 1
Le moment maximal a la charge ponctuelle est évalué en x = aL,, etvaut:

a
Mp 1 max = mﬂq = fipo(@)FLy

1-a
4(2-a)3’

Ol onaposé f1,(a) =

Le moment maximal dans la poutre type 1 est résumé par :
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fr.a,0(a@) a <0.382
M1 max = f10(@)FLy - fio(@) = fl,g,0 (a) a=0.618
fi,p,0(@) sinon

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 2
La poutre type 2 étant soumise a une charge ponctuelle uniquement, son moment maximal se situe
au niveau de cette charge, quelle que soit la valeur de a. Dans ce cas, il vaut :

—a®+2ad>-2a+1
Mz,max = 4(2 — a)g

FALy = fr0(@)FAL,

—a3+2a%-2a+1

Ou on a posé fZ,O(a) = 4(2—-a)3

6.1.3.2.1.2. Expression du volume du module réciproque
Les expressions des moments ayant la méme allure que dans le CAS 1, le volume total de la structure
primaire s’écrit sous la forme :

7.38 2/3L5/3 F2/3L5/3

_ 7382/ a3 5/3 £2/3 1
V= (A @+ A1 (@) —h— = Ws(@. ) —g5—

7.382

Ou on pose Wg(a, 1) = S ( 2/3( )+ 15/3f2/3(a)). Ecrit de maniére adimensionnelle, on a donc :

Vo.2/3
W=——rpz=Ws(al) (12a.2)

F2/313/3
Le volume de matiere d’un plancher rectangulaire avec zone centrale rectangulaire composé d’un
module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 et soumis a une charge F répartie
uniformément dans la direction verticale sur tout le plancher, engendrant une contrainte ¢ dans la
section la plus sollicitée, est donné par I'expression (12a.2).

En évaluant cette expression (12a.2) a I'état limite ultime, on trouve :

2/3 5/3 2/3
wm,d

V, = Wg(a, A)T - W, = ﬁ = Wg(a, 1) (12b.2)
m,d Fu Ll

6.1.3.2.2. Correction du graphique en tenant compte de la structure secondaire
Une fois de plus, nous considérons un entraxe constant entre les poutres du plancher secondaire, cela
signifie que, dans le but d’avoir la méme contrainte dans chaque poutre, il faut adapter les différents
diametres. Le calcul est identique a celui réalisé pour le CAS 1, seule la zone ou le sens de portée a été
modifié voit son volume changer :
. . . Ly ALy
e 2 zones rectangulaires de dimensions L, x(1 — a)L,, = gx(l — )ﬁ :

Le volume reste identique au CAS 1 et vaut donc :

1/3 (1 —q)7/3 F2/315/3
v, = 0. 923( ) A=a) ™ e L
(2 — a)19/3 2/3

® 2 zones rectangulaires de dimensions L,,x(1 — a)L,, = ;_%x(l —a) ZL_—la :
(1-a)Lp1 _ (1-a)L,/(2-a)
e - e
longueur est L,,. Le volume d’une de ces zones est donc donné par :
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Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng, =




(ARZ F )2/3 (Lp2)™"”

a LN\ (1-a F2/313/3
V, = 0.923n 5,2 ~tot =0.923 (—1) A=) s L
R2 o2/3 e (2 — a)10/3 52/3
e 1zone rectangulaire centrale de dimensions aL,xal,, = aixaﬂ :
2—-a 2—a
Le volume reste identique au CAS 2 et vaut donc :
LaL/3  g10/3 F2/3L5/3
Vs = 0.923 (—1) 5/3°___1
e (2 — a)10/3 52/3

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

L
Viee = 2V, + 2V, + V5 = 0.923 (;1)

Pl-aP 2 - +a F23L33
(2 — @)10/3 o2/3

Le volume total du plancher (structures primaire + secondaire) vaut :

L\ 201 —a)"® +2(1 —a) + al?/3 < F2/3Li/3
Vtot = <WB (a, l) +0.923 (?) (2 — a)10/3 A / 373

et écrit de maniere

L_1)1/3 20-0)420-0)+a 153

En posant Wy g5 (a, A, %) = Wg(a,4) +0.923 ( 2—a)10

adimensionnelle a I'ELU :

e

2/3
Vu,tat m,d

Ly
Wi tor = Fu2/3—Li/3 = Wass (a' A, ?> (13b.2)

Le volume total de matiére d’un plancher rectangulaire a zone centrale rectangulaire tenant compte
de la structure secondaire, soumis a un chargement F réparti uniformément sur tout le plancher selon
la direction verticale et engendrant une contrainte de flexion o dans la section la plus sollicitée, est
donné par (13b.2).

6.1.3.2.3. Correction du graphique en tenant compte de I'effort tranchant
En utilisant le critere d’effort tranchant donné par I'Eurocode 5, on peut déterminer les expressions
du volume :

4Veq,;
3 = ¢
3(ngi/4)
L’effort tranchant maximal dans la poutre type 1 est donné par Vg, = apr F = max(ay 4; a; ) F
tandis que celui dans la poutre type 2 vaut Vg,, = aprp(a)F = max(a, ; a,0)F. Les expressions

s’écrivant sous la méme forme que dans le CAS 1, le volume de la structure primaire évalué a I'ELU est
donné par :

4(apri(a) + Aaprz(a)) F Ly

Vv, =2

32-a) kcrfv,d
De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les
N s J f
mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit # = 22 et, en sachant que F, = q AL3,
v,d

I'indicateur sous le critére de cisaillement est :
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2/3
W, = Vifma 77173 4(apr1(a) + Aapr2(a))
YRR 2-a)

u 1

= ZWs(a, 1) (14.2)

2/3 1/3
Ol on a posé Z = 2;; (fq_u> et Ws(a, 1) = A1/3 4(“PT1(‘(12)+2;‘P”(“)). Le volume de matiére d’un
cr v,d -

plancher composé d’un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 soumis a une
charge totale F répartie uniformément sur tout le plancher dans la direction verticale et engendrant
une contrainte de cisaillement f, ; est donné par I'expression (14.2).

Avec la structure secondaire prise en compte, on obtient finalement :

2/3
Vu,tot m,d

Ly
Witor = Fu2/3—Li/3 = Wsss (a, AZ, ?) (15.2)

2)1/3 2(1-a)"/3+2(1-a)+al%/3 15/3
(2—a)1°/3

total de matiére d’un plancher composé d’un module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa

structure secondaire, soumis a un chargement F réparti uniformément sur tout le plancher dans la

direction verticale et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; dans la section la plus sollicitée,

est donné par (15.2).

Ou on pose Ws s (a,)l,Z,%) =7ZWs(a, 1) + 0.923( . Le volume

e

6.1.3.3. CAS 3 : Zone centrale carrée et 2 sens de portée

Cette fois-ci, on analyse le cas d’un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée portant dans 2
directions perpendiculaires comme illustré en Figure 72. Pour rappel, un tel plancher est défini par les
2 conditions suivantes :

_ 2a4 1> )(2—a2>
a2_21—1a1+a1 - = 2—aq

La condition de droite se rapporte a la forme de la zone centrale du plancher tandis que la condition
de gauche concerne le sens de portée de chaque zone du plancher.

Ly

Poutre 3—=Type 1

Type 2

ay Ly,

Poutre 2

L,

ayLys b2

Poutre 1 —Type 1

Poutre 4 —Type 2

Lpy

Figure 72 : Plancher rectangulaire avec zone centrale carrée et 2 sens de portée

Les schémas statiques d’un tel systeme sont représentés en Figure 63 et Figure 64. Les réactions aux
appuis, calculées pour le cas général en début de section, se simplifient pour ce type de plancher de

sorte qu’elles peuvent s’exprimer uniquement en fonction de a; et 1 :
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( a3(1—22) + 4a?2% — 2a;A1(31 — 1) + 422

%14 = 8a, 12— a;)? (A + 1)
Ri4 = ay4F a?(A2+21+1) —a; (542 + 22+ 1) + 2431+ 1)
JRLO = ayoF R ) %0= 8A(2 —a)?(A+ 1)
Ryq = az F —2a3(A+ 1) +a?(A® + 21+ 1) — 4a, 1> + 472
kRz,o = ayoF %21 = 8a,;A(2 —a;)?(A+ 1)
a?(A2+21+1) +a;(1-32%2-61) +21(1 +3)
(%20 = 8A(2 — a))? (A + 1)

6.1.3.3.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

6.1.3.3.1.1. Expression du moment maximal

Les expressions des moments le long de chaque poutre, calculées au début de la section, se simplifient
pour le cas d’un plancher a zone centrale carrée. Pour la poutre type 1, on a alors :

(91 + q3)
My1(x) = Ry4x — sz 0<x<ayly
M L2 (g, R L R, , +Zlp1 L Ly,<x<L
a1(x) = X + ( 1,4 — R21—q3aq pl)x t| Ryt t 5 3)Alp1 Alpr =X =Ly
Et pour la poutre type 2, 0ona:
M —R q2p 2 0< < L
g,Z(x)_ 2’1x—7x =X = Ayl
d2p
Mg, (x) = —sz + (Ry1 — Rya)x + Ryqa,Ly; ayLpy < x < Ly,

Il est nécessaire d’évaluer le moment sur chaque troncon de chaque poutre afin de définir I’expression
finale du moment maximal en commencant par la poutre type 1.

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < a;Lp,)
Afin de déterminer la valeur du moment maximal, il faut d’abord en déterminer sa position :

dMg ;(x)
dx

Ry4
q1 + g3

Vg,l(x) = =0=Ry4—(q1 +q3)x - Xg,1,max =

On vérifie que cette position se trouve bien dans le trongon gauche, c’est-a-dire qu'il faut xg 1 max <
aqLy1. Apres résolution MATLAB, on trouve :

1+ 231+ 2)
%2 = A+1

La solution « - » est a rejeter tandis que la solution « + » indique que le moment maximal se trouve

“A+JA(BA+2)

. Dans ce cas, il vaut :
A+1

dans le troncon gauche pour a >

M _ (@1 =) + 4612 + 2a,2(1 — 34) + 422)?
glmax — 32(1%/1(2 _ a1)3(l + 1)2((11 + 21 — all)

FL, = f1,g,0 (aq, A)FL,

(a3(1-22)+4a2A2+2a,A(1-32) +4242)°
32a2A(2-a,)3(A+1)2(ay+21—a 1)

Ol onaposé f; go(a;, 4) =
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Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 1 (a;L,q < x < Ly1)
Par un raisonnement similaire, on détermine la position du moment maximal qui se trouve en:
Ri4—Ryq1 —qza,Ly

Xd,1,max = q <0
1

Par résolution MATLAB on se rend compte que cette position est toujours négative, ce qui est a rejeter.
Donc le moment maximal ne se trouve pas dans le trongon droit.

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 1
Le moment maximal a la charge ponctuelle est évalué en x = a; Ly etvaut:

B (A -ap(ag+221—ay M)
PAMAX T 42 -a)3(A+ 1)

. B (1-aq)(a1+24-a )
Ou on a posé f1,p,o (a;, ) = 4(;_,111)3(“1)1

FL, = f1,p,0 (ay,A)FLy

Finalement, le moment maximal dans la poutre type 1 est résumé par :

( oAt JA(B1+2)
a s

My pmax = f1,o(a1'A)FL1 - f1,o(a1'/1) = A+ JIGIED
Lfl,g,O(alﬁ/’{) az= A + 1

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 2 (0 < x < a,Ly;)
On commence par chercher la position du moment maximal dans ce troncon :

Mg,z (x) Ry

d
Vg2 (x) = dx =0=Ry1 — q2pX - Xg,2,max = q_z;y

On regarde si cette solution est acceptable dans les bornes du domaine 0 < X 5 max < ayLp,.
Xg2max < 5— Lo - 20,1(2—a;)2—ay) —a(1—a;) <0

Une des solutions trouvées est possible, cependant, aux vues de la taille de I'expression, elle ne sera
pas explicitée ici. Le moment maximal est évalué en cette position et vaut :
y (268 (A+ D) +af (X + 220+ 1) — 4a; 1* + 42%)?
g-zmax = 64a21(1 — a,)(2 — a;)3(A + 1)2

FL; = fz,g,o (a1, DFLy

2
A . _ (—2a3(A+1D)+a2(A%+22+2)—4a,2%+42?)
Ot onaposé fo40(as, 1) = 64a2A(1-ay) (2—a)? A+ 1)?

Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 2 (a;L,; < x < Ly;)
La position du moment maximal dans le trongon droit se trouve en :
Ry1 —Rya

Xd2max = q <0
2b

Par résolution MATLAB, on découvre que cette solution est négative pour toute valeur de a; € [0; 1]
et donc a rejeter. Le moment maximal ne se trouve jamais dans le trongon droit.
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Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 2
Le moment évalué a la charge ponctuelle vaut :

—a?(1—2%) — 4a, 2% + 422

Mp,Z,max = 8/‘{(2 _ a1)3(/‘{ + 1) Ll = fz,p,O(alr}{)FLl

—a2(1-2%)-4a, A% +47?
8A(2—a;)3(A+1)

Ol onaposé f,,0(as,4) =
Finalement, on conclut donc que le moment maximal dans la poutre type 2 vaut :

f2, 0(a1:/1) 22 < azLpz et f2 g0(as,4) = fop0(as, )
M max = f20(a1,)FLy = fr0(a,4) = 9 QZb o P

f: 2,p,0 (a;, 1) sinon

6.1.3.3.1.2. Expression du volume du module réciproque
Le systéme suivant reprend le critére de flexion et le volume d’une poutre type i :

(O' _ M; max _ 32f;0(ay, DFL; ( ) 32f;0(ay, AFL; 2/3
! 21,/ 73 R J¢i = ( - )
|v:- ’Tﬂ( L ) o7 - 4(2 - a)V;

b4 2-g ' 7L;

Le volume de la poutre type 1 vaut alors :

23 (ay, 2) 23153

2—a; 0?3

V, = 3.691

Tandis que le volume de la poutre type 2 vaut :

£ (ag, A PRSP

2—a, 0?3

V, = 3.691

Note : Le diamétre de la poutre type 2 est adapté de maniere a ce que la contrainte de flexion soit
identique dans tout le module :

1/3 1/3
_ 2,max /1> _ (fl,o(ap/D /1>
2= <M1 max 2 f2,0 (az,4)

Le volume total s’obtient en considérant 4 poutres identiques 2 a2 :

0_2/3 = WB(al'A)Z—/g

2/3( l) 1 2/3(a l) F2/3L5/3 F2/3L5/3
V=2V, +2V, = 7.382< il fap (@1 ) 1

2_a1 2_a2

213 (a1,) L AR2 3(a1 2
2—a 2—

Ou on pose Wz (ay,4) = 7.382 ( > Ecrit de maniére adimensionnelle, on a :

VO.2/3

F2/3L5/3 = Wy(a, 4) (12a.3)

Le volume de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée composé d’un module
réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 soumis a une charge F répartie uniformément
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selon 2 directions perpendiculaires en fonction des zones et engendrant une contrainte o dans la
section la plus sollicitée, est donné par |'expression (12a.3).

En évaluant cette expression (12a.3) a I’état limite ultime, on trouve :

2/3;5/3 v 2/3
u ,d

Vo=Wsla, D" — = Wy=—rez=Ws(a,d) (12b.3)
m,d Fu Ll

6.1.3.3.2. Correction du graphique en tenant compte de la structure secondaire
Comme précédemment, nous considérons un entraxe constant entre les poutres du plancher
secondaire. Le raisonnement est le méme que pour les CAS 1 et CAS 2 :

ALq
2—(12

. . . L
e 2 zones rectangulaires de dimensions L, x(1 — a;) Ly, = ﬁx(l —a,)
—U1

Lp1 _ Li/(2-ay)
e

Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng; = » et leur longueur est

(1 — a;)L,;,. Dans ce cas, le volume vaut alors :

Api N\ 5/3
F) ((1—ayly,) 1/3 7/3 2/375/3
A 2)bp2 L l1—a F4/°L
v, = 0.92311}3/13 ( tot ) = 0.923 (_1) ( 2) 5/3 1

a2/3 2—a)(2—ay)’/3 o?/3
. . . _ _ ALy _ Ly
® 2 zones rectangulaires de dimensions Lp,x(1 — a;)L, = o x(1—ay) —

, Ly, Li/(2—a
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng, = % = w et leur longueur est

(1 = ay)Ly;. Le volume d’une de ces zones est donc donné par :

A 2/3 5/3

(AﬁF) ((1—ay)Ly) LaMY?  (1—ay)? F2/315/3

V, = 0.923n 4,3 ~tot =0.923 <_1) 1 1/3 1
2 : R2 o2/3 : (2 _ az)(Z _ a1)7/3 g2/3

. . . L AL
e 1 zone rectangulaire centrale de dimensions a,L,;xa,L,, = a; ——Xa, —— :
p p 2—-a, 2-a,

, a,L aL1/(2—-a
Cette zone est composée de np, = —2+ = = 1/(2-a1) poutres de longueur a,L.,,. Le volume
RC e e 2&p2

de cette zone vaut :

A 2/3 5/3
(ARC F) (aszz) LA1/3 a.a’? F2/315/3
V, = 0.923n/3 tot = 0.923 (—1) 172 15/3 L

3= 078k o273 ' C-apQ-a) P oo

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

VSQC = 2V1 + ZVZ + V3

L1>1/3 (201 - a)73 + @3a)/*) 253 + (1 — ay) 733\ par3 573

= 0.923(
@-a)@-a)'? =

e
Le volume total de la structure (primaire + secondaire) vaut :

1/3 (2(1 _ a2)7/3 + ala'27/3) 15/3 + (1 _ a1)7/3/11/3 F2/3Li/3

@-a)@-a)P e

L
Viot =| Wg(aq, 1) +0.923 (f)
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(2-a1)(2-ay)’/3

1/3 {(2(1-ay)"3+a,al/3)A5/3 +(1—ay)7/321/3
En posant Wg s (al,/l, %) = Wx(ay, A) + 0.923 (%) <( az a;a, ) a, ot

écrit sous forme adimensionnelle a I'ELU :

2/3
u,tot)m,d

Ly
Wi tor = Fu2/3—Li/3 = Wpgss (al,l, ?) (13b.3)

Le volume total de matiere d’un plancher composé d’un module réciproque a 4 poutres identiques 2
a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un chargement F réparti uniformément sur tout le plancher
selon 2 directions perpendiculaires et engendrant une contrainte de flexion o dans la section la plus
sollicitée, est donné par (13b.3).

6.1.3.3.3. Correction du graphique en tenant compte de I'effort tranchant
En utilisant le critére d’effort tranchant donné par I'Eurocode 5, on peut déterminer les expressions
du volume :

4VEa,i
T
3(noi/4)
L'effort tranchant maximal dans la poutre type 1 est donné par Vg;; = apri(a, )F =

max(ay 4; a10)F tandis que celui dans la poutre type 2 vaut Vgg, = apry(a;, DF =
max(a, ;& 0)F. Le volume d’une poutre type i est obtenu en résolvant le systéme suivant :

¢ = dapri(as, DF (np? _ 4apri(ay, HF
3(rnp?/4) . 4 37

{ np? L {nqsf_vi@—ai)

V= 2 %~ L

Donc, on trouve pour la poutre type 1 :
_ f apri(ay, 1) &
173 2- aq T
Et pour la poutre type 2 :

_4apry(ay, A) FAL,

v, =
273 2—-a, T

Note : Comme pour la contrainte en flexion, le diameétre des poutres types est adapté de maniére a
obtenir la méme contrainte de cisaillement 7 partout :

1/2
VEd,2>
VEaa

1 =12 - ¢2=¢1<

Le volume total du module vaut alors :

4a a, ) 4la a, )\ FL
V=2V1+2V2=2< pr1(as, 4) pr2(ay ))_1

32—a,) 32—-ay) T

A I'ELU, I'expression devient :

u

2 <4aPT1(a11 ) n 4’/1aPT2(a1r/1)> FyLy
3(2—ay) 3(2—ay) kerfoa
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De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les

mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit 8 = {md et, en sachant que F, = q,AL3,
v,d
I'indicateur sous le critére de cisaillement est :
W Vu Vrzl/d3 71/3 4apri(ag, 4) + 4Aapry(ag, 1) ZWe(ay, A (14.3)
= = aq, .
u Fuz/3Li/3 72— a, 2 — a, S\*1 )

2/3 1/3
Ol on a posé Z = 26 (q_u> et We(ay, 1) — J1/3 (406pT1(a1,1)+4/1apT2(a1,/1)). Le volume de
3ker \fvd 2—aq 2—-a,

matiere d’un plancher composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2
soumis a une charge F répartie uniformément sur tout le plancher selon 2 directions perpendiculaires
et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; est donné par I'expression (14.3).

Avec la structure secondaire prise en compte, on obtient finalement :

2/3
Vu,tot m,d

Ly
Witor = P;LZ/?’—LiB = Wsss (a1,/1, Z, ?> (15.3)

2)1/3 <(2(1—a2)7/3+a1a;/3)15/3+(1—a1)7/3/11/3)

X L
Ou on pose Ws s (al,/'l, Z, ?1) =ZWs(aq, A) + 0.923( R RICEPRUE

e
Le volume total de matiere d’un plancher composé d’un module réciproque a 4 poutres identiques 2
a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un chargement F réparti uniformément sur tout le plancher
selon 2 directions perpendiculaires et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; dans la section

la plus sollicitée, est donné par (15.3).

6.1.3.4. CAS 4 :Zone centrale carrée et 1 sens de portée
On considere, finalement, un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée dont le sens de portée
est le méme dans toutes les zones du plancher. Les conditions le définissant sont données par :

2a4

a2=21—1a1+a1

e

La 1% condition se rapportant a la proportion d’engagement de la poutre type 2 tel que la zone
centrale soit carrée et la 2™ condition faisant référence au sens de portée unique du plancher.

Ly

Poutre 3 —Type 1

p2

Poutre 2 — Type 2

LZ as Lpz

Poutre 1 —Type 1

ay Ly

Poutre 4 — Type 2

Lpy

Figure 73 : Plancher rectangulaire soumis a un chargement uniformément distribué dans une seule et
méme direction avec zone centrale carrée
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Les réactions aux appuis, calculées pour le cas général en début de section, se simplifient pour le cas
d’un plancher avec zone centrale carrée tel que :

( a3(1—22) + 4a?2% + a;A(1 — 31) + 422
%18 = 8 A2 — a)2(A + 1)
Ris = ay4F - a?(A+1)—2a;(2A+ 1)+ 221+ 1)
{Rl,o = ayoF R ) Lo 42— a)?(A+1)
Ry1 = azqF

aA3(A2+22+1)—4a?2(A+ 1) + 20,231 + 1) — 442
B ( 8a,A(2 —a)2(A+ 1) )
a?(A+ 1) —2a;1 + 21
(%20 T T2 — a2+ D)

kRZ,O = az'oF a2,1 -

6.1.3.4.1. Prise en compte de la flexion dans le calcul de la contrainte

6.1.3.4.1.1. Expression du moment maximal
Les expressions des moments le long de chaque poutre se simplifient de maniére a avoir pour la poutre
type 1:

(a1 +q3)

|(Mg,1(x) == ) X%+ Ry4x 0<x<aly
(@1 + 924) aLyq
Mgq(x) = _Taxz + (R1,4 —Ry1 + (q24 — C13)611Lp1)x +| R+ 2p (@3 — G2q) |a1Lps

1Ly S X < Lpy
Et pour la poutre type 2, on trouve :
{Mg'z(X) = RZ,lx 0 <x< aszz
Md,Z (x) = (Rz,l - R1‘4)x + R1'4a2Lp2 aszz S X S Lpz

On évalue le moment maximal dans chaque trongon de la poutre type 1 et de la poutre type 2.

Moment maximal dans le trongon gauche de la poutre type 1 (0 < x < a,Lp,)

Afin de déterminer la valeur du moment maximal, il faut d’abord en déterminer sa position :
Ry,

41+ qs3

dMg ;(x) B

Vg,l(x) = ~dr 0=Rys—(q1+g3)x - Xg,1,max =

On vérifie que cette position se trouve bien dans le trongon gauche, c’est-a-dire, tel que x4 1 max <
a1Lp,. Apres résolution MATLAB, on trouve :

1+ J2BA+2)
%12 = A+1

La solution « - » est a rejeter tandis que la solution « + » indique que le moment maximal se trouve

“A+JA(BA+2)

. Dans ce cas, il vaut :
A+1

dans le trongon gauche pour a >

M _ (a1 + 2/’{ _ al/'l)(a%(l + 1) - 2a1/1 + ZA)Z
g,1,max 32(1%1(2 - a1)3(/1 + 1)2

FL, = f1,g,0 (aq, A)FL,y

(a1 +2A-a 1) (a2 (A+1)-2a,A+22)"
32a21(2-a,)3(A+1)2

Ol onaposé f; go(a;, 4) =
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Moment maximal dans le trongon droit de la poutre type 1 (a;L,q < x < Ly1)
Par un raisonnement similaire, on commence par déterminer la position du moment maximal :

Ris—Ry1+ (q2a — @3)aalpy <—a%(l +1)+2a,4+ 2)
d1 t dza 22—-a;)*(A+ 1)

Xd1,max —

On vérifie que cette solution se trouve dans les bornes du domaine al,; < X41max < Lp1-
L'inéquation sur la borne inférieure devient :

L < —a?(A+ 1) +2a;1+2 A+2)xVA2+22+2
b d =
=" a2+ ) %12 2+1

La solution « + » est a rejeter car elle sort du domaine de a tandis que la solution « - » indique que le

(A+2)—VA2+22+2

. On s’intéresse ensuite a
A+1

moment maximal se trouve dans le trongon droit pour a <

I'inéquation en borne supérieure :

—a?(A+1) +2a,1+2 Ly
IS2 a -

2 D+2021+1 221+ 1) >
22 —a) A+ D ai(A+1)+ 222+ 1)a; +2(2A+1) =0

Cette inéquation est vérifiée pour toute valeur de a; et A. Finalement, le moment maximal dans le
troncon droit vaut alors :
y (@A +1) —2a;(1+220) + 221+ 1))?
d1max = 16(2 — a))*(A + 1)?

FLi = fia0 (ay, DFL,

. , _ (a2(+1)-2a,(1+20)+2(24+1) )
Ouonaposé f1go(a;, A) = (a1

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 1
Le moment maximal a la charge ponctuelle est évalué en x = a,; L, et vaut:

M _ (1—a)(ay + 24 —ayd)
pLmax 42— a)3(A+1)

. B (1-aq)(ay+2A-a,A)
Ou on a posé f10(a;,4) = 4(;_,111)3(,14_1)1

FL, = f1,p,0 (ay, A)FLy

En résumé, le moment maximal dans la poutre type 1 est donné par :

A+2)—VA2+21+2

fia,0 (as, 1) a; <

A+1
My max = f1o(a, DFLy - fio(ag,d) = —1+A(31+2)
fl,g,O (al'/’l) aq =
L A+1
fl,p,O (az,d) sinon

Moment maximal au niveau de la charge ponctuelle de la poutre type 2

La poutre type 2 étant soumise uniquement a la charge ponctuelle de la poutre type 1 venant se
reposer dessus, son moment maximal est situé au niveau de cette charge ponctuelle. Dans ce cas, il
vaut :

a3(A2+21+1) —4a?2(A+ 1) + 20,131 + 1) — 422
812 —a)3(1+ 1)

My max = — < )FL1 = fz,o(a1»/1)FL1
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N , a3(A2+22+1)-4a3A(A+1)+2a,A(31+1)—42?
Ouonaposé f,o(a;, A) = ( i )8/1(2 a1)3(/1+1)1 )

6.1.3.4.1.2. Expression du volume du module réciproque
Les expressions des moments ayant la méme allure que dans le CAS 3, le volume total s’écrit sous la
forme :

@ d) Mg e, D\ ALY L FRL
V=7.2382 2 — aq 2 — a, 0-2/3 - WB(alr ) 0_2/3
2/3 2 2/3 2
OU on pose Wgz(aq,A) = 7.382< 2(21 ) 2 (al )) Ecrit de maniére adimensionnelle, on a
—a _
donc:
Vo?/3
= ———=Wz(a;, 1)
5/3 7 BV (12a.4)
F2/3L;

Le volume de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée composé d’un module
réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2 et soumis a une charge F répartie uniformément
dans la direction verticale sur tout le plancher, engendrant une contrainte ¢ dans la section la plus
sollicitée, est donné par I'expression (12a.4).

En évaluant cette expression (12a.4) a I'état limite ultime, on trouve :

2/3,5/3 2/3
u ,d

WB(al, A)T - Wu = 2/3m5/3 = WB(al'/’{) (12b4)
fmd Fu Ll

6.1.3.4.2. Correction du graphigue en tenant compte de la structure secondaire
Pour ce dernier cas rectangulaire, nous considérons encore un entraxe constant entre les poutres du
plancher secondaire. Seule une des 3 zones voit son volume changer par rapport au CAS 3 :

. . . A
e 2 zones rectangulaires de dimensions L, x(1 — a;)L,; = x(l — az) L1 .

Le volume reste identique au CAS 3 :

5
1/3 (1- a2)7/3 5/3 F2/3L1/3
@-ap@-a)P" o2

Ly
Vv, = 0.923 (?)

AL,

® 2 zones rectangulaires de dimensions Lp,x(1 — a;)L,, =

et leur

1- L 1- Li/(2—
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng, = ( al) p1_ ( al) :/( %)

e
longueur est Ly,. Le volume d’une de ces zones est donc donné par :

V, = 0.923n

Aga 5/3 5
13 (Atot ) (p2) ~0923(1 7 (- a) s/3F L
= @-anC-a)yB" o

AL
—Xa, —:
2—-aq 2—-a,

e 1zone carrée centrale de dimensions a; L, Xa; Ly, = a4

. a,L ail1/(2—a
La zone est composée de ng. = 1ep1 = 1/((3 1) poutres de longueur a,Ly,. Le volume de

cette zone est également le méme que dans le CAS 3 :
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1/3 7/3 5/3
/ a,a, 253 }:‘2/3L1
@-ap@-ayB" oo

Ly
Vs = 0.923 (;)

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

L3 (201 —a)’? +2(1 — ay) + aga’’® F2/315/3
Viee = 2Vy + 2V, + V3 = 0.923 (—1> (- a) ( 13/3 172 35/3 7
e 2—-a)2—-ay) g

Le volume total est la somme du volume de la structure primaire + secondaire :

Viorp = W, ) + 0923 <L1)1/3 2(1—a2)7/3+2(1—a1)+a1ag/3/15/3 F2/3Li/3
S ¢ (2-a)2-ap))’? o2/3

5)1/3 (2(1—(12)7/3+2(1—a1)+a1a;/3 25/3

Li) _
En posant Wy s (al,l, e) = Wg(aq, 1) + 0.923(e —aD @

) et écrit de

maniére adimensionnelle a ’ELU :

2/3
Vit Ly
Wi tor = 2l35]5 Wg ss al,ﬂ,? (13b.4)
u 1

Le volume total de matiére d’un plancher rectangulaire avec zone centrale carrée, composé d’un
module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2 avec sa structure secondaire, soumis a un chargement
F réparti uniformément sur tout le plancher selon une seule et méme direction et engendrant une
contrainte de flexion o dans la section la plus sollicitée, est donné par (13b.4).

6.1.3.4.3. Correction du graphigue en tenant compte de I'effort tranchant
En utilisant le critére d’effort tranchant donné par I'Eurocode 5, on peut déterminer les expressions
du volume :

4Veq,;
5, =T
3(noi/4)
L'effort tranchant maximal dans la poutre type 1 est donné par Vg;; = apri(as, )F =
max(ay 4; a1 0)F tandis que celui dans la poutre type 2 vaut Vgg, = apry(a;, DF =

max(a, 1; & 0)F. Les expressions s’écrivant sous la méme forme que dans le CAS 3, le volume de la
structure primaire évalué a I'ELU est donné par :

_ <4‘1’PT1(Q1'/1) 4/1‘1’PT2(Q1'/1)> FyLy
I, =

+
3(2 - al) 3(2 - az) kcrfv,d
De maniére a pouvoir comparer les critéres de flexion et de cisaillement, il est nécessaire d’obtenir les
fm,d

mémes indicateurs de volume. Pour cela, on définit 6 = et, en sachant que F, = qule,

v,d

I'indicateur sous le critére de cisaillement est :

Wa

2/3
_ W m,/d — 721/3 <4aPT1(a11 ) N 4Aapry(ag, 1)
EXRL3P (2-a) (2-ap)
\ ., _ 2043 (qy 1/3 _ 3173 (4apri(a,d) | 4Aapra(as,l)
Ou on a posé Z _m(fv,) et Ws(aq,A) =4 ( 2—an) + 2—ap) ) Le volume de
matiere d’un plancher composé d’'un module réciproque élémentaire a 4 poutres identiques 2 a 2

) = ZWs(ay, A) (14.4)
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soumis a une charge F répartie uniformément sur tout le plancher selon une seule et méme direction
verticale et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; est donné par I'expression (14.4).

Avec la structure secondaire prise en compte, on obtient finalement :

2/3
W, —M—W (a ;tzﬁ) (15.4)
u,tot — Fu2/3Li/3 - S,SS 1./ 4, e .

(2-a)(2-ay)’/?
volume total de matiere d’un plancher composé d’un module réciproque a 4 poutres identiques 2 a 2
avec sa structure secondaire, soumis a un chargement F réparti uniformément sur tout le plancher
selon une seule et méme direction verticale et engendrant une contrainte de cisaillement f,, ; dans la
section la plus sollicitée, est donné par (15.4).

1/3 —_q.17/3 _ 7/3
Ou on pose Wsss (a1,4,2,22) = ZWs(ay, 1) + 0923 (2) (2(1 G2) +2(1-01)+a10, 15/3). Le
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7. ANNEXE B

7.1. Expression du volume d’un plancher carré composé de 4 modules réciproques
L'annexe B a pour but de détailler le calcul des charges réparties dans la configuration dite
« naturelle » d’un plancher réciproque a 4 modules ainsi que le calcul de la structure secondaire des
2 autres configurations a 4 modules abordées en section 3.6.

7.1.1. Charges réparties dans la configuration dite « naturelle » a 4 modules

Il est possible d’exprimer les charges réparties linéaires sur chaque poutre en fonction de la proportion
d’engagement a, de la longueur des poutres L, ainsi que de la charge surfacique g, donnée dans le
probleme. Pour rappel, le plancher est illustré en Figure 74.

L

L]

=t

Figure 74 : Plancher carré avec 4 modules réciproques — Sens de portée (lignes bleues pointillées) et
allure des charges réparties le long de chaque poutre (lignes bleues continues)

On peut montrer que L,, est fonction de la proportion d’engagement a et de la longueur du plancher
L uniqguement :

(1-a)L, L

L=2<m>+l‘pcos(¢) - LP=COS(¢)+M

cos(p)

Ou ¢ est I'angle formé par la verticale et un des modules du plancher :

<p=atan(1ia)

Comme on peut le voir sur le dessin ci-dessus, on distingue 5 charges réparties différentes en fonction
du sens de portée et des dimensions de chaque zone.
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La charge répartie sur le grand carré central est nommée g, et correspond a une charge répartie
rectangulaire sur toute la longueur (1 — a)L,,. Elle vaut :

Ly
¢ =q1-a)-"
La charge répartie sur les petits carrés centraux est uniforme aussi et s’applique sur une longueur
al, :
p

al
_ p
q; = CI—Z

La charge répartie g3 correspond toujours a une charge répartie uniformément et s’applique sur une

L
longueur (1 — a) 7”. Elle vaut :

Ly
3 =q1-a)—=a
On remarque que cette charge est exactement égale a la charge q;.

La charge répartie g, correspond a une charge trapézoidale. On peut la décomposer en un rectangle
(0 <x < (1—a)L,)etuntriangle (1 — a)L, < x < L) dontla limite entre les 2 zones se trouve en
(1—a)Ly.Ellevaut:

L
q(l—a)7p si0<x<(1-a)L,
4 =

l1—a )
q( 2a>(Lp—x) si(l—a)l,<x<1L,

L’équation de la droite du triangle se trouve en connaissant les valeurs extrémes :

y=Ax+B

. Ly | - .
En sachant que la charge est nulle en fin de poutre et vaut q(1 — a);p a la limite entre les 2 zones, il
suffit de résoudre le systéme suivant :
1—a
2a

Lp -
(1-a)—=A1-a)L, +B 1-a
2 p B Ly
2a

0=AL,+B A=—

La charge répartie g5 correspond a une charge de forme quelconque. On peut la décomposer en un
trapéze et un triangle dont la limite entre les 2 zones est a déterminer par construction géométrique.

On commence par déterminer la longueur Y du co6té de la zone en coin inférieur droit, paralléle aux
bords du plancher :

Y=L-U-S§

Ou U et S sont, respectivement, les longueurs de la zone latérale centrale et de la zone en coin

supérieur droit, paralléles aux bords du plancher :
1-a)L,
U=——— S=0-a)L

La longueur Y est alors donnée par :
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(cts( ; +a cos(<p))

On peut alors déterminer la longueur X représentant la distance entre le bord extérieur (fin de la
poutre) et la limite triangle-trapeze :

cos(¢)

Il est également nécessaire de connaitre la valeur de la charge en cette position. Celle-ci est donnée

X =Ysin(p) = ( +a cos((p)) L, sin(¢p)

par la charge g multipliée par la moitié de la longueur T :
T =Y cos(p) = ((1 — a) + acos®(p))L,
L’équation de la droite du trapéze comprise entre 0 et L,, — X de la poutre est donnée par :
y=Ax+B

En connaissant les valeurs extrémes de la droite, on peut déterminer les constantes A et B :

T
(1—a)L—p=A*O+B fA:E__i: - a cos?(¢p)
I A(L2 -X)+B - { ’ 2 ( (cos((p) ta COS(QD)) sm((p))
2 ’ [B =(1- a)Lz—p

L’équation de la droite du triangle comprise entre L, — X et L, sur la poutre est donnée par :
y=Cx+D

De nouveau, connaissant les valeurs extrémes, on peut déterminer les constantes C et D :

C- T 1—a+ acos?(p)
=55 =" 7
0=CL D
> pt < 2 (cos(<p) +a cos(<p)) sin(¢)
==C(L,—X)+D
2 T 1—a+ acos?(p)
D=osly=|—7 L,
\ 2 (cos(q)) +a cos(<p)) sin(¢p)
On connait donc maintenant la charge répartie g5 :
( 2(p) L
acos
q T i x+(1—a)7p si0<x<L,—X
2 (1 (cos((p) +a cos(go)) sm(go))

A

qs

1—a+ acos?
q (¥) (Lp—x) sil,—X<x<L,

\ 2 (c%)s( 3 +a cos(go)) sin(¢p)

Comme on peut le remarquer, toutes les charges réparties sont fonction uniqguement de a et des
données de départ g (ou F) et L.
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7.1.2. Calcul de la structure secondaire

7.1.2.1. Configuration 2 : modules paralléles aux bords du plancher avec longueur de poutres latérales
variable

Pour tenir compte de la structure secondaire du plancher, nous considérons un entraxe entre les

poutres intermédiaires constant pour toutes les zones. En imposant ce choix et en souhaitant avoir la

méme contrainte dans chacune des poutres, il est nécessaire d’adapter les diamétres de ces poutres

du fait que leur longueur dépend de la zone dans laquelle elles se trouvent.

Comme vu précédemment dans le calcul des longueurs de chaque poutre du plancher, il est possible
de les exprimer en fonction de a = a4 et L uniguement. Pour la suite, on notera :

Lpl = Lfl,p (ae)
LpZ = sz,p(aé)
Lp6 = Lf6,p (a6) = Lp4

Pour calculer le volume de la structure intermédiaire, on distingue 4 zones différentes :

e 4 coins de dimensions (1 — a;)Ly1XLy; :
L

Le nombre de poutres dans la zone est donné par ngy = %2 et leur longueur est (1 — a;)Ly;.

En reprenant I'expression (3a) du volume d’un plancher simple avec sens de portée, le volume
d’une de ces zones en coin vaut :

A 2/3 5/3
_ osgans ) (A -0l
Vy =0.923n.y 273
Ce qui donne :
1\ 1/3 .3 F2/315/3
i =0923(2)  fop(ae)(t - a) P (@)

e 4 zones rectangulaires latérales de dimensions L, X(1 — ag)Lype :
, L
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ngp = %1 et leur longueur est (1 — ag)Lyg.

Le volume d’une de ces zones est obtenu par la méme équation que celle-ci-dessus :

(A )" (01 - ap)ts) ™

o2/3

V, = 0.923ny°

Ce qui donne :

1/3 2/375/3

7/3£7/3 F*~L
V, =0.923 e fip(as)(1 —aq) f6,p (as) 5273

e 4 petites zones carrées de dimensions agLpeXagLype:

(423

L .
E° poutres de longueur agLpe. Son volume est donné

Cette zone est composée de npc = —

par:

Ape N3 5/3
1/3 (AtotF) (a6Lpe) L\'/3 10/3 1073, F2RL%3
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e 1grande zone carrée de dimensions (1 — ag)LyeX(1 — ag)Lpe:
_ (1-ae)Lps

Cette zone est composée de ng. = —,  poutres de longueur (1 — ag)Ly6. Son volume
est donné par:
A 2/3 5/3
" (F‘;OctF) ((1—ag)Lpe) [\1/3 w003, FRLS
V, = 0.923n, 373 =0.923 (Z) (1 —ag)"3f, (a6)W

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

I\ F2/315/3
Veee = 4V, + 4V + 473 + Vy = Wss (a6, %) —5 7

Ou Wsg(ae) représente la somme des différentes fonctions de ag provenant de chaque zone.

7.1.2.2. Configuration 3 : modules paralléles aux bords du plancher avec longueur de poutres centrales
variable

Une fois de plus, I'entraxe constant entre les poutres du plancher secondaire est imposé. |l est possible

d’exprimer toutes les longueurs de poutres en fonction de a = a, et L uniquement. Pour la suite, on

notera :

(Lpl = Lf1,p (aq) = Ly

JLps = Lfop(@r) = Lps
L

p1

g = a1 —

L 6 1Lp6

Pour calculer le volume de la structure intermédiaire, on distingue 5 zones différentes :

e 4 coins de dimensions (1 — a;)Ly1XLy; :
, L
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ngy = %2 et leur longueur est (1 — a;)Ly;.
En reprenant I'expression (3a) du volume d’un plancher simple avec sens de portée, le volume

d’une de ces zones en coin vaut :

2/3

(AﬂF) ((1 - al)Lpl)S/3

_ 1/3 \A¢ot
V; = 0.923ng), —2 5273
Ce qui donne :
L 1/3 F2/3L5/3
vV, =0.923 (Z) f2p(a)(1— a1)7/3f1ZB(a1) S

® 2 zones rectangulaires latérales de dimensions Ly, x(1 — 2a6) Ly :

) L
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng; = %1 et leur longueur est
(1 — 2a4)Ly6. Le volume d’une de ces zones est obtenu par la méme équation que celle ci-

dessus :

/3

2 5/3
1/3 (AA_Rl F) ((1 - 2a6)Lp6)
V, = 0.923ny,* Lot —=7

Ce qui donne :
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1/3 2/3L5/3
v, =0923(3)  fip@)(1 - 200 (@) —

e 2 zones rectangulaires latérales de dimensions (1 — a;) Ly XLpe

Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng,

. et leur longueur est (1 — a; )Ly,
Le volume d’une de ces zones est obtenu par

A 5/3
Vs = 0.923n; (Aizt F ) g(zl/; al)Lm)

Ce qui donne :

[\ 1/3

2/3L5/3
vy =0923(2)  fop(a)(t - @) PF @)

4 petites zones carrées de dimensions a; L,1Xa; Ly,

, a Lp
Cette zone est composee de Npc =

S poutres de longueur a, L,,;. Son volume est donné
par:
Ape N3 5/3
B s (Am F) (a;Ly1) B [\1/3 10/3 103 F2/315/3
V, =0.923n,, 273 = 0.923 A fip (@) —575—

1 grande zone rectangulaire de dimensions (1 — 2a¢)LpeXLype

, L
Cette zone est composée de ngc = %6 poutres de longueur (1 — 2ag)Lye. Son volume est
donné par :

Agc 5/3
F) ((1 — 2a4)L ) 1/3 2/375/3
1/3 (A p6 10/3 F°L
Vs = 0.923ny, Lot ey =0.923 (;) (1= 2a6)"*foy* (@) —75—

Le volume de la structure secondaire est donc donné par

L\ F2/315/3
Viee = 4Vy + 2V, + 2V + 4V, + Vg = Wi (al'E>W
Ou Wss(aq) représente la somme des différentes fonctions de a, provenant de chaque zone
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8. ANNEXE C

8.1. Analyse d’un plancher a 9 modules sous la configuration 2 : modules paralléles
aux bords du plancher avec longueur de poutres latérales variable

Cette annexe a pour but d’introduire le plancher réciproque carré a 9 modules. On y définit les

différentes longueurs de poutres, les charges réparties s’appliquant sur chaque zone ainsi que le

volume de la structure secondaire du plancher.

8.1.1. Définition des familles
Le plancher a 9 modules sous la configuration 2 est illustré en Figure 75. En se basant sur le sens de
portée de chaque zone et sur la longueur des éléments, on distingue 7 familles différentes :

e Les poutres 1, 7, 18 et 24 sont identiques et de type 1
e lespoutres 2,11, 14 et 23 sont identiques et de type 2
e Les poutres 3, 4, 21 et 22 sont identiques et de type 3
e Les poutres 5, 10, 15 et 20 sont identiques et de type 4
e Les poutres 6, 8, 17 et 19 sont identiques et de type 5
e Les poutres 9 et 16 sont identiques et de type 6

e Les poutres 12 et 13 sont identiques et de type 7

L

A
L4

Poutre 4 —Type 3

Poutre 3 —Type 3

Poutre 1 - Type 1
Poutre 2 — Type 2

p2

Poutre 11 —Type 2

Poutre 14 —Type 2

p3

Poutre 21— Type 3

Poutre 22— Type 3

Poutre 23 —Type 2
Poutre 24 = Type 1

r

r'y
A\

|
L

L pd = Lps = Lpt’: = LP?

rl

Figure 75 : Plancher carré avec 9 modules réciproques soumis a une charge uniformément répartie et
ou seules les poutres extérieures ont une longueur variable
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Chaque famille se compose de poutres de méme longueur et de méme diametre soumises au méme
chargement. Il est a noter que les poutres types 4, 5, 6 et 7 sont de méme longueur mais soumises a
des chargements différents donc elles sont classées en 4 familles différentes. Le systéme de 24 poutres
peut alors se définir avec 7 poutres uniquement.

8.1.2. Géométrie du plancher

Etant donné qu’il y a 7 familles différentes, il faut définir la longueur des 7 poutres de référence que
I’on choisit comme étant les poutres 1, 2, 3, 5, 6, 9 et 12. Egalement, étant donné que les poutres ont
des longueurs différentes et que I'on souhaite garder une zone centrale carrée dans chague module,
il est nécessaire de considérer des proportions d’engagement différentes. On est donc face a un
systeme de 14 équations a 14 inconnues : a4, a, as, as, Ag, g, A12, Lp1, Lpz, Lps, Lps, Lpe, Lpo, Lp12-
Pour résoudre ce systeme, on utilise comme données de départ la longueur du plancher L et une des
proportions d’engagement. Etant sous la configuration 2, toutes les poutres centrales sont de méme
longueur et égales a celle de la configuration dite « naturelle », illustrée en Figure 76. Sur base de ce
dessin et en prenant la proportion d’engagement as = a5 = ag = a;, comme donnée de départ, la
longueur des poutres centrales est égale a :

L
3(1 —as)
cos(¢)

LpS = Lp6 = Lp9 = LplZ =
cos(p) +

Avec ¢ = atan( % )

1-as

A
A\

v

Figure 76 : Plancher carré avec 9 modules réciproques sous la configuration dite "naturelle"
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En sachant cela, il reste plus que 6 équations a 6 inconnues a déterminer, reprises dans le systeme
suivant :

(Ly1 = 1- aZ)LpZ

LpZ =1- a3)Lp3
L - Lpl + 2(1 - as)Lps + (1 - a3)Lp3
Lys
. Lpy
L
az - asls
Ly,
Lys
k Lp3
) . . L+(5a5—2)L . ) .
En résolvant la 3*™ équation, on trouve L,z = %. Connaissant cette longueur, il est possible

de déterminer les 5 autres inconnues. Toutes les longueurs et proportions d’engagement peuvent
donc s’exprimer uniquement en fonction de as, L5 et L.

L

F 3
v

Figure 77 : Plancher avec 9 modules réciproques dont les longueurs de poutres extérieures sont
variables — Sens de portée (lignes bleues pointillées) et allure des charges réparties le long de
chacune des poutres (lignes bleues continues)

Les charges réparties, représentées en Figure 77, sont alors données par :
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a1 =q(1— al)%
L
— ~p6
q2 = qag 5
6
;= q(1 - ae)%
qs = Q3
\qs = q3

8.1.3. Calcul de la structure secondaire

Pour tenir compte de la structure secondaire du plancher, nous considérons un entraxe entre les
poutres intermédiaires constant pour toutes les zones. En imposant ce choix et en souhaitant avoir la
méme contrainte dans chacune des poutres, il est nécessaire d’adapter les diamétres de ces poutres
du fait que leur longueur dépend de la zone dans laquelle elles se trouvent.

Sachant que les longueurs de poutres peuvent étre exprimées en fonction de a = as et L uniquement,
on notera pour la suite :

Lpl = Lfl,p(as)
LpZ = sz,p(as)
< Lyz = LfS,p(aS)
U‘ps = LfS,p(as) = Lp6 = Lp9 = Lp12

Pour calculer le volume de la structure intermédiaire, on distingue 5 zones différentes :

e 4 coins de dimensions (1 — a;)Ly1XLy3 :

, L
Le nombre de poutres dans la zone est donné parngy = %3
En reprenant I'expression (3a) du volume d’un plancher simple avec sens de portée, le volume
d’une de ces zones en coin vaut :

et leur longueur est (1 — a;)Ly;.

A 2/3 5/3
s (A—f:; F) ((1 - a1)Lp1)
Vi =0.923n,y 52/
Ce quidonne :
L 1/3 3 F2/3L5/3
i=0923(2)  fip(a)(t — @) P (as) g

® 4 petites zones rectangulaires latérales de dimensions Ly, x(1 — as)Lys :
, L
Le nombre de poutres dans la zone est donné par np = %1 et leur longueur est (1 — as)Lys.

Le volume d’une de ces zones est obtenu par la méme équation que celle ci-dessus :

) (e

V, = 0.923n, 5273
Ce qui donne :
L 1/3 7/3 F2/3L5/3
v, =0923(3)  fip(a)(d - a5} (as) —

e 4 moyennes zones rectangulaires latérales de dimensions Lpzx(l - a5)Lp5 :
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L
, _ Ltp2
Le nombre de poutres dans la zone est donné par ng = - et leur longueur est (1 — as)Lys.

Le volume d’une de ces zones est obtenu par :

R (- agtye)”
o2/3

Vs = 0.923ny

Ce quidonne :

1/3 2/3L5/3
Vi = 0923 (2] foplas)( - as) A0 (a) —

e O petites zones carrées de dimensions asLysxasLys:

. asL .
Cette zone est composée de np; = —= ps- Son volume est donné

par:

APC 2/ 5/3
a 55p5 L F L
n1/3( tot ) ~0.923 (—) a;"* £ (as) —75—

e 4 grandes zones carrées de dimensions (1 — as)L,sx(1 — as)Lyps:

(1-as)Lyps
e

Cette zone est composée de ng. = poutres de longueur (1 — as)L,s. Son volume

est donné par:

A 2/3 5/3
o ) (@ ~aolye)
2/3

INL/3 2/3L5/3
Vs =0.923n =0.923 (E) (1-a )10/3f10/3(a5)

Le volume de la structure secondaire est donc donné par :

F2/3L5/3

L
Vie = AVy + 4V, + 4V + 9V, + 4V = Weg (as,z)W

Ou Wsg(as) représente la somme des différentes fonctions de as provenant de chaque zone.
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