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INTRODUCTION

De nombreux phénoménes physiques peuvent s'expliquer par
la considération de perturbations singuliéres. En gros, ces problée-
mes consistent a étudier une équation différentielle dépendant d'un
petit parameétre € et dont l'ordre en € = 0 est inférieur a l'ordre en
€ # o .Si€ #o, onparlera du "probléme complet' et si € = o du
""probléme réduit" ou ''dégénéré", Cette dégénérescence est a la base
de phénomeénes aussi importants que les oscillations de relaxation ou les
phénomeénes de couches limites dans 1l'écoulement des fluides a basse
viscosité, Dans ce dernier cas, on sait que la vitesse du fluide nulle a la
paroi, atteint a une distance proche de celle-ci une vitesse approximati-
vement égale a celle d'un fluide de viscosité nulle, Mathématiquement,
ceci provient de ce que dans les équations de Navier-Stokes, les termes
de différentiation d'ordres les plus élevés sont multipliés par le coefficient

de viscosité supposé petit,

De prime abord, il peut paraitre évident, par recours a un ''sens
physique' ou a une "intuition mathématique', que l'on doit pouvoir négli-
ger les petits parameétres ., Dés lors, toute solution du probléme réduit
fournirait, moyennant une continuité raisonnable, une approximation
de solutions du probléme complet., Cependant, des exemples simples que
nous indiquerons au chapitre I, montrent que la situation est plus compli-
quée que ne le laisse prévoir ce "bon sens heuristique'. Une justification
rigoureuse s'impose donc. En fait, nous étudions un systéme physique unique
que l'on peut décrire par deux modéles différents, L'un d'eux est un
modeéle trés élaboré, tenant compte de phénomeénes parasites, et est
décrit par le probléme complet, L'autre par contre, plus simple,

correspond au probléme réduit. En électricité, on parlera souvent de
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modeéle haute et basse fréquence, en signifiant par la que le modele haute
fréquence permet de décrire des phénoménes transitoires rapides et

est donc nécessairement plus complet que le modeéle basse fréquence.

Il parait dés lors logique de supposer que le probléme complet décrit
fidélement le phénomeéne physique, et il est naturel de ne donner une
interprétation physique qu'aux solutions 2° du probléme réduit qui sont
la limite pour € —» o de solutions 2& du probléme complet, Ces remar-
ques constituent le fondement des définitions de consistance que nous
avons introduites au chapitre I, Ces définitions sont nouvelles, mais
comme nous le montrons dans la notice bibliographique en fin de cha-
pitre, des notions trés voisines ont été étudiées par de nombreux auteurs.
En outre, nous nous sommes efforcés de donner une ''systématique"

des concepts les plus intéressants,

Il peut etre utilede remarquer que l'intérét que l'on a a considérer
un probléme réduit par rapport au probléme complet n'est pas seulement
lié a la réduction de l'ordre de 1'équation différentielle, Si on s'intéresse
par exemple au calcul numérique des solutions d'un systéme complet,
certaines constantes de temps serdnt nécessairement de l'ordre de €. On

obtient ainsi un "

stiff system', ce qui méne a une instabilité numérique.
Par contre dans le systéme réduit, ces constances de temps ont été élimie-
nées., Le passage du systéme complet au systéme réduit a donc un effet

de stabilisation.

Les résultats qui peuvent conduire & une étude de la consistance
peuvent se classer en deux catégories bien distinctes, D'une part, on
peut faire usage de solutions du probléme complet, ce qui en général
est difficile a2 obtenir, ou tout au moins d'approximations de celles-ci.

On est ainsi amené a étudier des développements asymptotiques de

ces solutions et plus généralement a faire une étude quantitative. D'autre

T
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part on peut abandonner l'étude détaillée des solutions et s'attacher

a des résultats plus globaux. On cherche alors a obtenir de l'informa-
tion sur toute une classe de solutions du probléme complet. Cette deuxie-
me méthode, qualitative, nous a semblé etre particuliérement adaptée 2
1'étude de la consistance. Au chapitre II, nous avons utilisé des méthodes
géométriques , .classiques dans le plan de phase, tandis qu'au chapitre III
nous avons fait usage de fonctions auxiliaires, proches parentes des fonc-
tions de Liapounov. Ce chapitre apporte un point de vue nouveau,

en ce sens que l'essentiel de nos hypothéses se résume a l'existence de
ces fonctions, alors que la plupart des auteurs imposent des conditions

de stabilité assez peu classiques qui, par ailleurs, permettent de
construire ces mémes fonctions auxiliaires. La maniére de présenter le
probléme que nous avons adoptée nous a paru plus directe et plus
pratique. En outre, nous avons appliqué a 1'étude de la consistance les
principes de la méthode de Wazewski [75]. Cette méthode permet de
décrire, au moyen de fonctions auxiliaires, une géométrie de l'espace de
phase assimilable a une dichotomie. Il est intéressant de noter que des
résultats du meéme type avaient déja été obtenus dans le cas ol l'approxi-
mation linéaire est caractéristique du systéme étudié (J.J. LEVIN [41],
K.W. CHANG [6-8]). De facon plus imagée, la relation qu'il y a

entre ces derniers résultats et ceux que nous présentons ici est trés
semblable a celle qui lie la premiére et la deuxiéme méthode de
Liapounov en stabilité, Finalement ajoutons que l'ensemble du chapitre III
a pour fondement les travaux de A,N. TIHONOV [64-67] et

F.C. HOPPENSTEADT [30-33] et sera commenté de facon plus compléte

dans la notice bibliographique de ce chapitre.

La théorie développée au chapitre III suppose que les solutions
z° du probléme réduit soient continues. Cette hypothése ne rend pas

compte de phénomeénes aussi importants que les oscillations de relaxation.




VI

Ces derniéres sont des solutions discontinues du probléme réduit., On
peut les obtenir en remarquant que le probléme réduit consiste en fait

en une équation différentielle a2 laquelle on adjoint des contraintes algé-
briques. Ceci revient a définir cette équation sur une variété, Il en
résulte que méme si l'équation est analytique et définie sur une variété

de Rn, une solution z° peut cesser d'exister aprés un temps fini et sans
atteindre la frontiére du domaine de définition de l'équation, Dans certains
cas, des considérations intuitives permettent de prolonger cette solution
en admettant un saut instantané, c.a d. une discontinuité, Cette situation
nous a amené a utiliser des solutions au sens de Carathéodory et a définir
au chapitre I des concepts de u-consistance. Au chapitre II, nous les
avons étudiées de maniére géométrique et quelque peu intuitive en

nous basant sur une étude de D. FLANDERS et J. STOKER [15]. Le
chapitre IV reprend l'étude de ces propriétés de fagon analytique et
introduit dans ce probléme une méthode qualitative originale. Finalement,
il faut remarquer qu'a part un travail de N, LEVINSON [43], ce probléme

a toujours été abordé de facon quantitative.

Cette thése refléte le point de vue de son auteur sur un probléme
particulier de 1'étude des perturbations singuliéres, a savoir le probléme
de Cauchy. Nous nous sommes placé dans le cadre des équations diffé-
rentielles ordinaires définies sur des espaces de Banach. Ceci permet de
rendre compte de certaines équations aux dérivées partielles. Cependant,
comme nous le remarquerons plus loin, les résultats que nous avons
obtenus pourraient et devraient eétre développés, si on s'intéresse a
toute la richesse des espaces de Banach., En particulier, nous n'avons
pas fait usage de la théorie des semi-groupes et nos résultats laissent
ouverts les problémes de consistance pour des équations linéaires non
bornées. La consistance peut également etre étudiée dans des cadres
différents telles les équations fonctionnelles. En outre, on peut utilement

la prolonger dans diverses directions trés importantes. Ainsi l'étude
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des problémes aux limites, des solutions périodiques et presque pé-
riodiques n'a pas été abordée, bien que ces problémes soient proches
des notres. En effet, dans chacun de ces cas, on considére un ensem-
ble de solutions du probléme complet (e.g. l'ensemble des solutions
périodiques), et on cherche & démontrer que la solution 2° du probleme
réduit est un point limite de cet ensemble. Par rapport a la consistance,
ces problémes reviennent donc a restreindre l'ensemble des solutions

admissibles du probléme complet.
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CHAPITRE 1

NOTION DE CONSISTANCE

1., Equations fondamentales du probléme

Soit I un intervalle de la droite réelle R, ol I peut etre fini ou infini,
X et Y des espaces de Banach, 2 un domaine, c.a d, un ouvert connexe,

de Z = X x Y[ 5] et E un nombre réel positif, Considérons les fonctions

f:1xQx[0,E] — X, (t,z,€) —> £(t, z, €
g:lxQx [0,E] — Y , (t,z,€) —> g(t,z,€).

Dans la suite nous écrirons z =(x,y) ol x € X ety €Y et pour alléger les

notations nous admett rons l'abus d'écriture qui consiste a noter F(x,y)

la valeur F(z) d'une fonction F quelconque.

On appelle équations du systéme complet, les équations

x = £(t, z, €)
€y =gt z,€) (1.1)

ol le point désigne une dérivation par rapport a t, et € est constant non

nul., Une solution (au sens de Carathéodory) de l'équation (1.1), définie

sur un intervalle J& I et de conditions initiales (to, zo) est une fonction

z:J—3 Z,t —+ z(t) = (x(t),y(t))

absolument continue, et telle que :
(i) z(to) =2z
(ii) =z(t) € Q presque partout ;

(iii) =z posseéde presque partout une dérivée forte satisfaisant presque

partout a l'équation

[1] Sauf mention contraire, nous munierons l'espace Zde la norme

He.2) || = max (] =], [l¥ 1))



d x(t)

T = £(t, z(t), €),

€ dd};(t) = g(t, z(t), €).

On associe a (1.1) le systéme d'équations différentielles avec
contraintes (1.2) obtenu a partir de (1.1) en y posant formellement
€ = 0

x = {(t, z, o)
o =g(t,z,0) . (1.2)

Nous appellerons ces équations les équations du systéme réduit.

Une solution de ces équations, définie sur l'intervalle Jo et de condi-

tions initiales (to. zo) est une fonction presque partout continue

2° 13— Z,t > 2°(t) = (x° (), y°(t))

telle que :

() z° () =z,
(ii) z° (t) € Q presque partout ;
(iii) x° est absolument continue et posséde presque partout une déri-

vée forte satisfaisant presque partout a l'équation

dx° o
—TiT(L)_ = f(t, z°(t), o)

g(tv zo(t)v 0)

(o]

Pour des équations différentielles définies sur des espaces de
Banach, on connait de nombreux théorémes d'existence de solutions,
d'unicité, de prolongeabilité et de continuité par rapport aux conditions
initiales. On en trouvera par exemple pour Z = Bni—m dans
E.A. CODDINGTON et N, LEVINSON [11], G. SANSONE et R,CONTI [ 58],

et pour des espaces de Banach générauxdans G.E.LADAS et

V. LAKSHMIKANIHAM | 37], N. BOURBAKI [2], V. M. MATROSOV |[45],..



Ces résultats permettent 1'étude du systéme complet. De plus on
peut facilement en déduire des propositions similaires relatives

aux solutions du systéme réduit, si l'on fait les hypothéses suivantes:

1° I'ensemble 2 est un ensemble produit 2

Q x © ou
X Yy

R cX et 2 ¢Y ;
X s

2° il existe une application

h:IxQ — Qy,(t,x) —> h(t, x)

tellecque pour tout (t,x, h(t,x)) €Ix Q

g(t,x,h(t,x), o) = o,
et pour tout y tel que (t,x,y) € I x Q et y # h(t,x)

g(t,x,y,0) £ o.
Il est dés lors évident que le systéme réduit est équivalent a

% = £(t,x, h(t,x), 0) (1.3)
Il suffit dés lors d'imposer a £ et h des conditions de régularité suf-
fisantes a l'application d'un des théorémes évoqués ci-dessus. Par
exemple on peut énoncer le résultat suivant

PROPOSITION A, Si les hypothéses 1° et 2° ci-dessus sont

satisfaites et si les fonctions f et h sont localement lipschitziennes, alors: :

1° pour tout to €I, x € Qx , il existe un plus grand intervalle

JOC I, d'origine t, € I (c.a.d. d'extrémité gauche t, € I), dans lequel

il existe une solution z° des équations du systéme réduit (1.2) prenant

ses valeurs dans Q et égale a (xo,h(to,xo) ) au point to ; cette solution

est unique ;

2° si JO 7‘ I, Jo est un intervalle semi-ouvert [to,f{[ de longueur
Lt 7 et SBET

finie ; en outre, pour tout compact Kc§, (z°)” (K) est un compact de
R ;

3° si J est borné, et sif (t, z°(t),0) est borné dans Jo z°(t)

a une limite a gauche ¢ a l'extrémité de Jo ; en outre si JO #F1,c

est un point frontiére de 2 dans Z.




Cette proposition est une transposition triviale du théoréme 2 de
N. BOURBAKI [2]. Il faut cependant remarquer que si le second
membre d'une équation différentielle est continu, toute solution au
sens de Carathéodary est une solution classique. En effet la solution

o e ; . o o
x° est primitive de la fonction continue f(., x (.), h(.,x (. )), o).
Pour étudier un systéme réduit linéaire
X = Ax + By + £(t)
o =Cx + Dy + gl(t)
ol A,B,C et D sont des opérateurs linéaires non bornés on peut utiliser

la

-1
PROPOSITION B. Soient D un opérateur inversible et A-BD C

un opérateur fermé de domaine Qo dense dans un Banach XOC X

Supposons qu'il existe des réels M et w tels que pout tout A > w,

o -
l'opérateur R(A) = (AI-A + BD 1C) existe et

[R M) <M/ (A-w)", ne Alf.

. -1 . p— .
Alors, si f-D = g est fortement continliment différentiable,

Vi, €L v x, € Qo le systéme réduit posseéde une solution

o o) B -1
z [ tr o [ = 2z, telle que =z (to) = (xo. -D (Cx0 + g(to) )

Cette proposition résulte des théorémes 2.2.3 et 2.3.1. de
G.E. LADAS & V. LAKSHMIKANTHAM [37]. On peut d'ailleurs facile-
ment l'étendre a des opérateurs A, B,C et D fonctions du temps
[37- p.60]. Finalement il faut remarquer que puisque l'on considére
des solutions au sens de Caratheodory, ce type de théoréme permet
d'étulier les cas ot le membre de droite de 1'équation considérée
est discontinu en t = ts. Il suffit en effet de l'appliquerisuccessivement

aux intervalles {t el g Sts} et { tel, to ts} ‘




Dans la suite nous noterons z(t; to, z 1€ ) une solution du sys téme
complet définie sur l'intervalle maximal J(to, 2, € ), telle que
z(to;to, z €)= z . Remarquons que cette solution et l'intervalle corres-
pondant ne sont pas déterminés de fagcon unique par to' 2z et €. Il est
cependant utile de noter que cette solution correspond a € et passe
par (to, zo). Par ailleurs, quand aucune confusion ne sera a craindre,
nous admettrons fréquemment les abus d'écriture consistant a noter
€
z it vz, t,z ,€ ).
(t) pour z(t tor 2, €) et J pour J (o z € )
Dans l'équation (1.1) effectuons la transformation de variable

t = to + €s. On obtient ainsi le systéme

dx
=€
o f(tO + €s, z, € )
(1.4)
dy _
Té = g(tO +€S, z, e)

On appelle équation des couches limites l'équation différentielle obtenue

a partir de 1'équation (1.4) en y posant € = o
dy _
Ts = 8lgr Xy ¥ )

et dans laquelle (to'xd) sont des parameétres constants.

Illustrons le cadre général que nous avons introduit et justifions
par la le degré de généralité adopté. Soit une ligne électrique de

longueur 1 décrite par la figure I-1.

L=edr R:dn
-------- qr—fK?fn—JVW“"v —e--p —--0—
e(t) vr) C= = G= |V(do
dre edi

Figure I-1




La tension et le courant le long de la ligne sont représentés par des
fonctions

v :’Iix[o,l] —> R, (t,r) —3» v(t,r)

i :Bx[o,l] —> R, (t,r)— i(tsr),

qui satisfont aux équations

ov o1i
T ¢

. (1.5)
681 - - ov
ot or

Nous supposons de plus qu'une extrémité de la ligne (r = 1) est ouverte,
tandis que la tension 3 l'autre extrémité (r = o) est fournie par un

générateur décrit par la fonction

e:R;——}E,tl——ée(t)

Ane

ol e(t) =o pourt so et e(t) =t pourt>o . Ces deux conditions aux

limites s'écrivent

v(t,o0) = e(t) , .i(t,1) = o.

Ce meme probléme peut étre mis en équation de fagon légérement
différente. A l'instantt,les tensions et courants peuvent €tre décrits

par les fonctions

% 5[0, 1] == R, r—3 x(r) = v(t, r) - e(t)

y:lo,1] — R, rr— y(r) =i(t, 1). (1.6)
Celles-ci appartiennent aux ensembles de fonctions bornées

X ={x:[0,1] — R, r > x(r) : x(0) = o}

Y={y:[0,1] — R, rr— y(r):y() = o},
que nous munissons de la norme ||x|| = sup (|x(r)|:ko < r <1). On

sait que X et Y sont des espaces de Banach (cfr. J.DIEUDONNE
[13, p.127] ). De plus il est clair que si t # o , les équations (1.5)

sont équivalentes a



€ =ry 2 (1.7)

Ent = o, ces équations seront définies en y posant & (o) = o.
Remarquons qu'elles sont définies sur l'ensemble I xQ2 x [0, E] ol

Q= Qx X QY , .Qx et QY étant les sous ensembles de fonctions déri-

vables de X et Y respectivement . Notons encore que la fonction
- €x -—:—3—’ - € e - & est discontinue en t. Cependant les équations (1.7)
sont bien du type (1.1) et & chacune de leurs solutions correspond par

les relations (1.6) une solution continue de (1.5), dérivable en r pour

presque tout t; et presque partout dérivable en t.

Le probléme réduit correspondant a (1.7) s'écrit alors

g:-?l - &
¥ 5

. _Bx
-y or

o
|

On vériﬁe sans peine que les hypothéses du deuxiéme théoréme d'exis -

tence des solutions, énoncé ci-dessus, sont satisfaites [37-p.41].

En particulier la fonction h s'écrit y = h(x) = - %‘ . L'équation
(1.3) devient alors
x = 32’2‘ -
or

Ses solutidns appartiennent presque partout 2 l'ensemble

ox

5 _
Q@ ={x:[o,1]] — R : x(0) =0, 3—1.'—(1) =o}ch .

Considérons ensuite l'application

2 i R—3 XxY, t 3 2 (t) = ((t), y°(t) ) (1.9)

ot z°(t) = o pour les temps négatifs et



8.
00 2 2
- 1 1
xo(t) ‘r —3 r(; 2) + 63 , it T8 3 [ exp —(————7r fk-ﬂ) t)x
w o (2k+1)
X sin (___Zk;l)" r |
- 2 2
7 Ry - Lot TSl e -CALE AL
w o (2k+1)

(2k + 1)7 r

X COS
2

pour t > o. On vérifie sans peine que x (t) est une fonction de classe CZ,
o
telle que xo(t) et & x () = o, etdonc
r =o 0 r r=1

o o . .

x (t) € Q , v t € R . Par ailleurs, z° est continue et telle que :
i t )= 0, 8it <o0;
(i) =z( O) - it o

(ii) =z(t) € @, vteRrR;

(iii) x est absolument continue et posséde une dérivée ¢ t #o,

satisfaisant a 1'équation (1.8) v t #o .

On en déduit que 2° est une solution de (1.8) définie sur R et de condi-

tions initiales (t ,0) , £ <o..
(o] o

Finalement l'éql}.ation des couches limites s'écrit
ox
dy - ° =

ds Y- Br ——y+y0(r)

et se réduit dans ce cas-ci a une famille d'équations différentielles

ordinaires parametrée par r € [o,1].

L'exemple que nous venons de traiter montre :
1° 1'intérét de considérer des équations différentielles dans des espa-
ces de Banach pour pouvoir rendre compte de problémes décrits

par exemple par des équations aux dérivées partielles ;




2° la nécessité de définir des solutions au sens de Carathéodory

si l'on s'intéresse a des problémes qui ne sont pas '""assez continus'',
dans l'exemple, la source e(t) a une caractéristique continue, mais
pas dérivable ;

3° la facilité plus grande qu'il y a a résoudre le probléme réduit
plutot que le probléme complet ; on sait que les équations (1.7)

sont difficiles a résoudre, alors que la solution (1.9) s'obtient classique-

ment par superposition et séparation des variables.

Par ailleurs, nous avons défini les solutions des équations du
s , o .
systéme réduit comme des fonctions z presque partout continues.
: o : .
Puisque x est absolument continue, ceci suppose que nous admettrons

des fonctions yo discontinues., Considérons l'exemple suivant (figure 1.2).

e) = (=4 x

Figure I.2.

décrit par les équations
X =y
€y =-y -x+e(t)
Supposons e(t) =o pourt <o, et e(t) =1 pourt > o.

Le probléme réduit correspondant s'écrit
X = -x + e(t)
y = - x + e(t)

et admet la solution particuliére
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2°(t) = x°(t), yO(t)) =0 , t<o,
x° (t) = 1 - exp (-t) , t>o,
y° (t) = exp (-t) , t 2,

Dés lors si l'on veut pouvoir étudier ce probléme on doit admettre des
. 5 2 . O . ; ; .
solutions du probléme réduit, telles que y soit discontinu pour certai-

nes valeurs de t.

Finalement remarquons que le méme type de discontinuité peut
apparaitre dans des systémes autonomes. Considérons par exemple,

un oscillateur de Van der Pol (figure I.3)

3
« Rt —ig vl
L=¢€ /lr-’R(%)— g,i-s
YT MW~
3 ar Cad JX
Figure I.3.
dont les équations s'écrivent
X =y
dy _
E-d—t- == R(Y) - X,
Le probléme réduit correspondant
X =y (1.10 a)
o=-R(y) -x (I.10 b)

admet une solution périodique que l'on décrit facilement dans le

plan de phase de la figure I1.4.
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Figure I1.4.

La relation (1.10 b) impose que toute solution du probléme réduit

demeure 3 presque tout instant sur la variété x = - R(y). Par

ailleurs la relation (1.10 a) impose que le point représentatif de la

solution issue de A tende vers B et l'atteigne en un temps fini inférieur
*B ™ A

34 ——= . En B cette solution ne peut €tre continuée qu'en

’B
admettant un saut instantané vers C. La solution se prolonge alors
de C vers D et puis A. On obtient ainsi une soltition périodique

A B C D admettant 2 chaque période deux discontinuités en y.

2. Définitions des concepts de consistance

Considérons une application

[¢]

z :JO————> Z,t |——)z°(t)

solution des équations du systéme réduit. Dans la suite du texte nous
ne considérerons que les instants t € JO. Dés lors, si on remarque
que Jo Z 1, il est inutile de définir les équations du systéme complet
pour tout t € I et on peut supposer, sans nuire a la généralité du pro-
bléme que J  =1I. Soit alors a = inf (t:t€l) et w =sup(t:tel). On

admet éventuellement que @ = - « et (ou) w =+ o
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Dans ce qui suit nous ferons usage de la mesure de Lebesgue u
pour la droite réelle et nous utiliserons autant que possible la termi-

nologie de A.N. KOLMOGOROV et S.V. FOMIN [36].

DEFINITION 1. La solution z° du systéme réduit est g -consistante en

t €I si

()

(vn>o0)(vo >o)(me_ >o)(veo<ese )(azl;t,, zg. €))
. € o

{t>t ,tel}eT et p{t>t,tel: [27(t)-2(t) || =n <o

Cette définition implique qu'il existe une suite € chi telle
que sur {t = tt € I}, les fonctions z(t; to Z(fi : €i) convergent
""en mesure' vers zo(t). En effet si on pose o = 1/i, il y correspond

: €
une suite €., z . telle que
i’ “oi

[
lim p{tzt, ver: | z27() -2°(@) | = n} =o.
i— o © A

De plus on peut en déduire (A.N. KOLMOGOROV et S.V. FOMIN
[36-p.58] ) qu'il existe une suite € zf)i telle que pour

€

{t=e ., telf, altie, 2,

) ei) converge presque partout vers zo(t),

Pour illustrer cette définition, considérons l'exemple de la

figure 2, décrit par les équations
X =y
€y =y -x+e(t),
od e(t)=o si t <o et e(t)=1sit> o. Montrons que la solution

zo(t)=o si t < o,

N
(o}
—
ot
~—
]

(1 - exp(-t), exp (-t) ) sit>o0,
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est g -consistante ent < o. Tout d'abord on vérifie que la solu-
o

. < € B .
tion issue de z o = o g'écrit

25 (t) = o sit <o,
€ 1- N1-4 ¢ 1 +N 1-4 14N 1-4€ 1 - 1-4€ 1
x (t) = —————— exp(- e t)- exp(- g e t) +
2N1l-4¢ 2N1 -4 ¢
sit> o,
€ 1 1+N 1 -4€ 1 1-N1-4€
y (t) = - ——— eXP('——Z—e—‘—“t) + ———'—exp(‘—ZE——"—t)
1-4€ N 1-4¢
sit> o.

Fixons ensuite 77 et o positifs et puisque

|z(o ; ty O €) - z°(0) | est continu en € etnul en€ =o, il existe

€, >0 tel que |z(o ; to 0,60) - 2z%0)|| < n .Enremarquant alors
- o . " .

que pour € fixé, || =(t; t, O €) - z (t) | est une fonction décroissante

de t, on voit que

{t Bto.t € 1: | 2€ (t) -zo(t)“ z2ntclo, ol .

On en déduit ainsi la u -consistance en to.

DEFINITION 2. La solution z° est consistante en t, €l si

(Vv n >o0) (E{€O>o)(\1’€:o<€ Seo) ((E[z(.;tAd.ZGO, €))

{t=t ,terfcaet u{tze , ter:| 2f) -2°0) | 20} =o0

PROPOSITION 1. Si les solutions du systéme complet sont

prolongeables jusqu'a la frontiére de Q2ou jusqu'a l'infini et s'il

existe 17 > o tel que pour tout (¢, 2 tr b € I), l'ensemble
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Es{z: g te [to,tl] o lz-2°) || 170;L est un sous-ensemble

: ®) 3 g
compact de §2 alers la solution z est consistante en to si et

seulement si

(Vvn>o)(@e >o0)(Veio<ese )Tz (st 25, €))

u {t =t , ted:|zS)-2°¢) ) =0 } = o .

(o]

\%

Démonstration. Seule la condition suffisante doit étre démontrée

et il suffira de le faire pour 1 s n, Supposons alors qu'il existe

t1 21:0, tl € INJ . La solution cessé donc d'exister sur l'intervalle

[to, tl] . Par ailleurs, puisque l'ensemble E correspondant est

Z P . E . .
un fermé borné de €2, la solution z ne peut ni atteindre fr £,
ni tendre vers l'infini. Donc la solution ne peut cesser d'exister

sur -[t " tl] , ce qui est la contradiction cherchée,.
2 CQFD.

Le lien entre la définition 2 et celle introduite en [27] se

déduit de la

PROPOSITION 2. Si les hypothéses de la proposition 1 sont

i B B . O . e . .
satisfaites et si z est continue (en particulier s'il s'agit d'une

solution au sens classique), elle sera consistante en to si et seulement si

(v n>o)Te >o)(Veio<ese)dzl.st, zf), €))

{tze, ted: || 25)-2°0) | > n} = 4,

ol g estl'ensemble vide.

Démonstration. La condition suffisante est évidente.

Supposons qu'elle ne soit pas nécessaire. Dés lors il existe

(tl Bto.tl € J) tel que ”z€ (tl) - zo(tl)“ > n . Ensuite, par

continuité, il existe aussi & > o tel que cette inégalité reste valable
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dans l'intervalle [t:1 -6, bt 6 ]. On en déduit
pit: | 2 (1) - 2°(t) |>n } =26 >o0, ce qui est contraire 3

l'hypotheése.
CQFD.
La proposition 1 montre que dans la définition 2, la condition

% Zto, t € 1}¢c J n'est pas fondamentale. Par contre,

; . O : . :
l'exemple suivant prouve que si z est discontinue, cette partie de la
définition est essentielle a la conception intuitive que l'on peut se

faire de la u - consistance. Considérons le systéme

X =y
3

€y =-(x-y+ L )P (1.11)

auquel correspond un plan de phase approché représenté a la figure

I.5. La courbe A BC D A y représente

A d

Vs

Figure 1.5.

une solution du probléme réduit, discontinue en BC et DA. Cette

solution vérifie la propriété :




(v n>0)(v o <o)me, >o)(veo<e se )dal.;t zéo L €))
it >t , ted: I 2€(t)-2°(t) | 2ni<o

En effet, bien que cela ne soit pas évident on peut montrer que, 7
et o étant fixés, et pour autant que € soit assez petit, la solution
du systéme complet issue de A est une 7)-approximation de AB qui,
apreés avoir atteint un 7) voisinage de B, tend vers l'infini en un temps
aussi petit que l'on veut (et donc inférieur 2 o ). Cependant il est
évident qu'une telle solution n'approxime pas la solution ABCDA,
On peut montrer par ailleurs qu'ABCDA n'est pas u -consistante
en to.

Il peut €tre utile de mettre en correspondance le plan
de phase "approché' de la figure I-5 avec le plan de phase ''exact"

de l'équation (1.11) repreésenté a la figure 1-5',

ki

\\\

Figure I-5'plan de phase de l'équation (1.11)

Cet exemple montre aussi que la u-consistance en to n'est
pas toujours vérifiée. Considérons la solution CD du probléme

réduit. Cette solution ne peut pas etre u-consistante en tc.

T ——
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En effet, si et 0 sont assez petits, toutes les solutions du systéme

complet issues de { (t,z):te€ [tc, t.to || z-2°(t) | -1} décroissent

en y et donc ne peuvent atteindre{(t,z) : te [tD_— o ,tD] lz-22(t) || <t

Remarquons encore que l'introduction de la p -consistance
en to permet d'étudier le ''sens physique' des solutions z° discontinues.,
En effet, celles-ci peuvent étre u-consistantes en to alors qu'elles ne
peuvent pas etre consistantes en to. Par ailleurs ce concept correspond
bien a l'idée intuitive que l'on peut avoir du ''sens physique''. Etant
donnée une erreur 7) aussi petite que l'on veut, la solution 2° approche
des solutions du systéme complet a 1) prés, sauf peut-étre sur un
ensemble de longueur o aussi petite que l'on veut. Notons cependant que
cette description ne semble pas appropriée a l'étude de solutions z° discon-
tinues en des instants ti' ti —> o . Considérons, par exemple, l'oscil-
lateur de van der Pol (1.10) dont le plan de phase approché est représen-

2z

té a la figure I-4. Etudions la solution z°= ABCDA périodique,

A

A
B
|
|
} X
; -
|
|
A | ]
\\L
c
Figure I-4 :

de période T, définie sur [to, ) t . Il est alors évident que toute
solution z s'en écartera fortement ( ”z€ (t)-z°(t)]| = n) lors

des sauts BC et DA. Ce phénomeéne apparait en un temps supérieur 2
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7 (€) # 0, et dés lors puisqu'il y a une infinité de sauts,

€
ve>o, lim u{telt,t +nT]: lz (t) - z°(t) || = n} = Lim n 7(€)
M—>
)= o . Cette solution ne sera donc pas u -consistante en to'

alors que la méme solution définie sur un intervalle fini quelconque

l'est., En effet 7 (€) —» o si€ —> o .

PROPOSITION 3., Toute solution coﬁsistante en to (4 -consistante

en to) est consistante en t = to' t, € I (m-consistante en tl).

DEFINITION 3 ., La solution z° est consistante (i -consistante)

si pour tout to € I, elle est consistante en to (M -consistante en to).

PROPOSITION 4. Une solution z° est consistante (M -consistante)

si et seulement s'il existe une suite ti — a, ti € I, telle que pour

o) - . :
tout ti, z So0i1it consistante en ti (;u -consistante en ti)'

DEFINITION 4. La solution 2° est uniformément M -consistante si

V€))

(Vvn>o)(v o <o) (360 >o0)(yeo <€ SEO)(VtO € I)(az(., t zg

{tato,t €lfcJet uit >t ,tel: | 2S(t)-2°(t) |29 } <o .

DEFINITION 5., La solution zO est uniformément consistante si

(v 1 >o)(de_ >o)(veio<e s€ )t €I (dal.t, zz L €))

{t >t ,te€ Ijc J‘et udt >t ,tel: | 25(t) - 2°(t) || = nf=o

On démontrerait tout comme pour les propositions 1 et 2, que
les définitions de consistance et de consistance uniforme sont des géné-

ralisations trés immeédiates des définitions correspondantes intro-

duites en [27].
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PROPOSITION 5. Une solution z° est uniformément u -consis -

tante si et seulement si il existe une suite ti —* a telle que pour

tout i € N,
= .

= . < = P )
(yn>o)(vo>o)(ae ; 2€ (n,0)>0)(veo <€ <€ NTz(.it;,z ;. €))

{t=t terfcTet u{t=2t, tel:|25(t)-2%0¢) [[=n}< o.

2 . o : 5 : :
De meme une solution z est uniformément consktstante si et seule-

ment slil existe une suite t, — a telle que

(v>o)(aey; = € () >o)(ve:ose < € Naal.;t, 2, . €))

{e @, te IFET et p{t=ze, ter:| 2 (1) -2 || =)o

Cette proposition démontre que si le systéme complet
est autonome (ou si w - @ > T etle systéme complet est T. pé-
riodique), la consistance en t, d'une solution z° constante (ou
T -périodique) est équivalente a4 sa consistance uniforme. De méme
et dans les mémes conditions la M -consistance en to est équivalente

a sa M -consistance uniforme.

Supposons l'espace de Banach Z de dimension finie. Supposons
de plus que les solutions du systéme complet existent, sont détermi-
nées de facon unique par leurs conditions initiales (to, zeo), en dépen-
dent continuement et peuvent etre prolongées jusqu'a la frontiére de

2 ou jusqu'a l'infini. Alors on peut énoncer la

PROPOSITION 6. Une solution z° (t) continue et telle que

A1, >0, VEeL B(z°(t), 770) C 2, estuniformément consis-

tante si et seulement si

(Vn>o)(3€o>o)(vé:o <€ s 60)( gz(.;to.zeo,e))

g= Tet pfter: | 25(t) - 2°(t) || =n}=o
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Démonstration. Il suffit de démontrer la condition nécessaire.

Soient ) = 7

1>o fixé et a<ta< t. 4 tae I, t €1 quelconques. En

b b
1 :
utilisant la proposition 5 et en y posant 71 = n, =5 min (770, 771), on
détermine g, = 60(17) puis on fixe € : 0 <€ <e€_. La meéme proposition 5

5 . (3 € e
associe & chaque t, une solution z, (.) =2z(.s toz o €) qui pour tout

t, <ty pénétre dans B = {(t, z) Pt St St | z-zo(t) || < , f . Soit

€ .
alors (t ., . 1 .=z, (t ), t t i
ors ( oi zo1) € B tel que z s =% ( 01) et puisque B est compact

’ X 5 € . ,
cette suite posséde une valeur d'adhérence (to, z ). En utilisant la propo-

o r € e .
sition 1, on démontre que z(.; to, Zo' 6) est définie sur I tout entier,

Finalement supposons par l'absurde que u{t € I, ” ze(t)—zo(t} “ = 'I,l} >0

~

Dés lors il existe un intervalle [tc, td] tel que u(K)>o, od

K=1{tce [tc,td], I 2€(t)-2°(t) | = m | Par ailleurs en vertu de la
continuité des solutions en fonction des conditions initiales, il existe
€ € € m L.
. £
z. (.) telque y t€ [tc.td], I z (t) -z (t) [ —— - On en déduit
U
vteK, | zf (1) - 2°(t) | 2 5— . d'od KC

n
_ € o it )
L= {4 e[tc,td], “zi(t) -z (t) || e, & nz} et u(L) > o, ce qui

est contraire a l'hypothése.

CQFD.

Cette propriété permet d'interpréter la consistance uniforme
comme une consistance tant dans le futur que dans le passé. Malheu-
reusement, dans le cas de la u-consistance, les résultats que l'on
pourrait obtenir sont plus restrictifs. Considérons en effet le
systéme complet

¥ =1
* 2

€y = exp(-y)[ exp(-y) - 1 + (1-x)exp (- 25-—) ]

7

dont les orbites sont décrites par les fonctions
2

B X X4 -1
y=log [ 1 -exp(-5= )+ aexp(- Q)L

ol «a est un parameétre réel. Il y correspond le plan de phase de la
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A |

Figure 1-6.

figure I-6. Lorsque € —» o, en plan de phasezgarde une allure

N . : X :
similaire, la séparatricey = log [1 - exp (- TR )] se resserrant sui-

vant l'axe.des x, Dés lors on peut facilement en déduire la u-consis-

tance uniforme de la solution z° du probléme réduit, définie par

1

x =x_+ (t—to)

. ¥y =0
De plus la séparatrice étant formée de deux orbites, on voit.tout de
suite qu'il n'existe pas de solutions z€ du probléme complet
qui approxime 2° pour tout t0 € 5 Remarquons finalement que 2° ne
vérifie les équations du probléme réduit que vy t # t, "%, ce qui
d'ailleurs est compatible avec la définition de solution utilisée dans

ce texte.
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Finalement, on vérifie trivialement la

PROPOSITION 7. Toute solution z° uniformément consistante

(uniformement u-consistante) est consistante (M -consistante).

3. Définitions des concepts de Consistance Compléte

Les définitions énoncées au paragraphe 2 peuvent etre
particularisées en imposant qu'elles soient vérifiées pour toutes

s € . (o)
les solutions z(.; tyr 2 o,e) qui ent  sont proches de z (to). On

obtiendra ainsi des définitions proche parentes de la stabilité a la

Liapounov.

DEFINITION 6. La solution z° est complétement 4 -consistante

en t si

=

(vm>o0)(v o >o)(:§[eo >o)(@ é6>0)(veo <€ seo)(vz(.; to,zeo,e) :
12 -2%¢ ) 1< 8) . { £ 2t ,teTfeT et

u{ =t tex: [25() - 2°0) || 2 7 t<o

DEFINITION 7. La solution z° est complétement consistante

(vm>o0) @ eo>o)(36>o) (ve :0<e€ seo)(vz(.;to,zg JE )t
I zz g (t.) | <e8).{t 2t ,t €IfCJ et
u{tze ter: [25) - 2% || 2n f=o0

Les remarques que nous avons faites sur les définitions 1 et
2 peuvent étre reprises comme telles. En particulier les propositions
1 et 2 sont valables in extenso. Par contre on ne peut plus démontrer

l'équivalent de la proposition 3. En effet, considérons le systéme
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6‘9'1 =xy, B Y,
et sa solution

x =A +t

) t ot 2
¥, =[B cos= +C 51n—€—]exp[(A+t) /2€ ]

. - t
y, = [ -B sinz + C cosE]eXP [(A + t)Z/ZE]

ol A,B et C sont des constantes. Dans le plan (Yl'yz)' le mouvement

est une spirale de rayon
2 2 \1/2 2x1 /2 2
r(t)=(y1+yz)/ - (B +C)/ exp [(A +1t)7/2€]
Soit T la valeur de r pour t = - a, Alors r = (BZ+ Cz)l/Z expl (A- 3)2/25]

et

2 2
r(t)=ro exp (A1) -Z(é )

Supposons A-a<o ett€ ] -a,a-2A[ . Il est alors évident que

(A‘:Pt)z - (A—a)2 <o et, r_ étant fixé, r(t) — o si € — o. Par

contre sit¢ |[-a, a-2A], (A+t)2 = (A-a)2 >0 etr(t)— o si
€ — 0. Supposons maintenant a>b > o0 et considérons la solution

°:[-a,b] = R’ t > (to0,0)

du systéme réduit. Fixohs 77 > o et choisissons 6§< min (n, a%l?_ )
et € > o quelconque. Alors, utilisant la norme

& 2 \1/2 € ' v
|z || :max(!xl,(yl ty, ) / ), '(Vz € B( (-2,0,0), 6 ))

[c.a.d. v(A,B,C): |A]| <&, (B +C )l/2 z_ea <6], et (vt €J),
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| 25()-2°(t) || = max (|a ], (B2 +G%)1 /2 exp[ (a+0)%/2€]) <
<max ( IAI,(BZ+C2')1/2 exp [ (A—a)2/2€] ) <& s 7.

-y . o
Ceci démontre la consistance compléte de z en t = - a. Par ailleurs,
o

si tl e] -b, b[ , on peut prouver que zo n'est pas complétement y -

consistant en t1 > to. En effet si

A =o, (B2+C2)1/2 = (6/2) exp(-t,/2€)et t €] ||, b [, alors
|z (t)—zo(t) | = (B2+C2)l/2 exp(tz/Z E);t(é/Z) exp (th —ti)/Z €—\ o
si € —x 0. On en déduit

u{t?tl,té I || z€(t)z°¢t) |2 }—> b - lt, | #o.

Parallélement aux définitions 3,4 et 5 on introduit ensuite

les définitions suivantes.

DEFINITION 8. La solution z° est complétement consistante

(complétement u -consistante) si pour tout to € I cette solution

est complétement consistante en t_ (complétement u -consistante)

DEFINITION 9. La solution z° est uniformément complétement

M -consistante si

(v m>0) (Vo> o) de > 0)(d 6>0)(V €:0 <€ sao)(vtoel)( vz(. it zeo, €) :
Il Zeo - zo(to) II<e), {t >t ,t€I}jCT et
uf{t=t_ ,tel: || 2%1) - 2°) ] = n} <o.

DEFINITION 10. La solution z° est uniformément complétement

consistante si



———— -

25
(vn>o)(a €, >o0)(@ 6 >0)(veE:o <€ Seo)(v t, € D(+rz(.; tor zg, €):
I Zf)'t zo(to) < &), {t Bto,t €1fCT et
€ o
pftze_ter: 25) - 2° () | 2n } =o.

Ces définitions sont liées par des propositions évidentes tradui-
sant des implications logiques similaires a celles de la proposition 7,
ou bien a des implications du type : une solution complétement consistan-
te est consistante, ou encore du type : une solution consistante est
M -consistante. Ces diverses implications seront schématisées plus

loin a la figure 7;

Remarquons que le systéme complet (1.1) est équivalent
au systéme

% = {(t, z, €)

% .2_ glt, z, €) (1.12)

€ =0

défini sur Ix ®=1x Qx | o, E|l , La "solution" (z,€) = (z°(t), o)
est stable a la Liappunov si (v t, € I) (vny > O)(EI€O >0)( 6 >0)

, €. € - € o
(veo<e < € )Vaz, : I z. [ <8)(ve=t .t el) [z (t)-z"(t) || <n.

Dés lors, l'équivalent de la proposition 2 pour la consistante compléte
montre que la consistance compléte de z° peut étre interpretée
comme la stabilité de (zo(t), o) pour le systéme (1.12). La différence
entre ces deux notions provient de ce que (zo(t), 0) € fr® et

n'est pas une solution au sens classique. De plus le deuxiéme membre
de (1.12) n'est pas défini le long de (z°(t), 0), et posséde un pole

éventuel en € = o,
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Remarquons finalement que la notion de consistance compléte
uniforme est une extension immédiate de la définition de stabilité
totale [29]. L'unique différence provient de ce que l'on considére ici

des systémes dont les perturbations peuvent étre singuliéres.

4. Transformation de variables.

Dans la suite du texte nous serons amenés a considérer des

transformations

zZ =2 -zo(t) (1.13)
ot z°(t) = (x°( t), O(t))est une fonction dérivable en t. Le systéme
complet (1.1) s'écrit alors

= £(t,z + 2z°(t), €) - x°(t) (1.14)

gtz + 2°(t), €) - € y°(t)

1
-+
g

€y
Notons

v={ (t,Z) tel, z+2°(t)eQ}

l'ensemble sur lequel est définie 1'équation différentielle (1.14) et

soit
% - g
z (t; tyr 2o €) =z (t)
sa solution générale définie pour t € J (to, ;06 L€ )

Remarquons que si to est fixé avant zf) et si Ei et zf) sont
liés par la relation (1.13), alors :
1° a toute solution zé(t) des équations (1.1), définies sur un intervalle
J, correspond une solution z (t) =z (t)-zo(t) de (1.14), définie sur
le méme intervalle J ;

2° ZZ :l zg —zo(to) | <6 estéquivalent a z ” <6 ;

“ze(t) - 2°(t) | < n est équivalent a I z¢ )| <nq.

Ces remarques prouvent que les définitions de consistance introduites
ci-dessus sont indépendantes de la transformation de coordonnées

(1.13) au sens de la
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PROPOSITION 8. Si z° est une solution dérivable des équations

du systéme réduit (1-2) et si l'origine (z = o) vérifie 1'une des défini-

tions de consistance par rapport au systéme complet (1.14), alors 2°

vérifie la définition correspondante par rapport au systéme complet (1-1),

et vice-versa.

5. Résumé du chapitre

Il peut etre utile de rappeler les définitions que nous avons intro-
duites dans ce chapitre . Le tableau I reprend les définitions de consis-
tance et u-consistance, le tableau II les définitions de consistance
compléte et u-consistance compléte. Les implications logiques immédiates

entre ces concepts sont représentées a la figure I-7.

Figure I-7- implications entre concepts de stabilité,



TABLEAU I - Définitions des concepts de Consistance (paragraphe 2).

M -consistant en t_ (nC —to)

t€ I(yn > o)(vo >o)(:~[€o> o)(vewo<e Seo) ( g{ze(t) ) {t >t . te€ IjcJ etu(E)<o.
u -consistant (uC )
(Vtoel)(vn> o)(V0>o)(:H€0 >0)(V €:0<€ seo) (7 ze(t) ) At zto, telfcT et u(E) <o.
uniformément u -consistant (U uC)
(vn >o)(V0>o)(E{€o>o)(V€:o<€‘»§€o)(vto€I) (o z€(t)) {t >t0, te 1T et u(E)<o.
consistant en t_ ( € —to)
t_ €1 (yn>o) (e, >o)( veio<e <€) (m25()) {t >t . telfed et u(E) =o
consistant (C )
(v toel)(vr,>o) (:Heo >o0)(v €0 <€ seo) (= ze(t) ) {t Zt o te€ I}CT et u(E) =o
uniformément consistant ( UC)
(vn >0) (a1 € >0)(V €:0<€ seo)(vtoe I) (= ze(t)) {t= trt€ 11CJ et p(E)=o0
E={t>t,ter : [2°()-2°0) |20}

‘8¢

——




TABLEAU II - Définitions des concepts de Consistance Compléte (paragraphe 3).

complétement u-consistantent (CuC—to)

t €l (v 7 >0)l7 o >o)( 3€o>o)(a’ 6>0)( v €:0<€SE€) (v 260): ze(to)-zo(to) I 6){ t3t , te I}¢J et p(E) <o
complétement u-consistant (C Q)

(vt € I)(yn >o)(wo>o0) (geo>o)( +q 6>0)( v €:0< € eo) (vzS(.): Hze(to)-zo(to) | <6){t= t,» tel teJ etu(E)<o
uniformément complétement y4 -consistant (UCHuQ)

(vn > o)(v o>0)( g[eo>o)( o 6>0)(v €:0< €$‘£0)( Vtoel)( Vze(. ): | z€(t0)—z°(to) I <) t= trt€ I1}cJ etu(E) <o

complétement consistant en to (CC -to)

(t € I)(v 7> o) (= €O>o)(:E{6>o)( v €:0< eseo) (vz5(.): ||z€(to)—z°(to) | < 8){t= ot € I}cJ et KE)=o
complétement consistant (CC)
(v t,€ I)(yn >0) (7 €0>o)(:3 6>0)( Ve:o<€$eo) (Vze(.): I ze(to)—zo(to) | < 8){t= t telfcT et u(E)=o
uniformément complétement consistant (uccq)
(Vv 1n>o) (E{eo>o)(36>o)( ve:o< € <€ ) (v toel)(v 25(.): ”zé(to)-zo(to)“< s qt= t,»te I} ¢J etu(E)=o
E={ t>t,tel:] 2(t) - 2°(t) [ n} -

6?7
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6. Notes,

Le formalisme que nous avons introduit répond a certaines
préoccupations de caractére pratique qui ont été exposées dans
I'introduction de ce texte, Il est cependant utile de remarquer que
les concepts de consistance permettent de rendre compte d'une part

importante de la littérature concernant l'approximation des solutions

du systéme complet,

A.N, TIHONOV [67] a étudié un systéme complet

% = £(t, %, y)
€y g(t,x, Y)

tel que g(t,x,y) = o posséde une racine y = h(t,x) isolée, Considérant

1'équation des couches limites

(o

__}sf_ =g (t’X-Y) i

cet auteur suppose que le point singulier y = h(t,x) est attracteur et
posséde une région d'attraction A(t,x) ¢ Em. Les résultats de
A.N., TIHONOV concernentalorsla comparaison de la solution zo(t)

du probléme réduit définie pour t € [to, tl] et d'une solution

o € 5 . _€ o
z(t,to.x (to), Yo €) du probléme complet, A - A(to,x (to)).

On démontre que la solution'/ze(t) tend vers zo(t) pour € —> o ; de

plus ¥V 0 > o cette convergence est uniforme sur l'intervalle

[ t, + o, tl] . F.C. HOPPENSTEADT [33] parle dans ce

/ ’ . ~
cas de '""dégeneressence réguliére', Une analyse de ce théoréme con-
H ~ . o . -~ P 2 .
duit & la conclusion qu'il aurait pu etre démontré comme suit:

1° en utilisant la continuité en fonction d'un parameétre des solutions

du systéme
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n

€ f(to + €s,x%,Y)

i

I g(to+€s.x,y),

et l'attractivité du point singulier (xo(to), h(to,xo(to) ) du systéme

limite (€ = 0), on peut conclure que (v 6>0)( @ S>0) tel que pour €

€
(

assez petit, la solution z (t) atteint en un temps to + € S un voisinage

6 o e . . e o
> de z (to); on en déduit ensuite, en vertu de la continuité de z , que

ze(to + € S) atteint un voisinage 6 de z° (to +€8);

o . . . ~ . 0 4
2° en utilisant la consistance compléte et uniforme de z , on démontre
finalement que || ze(t)—zo(t) < n, vte [to + €8S, tl] . La partie

non triviale de cette démonstration se réduit donc bien a démontrer
la consistance compléte et uniforme de z°. Remarquons par ailleurs
que la thése de A.N. TIHONOV implique la u-consistance de la
solution du probléme réduit définie par les relations Eo(to) = (xo(to), y€O 3
;O(t) = zo(t) pour t € ] tor tl] . Cependant on ne peut déduire de
cette thése, la consistance en to de la solution zo, bien que cette pro-
priété se déduise des hypothéses du théoréme. Le meme genre de
remarques peut etre fait & propos des généralisations ultérieures de
ce théoréme [3],[23],[30],[52]....

Il faut encore noter que certains auteurs se sont attachés a

estimer la vitesse de décroissance de || zg(t)-zo(t) | en fonction de€

et || ze(to)—zo(to) |, [4],08],09],034]... Cette dépendance en €
implique certains concepts de consistance. Il est cependant évident
que ces résultats sont plus précis que ceux que nous étudions ici.

En particulier 1'étude des développements asymptotiques de ze(t) [ 74]

conduit a2 la méme remarque.
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Par ailleurs J.J. LEVIN et N. LEVINSON [42] ont énoncé
un théoréme (théoréme 1) dont la thése est la consistance compléte
ent =a d'une solution zo(t) = (4 (t), ¥(t)).La consistance compléte
et uniforme apparait d'ailleurs dans la démonstration du théoréme 1,2,
Il faut aussi noter que la thése du théoréme 1 énoncé par
N.LEVINSON [43] est & peu de choses prés la u-consistance compléte

ent .
o

Les exemples physiques d'application de la consistance sont
nombreux L.O. CHUA & G.R. ALEXANDER [10], C.A. DESOER
et M.J. SHENSA [12] ont étudié l'effet d'inductances et ce capa-
cités parasites sur les équations de réseaux électriques et sur leurs
solutions. Plus particuliérement T.E. STERN [ 63] a étudié en
détail un multivibrateur a transistors dont les capacités de jonctions
sont supposées parasites. P.V., KOKOTOVIC [35] s'intéressant a
des problémes de contrdle, a utilisé des systémes formés d'une
génératrice, d'un moteur et d'une amplidyne. On trouvera dans cet
article des références d'applications a des réactions chimiques ol une
enzyme se trouve en petite quantité, a l'approximation d'un vol de
fusée, a 1'étude de systémes de puissance ou l!On néglige la réactance
de machines synchrones. ., On trouvera d'autres exemples physiques
dans K. O. FRIEDRICHS [19], L.A. SEGEL [60] ... Il est intéressant
de noter finalement que Yu.l. NEIMARK et N.A, FUFAEV [50]
ont étudié un systéme mécanique a liaisons non holonomes qui

présente les caractéristiques de l'exemple p.23.

Dans certains cas d'espéce, il peut €tre utile d'étendre les
définitions que nous avons introduites. Par exemple L..S. PONTRYAGIN
et L.V. RODYGIN [55] ont étudié le systéme complet

%

f(x,y)
g(xv Y)

€y
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en supposant que l'équation des couches limites

dy _
ds —g(x.y)

posséde une solution périodique y = v(s,x) de période T(x). Ils

y associent le '"'systéme des valeurs moyennes"

1 T (x) -
x = f(x,y (s,x))ds
T(x) So

qui joue le rdle du systéme réduit, et cherchent alors a prouver qu'une

solution du systéme des valeurs moyennes est proche de solutions du systéme

complet. Par ailleurs cherchant a faire le lien entre ce probléme
et celui posé par A.N. TIHONOV [67], M. FRENKEL [17] a considéré

un systéme complet

x =£(x,0) +F(x,y,0, €)

€y = B(x)y + G(x,y, 6, €) (1.15)
€6 = w (x) +S(x,y,0 ,€)

ol x € B,nv y € Qm et 0 € R . Supposons entre autres ce systéme continu
et périodique en 6 de période unité et |S(x,y, 0 ,€)| <O Iyl +€).

Il y correspond un''systéme des valeurs moyennes"

dx p
- So f(x, 0 )de

dont on étudie une solution xo(t) définie sur [o, L] et telle que

(o) 4 € € € € €
x (o) = x_. Soit (x (t),y (t), 6 (t))= (z7(t), 0°(t) ) la solution du
systéme complet définie par les conditions initiales x ,y ,6 en
o ‘o

o
t, =o- On démontre ensuite (théoréme de centrage) que moyennant

certaines hypothéses et pour autant que € + lyo | soit assez petit et
906 o, o [, alors:

€

a: les fonctions xe,ye, 6~ sont définies sur [o,L] ;

b lim xé(t) = x°(t), t € [o,L];
€ =% 0
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et Vo >o lim ye(t)=o ; telo, L] ;
€~ O
Lim €6 - wx"(t))]=o0, te [o,L] ;
€20

la convergence étant uniforme.

Tout comme pour le théoréme de A.N. TIHONOV, on aurait pu
démontrer que:

1° par continuité des solutions en fonction d'un parametre, la
solution ze(t), Ge(t) atteint ent =t _+ €S un voisinage 6 de
I'ensemble M(t) = { (2,6) : z = (x°(t),0) }.

2° le concept*c -

(v 1>0)( @ 80)(de_>o)(ve:p< € < )vt elo, L] vz, 60) € BMM(t ), 8))

(VteJmlo,L]) (z€(t), 65(t)) € B(M(t), 7).
est vérifié,
On peut en déduire alors que la solution (ze(t), Ge(t) ) atteint en un
temps tO + € S <o levoisinage 6 de M (to + € S), et puis demeure
dans B(M(t), 7). On déduit de la continuité et de la périodicité en 6
que le deuxiéme membre des équations (1.15) est borné, Dés lors, pour €
fixé, les solutions sont prolongeables sur [o, L] ce qui démontre
la proposition a.

La proposition b se déduit du concept "f et du fait que y t€ [ o, L]

€

£ dit“’ - w(E0(1) = w (xE(1) - w(°(t) + 5 (25(t), 65(t), €)
€
| 290 (0 | < Jo e )6 ] + [S(= (1), 65 (o), € ) |

< O(€) + O(e + O(€)).

Les théorémes ébauchés ci-dessus se raménent donc bien a 1l'étude
du concept‘g qui n'est rien d'autre que la consistance compléte et
uniforme de l'ensemble M(t). Ceci justifie une extension éventuelle

de la notion de consistance a des ensembles fonctions du temps.
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Remarquons finalement que ce texte passe sous silence

1'étude du systéme
}.{ = f(t,X,Ylp ...,kae)

Eii’i=g(tpx,ylp---,yk.€) 1=1v---)kr

m.
N n i i :
ol xR, ye€R et €i+1/€i —x o, La différence essentielle

avec le probléme que nous considérons, est une complication
des critéres de consistance, les principes mis en oeuvre restant

valables.
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CHAPITRE 1II

METHODE GEOMETRIQUE DANS LE PLAN

1, Introduction.

Considérons le systéme complet autonome et du second ordre

i

£(x,y)
g(x, y) (2.1)

Lo Ko
I

€

oix € R, y€ R etfetgsontdeclasse Cl. On sait que les sys-
témes autonomes du second ordre peuvent facilement étre analysés
par l'étude des orbites dans le plan de phase (x,y). Nous verrons

que ces méthodes géométriques ou topologiques peuvent €tre utilisées

pour démontrer des propriétés de consistance ou de u-consistance,

Représentons les courbes f(x,y) = o et g(x,y) = o dans le plan
de phase de la figure II-1. Une solution z° du probléme réduit y est
représentée par une suite de segments de la courbe d'équation
g(x,y) = o, alternant avec des segments de verticales. Par exemple,
la courbe ABDEFO représente une orbite T du probléme réduit,

asymptotique au point singulier O.

Dans un premier paragraphe nous montrerons comment construire
un ensemble M positivement invariant (¥) par rapport au systéme
complet (2.1), contenant l'orbite T et contenu dans B(T, p )= { z:

dz'€T, “z—z' ” <p } , ol p est aussi petit que l'on veut;

(¥) Un ensemble M est positivement invariant si toute solution issue
d'un point quelconque de M, y demeure dans le futur

(vt,€ I)éone M)(V t Zt ,te J) x(t) € M.
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Ay
\\\A
. B
f(x,y) >0
g f(x,y)<o
glx,y)<o
glx,y)>o

Figure II-1

Ensuite nous montrerons que les sauts sont parcourus en un temps
"infiniment court". Finalement nous en déduirons la u-consistance.
Toute cette étude sera intuitive en ce sens que beaucoup d'hypothéses
seront implicites et se déduiront en général des figures considérées.
Une description minutieuse des hypothéses nécessaires a cette étude
serait fastidieuse et nuirait probablement a2 sa bonne compréhension.
Il reste cependant que ce chapitre décrit une méthode d'analyse et

donne de plus une vue géomét rique du probléme de la consistance.
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Notons finalement que les chapitres III et IV auront pour but d'étendre

ces résultats en utilisant des méthodes plus analytiques.

2. Construction d'un ensemble M positivement invariant,

Considérons tout d'abord le segment AB de l'orbite T.
Dans la suite, les coordonnées d'un point tel que A seront notées

z, =(x ). On peut alors caractériser AB comme suit:

A A’ YA

1° g(x,y) y est nul et 1'équation g(x,y) = o y posséde une racine de

1 P—_
classe C vy = h(x), définie pour x < Xpi la fonction h posséde un inverse
de classe c! x =k(y), défini pour y> vyg i
2° inf |£(x,y) ] > o.
(x,g)e AB

Définissons ensuite la région

= H -y S$X< s = ;X - < -y<
M, pla)= {(x, y)ix, ~a<sx<x5y 2y5; x-k(y) < ah(x)-y<e |

représenté a la figure II-2

a g(x,y) <o,f(x,y)> o0

b

. g(x,y)> o, f(x, y)>o
b! B
Figure II-2. Construction de MAB(Q)

Remarquons que quel que soit p > o, on peut toujours choisir «

assez petit pour que M, _(@) C B (T,p ). D'autre part les segments

AB
ab, a'b' et aa' sont tels que pour € assez petit, les solutions de

2.1 rentrent dans M En effet, ab est déterminé par l'équation

apl@):
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A x-k(y) = @ et a'b' par v, = h(x)-y = @ . Remarquons que min

(inf (k'(y)g(x,g) : (x,y) € ab), inf (g(x,y): (x,y) € a'b') ) =m >0

et max (sup (f(x,y):(x,y)e ab), sup (h'(x)f(x,y):(x,y)e a'b") ) =< M, €R.
Dés lors on vérifie que sur ab, \’Vl = f(x, y)-k'(y) g-(f'el) < M, —ml/e
et sur a'b', '\./2 = h'(x)f(x,y)-g(x,y)/e = M, - ml/e. On en déduit
que si € < ml/M1 ’ \'fi < o. Par ailleurs aa' est une verticale telle

que % = f(x,y) > o. Ceci démontre que les solutions de (2.1) issues d'un
voisinage assez petit de A demeurent géométriquement proches de AB
et ne peuvent s'en éloigner qu'aprés avoir traversé la frontiére

1
de MAB(a) en b'B ou Bb.

Considérons ensuite le segment BD de l'orbite T et montrons
que les solutions issues de b'B ou Bb demeurent géométriquement
proches de BD. Il est plus simple de partager BD en deux segments
BC et CD de sorte que f soit de signe constant sur chacun d'eux. Consi-

dérons alors le segment BC le long duquel f est positif et g négatif

et définissons la région
MBC(a) = { (x.y) PXy, Sx S ¥ + a(yb—y);f(x,y) Zo }
\o{ Geoy) sx<xgsy>ygl .

représenté a la figure II-3.
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b f(x,y) >o0
f(x,y)> o o B g(x,y) <o
g(x,y)>o

N
\\
N
N\
N
1 C c

Figure II-3, Construction de MBC(Q)

Il est évident que si «a est assez petit, MBC(a) < B(T, p).

On vérifie ensuite que pour € assez petit les solutions de (2. 1)

péneétrent MBC(a) le long de b'c' et bc. En effet le long de b'c' ,

% = f(x,y) 2 o. Par ailleurs le long de bc,

d
- (x—xb - a(yb—y) ) = f(x,y) +% g(x,y). Si on pose alors

inf (lg(x,y) l , (x,y) € bc) = m, > o et sup (f(x,y) : (x,y)€ bc)= MZ € R,
on vérifie que pour € < « mZ/MZ’ f(x,y) + ag(x,y)/€e <o . Ceci

démontre que les solutions issues de MAB(Q) ne peuvent s'éloigner
de MBC(Q) qu'apreés avoir traversé c'c.
Mettant en oeuvre les mémes principes, on construit ensuite
des régions MCD(Q/), MDE(Q), MEF(Q) se soudant les unes aux
autres et satisfaisant aux mémes types de propriétés. Le probléme est

un peu différent en ce qui concerne le segment F O puisque f change

de signe dans le voisinage de O, On peut cependant construire l'ensemble



Mpola) = { 6o y)ily he) )* < @ x -p " S <xptel)

ou X et p' se déduisent de MEF(a) et p" est assez grand pour

que f(x,y) > o le long de oo' (figure 11-4).

Figure II-4 : Construction de MFO(a)

Cet ensemble est positivement invariant. En effet, en oo', x = f(x,y) 20,

en ff' % = f(x,y) <o etle long de of et o'f', %[(y -h(x))z—a] =

E(ie’_)i.- h'(x) f(x,y). Or min ( lgcx, y,)([;;(x,y)e of ou OHl),: m, % &

et max ( |h'(x) f(x,y)]| : (x,y) € of ou o'f') =M, € R. Dés lors si

€ < m3/M3. gL—Xél)—h'(x) f(x,y) <o .

Nous avons donc construit pour tout p >0, un ensemble

M =M, U Mp UM,V MppVU MppU Mpq,

représenté a la figure II-5, qui pour € assez petit est positivement

invariant et tel que M C B (T,p).
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gl

Figure II-5. Construction de M.

3., Etude des sauts.

Considerons le segment BD de l'orbite T et l'ensemble
s =M O{(x,y) :xB—p' S xS xg* p'} représenté a la figure II-6.
Il est évident que si o est assez petit, la figure II-6 est caractéristique
et les solutions qui pénétrent S en BB' ne peuvent en sortir que par 66.
Nous allons montrer qu'une telle solution ne peut rester dans S qu'un
temps T (€, p') qui tend vers zero avec € + p'. Dans ce but, considérons
les ensembles S, =S n{(x,y) :y ?(yB + yc)/?.} 'S, =8
(. y):lyctyp)/z <y < byg + yc)/2p etS; =S

r\{(x,y):(yc+yD)/2 2y }. On vérifie qu'il existe m <* o tel que
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f(x,y) > o
glx,y) <o

f(x,y) € o
g(x,y) <o

Figure II-6 - Constructionde S = SIU S2 US3.

%nf (f(x,y) : (x,y) € Sl)‘ 2m, sup (g(x,vy):(x,y)€ SZ) < -m et

sup (f(x,y):(x,y) € S3) < - m. Dés lors une solution qui pénétre S, en BB

!
né peut y rester au plus qu'un temps Tl < ax < an:

min X

. Apreés ce

temps cette solution quitte S1 ce qui ne peut se faire qu'en pénétrant

dans SZ' Or elle ne peut rester dans S2 au plus qu'un temps

A

Yrvy
a7 ‘ € ___Bng_C_ .. Ensuite cette solution quitte S2 et péneétre
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S3 ou elle ne peut rester plus de T3 < -

= . On en
. m
max X

déduit que le temps de passage dans S est au plus

T=T, +T +T,s— -
1 2 3

2m

et tend vers zero avec € + p'.

4, Propriétés de consistance .

A partir des résultats obtenus ci-dessus, on peut démontrer la
4 -consistance compléte en to de la solution zo dont l'orbite est

ABCDEFO.

Fixons Met o, et considérons tout d'abord le segment AB, On
sait qu'il existe une fonction h(x) de classe C1 telle que cette solution

s'écrive z°(t) = (xo(t),,h(xo(t))), t e[ torty [. Par ailleurs

(vey>o)(am sn)(vx; elxy-ny, x5 - p], i=1,2)

lxl _le < 771 =+ Ih(Xl)-h(XZ)l < 77/2"

Remarquons que cette propriété sera a fortiori vérifiée si l'on

diminue n,- Considérons alors l'instant t1 tel que xo(tl) = XpoPy .

4 4

x°(t)

M = e e - — = — =

- — - — - -—— -

Figure II-7
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Il est évident que t, >ty sip, + M —>o. Par ailleurs la construction

de l'ensemble M ( §2) implique que toute solution 2 contenue dans M, g

X | 1 P
est telle que ye(t) =h (x5(t) ) + e(t) od |e|<O(p) L ] On en déduit que

cette solution vérifie dans M B 1'équation

A
x = f(x,h(x) + e(t)) y = h(x) + e(t)
qui: pour e = 0 admet la solution

z° : [to,t ] —;RZ, t = 2°(t).

On peut dés lors appliquer un théoréme de comparaison des solutions

d'équations voisines [57].

(vn, >o)@s, o) L |x,-x5 [<s_, |el<s]

=ftelt v ], [x°0) -S| =2n } = 4
et si de plus on choisit 60< -;_’, (v te [to'tI]) IYo(t)- ye (t)l

< |h(x0(t)) - h(xe (t)) | + |e(t)| < m . D'autre part, il est évident

€ € €
(:1¢‘5>o)(vzO €-B(ZA'6))' z €M et lxo-x

AB |< 60 . Dés lors

A
(@6>o)(v 2 € B(z,;0) {tele,t],12°0) - 60| =0} = 4.
Remarquons que l'on peut diminuer Py et n, un nombre fini de fois

ce qui a pour effet de modifier 6 mais ne met pas le résultat en

défaut.

[1] Dans la suite O(p ) représentera une fonction scalaire continue,
telle que O(p ) — o si p — o. De plus on admet l'abus d'écriture
qui consiste & noter O(p ) toute fonction ayant cette propriété,
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L'étude des sauts effectuée au §3, montre qu'aprés un temps
O(p1 tn ot o€ ), la solution ze(t) atteint un voisinage du point D,
Par ailleurs un raisonnement analogue a celui effectué ci-dessus
prouve que

: , €
(@6, >0) [tgts | < 8,0 |xp-x, | <6,, |e]<s, ]

2> {telty+ 6, t,] [2°(1)-25(t) [2n} =4

ol ty est l'analogue de t, et tend vers tE . Dés lors on peut choisir

p, < 6, de sorte que la construction de 1l'ensemble S ( §3) implique

€ € e
:z[t2 € [tl’tl +T] : lxD - x (tZ)I < 62 , Z (tz) GMDE. On vérifie

alors que ]tz-tD |< ]tz—tlJ T Itl-tD|< T + |t, -ty |[<O(p, +n, +&)< 5,

Considérant la solution ADE on a donc
€ : : o €
(36 >o)(va_€B(z,,8)) {telt ,t;Ju [t,, e, ], [l27(t)-z () |

20t =4

De plus si pytm + € ont été choisi assez petit

ltZ-tll <O (py + M t€)<0o/2

En procédant de la méme maniére pour les divers segments de l'orbite
U ’ o .
on démontre ainsi l4 u -consistance compléte en to de z . En fait
; . . . o g
cette consistance est uniforme, et si la solution z est continue,
le raisonnement que nous avons fait prouve la consistance compleéte

o
de z .
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6. Notes

La construction d'une région M positivement invariante
contenant l'orbite étudiée est due 3 D. FLANDERS et J. STOKER [15]
pour le cas d'un oscillateur de van der Pol et 3 J. LASALLE [38] pour
des cas plus généraux. Ces auteurs s'intéressent aux solutions z°
périodiques. Dans ce cas l'ensemble M est un anneaufermé ne contenant
pas de points singuliers, Il est dés lors immeédiat qu'il contient au

moins une solution périodique.

Par ailleurs, notons que la méthode démonstration utilisée
dans ce chapitre se retrouver de fagon plus analytique dans D.V. ANOSOV
[1] et N. LEVINSON [43].
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CHAPITRE III

CRITERES DE CONSISTANCE

1, Introduction

Considérons le systéme complet
x =f (t,x,y,e)
€y =gl(txy, € s
introduit au chapitre I, et une solution z° du probléme réduit associé,
En vertu de la proposition I-8 (ch.I1-4) on sait que si z° est dérivable,
il n'y a pas de perte de généralité a supposer 2°= 0. Dans ce chapitre
nous étudierons les propriétés de consistance de l'origine (zo = o)

¥* .
en faisant usage de fonctions auxiliaires v :Ix Q@ —> R continues.

On appelle semi-dérivée supérieure de la fonction v(t, z) par rapport

N ¥ ¥ .
2 (1.1) une fonctionv :Ix Q —» R telle que pour toute solution ze(t)
de (1.1)

D v(t,z%(t) < v (t,z(t))

ou D _ v(t, ze(t)) est la dérivée de Dini inférieure a gauche,

D_ vit, (1)) = Lim infr [ v(tth, 25(t+h) ) - v(t,25(t) ) ]
h—>o"

On défini de fagcon similaire une semi-dérivée inférieure par la rela-

tion

D_v(t,z%(t) ) =v,(t,zt) ).

Dans la suite nous supposerons l'existence de ces semi-dérivées,
Pour cela il suffit par exemple que v soit dérivable au sens de Fréchet.

3
On a alors v (t,z) = v(t,z) = dv(t,z) . (1,i(t, z, €), -lgg (t,z, € ), ot

dv(t,z) est la dérivée de Fréchet de v au point (t,z). En effet, on a
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et donc
v (t,z) = v*(t. z) = D_ v(t, z)

1
= lim ¢ (v(t+h, x+h £(t, z,€ ),y +§- g(t,z,e)) - v(t,z))
h —o-

= dv(t, z). (1, £(t, 2.€ ), %g (tize€ ) )

D'autres conditions moins triviales d'existence de semi-dérivées

sont données par V.M. MATROSOV [44 ].

Sauf mention contraire, il sera essentiel de supposer dans la suite

que les solutions de (1.1) existent soient déterminées de facon unique

par les conditions initiales to, z_» en dépendent continiment et soient

prolongeables jusqu'a la frontiére de 2 ou jusqu'a l'infini.

2. Lemmes

Les résultats exposés dans ce § sont les théorémes préparatoires
utilisés dans la méthode de Wazewski [ 75]. En ce sens, ce chapitre
peut étre considéré comme l'application des principes de cette méthode

au probléme de la consistance.

Considérons un ouvert TC I x © . Un point (to, zo) €efrTn(l x Q)

est appelé un point de sortie de T par rapport au systéme (1.1) si la

solution z(t;to. z €) est telle (g 7> o)(yt € [ to—'r,to[ , (t,z(t)) € T.

Un point de sortie sera un point de sortie strict si (T 7> o)(vt €] tortot 7 ],

(t,z(t) ) ¢ T. On notera E l'ensemble des points de sortie de T et E_
l'ensemble des points de sortie stricts. Une application 7 :Sl—)Szc S1

est une rétraction, si elle est continue et telle que sa restriction a
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S, est l'identité. SoitG ={ (t .z ) € T : (@) >t ), (¢, 2(t;5t ,2)) € B}
On définit ensuite l'application 7:G y g —> E par les relations 7T(to, zo)
= (to,zo) si (¢, z JEE et sift, z2)¢E, ﬁ(to,zo) = (t;.2)), o (t,2))

est le premier point de sortie de T |e long de la trajectoire (t, z(t)))

déterminé par (to, zo).

LEMME 1. Si E = Es, alors 7 est une retraction de
GU.E — E,

Démonstration. Il suffit de prouver la continuité de 7. Soit tout d'abord

(to» Zo) € Get (tl' 81) i ”(tov Zo)' Censidérons une suite (tn, zn) tendant

n n . :
vers (to’ Zo) et prouvons 7(t",z ) —» (tl’ Zl)' Soit T assez petit pour que

1) la trajectoire { (t,z(t) ) :te [tl—'r bt 7] } ait un diamétre inférieur

S

a n, 2)latrajectoire {(t, z(t)): te [to—'r,to ]} soit dans G et 3) le point

(tl+ T ,z(tl+7) )€ Ix Q)\T. Pour n assez grand, t"€[ t,-T ,tl—'r]

et la continuité par rapport aux conditions initiales implique que

{(t,a(t; ™, 2™) ) s te [t -7.¢,

+ 7T ,z(t1 + o7 5tt, zn) ) € (Ix Q) \NT. On en déduit que

-7 ]} est dans G. Par ailleurs pour n

assez grand (t1

7 (t%, 2™ € {(t, z(e5t™, 2™):t €[ t, -7 t1+'r]} qui, pour n assez grand est dans un
n-voisinage de { (t,z(t) ) :t € [tl STt T 1}. On en déduit tout de suite

que pour n assez grand d( 7 (t", zn), (tl, Zl)) <27 et donc 7(t", z") —>

(tl’ Zl)'

Soit ensuite (t , zo)€ E =E_. Comme ci-dessus @ 7 >0
o

1 1° =T y by t)) e G, 2 5 A+
tel que vee [t -7, [, (¢ 2(t) ) Vitelt .t 7],

(t,z(t) e (I x )\ T et 3){ (t,z(t)) : t e [to-'r, t T ] } 3 un diamétre

inférieur a 7. Ensuite pour n assez grand 1° t € [to-'r, ttT ],

2° (t -7 ,2(t_-7 it zM) € G, 3° (t 47,20 +73t7, 2")e (Ix @ )\T et 4’




{(t, z(t;t ™, 2™) ot E[to—'r ttT ]} est dans un 7 voisinage de
{(t. z(t)), t € [to—'r tHT ]} . D{ol l'on déduit comme ci-dessus que
7(t", z") — CRENE CQFD.

LEMME 2. Soit u(t,z) et v(t,z) des fonctions réelles continues définies

sur I x 2. Considérons les ensembles

1l

{(t,z:u<r,v<r}
{(t,z 0. = T, ¥ r‘},
{(

t,z) tusr, v=rf,

< a 4
n

olr € R, et supposons
R PP

(t,z) >0, (t,z) €U,
(t,z) <o, (t,z) € V.

.‘,

Alors 7 est une retractionde G U E dans E = U\V .

Démonstration. En vertu du lemme 1, il suffit de démontrer

E=ES=U\V.

On vérifie tout d'abord que E_c EC{rT N( x Q)c U UVV. De plus

E NV =g puisque si (to,zo) € V alors D_v(t,z) <o c-a-d

j € 2 .
(v 7<o)a t, € [to—‘T ,to[ ) v(tl, z (tl)) > r. On en déduit que (to, zo) ¢ E

et donc Esc, Eie U N\NV.

Démontrons ensuite qu'il n'y a pas de points (to. zo) € (U\V)\E

Sinon, puisque {(t,z) , v <r } estouvert,

(@ n> o) B((to, zo), n)eq{(t, z), v<r}.

De plus, puisque z(t; R € ) est continue, (g T, > o)
(vte [to-'T

(v7>0, 7 < 71)(3 t € [to—'r,to[ ) (t

€ . .
l'to[ ),z (t) € B ( (to' ZO), /). Enfin, puisque (to,zo) ¢ E,

1 z(t.)) ¢ T et deés lors v(t 1’ ze(tl)) <r,
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u(tl , zﬁ(}tl,)) =2 r. On en déduit D_ u(to. zo) <o ce qui est contraire a

l'hypotheése.

Montrons finalement que (V(to, zo) € U\V)(aT >0) (vte ]to, tt 7 1)

ze(t) ¢ T, et donc U\V =E = Es' En effet, puisque U\V est ouvert dans U,
) €
(@n >o) (v(t,z) € B((t,, 2z ) 271)niH T)t,z (t)) € U\V.

Ensuite, puisque 2 est continue, (@7 >o)(yte] t,t 7 1)

t,
o
€ . .

(t,z (t) ) € B((to, zo). 7). Finalement si (to, Zo) ¢ E_, (gtle]to, t +7 1)
€ = ' §

tel que z (tl) € T . Si de plus (v t, €]t0,t1]). z (tz) ¢ T dans D_u(tl,

2€ (tl)) <o ce qui est contraire a l'hypothése. Si par contre,

(th €lt, tl]) tel que z€(t2) € T, alors par continuité en fonction des
o

R, - 3 i g 1 T . -
conditions initiales, (E[zo g (to, zo) g¢T)(yte [to.tz]) ”z(t,to,zo, €)

z(t;to,z:).e) | < min { n,d(z(t,;t ,z ; €), U)). De&s lors

20 o0

(t, 2 (t;to, zg,e)) € B( (to,zo).zn), (to,zo) €T et (tZ, z(tz;to,zo,e)) €T.
g _ s . 1

Soit dans t, = min (te [to,tz] : (t, z (€, tor zo,e)) €frT. En ty

D u(t3. z(t3; t, zz),e)) < o0, ce qui est contraire a l'hypothése.

CQFD.

LEMME 3. (Théoréme de non-rétraction) Soitw un ouvert

borné d'un espace euclidien a k dimensions Ek, et F W — Ek une

fonction continue telle que gz €frw, F(z) = z. Alors F(w)dw.

: . — k
Démonstration. Soit z, € w et la fonction y :w x [0.1] = E,

(1) s Tl A ot Pz %) = =

-zt A(z-F(z)). Il est évident que si

zefr w, J (z,A) = z, -2 # 0, et le degré topologique [59] d (J(z,1),0,0)
peut etre défini. Utilisant le principe d'invariance par rai)port aux
homotopies d(z1 -F(z), w,o0) =d( "5’ (z,1),w,0) =d(J (z,0),w,0) =
d(zl—z,w,o) = -1, Dés lors, il existe zg w: F (z) = z) -
CQFD.
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3, Théoréemes fondamentaux

Les résultats de cette section feront usage des hypothéses

suivantes établies pour t, €L r >0 et Eo > o fixés,

HY POTHESES Hl' Soit Q : Z —Z un opérateur de projection

(linéaire, idempotent et continu) dont l'image soit un euclidien a k-di-

mensions.et u(t,z,€ ), v(t, z, €) des fonctions réelles continues définies

sur I x N x ]o,Eo].

Supposons que T, U etV soient définis comme au lemme 2, et

Ia:u(t,o, €) < a(€) +ar, t Bto, (t,e) e Ix ] O'Eo] ;

b: u(t,z, €) =u(t,Qz,€) 2b ( ||Qz]),
t>t, (t,z, € €Ix Qx ]o.Eo];

c u*(t,z,e) >o, t >to,(t,z,e)e U x ]O.Eo[ ;
II a: v(to,z,e) sa(e+|z-Qz|)+ar,

(z, €) € Qx.A]o.Eo] -

b:v*(t,z,E) <o, t=t_, (tyz,€)e V.x]o, Eo] -

[1]

~ . ']- .
ol aet b sont des fonctions de classe K telles que b ~(r) existe et

a€lo,1].

Le théoréme 1 ci-dessous sera utile pour établir des critéres

de consistance ou de consistance compléte.

THEOREME 1. Supposons que t0 €l, r>0 et Eo >0 soient

tels que les hypothéses H1 soient satisfaites. Alors

(& € >0)(H 6>0)(Veiox € < eo)(vz*e B(o,6):Q z = o)

€ _ € % " €
(dz =Qz tz )(wt /to,teJ)(t,z (t) ) € T.

. + : ;
[1} Une fonction a : _13 —¥B+ est de classe K si elle est continue,
strictement croissante et telle que a(o) = o.
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Démonstration. Choisissons €, > o et §>otels que a(eo +6) <(l-a)r.

En utilisant les hypothéses H,-la et IIa, ona :

¥* ki3
(v €0 o€ < €o)(Vz € B(0,6):Q 2z =o)(v z:Qz +z* € Q)
>
(Vt tyy t€1I)

@) ult, z,€) =ult,o, € <r,

: s * g
(ii) v(tO,Qz+z ,€) <a(e + | z*“ )+ ar<r,

*
Fixons € et z et supposons par l'absurde que

€

€_
(VZO—QZO

+z*x3t >t , teJ)u.zéu))¢T.

Il s'en suit que l'application 7 introduite au lemme 2 est définie sur

N

% -

w, o w={z:2=Qz+z , u(to,z.€)<r} . [ Remarquons que We€TC U
¥*

puisque (v z Gw)v(to,z.e) s ale+ |z ||) + ar < a(€o+6) + ar <r. |

3
De plus w est un ouvert par rapport a Ek= { z€Z:z=Qz+ z }

qui est un euclidien 2 k dimensions. Soit T (t, z) et 7rZ(t, z) les compo-

santes temporelles et spatiales de 7 (t, z) et définissons 1'application continue
- k *
F:w-—)E,zr——)Qﬂz(to,z)-fz
#*
On déduit de (i) que z € w#d etde H1 - Ib que w est borné. Ensuite, en

utilisant la définition de w et (ii), on voit que (v z € frw) (to. zo) € U\V.

Dés lors en vertu du lemme 2, ﬁz(to. zo) =z et F(zo) =Q ﬂz(to. zo)
3 3* <
+z =Q z tz =2 On peut alors appliquer le lemme 3, de sorte
¥*
que F (0) dw. En particulier z € F(w), c.a.d, (@ z € w)
* 3

F(zo) =Q ﬂz(to. zo) +2z =z . Ceci implique que Q 7 (to, zo) = o et

=
>R

que u(7 t( tos Zo)' 7rz(to, zo), €) = u(ﬂt(to, zo), 0,€) <r . De&s lors

m(t , zo) ¢ U\V, ce qui contredit le lemme 2.
° CQFD.
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Les propriétés de consistance uniforme et de consistance

compléte uniforme pourront €tre étudiées a partir du

THEOREME 2. Supposons r > o, Eo > o tels que pour tout

t, € I, les hypothéses H1 soient satisfaites, a, b et @ étant imdépendants

det . Alors
—~— 0

(E{Go >o)(Amé>0)(ve:oxe Seo)(v t, € I)(v 2 € B(o, 6) : Q z = 0)
(= Z<€) =Q zi + z*)(vt >t . te J) (t, 2 (t))e T

La démonstration de ce théoréme est une répétition de la dé-

monstration du théoréme 1 et dés lors sera omise.

Remarquons que ces théorémes sont démontrés pour Q = o
mais pas pour Q égal a l'identité, sauf si Z est de dimension finie.
Dans ce deuxiéme cas, la difficulté réside dans le fait que le théoréme
de non-rétraction n'est pas applicable a des espaces de dimension infinie. =

'—512v

Un contre-exemple est fourni par l'application F : 12

v 212 : .
(zl.....zn....) — ((1 - %/ Zi) , zz,...,zn....)qm est continue

et telle que si ”z ” =1, F(z)=z. Il est par ailleurs évident que

F(B(o,1)) = {z 2 lz ]| = l}ﬁB(o,l).

4, Théorémes de cpnsistance.

Les théorémes de la section 3 démontrent que certaines solu-
tions sont confinées dans un ensemble T ={ (t,z) t u<r, v <r} pour
tout t Bto, t € J. Si cette propriété est vraie pour tout r:io<r < r
et si de plus la fonction W =max (u,v) est définie positive, alors
pour toute boule B(o, 1) il existe r > o tel que TCIx B (0,n), etdés
lors il existe au moins une solution qui demeure pour tout

(t >t, te J) dans B(o,n) . Ce raisonnement meéne au
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THEOREME 3. Soitt € Iy ry > o fixés, et supposons qu'il

existe une fonction c de classe K et telle que :

l1°(yr:o<r £ ro)(S{Eo to<E <E) tel que les hypothéses H,

soient satisfaites ;

2° w(t,z¢)€ ) =max (u,v) > c( [z]).

Alors (V7 <o)(:3€o>o)(ve :0<E€ seo)(gzi € Q)(v 2t .te J)

z(t; tyr zi , €) € B (o, n) c.a.d. que l'origine est consistante en to

Démonstration. Soit 1 fixé, Posons r < min [c(7), ro] . Par

hypothése, il existe EO > o tel que les hypothéses H, soient satisfaites,

En utilisant le théoréme 1, on obtient alors

(7 €, > o)(@ 6>0)(ve:o0<E€ $€o)(v ' € B(o, 6 ):Q 2= o)
(o zi =Q zi + z*)(V t Zto,t € J)(t, ze(t) )e T,

ce qui implique
c(z6@) ) s w (6, 25(t), € ) <x <c(n)

et puisque c est une fonction de classe K, “zé(t) I <n.

*
On en déduit le théoréme en choisissant par exemple z =0, eten

faisant usage de la proposition I-2

CQFD.

En utilisant le méme raisonnement on obtient

COROLLAIRE 1. Supposons t, € I et Eo > o fixés, Soit

v(t, z, €) une fonction réelle, continue, définie sur Ix B (o, p) x ]O,EO |

et telle que

ak v(to,z, e)sale + |z]]), (z,€) e @x ] o,Eo];
b: (Vr >0) v* (t,z, €) <o, tBto,(t,z,E)EVX ]O.EO] -

c; v(t,z, €) = c ( “z“), t Zto.(t,z,é) € Qx] o,EO] 3

ol a et c sontdes fonctions de classe K. Alors l'origine est compléte-

ment consistante ent .
o




2T

Démonstration, Les hypothéses H, sont satisfaites pour Q = 0%

On en déduit comme ci-dessus

(V n>0) (Te_>o)(Tb6>0) (Ve:o<e e )y 2 €B (o, 6):Qz= o)

(E{ZE =Q Zi + z* & z*)(V t Zto,t €7J) “ ze(t)ilJF< n

ce qui est le résultat cherché puisque Q = o,

CQFD,

Un théoréme de consistance uniforme se déduit de fagon

analogue au théoréme 2,

THEOREME 4, Soit T > o fixé. Supposons qu'il existe une

fonction c de classe K telle que:

l1°(vrio<r < ro)(g Eo: o<E_ S E) v t, € I) les hypothéses

Hl sont satisfaites, a, b et « étant indépendants de t0 :

2° w(t,z,€) =max (u,v) 2c( [z]) .

Alors l'origine est uniformément consistante.

Tout comme pour le théoréme 3, on peut énoncer un corollaire
relatif & la consistance compléte uniforme. Cependant,on peut améliorer
ces résultats en remarquant que si Q = o, la méthode que nous utilisons
n'est rien d'autre qu'une variante de la méthode directe de Liapounov.
En utilisant alors les principes de démonstration de cette méthode, on obtient

le

THEOREME 5. Soit v(t, z, €) une fonction continue définie sur

Ix Qx]o, Eo] et telle que

as v(to,z,e)——> o si (z,€) — o.

Supposons de plus que (V € : 0< € SEO)(Ht €I, t ?to) (Vz € Blo,p))

b v(t,z,€) = b( [z]]);

3*
c: v (t,z,€) < o;
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ol b est une fonction de classe K. Alors l'origine est complétement

consistante en to.

Démonstration. Soit 7 fixé., On peut choisir § >0 et €, >o0

tels que || zz < 6 ete:0 < €= €, impliquent v(to.zz,e) < b(7n) .
Ce choix est possible en vertu de l'hypothése a, Soit alors (zo: "zo “ < 6)

et (€ :0<€ SEO) fixés, Puisque D_v < o, la fonction v(t, ze(t), €)

est décroissante et donc (v t = trt € J)

v (t,z5(t),€) € v (¢ . 2

On en déduit || z€(t) | < 7.

5 € ) <n(n).

CQFD.

THEOREME 6. Supposons les hypothéses du théoréme 5 satis-

faites pour tout t, € I. Side plus (Vtel)yvze€ Blo,p)) (VeEw<e = EO)
v(t,z,€) < af “z“ + € ),

ol a est une fonction de classe K, alors l'origine est uniformément

complétement consistante.

Démonstration. Il n'y a pas de perte de généralité & supposer

1 -1
a inversible. Soit alors n > o fixé et choisissons § = €, ° 5 2 (b(n)).
Alors si (€ t 0 <€ s Eo) et (zz : ”zz || < 8), on obtient comme

ci-dessus que (V t Zt ,t € J), v(t,z€(t),€) < v(to.zg,e) <a(6+€) = b(n).

On en déduit || ze(t) | <mn.
CQFD.

La principale amélioration qu'apportent les théorémes 5 et 6
ci-dessus par rapport au corollaire 1 et a son correspondant relatif au
théoréme 4 , réside dans le fait que les semi-dérivées v% peuvent
prendre des valeurs nulles. Un exemple d'application du théoréme 6 est
fourni par le systéme mécanique représenté a la figure III-1, et constitué

Z * 2
d'une masse M et d'un ressort de masse répartie € dr et de constante de

raideur répartie k/dr.
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) Ezdr Ezdr €2dr €Zdr M=1
4—«va——° el w1a=em ] ]
A k/dr k/dr. k/dr

y(o)=0 y(r) y(r+dr) y(1)=x

- - R ot e

Figure III-1.

Chaque point (r) du ressort est caractérisé par la différence y(r) entre
sa coordonnée vraie et sa position de repos. De meme le point de

masse M = 1 est reperé par un écart x. Les équations du mouvement s'é-

crivent alors

- Oy
x =-k gy | ra
£ Z
¢y =k g g L si o<r<l,
or
y =o, ¥y = X,
r= o0 r=1
Si on pose ensuite
X, =%, X, =X,
-9y 2 oy .
v, 55 -% Y7 €l T
on obtient le systéme complet
X, =X,
x2=-k(y1 +x1) (3.1)
r=1
% = 9
1 75 Y2
A ] 2
€y, = k 55— V1 T € rk(y1 . +Xl)

-1
5 yldr =0
o
Yz :YZ = 0.
r=0 r=1
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Par ailleurs considérons les fonctions Y, ' r o Yl(r) et

et ¥, 3.F Pree Yz(r) définies respectivement sur les ensembles de
1
fonctions de carré sommable Y, = { Yy :5 Yy dr =o | et
- o

¥, = { Y3 :yz(o) & yz(l) =o | . Dés lors les équations (3.1) peuvent

s'interpréter comme des équations définies sur l'espace de Banach

2

Z ‘—“ﬁ x Yl x Y2 , les normes des fonctions y; ¥ étant définies parla -

relation || Y, ”2 = S yiz' dr. Remarquons que le probléme réduit est
o

particuliérement facile 3 obtenir puisque les contraintes

9
O—Br YZ
_ o<
o=k 5= .My

admettent dans Y1 x Y. une solution unique vy, =0 YZ, = o,

2
Le probléme réduit s'écrit donc

x1=x2
x2=—kx1
Yl =Y2—o

La consistance compléte uniforme de la solution z = o peut alors

se déduire de la fonction

xi' x, K 1 1 1 2
v = k._z— + T + —2- 5 yl dr +z' S (YZ % €rx2) dr ,
O (o]
2
b'd 2 2 1 1
1 1-€“r 2 k 2 15 2
2k7+—z—"z+zgo ypdrtg ) Y2 4T

dont la dérivée calculée le long des solutions de 3.1 s'écrit
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K 1 ayl
2 So(y2+ €rx2) 35— dr=o

Ceci montre que pour tout to € /5\ , la fonction v ci-dessus vérifie toutes

les hypothéses du théoréme 5. De plus il est évident que
2 2 2
x

X 1 1 € xZ
1 2 ., Kk 2 2 2
£ k — — + =
v 5 ¥ 5 +2 SO vy dr + So Y, dr + 3

et dés lors v vérifie aussi les hypothéses du théoréme 6. Remarquons fina-

lement qu'il semble nécessaire d'utiliser la variable v, = LA X

or

plutot que -371 =y - rx, Il est en effet évident que si l'on comprime un

élément de ressort assez petit, l'énergie potentielle qu'on peut y accu-

muler est aussi grande que l'on veut, bien que “ 51 “ reste trés petit,
Par contre si “yl “ est petit l'énergie potentielle accumulable reste

petite, ce qui laisse préjuger de ce que le systéme sera peu perturbé.
Les théorémes 5 et 6 ci-dessus décrivent la situation extréme
ol Q= o . On peut dés lors songer a la situation opposée ou Q se réduit a

l'identité, On obtient ainsi le

THEOREME 7. Soit u(t,z,€) une fonction continue telle que
(VteI)VzeBlo,p)fv € : 0<€ s Eo)

a: u(t, z, €) 2b( |z )
b: u(t,z,€) < a( |z ][+ €y
c: u*(t,z,e) 20

ol a et b sont des fonctions de classe K. Alors si Z est de dimension

finie, l'origine est uniformément consistante,
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.
Démonstration, Soit 7 fixé, Choisissons 6§ = €, =a (b (—Z)).

Pour tout t, € I et t; >to. le théoréme 6 peut étre appliqué au méme
probléme aprés qu'on ait inversé l'axe des temps. Le nouvel instant initial
serat., t_ étant l'instant final. Il suffit de remarquer que u(t, ze(t), €)

. ) N € 5 .
est une fonction croissante et dés lors u(-t,z (-t),€) est décroissante.

I
On en déduit u (—t,ze(—t),e) < D_ u(—t.ze(-t),e) < o. Le théoréme 6
implique alors que (V €:0 <€ Seo)(V zi€ € B(o, §))(Vt St te J(ti’ zie. €))

”ze(t;ti, ziE e) || < -;—7 . De plus par définition de la consistance
J(ti’ zi€ ,€E)D [to, ti] . Considérons ensuite une suite (ti. zle) telle que
t,—> w = sup(t : t € I) et zi6 € B (o, 6). Il lui correspond la suite de

fonctions z(t;t_, zi6 ,€) définies pour t € [to. ti] et telle que
i

€
veelt,t], Ja(t .2y €)] < ;7_ )

. € P 2 N
La suite z(to;ti. zs €), étant bornée et appartenant a un espace de
dimension finie est relativement compacte. Soit z_ une de ses valeurs
d'adhérence. Dés lors par continuité des solutions en fonction des condi-

tions initiales
= .
(Vt to’ t € J(to,zo,€ )) “Z(t’ tov ZO' €) “ < n.
CQFD.

5. La consistance par séparation des variables lentes et rapides,

Les théorémes de consistance énoncés au § 4, font usage de
fonctions auxiliaires u,v dont les dérivées doivent etre évaluées la
long des solutions du probléme complet, En général, il est difficile
de trouver ces fonctions, principalement a cause de leur dépendance en
€. Le but de cette section est de simplifier la constructionde u et v , en
utilisant le fait que le systéme peut etre décrit par la juxtaposition

successive de mouvements lents et rapides.
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Si ”f(t, z,€ ) “ >> “g(t, z, €) “ =~ 0, le systéme complet peut €tre approximé
par le systéme réduit

x = 1{(t,z,0)
(3.2)
o =g(t, z,0)

Si par contre |g(t,z, €)| = ||f(t,z, €)|| ., le coefficient € devant la dérivée

y implique que “y “ varie bien plus vite que “x “ En utilisant la
transformation t = to + €s, on peut décrire le mouvement par les

équations

€ f(to + €8, z,€)

oy *g(to-i-es, z, €).

Dés lors pour € petit, on peut approximer le mouvement par les solu-

tions de l'équation des couches limites

d

v p =g(to,x0,y,o), (3.3)

<

ol t, et x_sont des parameétres constants. Il y correspond un mouvement
rapide de la coordonnée y qui pour cette raison est appelée la variable
rapide. Par opposition le mouvement de x décrit par (3.2) est lent, et x

sera appelée la variable lente ., L'idée utilisée dans cette section

S

consiste & construire des fonctions u et v satisfaisant aux théorémes

du §4, a partir de fonctions u et v, dont les semi-dérivées sont évaluées
le long des solutions des équations du systéme réduit (3.2) et des fonctions
u,_ et v

b b
des équations des couches limites (3.3). Pour faciliter le calcul de ces

dont les semi-dérivées sont évaluées le long des solutions

semi-dérivées, nous allons supposer que pour tout (t,x,0) € Ix

g (t,x,0,0) =0

et pour tout y #o tel que (t,x,y) € Ix Q

g (t,x,y,0) # o.

F.C. HOPPENSTEADT [30] a montré que moyennant un changement de

variable cette hypothése est satisfaite pour une classe assez large de
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systémes. Supposons que l'équation g(t,x,y,0) = o posséde une solu-

tion dérivable unique y = h(t,x) et considérons le changement de varia-

bles
X = x
(3.4)

y = y - h(t, x).
Le systéme complet s'écrit alors
';Z = f(t,x,y + h(t,x), € )
€y =g(tx,y+h(t,x)€) +e€l g—i‘ x) + Q}}; (t,x)f ] =b(t,x,y,€)].
On vérifie que b (t,x,y,0) satisfait aux hypoth&ses énoncées ci-dessus.
Par ailleurs, le changement de variables (3.4) conservezll)a consistance

si “h(t.x) H <= K “x“ . Il suffit en effet de remarquer
izl < max (x|, Iyl +x %) < Q) = [,

Izl < max (<], ly [+ K [x[) < (+K) [z ]|
nous avons faites permettent dtécrire le

Finalement, les hypothéses que

systéme réduit sous la forme
% = {(t, x, 0, 0) (3.5)

W =10
Considérons une fonction u_ : (t,x) > ur(t,x) , localement lipschitzienne

en x, On en calcule alors facilement la dérivée de Dini
1
D? ur(t,x) = lim inf £ [ o (t+h, x+h (t,x,0,0)) - ur(t.x) |

h— o-

le long des solutions de (3-5). De méme pour une fonction

ub:(t, z) > ub(t, z), localement lipschitzienne en y, on calcule la

dérivée de Dini

(1) La norme ||z || est définie par la relation |z ||= max(| x|, [ly )
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D* u, (t,z) = lim inf -l-lu (t,x,y,+h g(t,x,y,0)) - u (t,2z)]
- b h b b
h —y0*

le long des solutions de l'équation des courbes limites (3-3). Dans la
suite les semi-dérivées des fonctions u et u, seront relatives

b

< A= O *
respectivement a D_ u_ et-D_ u, .

b
Les résultats de cette section se basent sur les hypothéses

suivantes, énoncées pour t, € I, r_ >o0et ry > o fixés,

HYPOTHESES HZ' Soit = Qx x Q Qx C X st Qy C%Y .

y ’

Soit Qr : X —» X un opérateur de projection dont l'image

soit un euclidien a i dimensions, et ur(t,x), vr(t,x) des fonctions

réelles continues définies sur I x QX, uniformément lipschitziennes en x

(c.a d. qu'il existe K_ >o tel que lur(t,xl) - ur(t,xz)l S K| ”x1 X, I

S_E_;Ivr(t,xl%vr(t,xz) |< K “x1 -x, [l). Supposons que pour tout

(t Zto,t €1)
Ia: ur(t,o) < ar_;
. = > .
b : ur(t,x) ur(t’Qr x) br( “er ., x € Qs

. > . = < -
ciu . (ty x) dr(rr) . (tyx)eq (t,x): u =r, v ST '

II a: vr(to,x) < ar( "x—er ”) + «a rr, X € Qx 3

sk

b:v (t,x) s - dr(rr)

o]

(t,x) €{ (t,x) : u ST,V = rrJ’ ;

- i
ol a , b et dr sont des fonctions de classe K telles que br (rr) existe et

’
—— i o2 —_—

a€ o, 1] .

Soit encore Qb : Y —>Y un opérateur de projection dont l'image soit

un euclidien & j dimensions, et ub(t, z), Vb(t,z) des fonctions réelles

lipschitziennes en (t,z) (c.a d. qu'il existe Kb > o tel que
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lub(tl' zl)—'ub(tZ' ZZ) I s Kb (ltl 'tz l + “Zl -ZZ “) ’ Ivb (tl' zl) - vb(tZ' ZZ) I

< Kb( ltl-tzf-h “z1 -, ||) et définies sur I x 2. Supposons que pour tout

=t , ;
(t t, t €1)

° s .
III a : ub(t, o) ar ;

b ou(tiz) = u (t,Q xQ.y) 2b( Iy ). = €
Ciou (t,z) = db (rb),
(t,z)e { (t,2) tug =r vy S rb} :
IV a:v, (to, X, y) € a (= y) - (er.Qby) I+ ar,, z € Q;
b:vb(t,z) be(lly-Qby ), ze
civy (tz) s -d (r),

(t,z)e{(t,z) tu, S r

p € Ty Y STLT

3 : -1 ;
ou 2 bb et db sont des fonctions de classe K telles que bb (rb) existe.

La comparaison des hypothéses H, et H, montre qu'a de légeéres
modifications prés, ces derniéres sont la juxtaposition des hypotheéses H,
pour le systéme réduit (3.5) et 1'équation des couches limites (3-3). De
plus puisque € n'apparait pas dans ces équations et puisqu'elles sont
d'un ordre inférieur au systéme complet (1-1), on peut espérer trouver

plus facilement les fonctions u,v dans H‘2 que dans Hl' Nous utiliserons

aussi des conditions de régularité,

HYPOTHESES H) . La fonction { est bornée sur I x Qx[o,EOJ

de sorte que

l£(t, 2z, €)|| s K,, K, € R.
De plus la fonction f est continue en € = 0, y = 0 uniformément en

(t=t , tel) et x€ R c.ad,
o —— X ——

‘“f(tvxv b4 6) ] f(tvxvovov)“ s wl( “Y“ + € )

ol Wy est une fonction de classe K .
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LEMME 4. _S_1_ u et v sont deux fonctions réelles continues

et définies sur I, alors la fonction w= max (u,v) est telle que

D_w=D u, si u>v;
D_w =max (D_u, D_v), siu=v;
D_w=D_v, si u<v,

L.a démonstration de ce lemme est évidente et sera donc omise,

LEMME 5. Si Eo'rr et ry sont choisis tels que

LA
K_ wl(EQ 3* 2 bb (rb)) - dr (rr) <o

Ky [(1+ KI)EO tw, (EO)] & db(rb) <o,

alors les hypotheéses H, et H'2 impliquent que les hypothéses H1

2

soient satisfaites pour r = rr,

u = max (ur. L, ub/rb) ,

vV = max (vr. r Vb/rb).

r

Démonstration., Ce lemme est assez évident, sauf peut- €tre en

ce qui concerne les conditions H1 JIc et II b, Nous ne démontrerons

que le premier de ces deux points, la démonstration du second étant

totalement symétrique.

o s - 2
Soit (t,z, €) € U x ]o, Eo] . Si ur(t,x) r.>r ub(t, z)/rb ,

1
D u=2D_u_ =lim inf —[u_(t+h,x+h f (t, z,€)) - u_ (t,x) ]
= r 7 h g T
h—o

zlim inf Tl{ [ur(t+h.x+h £f(t,x, 0,0)) - u (t,x) ]
h — o~ i

- lim sup % [u (t+h,x+h f (t,x, 0, 0) )-ur(t+h,x+h f(t,x,vy,€))]
h—o0" t

>D%u_-K_ [f(t.,x,0,0,) - f(t,x,y,€ ) |

zd (r ) -K_w (lyll +€).
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Or puisque uy < T I'hypotheése HZ. III-b implique

lo, v I| sv7 (z,).

Par ailleurs, puisque (t,z) € U, v < r_ou plus particuliérement vy ~ T

l'hypothése H2 IV.b implique

ly -, v | <»}

b (rb)

On déduit de ces inégalités que ||y < Zb (r ) et donc

-1

p (7))
ub(t, z)/rb,

lim  inf % [ ub(t+h,x +hif(t, z, €),
b h—o

D.u 2d(r)-K w, (2b + E ) >o.
r T r o

1

Si par contre ur(t,x) <

a1
=

r
T
D_.u=2D_r u/r = —
5 r

Y+hg(tTZ€)) (t,x,y) ]

lim  inf < [u (t,x,y+}—1- g(t, z,0)) - u (t,x,y)]
r _ h b € b
b h___’O

lim suph (u (t+h x+h £ (t, z, €), y+-—g(t z,€)).
b h—o-

= ub(t,x,y +}El' £ (t,Z,E))]

=

T % t, z, g Y
2o 007wy - ex Ot feem )+ lshze) - glhomol] )

= [db(rb) - Kb (E0(1+K1) t o, (Eo))] > o.

b

Finalement

D_ u(t,z,€)>o0 sit>t, (t,z,€) € Ux ]o,Eo] . CQFD.

THEOREME 8. Soient o >0 et t, € I fixés, Supposons qu'il

existe une fonction c de classe K telle que :

© . s » s b 1
1° (v r io<r, ro)( Vrgo<r < ro) les hypothéses H, et H)

ient satisfaites, ' » b, é indé ;
soient satisfaites Kr Kb bb db et d étant indépendants de r_et Ty

2° w(t,z) = max (ur'ub’vr'vb) 2z c([lz]).
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Alors l'origine est consistante en to.

Remarquons que dans ce théoréme, les fonctions u L, u,voet vy

peuvent avoir pour arguments T et Ry

Démonstration . Soit 1 fixé, Choisissons (rr:o <r < min (c(n), ro) ),

(rb to<r <min (c(n), ro)) et (EO:o <E_ < E) tels que
-1
K_ wl(Eo+ 2 b (rb)) - di'(rr) <o
Kb[ (.1 + Kl)Eo + wz(Eo)] - dy (rb) <o,

Remarquons que puisque l'on peut choisir ry aussi petit que l'on veut,
la fonction bb ne doit pas €tre inversible sur tout le demi-axe positif R+.
v

En utilisant ensuite le lemme 2 et le théoréme 1, on obtient
(o €, > o)(y €:0 <€ = 60)(5{z§ € Q)wvt ?to.t € J)(t, z€(t)) €ET c:ads

max (ur, vr); < £ et max (ub, vb) <r Alors

b
c(flz]]) sw (t,z) S max (rr, rb) < c(n)

et puisque c est une fonction de classe K, ”z “ < 7 CQFD.

Le meme raisonnement utilisant le théoréme 2 au lieu du

théoréme 1, permet de démontrer le

THEOREME 9. Si les hypothéses du théoréme 8 sont satisfaites pour

tout te€el, a, a, b, b et -“a étant indépendants det , alors l'origine
—_— 0 I b i3 b — o

est uniformément consistante.

En utilisant les projecteurs Qr =0 et Qb = o on peut obtenir,

tout comme au corollaire 1, des théorémes de consistance compléte.

COROLLAIRE 2. Si les hypothéses du théoréme 8 sont satisfaites

avec Qr =0, Qb = o, alors l'origine est complétement consistante en to.
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COROLLAIRE 3. Si les hypothéses du théoreme 9 sont satisfaites

avec Qr = o, Qb = 0, alors l'origine est uniformément complétement

consistante,

6. Exemples.

C. CARATHEODORY [5] a étudié le mouvement d'un traineau

(traineau de Chapliguine) auquel correspond les équations

1'11=v

. 2

a, =au t€uv (3.6)
i 2

€v =- akv -u,u

21

ol a est en général positif, k # o et (U‘l' uz,v) € 53. Dans le but

de normaliser ces équations, posons El = ul/k, EZ = uz/a.k2 et
v = v/k. Le systéme (3.6) devient alors

u =V

- _ € — —

I T T (3.7)

B 2 = =

ev =-ak (v + uluz),

Il y correspond le systéme réduit

b B R

= _—=2

u, Tuy o,

dont la solution générale s'écrit

o a/ch a(t-B)

(3.8)

ath a(t-B).

Le plan de phase correspondant est représenté a la figure III-2




=\
Y

Fig.III-2.

Pour étudier les propriétés de consistance de la solution (3.8), nous uti-
liserons la transformation de variables

X, =El - a/ch a(t-B)

EZ - ath o(t-8)

%2
y

el

+u

<

1 2°
Le systéme (3.7) s'écrit alors

'3

| Y - XX, - ax) th a(t-8) - ozxz/ch a(t-B)
5;2 = x;f + 2 a/xl/ch a(t-8)
+ % (x1 + a/ch a(t - B))[y—(x1+ a/ch a(t-B))(xz + ath a(t-B)) ]

. d
€y = - akzy + €37 (x1 + a/ch oz(t-B))(x2 + ath a(t-8))
le systéme réduit correspondant

,';l = - %%, - axlth a(t-8) - axz/ch a(t-B)

L2
%, = %X +2 axl/ch a(t-8) .,

et 1'équation des couches limites

dy _ 2
d—§==——aky.

71
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On vérifie sans peine que dans l'espace (xl,xz,y) , ces équations satisfont
aux hypothéses générales (p.49, p.63) d'applicabilité des théorémes €noncés
ci-dessus. De plus, si 2 = B(o,0 ), les hypothéses H'2 sont trivialement
vérifiées. Ensuite si la solution (3.8) est définie sur un intervalle fini

I=]7 ,0l, etsia>o0, a #0, les hypothéses H_ seront satisfaites uni-

2
formément en to. pour:

i 1,2, 2 )
Q_ =o, A —Z(XI +x, ) exp -6 |e]t,
B 1 2
Qb o, vy E3Y .
En effet
1 A 2 -6 w 1 2 & ~6la| T
E(x1+x2)e || Svrsz(xl+x2)e ||
W e e | |[(3+th a/(t-B)x2 Tx.x /ch a(t-B) + 3x2]e_6 ek
r x - 1 152 27"
3 2 -6 |a |t
s - a|l2 x) +x1x2/ch a(t-B) + 3 %, e

<- o |LeEnd) + (F Fxx,/ch a(t-B)+ x5 /4 ch’a(t-8))]

< -2 lalvr.

ol le signe supérieur correspond au cas ol « > o et le signe inférieur au
cas ou o< o, et
L

. 2
vb—vb——Zak vb.

Par ailleurs si a <o, a# o, les hypothéses H, seront satisfaites

uniformément en to pour

- - 2
Q.=o vr—z(x1+x2)exp—6|alt
1 2
= 1 =%
Qy y Uy Ty

En utilisant alors le théoréme 9 ou le corollaire 2, on éta{blit que

si la solution considérée est définie sur un intervalle fini, si a# o

et si a > o0, cette solution est uniformément complétement consistante;

si par contre a <o, elle est uniformément consistante.
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Remarquons que ce résultat est incomplet, En effet, il est quasi
évident qu'il s'étend a des solutions définies sur un intervalle infini, En
considérant la figure III-2, on voit que la solution (3.8) approche un

point singulier (Hlm. u, ) = (0, a), auquel correspond pour le systéme

2 o0

complet un point singulier stable Tuoo = (El ;oo) = (o, @, o).

,u
0’ 20’
< v ls s € ¢ 2 :
Donc aprés un temps fini T, toutes les solution z ! quil interviennent
dans la définition de la consistance compléte, atteignent une boule

B‘woo. 61) . Et puisque W est stable, elles demeurent dans une boule
00
Blw , 62). Dés lors si T, 61 et 62 ont été bien choisis, on peut en
)

déduire yt =T, | ze(t) - z°(t)]| < m. Il est cependant impossible
de trouver une fonction ¥ satisfaisant aux hypothéses du corollaire 2.

En effet (-1_1-1 ) est un point singulier stable mais pas attracteur. Or
©

oo'uZ

s'il existait une fonction Vr(t,x) telle que

a el = v, >, ()

V.S - dr(vr)

(u1 o’ uZoo) serait uniformément asymptotiquement stable.

On peut encore remarquer que les points singuliers du probléeme
réduit sont aussi points singuliers du probléme complet., Dés lors la
consistance uniforme de ces solutions est évidente meme si I est un inter-

valle infini,

Cet exemple illustre l'une des limites d'application des théorémes
énoncés ci-dessus. D'autres limitations a la portée de ces théorémes

peuvent étre mises en lumiére par la considération du systéme complet

m u(n+m) ¥ u(n)

€ + A u(n-1)+...+k u +A u=o. (3.9)
n 1 o

-1
otu€R, Ai € R. Etudions une solution u® du probléme réduit corres-

pondant, Soit tout d'abord une matrice réguliére T d'ordre m telle que
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(01 ] .
. r D, O
T - ;i .
. o D.
L_l 04

o g . ; " ey il R
ou D+ + DE est une matrice définie semi-positive et D+ D- définie

semi-négative., Posons ensuite

o
u u
x= | -
t(n-1 . -1
HESY I FCCEY
u(n) A A A u
o 1 n-1
(n+1) s
€u o o p
y=T . +7T | & .
- o ° o _1
cm-l (n+m-=1) o . o u(n )
On obtient ainsi le systéme complet
{ o 1 o
. .- ‘ -1
X = . x + T vy
o 1 . ’.‘.
-Xo _ll"_hn—l 1 o
o
8 R u(t)
€y = i +e€T | o o . [x+ |:
y o Y ». . dt :
©) D_ . . 2
. . 1
o o uo(n )(t)

par rapport auquel on cherche a étudier les propriétés de consistance de

l'origine. Il est évident que les conditions générales d'applicabilité
des théorémes de ce chapitre et les hypothéses H) seront vérifiées
dans B(o, p ) pour autant que les fonctions “uo(i) Wli=1,...,n,
soient bornées. Cette condition sera en particulier vérifiée si on
définit uo(t) sur un intervalle | 7 ,w] fini. Si de plus m # 2(2k+1),

k € E‘ , les hypothéses H2 sont satisfaites uniformément en to, pour
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Qb = .u=yT * =yt
O O o O O 1

+AT,A: .-.- 'I etI

“ + =
o .1

An-Z

sont respectivement des

= N ZAn-l
o n-1

matrices unités de meme ordre que D+ et D . En effet, le systéme réduit

s'écrit
x = Ax
et
¥* =
v =% = [ g (A+AT)x —kxTx]e o .og cw .
4 r r
L'équation des couches limites s'écrit
dy _ B © Bibliotheque des
ds o B ye Sciances Exactes

De plus, puisque m # 2(2k+1), 5+ + B+T et -D -DF sont définies

positives, et donc il existe a > o tel que

~ ~T
D+'PD+ O I+ (&)
u*“‘ﬁb=YT y 2oy’ ¥y .
P o o o ©
vb* :{rb:YT e © T YS -ayT o © y = -QVb.
~ ~
0O b + D_ O |

En faisant usage du théoréme 9 ou du corollaire 3, on établit ainsi que

si la solution considérée est définie sur un intervalle fini et si m # 2 (2k+1),

l'origine est uniformément consistante ; si m =1, elle est uniformément

complétement consistante. Si on s'intéresse a des solutions définies
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sur un intervalle infini, on démontrerait de méme que si aucune valeur

propre de A n'est imaginaire pure, et si m # 2 (2k+l) l'origine est

uniformément consistante; si de plus A est stable et m =1, elle est

uniformément complétement consistante,

L'équation (3.9) a été étudiée par divers auteurs dont B, LATIL [40],
dans le cas ol u € U, U est un espace de Hilbert, 7Li eER =1, .,n-1)
et 7\0 est opérateur linéaire auto-adjoint éventuellement non borné. Les
résultats énoncés par ces auteurs sont moins complets que ceux que
nous avons obtenus dans le cas ou U = B;e . En effet, ils ont trait
a la comparaison de solutions des problémes complet et réduit ayant
meémes conditions initiales. De plus ils ne prouvent des résultats de
consistance que dans le cas m =1 oum =2, Cependant le probléme posé
en ces termes ne peut pas etre abordé dans toute sa généralité par la
théorie développée au § III-5. En effet, si 7\0 n'est pas borné, les
hypotheéses H'2 ne sont pas satisfaites . De plus si Qby:( CI> g)y ,
l'image de l'opérateur Qb ne sera finie que si U est un espace de dimension
finie (c.a d. le cas que nous avons traité). Ces remarques montrent les

insuffisances des théorémes du §III-5 dans le cas d'équations définies sur

des espaces de Banach.

7. Notes,

Mis a part les travaux de YU WHY TSCHEN [76] et K.O. FRIEDRICHS
et W. WASOW [20], la premiére étude systématique de perturbations
singuliéres semble due 2 A.N. TIHONOV [64-67]. Le théoréme fondamen-
tal de A.N. TIHONOV est un résultat de consistance compléte relatif a
des solutions définies sur un intervalle fini. Il est obtenu en imposant
a l'équation des couches limites des hypothéses de stabilité asymptotique
de l'origine. F.C. HOPPENSTEADT [30] et [32] [33] a étendu ce théoréme
a des solutions définies sur des intervalles infinis, Il est intéressant de
noter que F.C. HOPPENSTEADT construit, dans sa démonstration, des

fonctions auxiliaires du type de celles que nous avons introduites au §5.
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L'extension des résultats de AN, TIHONOV a des équations définies

sur des espaces de Banach fut faites par B.N. PANAIOTI [52], [53].
Cette extension est cependant limitée par le fait que l'espace Y est
supposé de dimension finie, De plus tout comme nous l'avons fait,
l'auteur suppose la continuité des fonctions f et g, l'existence des solu-
tions, leur unicité et leur continuité par rapport aux conditions initiales
et 2 un parametre, Notons encore une extension de V.M., MILLIONgéIKOV
[46] aux espéces linéaires topologiques . L'ensemble des résultats notés
ci-dessus font usage de propriétés de stabilité asymptotique relatives a
1'équation des couches limites et éventuellement au systéme réduit,

En gros, ils ne différent du corollaire 3, que par une différence de

point de vue, En effet les hypothéses de stabilité asymptotique impliquent
l'existence des fonctions auxiliaires que nous avons introduites. Il semble
dés lors plus direct d'imposer l'existence de ces fonctions, d'autant

plus que ces conditions de stabilité sont souvent difficiles a vérifier

(cfr. F.C. HOPPENSTEADT [31]).

Parallélement a 1'étude de A.N. TIHONOV, J.J. LEVIN/et
N. LEVINSON [42] ont étudié une propriété de consistance compléte
a partie du systéme complet linéarisé, Ce théoréme se base sur l'hy-
pothése fondamentale que toutes les valeurs propres de l'équation des
couches limites linéarisée ont une partie réelle strictement négative,
En utilisant des résultats de L, FLATTO et N. LEVINSON [16],
J.J. LEVIN [41] a étudié le méme probléme dans le cas ol une
partie des valeurs propres sont a partie réelle strictement positive,
l'autre, a partie réelle strictement négative . Dans ce cas, le
théoréme obtenu est un résultat de consistance uniforme.
V.F. BUTUZOV [3], [4] a généralisé ces diverses propositions a des
solutions définies sur des intervalles infinis, Finalement K.W. CHANG
[6], [7], L8] et K.W. CHANG et W.A. COPPEL [ 9] ont unifié et

étendu ces divers résultats faisant usage de dichotomies exponentielles,
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L'ensemble de ces résultats est indépendant des n5trés. Remarquons
cependant qu'a partir des hypothéses faites par ces auteurs on peut
construire des fonctions auxiliaires qui peuvent servir a démontrer la
consistance. Cette construction est similaire a la construction d'une

fonction de Liapounov pour un systéme linéaire (cfr. A.HALANAY [29 p.45]).

La théorie que nous avons présentée dans ce chapitre peut étre
interprétée comme la description au moyen de fonctions auxiliaires de
la dichotomie obtenue lorsqu'on utilise les systémes linéarisés, Cette
théorie se trouve énoncée pour la plupart dans P, HABETS [27],[28].
Notons par ailleurs que D.V. ANOSOV [1] a déja utilisé des fonctions
auxiliaires décrivant l'attraction des solutions par une variété et leur
répulsion par une autre. Cependant ces fonctions sont liées au systéme
linéarisé et ne sont utilisées que pour prouver l'existence de solutions

périodiques:

Pour compléter la bibliographie ci-dessus, il faut encore faire
mention des travaux de I.S. GRADSTEIN [21],[22], V.M. VOLOSOV
[72],[ 73], A.B. VASSIL'IEVA [69], W. WASOW [74] et R.E. O'MALLEY Jr.
[51]. Par ailleurs V.A. TRENOGIN [ 68] s'est intéressé a des équations
définies sur des espaces de Banach et a second membre non borné,
et L.A. GROZA [24] a des résultats prouvant qu'il n'y a pas consistance

compleéte.,

L'exemple du traineau de Chapliguine a été posé par C, CARATHEODORY
[5]. Yu. I. NEIMAK et N,A, FUFAEV [50] ont remarqué que contrairement
a ce qu'affirmait C. CARATHEODORY, le probléme complet peut étre

approximé par le probléme réduit.

Le deuxiéme exemple que nous avons traité au §6 a son origine
dans un travail de J. KISINSKI [ 34] repris et completé par
J.A. SMOLLER [61],[62], B. LATIL [40] et A. FRIEDMAN [18]. Dans
le cas réel, il peut €tre traité i partir des résultats de M.I. VISIK et

L.A. LYUSTERNIK [ 71].
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CHAPITRE IV

CRITERES DE wu-CONSISTANCE

1. Introduction

Considérons le probléeme complet

x

(t, z, €) 0.

€y =gl ze¢)
et une solution z° : 1 — Z, t }—> zo(t) discontinue,du probléme
réduit correspondant

x = f(t,z,0)

0 = glt2,9) -
Nous supposerons z° discontinue en t = ts seulement, Il sera facile
d'étendre les résultats obtenus & un nombre fini de discontinuités.
De plus ent = ts, z° sera continue 2 droite, on notera

zo(tS +) = lim z° (t_+h) et la quantité
h— o,h >o ®

zo(t -) = lim zo(t -h) sera supposée exister.
s s
h— o,h >o0

Pour simplifier l'exposé des théorémes de ce chapitre, nous sup-

: S vy m
poserons les fonctions f et g définies sur I x B_n x 5 x [o,Eo] '

continues et localement lipschitziennes en z, ce qui implique l'existence
et l'unicité des solutions des équations que nous considérerons. De plus

nous supposerons ces solutions continues en fonction des conditions

initiales et des parameétres,
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2. Lemmes préliminaires

Considérons une équation

X <glay) (4.1)

G 14 _
ou y € Afs'm et a€ R b Supposons g continue et localement

lipschitzienne en y pour tout a. Supposons de plus que les solutions
de (4.1) dépendent continument des conditions initiales et du para-
meétre a. Soit y(s; a,yo) la solution maximale de (4.1) définie pour

s € K et telle que y (0;a, yo) ok

Supposons que l'équation g(a,y) = o admette une solution

y = h(a) continue. On dira que h(a) est uniformément asymptotiquement

stable si, a étant fixé,

(i) (v n>o)( @ 6>0)(vy € B(h(a),8)) (vs >0, s €K)
y (s; 2,y )€ B (h(a), 1) ;
(i1) (& 6> o)(v n>o)(™ S>o)(v y_ € B(h(a), 5))

S€K et (Vs 28, s €K)y (sia,y_)e B(h(a), 7).

F. HOPPENSTEADT [31] a démontré le

. 1
LEMME 1. Si PCB“ n est compact et si ¥ a € P, h(a)

est uniformément asymptotiquement stable, alors

(vm>o)(™ 6>0)(v a € P)(V Y, € B(h(a), 6)) (vs > 0)

s € K et vy(s; a, yo) € B(h(a), n)

Définissons ensuite la région d'attraction A de la racine

h:P—> R

A={(ay ) ePxR", (V7>0)(VS>0,5€cK)(vs >S5, s€K)

Y(S; a, YO) € B(h(a)v ’7) }
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On peut alors compléter le lemme | par le

3* . 3%
LEMME 2. 8i NC A est compactetsi vy (a,y) € N, h(a)

est uniformément asymptotiquement stable, alors

*
(vn>o)(@s >o)(v(a,y )eN) SeK et [ (Vs =5, s € K)
y(s;a,y ) € B (h(a),m) ] .
Démonstration, Fixons 7> o et supposons par l'absurde

(VS>o)(3(a,yo)eN*) SeK =b [ (&s =8, s € K)
ly(s;ay,) - n(a) |27 ].

On en déduit des suites 8, —> oo et (ai,yi) —3 (ao,yo) telles que
s. ¢ K ousinon [y(s.;a.,v.) -h(a.}] = 7 (4.2)
i i Y i
¥*
Par ailleurs, si P est la projection de N sur l'espace des parameétres a, P
est compact et en utilisant le lemme 1, on peut déterminer é correspon-
dant au 7 choisi, Ensuite puisque (ao,yo) €A, (& S, € K)
Iy, ia . v,) - hiay) lI< 2
0’0" 7o o 3

Puisque h est continu (& Py > o)( v a; € B (a.o, pl))

I nay) -h (@) || < £

Finalement par continuité des solutions de (4.1),
@ p <ppr p >0)( via,y,) € Ba ,y ) e )

I y(siagy o) - v(S,s ag) |l < 2.

On déduit des trois derniéres inégalités

I y(s.5 2y, - ha) ]l <6

et en vertu du lemme 1 (Vsi ZSO)
s, € K et ”y(si; ai‘yi) - h(ai) < n

ce qui contredit (4.2). CQFD.
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Considérons ensuite le systéme
-3—}; = € f(tO +€s, z, €)
(4.3)
Sy =g (t +€s,z,€)
ds o
dont nous noterons z, , (s;t ,z ,€)
la solution telle que Zy 3 (o3 tyr Zo €) = z .
LEMME 3. Si les solutions de 4.3 sont continues en fonction
. ¥, li4n+m
et € ets1 N ¢

des conditions initiales et des paramétres t0

est compact, alors
3%
(vS>o0)(vn>o)(de >o)(ve:o<es € Ny (t,z) € N.)

I z, 3(S;t,z,€) -7y 3 (s; t,z,0) ||, <n.

Fixons S >0 er m>o , et supposons par

Démonstration.
l'absurde qu'il existe des suites €, — 0 et (t., Zi) —> (to, zo)

telles que
Z Sit..z.,€ - z‘ o St Z..0 = r] 4.4
” 4: 3( ’ i’ i.’ 1) ‘4‘. 3 ( ’ i' i’ ) “ ( & )

Par ailleurs on déduit de la continuité des solutions

(Tp>o)(Veso<e <p)v (L, z,) € B ((t,,2.)p ))
(S; ti'zi'ei) - z4.3(S; to,zo,o) | <

NS s

2y 3
I z.4.3(S; t 2y o) - z4.3(S; to,zo.o) | <

(S: tl’ Z.pei) - Z4 .3(5! tl' Zi' 0) “ < rl

D'ou on déduit
2y 5
CQFD.

ce qui contredit (4.4)
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3. Premier théoréme de u-consistance compléte

Le théoréme qui suit utilise trois groupes d'hypothéses qui dé-
o
crivent respectivement : 1° le point final du saut : z (ts+); 2° le point

o ° ; & . o .
initial du saut: zo(ts-); 3° les intervalles ou la solution z~ est continue.

HYPOTHESES Al. Il existe une fonction continue h:(t,x) > h(t,x)

définie au voisinage du point (ts. zo(ts+) telle que h(ts,xo(ts+))=yo(ts+) et

h(t,x) est un point singulier uniformément asymptotiquement stable pour

l'équation des couches limites

dy _
'a"'s' - g(t.X- YDO)‘ (4 ‘5)

Notons ensuite A la région d'attraction de la racine h(t, x).

HYPOTHESES A2. IK>o0 ,y p >0 il existe une région

M C B(xo(ts), p)x R™ bornée et un compact N : I x NC (I xfrM)n A

tels que:

1° vt el,vzoeer\N,EIe >o,vte ] tor bt 0]
z(t;t ,z ,€)€EM ;
o (e}

2° oi, ytel,yzeM,vyeE e]o,Eo]
| £, (t2€) | 2K ;
3° zo(ts—) €M.
Remarquons que la premiére condition sera satisfaite si pour

tout to €l et z € fr M\N , il existe une fonction w(t, z) définie

sur un voisinage V de (to. zo), continue localement lipschitzienne en

z et telle que :
(i) w(to- ZO) =0
(ii) w(t, z) =0, (t,z) € VNI x M) ;

+
(iii) D w(to, zo) <o.



La deuxiéme condition est une hypothése d'éjection de M en
un temps O( p). Dans les systémes autonomes, cette hypothése se
déduit en général du fait que z(ts-) n'est pas un point singulier du

systéme complet (1.1).

HYPOTHESES A3.vy 7, 2> o, z° est uniformément complétement

consistante sur |-, t- T L NI, Il existe 7, > o et une fonction

2
EO H ]ts—'rz, oo[nl —» Rn+nr1 continue, telle que
M

(vt >t te 1),z°(t) = z°(t) et Zz° est uniformément complétement

consistante,
. —0 -y : 3 o
La fonction z  sera en général la prolongation a gauche de z
solution de 1'équation

x = £(t,x, h(t, x), o)
définie pour t € [ts. w1,

THEOREME 1, Si les hypothéses Al'AZ et A, sont satisfaites,

3

. e} ; P ~ .
la solution z est uniformément complétement u-consistante.

Démonstration., La thése s'écrit

(v 71%0)(v 0>0)(ae_>o)( @ 8>0)( v €:0< €s€ )y t 1) wz<(.): (¢ )-2"(c ) 1< 8)

{t2t tertfcaet u{tze  ter, | 25(t)-2°(t) |2 n}<o.

. : —0 » ) - L =
Fixons N> o et o®Xo. Puisque z est uniformément compléetement

consistante, on peut déterminer €, >0 et 62 > o tels que ce concept soit

vérifié pour z° et n>o . Considérons alors ) S 0 assez petit pour
. . o -0 : ‘
que lt3—tsl < o  implique ||z (t:s +) - = (ts)“< 6/3. Ensuite, puisque

h est continu, on peut choisir p assez petit et diminuer éventuellement

o, de sorte que ]tz -tsl <o et “xz-xo(ts) Ic|,< 2 p implique
”(xz,h(tz,xz) ) - zo(ts+) I <62/3 et p <K 4—0. Déterminons alors
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l'ensemble M relatif 2 p, et choisissons 7 < —22 et m s

assez petits pour que si t € [ts -o'rl, ts[ { z: “z-zo(tl) “ < m }C M. Ce choix
est possible puisque zo(ts-) € M. Ensuite, puisque z° est uniformément

complétement consistante, on peut déterminer €,:0 < € < 62 et

6: o< 6s 62 pour que le concept soit vérifié si on choisit n = m . Par
ailleurs M et N étant déterminés, et si on applique le lemme 2 a l'ensemble
* Sy T2 . dy

r - ’ t + g — = tv ’ ’
N [ts ot 00] x N et a l'équation = g(t,x,y, o) pour

*
62/6, (@s > o) (V(tz.zz) €EN) SeK et y4.3(S,t2.z ,0)€

2
B(h(tz.xz), 62/6). Ensuite utilisant le lemme 3 pour S et

¥*
: s i § =
62/6, (Fe o< € < min(e, co/zs))( veio < € <€ )(v(t,,2,)e N)
”24.3(S;t2, Zss €) - 24‘3(5; t ZZ’O) ll< 62/'.6. La combinaison de
ces résultats montre que (IS > o)( Fe o< € < €,) tels que S €, < a/2
3%
. £ : -

et (Y€i0< € S eo)(v(tz.zz)e N) “z(t2+€S,tZ,z2.€) (x, 0 (t,, x,)) I

= “z4‘3(S;tz,zz, €) - (xz,h(tz,xz)) ”<62/3.

I1e raisonnement ci-dessus nous a permis de construire des
Ko o

g < o : —
constantes &, >0, 0_:0<0_ o,(p>o0, p< T )(71 o< T < )

(6 >0,6 < 62)(€0> o) et des ensembles M et N tels que ( y€:o< € < eo):

n

(1) (vt elt - Tymln)(va (): |25 )2k ) || < o

to 2)

{tzt tetfar et ufeze,ter: [|l25(t)-2%))) = nt=o0;
(i) [t,-t | <o = l]zo(ts +) - ;O(t3) I<6,/3;
(1) Je,-t | <o, lhx,-x%(t )| <20 =

Gy o nlty ) - 2%, 4) < 6,/3 5
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. ¥
(iv) (tZ,zZ)E N =b “z(t2+ €S ; tz,zz,e) - (xz,h(tz,xz)) Il < 62/3.
ai €S < 00/2 3

(v) (1:s E[ts-'rs,t [, “z —zo(t ) < 171 SnN=b z,€M;

(vi) (veel-w, t -7 InD(vz () s |25 ) - 2°¢ )] < 6)
{tato,te] -, t =T [fTI}C_J*et

p{tzt el -w, t -7 [O1: [2°0) - 2°0) || = 0} =o0.

Montrons ensuite que 6 et €, conviennent, Fixons € : 0< € S 60.
Tout d'abord si to Zts, to €1, lathése se déduit de (i). Si par contre

t <t ,t €I, fixons z€(,): “ze(t )-z°(t )|l < 6. Dés lors sit <t_ -7
s’ o o o o s

(o] 1’

on déduit de la propriété (vi) que jusqu'en t, = tS -7, la solution ze(.)

1
el b . ; o ~
est définie et est une 7)-approximation de z sauf peut etre sur un

ensemble de mesure nulle (cfr.fig.IV-1). En vertu de (v) et de la continuité

de zE(.), z) =z(tl;to,zo.€) eM .| si t € [ ts—'rl.ts[ , on pose t; =t et

on obtient de fagon évidente les mémes conclusions |. Ensuite puisque

sur M, lfl ZK, 2p 2 Ixi )—x t )] ZK(t-t ), ce qui implique

(t-t ) Zp < —2—0 . On en déduit que la solution 2% ne peut pas
o
demeurer dans M plus d'un temps —29— . Elle ne peut quitter M que par N et
o
o ¥*
Ly < oz ’ = 5 ’ ’ .
donc (A te € J) ltz t) | = (t:2 ZZ) (t2 z(tZ tr %€ )) € N . En
%
utilisant ensuite (iv), on voit que (d ty =t, + €S €17J): lt3-tzl < — et

I|z( t 5 & .zo,€) - (xz,h'(tz,x2

s —o0 5 3
e P = <
(111) et (ii), on obtient “z(t3,to. z 3 €) -z (t3) “ 62. Finalement (i)

)) “ < 62/3. En combinant ce résultat avec

implique que ZE(.) est prolongeable sur I et { tBto. tel,
“ze(t)-zo(t) | zn}ec [tl , max (t3, ts)] . Ceci démontre le théoréme puisque

t. -t <o < o ett -t =7 <o /2 <o,
(o]

1 o CQFD.



Figure IV-1.,

4, Exemple
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E.F. MISHCHENKO et L.S. PONTRYAGIN [49] ont considéré

un circuit de Fruehauf décrit par les équations

X =y, -9,

€y =-x-73 "%,

€Y, =x -V "5

Il y correspond le systéme réduit

X =y, -9,
yi
Or-X——3'—"Y2
3
Y2



qui est équivalent a

x-= 2¥y
3
1
9=X -9 TF
27N

et peut étre comparé a un oscillateur de Van der Pol

de ce systéme se représentent aisément dans le plan
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(1.10). Les solutions
(x,yl) (figure IV -2)

[\Y)
N
W

Figure IV-2

-5

e ——ca— = —— —

o/

Considérons la solution zo dont l'orbite ABCD est discontinue de B a C,

et vérifions les hypothéses du théoréme ci-dessus.

HYPOTHESES Al : Les équations

3
o=-x-y/3-7,

3
03X -y, -y2/3

possédent, en voisinage du point C , une solution continue

y, = - ¥, =h)

od h:lo, [ — ] N3, - [, x > h(x) est une solution de 1'équation

x - h(x) + h3(x)/3 = o.
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3
¥y .
s 73 772
(4.7)

3
ey~
ds 1773

et sa solutiony, = -y, = h (x) est uniformément asymptotiquement

stable. En effet les hypothéses du théoréme 1.6 de A.HALANAY

[29-p.24] sont satisfaites par la fonction
1 2 2
0 y,07,) = 3 Ly, -hG® + (v, +h(x)?)

dont la dérivée calculée le long des solutions de (4.7) s'écrit

2 2
s Ve tyhx) +hx)

—gee] I 8 (Yl'h(x)

2
ds 3 )

- 2(y, -h(x))(y, +h(x))

2 2
Y3 - ¥,hix) +h%(x)
e (v, +h(x))°.

Si on remarque que h(x) < - N3 et sion suppose y, <-1et v, >l

dv 4+ N3 44N3

Aol HNS (y h@)® - 2(y; b))y, ) - B2 (v, +h(x)?

<- % (14N3) v(x, ¥, Yz)'

HYPOTHESES A_.. SoitK ot

. 3 et vp>o soit(r<min(p,%),r>o).

On définit alors

2 1
M ={(x.y1,y2): Ix -3 l -5 Iy1+y2l < r, _’5" yl—yz <5 }

et

; 2 . 21
N ={ (X-YI,VZ)EM sgolt x =§+ r, soit yl-yz -f}

1° L'ensemble fr M\N se compose de quatre faces. Pour chacune de
celle-ci, nous indiquerons une fonction w‘i(z) (i=1,...,4)qui satis-
fait aux conditions (i), (ii) et (iii) de la remarque, en tous points n'inter-

sectant pas plusieurs faces. Pour ces derniers, il suffit alors de
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considérer la fonction w(z) = max wi(z), ol i appartient & l'ensemble
i

des indices des faces s'intersectant en ce point,
2 e :
Sur F1 = { (x,yl,yz)e M:ix = 3T } on considére la fonction

a 2
wl(z)——x+§-r

dont la dérivée calculée le long des solutions de (4.6) et évaluée en les

points de Fl’ s'écrit
& = @ L = s
0 (z) = -y, ty, T
Sur F, = {(x,yl.yz)e M:iy, ty, = r} et F, ={ (x,yl,yz)é M :

Y1 + Y, = - r} , on utilise la fonction

dont la dérivée s'écrit

2 2

Yy - YV,¥, Ty

" . 1 v 1 1 2 r
%(Z):w3(z):'E(Y1+YZ) [1+ . ]\

3

Finalement sur F, = { (x,yl,yz)e M :y, -y, = 5} , on utilise

la fonction

w4:(z) = YZ—Yl _5

dont la dérivée, évaluée en les points de F, s'écrit

4

b,(2) = (2x + (y,-y )0 -7 (v, +v)* - 35 5,y

1 25 2
R - B & e
<€(2+5(1 5 ) c < o.

1
2. On remarque que ]f(t,z,e )I = IYI ‘Yzl = T

3. Il est évident que le point B de coordonnée ( %—, 1, -1) appartient

aM.,
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4, Finalement il faut vérifier que I x NC A,

Remarquons tout d'abord, que si x >% , le point singulier !
(Yl' YZ) = (h(x), -h(x) ) est un attracteur global par rapport a l'équation

(4.7). Considérons en effet la fonc tion

5 L0, -h6D? + (v, +n(x)°]

v

dont la dérivée calculée le long des solutions de (4.7) s'écrit

2 2
y, + vy h(x) + h™(x)
5. LT (v, -h(x))* - 2(y, -h(x))(y, * h(x))

Ak

2 2
¥, - y,h(x) + h"(x)

Cette forme sera définie négative si son réalisant est négatif, cra-d.
2 2 2 2
9 - (yo+y,hix) + B(x)) (y2-y,h(x) ()< o (4.8)

Or x >§ et donc h(x) < - 2, yf+ylh(x)+ hZ(x) 23— h2 >3, et

yz -y h(x)+ h®(x) = % h® >3, ce qui établit (4.8). Dés lors, la

fonction v permet d'établir l'attractivité globale du point (h(x), -h(x))

(J. LASALLE et S. LEFSCHETZ [39-p.67] ), et donc
{(xy y,) € N:x =-2—+r}CA
S 3 ’
Démontrons ensuite

R ={(y,,v,) =x€[1§- 11, (yy-v,) e [-5.x]} C A

. -1
On vérifie tout d'abord que si x € | 3 1] , l'ensemble

D=1 (yy,) : (y;-v,) € [-5,x]}
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est un invariant positif pour l'équation (4.7). En effet si V1Y, -5

Y,-Y
d ) % B 2 1 2
H('Y1+Y2‘5) * Zx'Yl"'YZ + —3-—[ Y (Y1+Y2) tz (Yl Yz) ]
5 3 2 25 41
& Pty e £2] %. 2= <o,
T-zlzOty) + 3] iz =9

et si Yl -yz = x,

2 2
d Rt R
5 (v, 7y, %) = - 2x + (v -y,)( L - 3

: 2 2
—x|_1+(y1+y1y2+y2)/3]< o.

Ensuite on considére laflomction
_ 1 2

dont la dérivée s'écrit

2 2
Yy - V,Y, tYy
dv 2 1 172 2
2 = 1 .
e S AR . ]

Dans la région positivement invariante D, on peut appliquer une généralisa-
tion triviale (+) du théoréme VI de J. LASALLE et S. LEFSCHETZ

[33-p.58]. On en déduit que toutes les solutions issues de D tendent

vers le plus grand invariant de { (yl.y2)€ D :?S— =0 }, cea-d.
(yl'yz) = (h(x), -h(x)). Dés lors Rc A et {(x,yl,yz)eN s

1
- . A.

(+) THEOREME VI GENERALISE. Let D be a positively invariant region
and V(x) a scalar function with continuous first partial derivatives.
Let Ql designate the intersection of a component of the region

V(x) < £ with D. Assume §2, is bounded and that within Ql

V(x) <o

Let R be the set of all points within Ql where V (%)= o
and let M be the largest invariant set in R. Then every
solution x(t) in Q,tendstoMast 5 + w .
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HYPOTHESES A3. Ces hypothéses peuvent se déduire a partir

du corollaire III-3 et des fonctions

1 O/ \\2
vr=z(x-x (t))

vy =zl (7 -h6N + (y, +hx)?]

y
ol h(x) est'une racine convenable de l'équation x - v, %+ 3—1 = o,

5. Deuxiéme théoréme de u -consistance compléte.

THEOREME 2. Supposons que les restrictions de z° a]- o, t [nI

et [ts, o L NI soient uniformément complétement consistantes. Si de plus,

o . . . .
(ts. z (ts-)) appartient a la région d'attraction de z°, alors z° est

uniformément complétement u -consistante.

Démonstration. Soit N> o et 0> o fixés., Puisque la restriction

(o]

de z 3 [ts, o [AI1 est uniformément complétement consistance, on

peut déterminer €, > o et 6 > o tels que ce concept soit vérifié pour

2

z° et 7N . Soit ensuite 0,0 < o < o tel que o < tz-t < L implique

”z t +) - 2° )” < 6 /3 Puisque (ts. zo(ts—)) appartient a la région

d'attraction de z°, il existe S > o tel que z (S't y 2 (ts—) 0)€ B(z (t +), 6 /3)

4.3
Ensuite par continuité des solutions de (4.3) en fonction des conditions
initiales et d'un parametre (AN o0 <1, sy) (A €, 0<€ < min(Ez,s'Go,/3)}(\7' 2

oy 2%, <2 1) v €0 < € <)), S ¢, 2°(t,-). o)

I 2y 3

-z, (St z€) || = 65y, (St 2%t -), 0))

- z(tS + €S, ts' zy,€ )|l < 6 /3. En utilisant finalement la consistance
compléte et uniforme de la restriction de z° 3 ]-o , ts[ N1, on détermine
(eo:o< €, S 61) et (6:0<6 = 61) tel que ce concept soit vérifié

o
pour z et 771 .



94

Ces valeurs de €, et 6 permettent d'établir le théoréme., En
effet, fixons € : 0< € = €, - Tout d'abord, si to Zts, to €l ,; la

thése se déduit de la consistance compléte et uniforme de z° réduit a
[ts. w [ AI. Si par contre t, S tg, fixons t, et 2 € (.). Deés lors la

consistance compléte et uniforme de z° réduit a ]- o, ts LA I implique
> ”
{t trtel-w,t [Al}cT
et (4.8)

ult>t, tel-o, t [N [2€(t) - 2°@) || = n f =o

La continuité de zo. pour t < ts implique “ e (ts)—zo(ts—) ” $’r]1 .

On en déduit que pour t = ts + €8S
€ o € o
| =€ ¢, +es) - 2% +es) || < [a€(c, +es)- 2, (sit_, 2% -). o)
“2'4.3(S;ts’zo(ts')'0) - Zo(ts+) “
o o
+ || 2 (ts+)—z (ts+ €8S) ”<61/3+ 61/3 T 51/3 =6

Dés lors en vertu de la consistance compléte et uniforme de la restriction
o
de z é[ts, o LI,
{t>t + es, tel fcC3J

et (4.9)

1
e}

u{t >t + €S, tel, | 25(t) - 2°(t) || =7}

Finalement, on déduit de (4.8) et (4.9)

{t=t,ter}cy

et

w{t =t ,ter: [ 2€Gt) - 2°¢) | =n} <u {tt, stst tests o <o.

C.Q.F.D.
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Ce théoréme peut s'appliquer a de nombreux systéees 2
parametres discontinus. Considérons par exemple le circuit représenté

a la figure IV-3, ol e(t) =0 si t<o et e(t) =1 sit=o0.

e(t) CD = C=l |=x=

Figure IV -3
Il y correspond le systéme d'équations
X =y

€y =-y -x+ e(t).

La solution z° définie par les relations
2°(t) =0 , sit < o,
zo(t) = (1 - exp(-t), exp (-t)), sit>o,

est uniformément complétement u-consistante, En effet la consistance

compléte et uniforme se déduit, pour t <o, des fonctions

vV =X et vb=y.

Pourt 2o, elle se déduit des fonctions
2 _ 2
V.= (x-1 + exp(-t))” et vy = (y-exp(-t))~.
Par ailleurs, si on considére l'équation des couches limites ent = o,

x = xo(o)

dy o
i | e 1 = - 1,
5= y - x (o) + y +

il est évident que la solutiony =1 est un attracteur global. Dés lors
toutes les hypothéses du théoréme 2 sont vérifiées et z° est uniformément

complétement M -consistante.



e —————

96

6. Notes,

Tout d'abord, nous devons remarquer que l'étude que nous avons
faite de la M -consistance est trés incompléte. Nous nous sommes en
effet borné a étudier la u-consistance compléte et uniforme. Il semble

cependant que cette propriété soit la plus fréquente dans les applications.

D'autre part, N. LEVINSON [43] a démontré un théoréme dont la
thése est proche de la nOtre, Remarquons qu'il se situe dans un cadre

- o - . .
plus général en ce sens que z peut etre discontinu en y et en x.
En outre, cet auteur étudie non seulement la continuité en € des solutions,
mais aussi celle de leurs dérivées par rapport aux conditions initiales. Par
contre, la portée de ce théoréme est fortement réduite par l'hypothése

que l'espace des y est unidimensionnel,

Finalement, remarquons qu'une théorie de la ji -consistance aurait
pu etre obtenue A partir des travaux de J. HAAG | 25-26],
L.S. PONTRYAGIN [54] et E.F. MISCHENKO [47,48]. L'approche
choisie par ces auteurs est cependant trés différente de la nStre en ce sens
qu'ils s'attachent particuliérement aux développements asymptotiques des
solutions au voisinage des discontinuités. Citons encore les travaux
de S.S. PUL'KIN et N.H. ROZOV [56], A.B. VASIL'EVA et
V.A. TUPEIEV [70] et A.A. DORODNICYN [14].
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