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INTRODUCTION

De n o m b r e u x  phénom ènes  physiques peuvent s 'e x p l iq u e r  par 

la c o n s id é r a t io n  de perturbations  s in g u l i è r e s .  En g r o s ,  c e s  p r o b l è ­

m e s  cons is ten t  à étudier  une équation d i f fé rent ie l le  dépendant d 'un 

petit  p a r a m è tr e  £ et dont l ' o r d r e  en £ = o est  in fé r ie u r  à l ' o r d r e  en 

€ /  o . Si € /  o,  on p a r l e r a  du " p r o b l è m e  c o m p l e t "  et s i  € = o du 

" p r o b l è m e  réduit "  ou " d é g é n é r é " .  Cette d é g é n é r e s c e n c e  est  à la base 

de phénom ènes  auss i  importants  que les  o s c i l la t io n s  de re laxat ion  ou les 

phénom ènes  de cou ch es  l im ites  dans l ' é c o u le m e n t  des f lu ides  à basse  

v i s c o s i t é .  Dans ce  d e r n ie r  cas ,  on sait que la v i t e s s e  du f lu ide nulle à la 

paro i ,  atteint à une d istance  p ro ch e  de c e l l e - c i  une v i t e s s e  a p p r o x im a t i ­

vem en t  éga le  à c e l l e  d 'un fluide de v i s c o s i t é  nulle.  M athém atiquem ent ,  

c e c i  p rov ien t  de ce  que dans les équations de N a v i e r - S t o k e s , les  t e rm e s  

de d i f férent ia t ion  d ' o r d r e s  les plus é levés  sont m ult ip l iés  par  le c o e f f i c i e n t  

de v i s c o s i t é  supposé  petit .

De p r im e  abord ,  i l peut para ître  évident,  par  r e c o u r s  à un " sen s  

phys ique"  ou à une " intuit ion m athém at ique" ,  que l ' o n  doit pouvo ir  n é g l i ­

g e r  les petits p a r a m è t r e s  . Dès l o r s ,  toute so lut ion  du p r o b lè m e  réduit  

f ourn ira i t ,  moyennant  une continuité ra isonnable ,  une ap p rox im at ion  

de solutions  du p r o b l è m e  c o m p le t .  Cependant ,  des e x e m p le s  s im p le s  que 

nous ind iquerons  au chapitre  I, m ontrent  que la s ituat ion est  plus c o m p l i ­

quée que ne le l a i s s e  p r é v o i r  ce  "bon  sens  h e u r i s t iq u e " .  Une jus t i f i ca t ion  

r ig o u r e u s e  s ' i m p o s e  d o n c .  En fait,  nous étudions un s y s tè m e  physique unique 
que l ' o n  peut d é c r i r e  par  deux m o d è le s  d i f f é re n ts .  L 'u n  d 'e u x  es t  un 

m o d è le  très  é la b o r é ,  tenant com pte  de phénom ènes  p a r a s i t e s ,  et est  

d é c r i t  par  le p r o b l è m e  c o m p le t .  L 'au tre  par  con tre ,  plus s im p le ,  

c o r r e s p o n d  au p r o b l è m e  réduit .  En é l e c t r i c i t é ,  on p a r l e r a  souvent de
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m o d è le  haute et b a s s e  f r é q u e n c e ,  en s igni fiant par  là que le m o d è le  haute 

f réq u en ce  p e r m e t  de d é c r i r e  des  phénomènes  t r a n s i to i r e s  rapides  et 

est  donc  n é c e s s a i r e m e n t  plus co m p le t  que le m o d è le  b a s s e  f r é q u e n c e .

Il parait  dès l o r s  logique  de s u p poser  que le p r o b lè m e  c o m p le t  d é c r i t  

f idè lem ent  le phénom ène  physique,  et il  es t  naturel  de ne donner  une 

in terpréta t ion  physique qu 'aux solutions z °  du p r o b lè m e  réduit qui sont 

la l imite  pour € —>  o de solutions z € du p r o b lè m e  c o m p le t .  Ces  r e m a r ­

ques consti tuent le f ondem ent  des défin itions de c o n s is ta n c e  que nous 

avons introduites  au chapitre  I.  Ces  définitions sont n o u v e l le s ,  m ais  

c o m m e  nous le m ontrons  dâns la notice  b ib l iographique  en f in  de c h a ­

p itre ,  des notions  t rès  vo i s in e s  ont été étudiées par  de n o m b r e u x  auteurs .  

En outre ,  nous nous s o m m e s  e f f o r c é s  de donner  une " s y s t é m a t iq u e "  

des  concepts  les  plus in té re ss a n ts .

Il peut ê tre  utile de rem arquer  que l ' in té rê t  que l ' o n  a à c o n s i d é r e r  

un p r o b lè m e  réduit par  rapport  au p r o b lè m e  c o m p le t  n 'e s t  pas seu lem ent  

l ié à la réduct ion  de l ' o r d r e  de l 'équat ion  d i f f é r e n t ie l l e .  Si on s ' i n t é r e s s e  

par  e x e m p le  au ca l cu l  num érique  des solutions  d 'un s y s tè m e  co m p le t ,  
ce r ta ines  constantes  de temps seron t  n é c e s s a i r e m e n t  de l ' o r d r e  de €.  On 

obtient ainsi un " s t i f f  S y s te m " ,  ce  qui m ène  à une instabil i té  num ér ique .  

P a r  con tre  dans le s y s tè m e  réduit,  ces  constances  de temps ont été élimi*- 

n é e s .  Le  p assage  du sy s tè m e  c o m p le t  au s y s tè m e  réduit a donc  un effet 

de s tab i l isa t ion .

L es  résu ltats  qui peuvent conduire  à une étude de la c o n s is ta n ce  

peuvent se  c l a s s e r  en deux c a t é g o r i e s  bien d i s t in c te s .  D 'u ne  part,  on 

peut fa i r e  usage  de solut ions  du p r o b lè m e  c o m p le t ,  c e  qui en gén éra l  

es t  d i f f i c i l e  à ob ten ir ,  ou tout au m oins  d 'ap p ro x im at io n s  de c e l l e s - c i .

On est  a insi  am ené  à étudier  des  déve loppem ents  asym ptot iques  de

ces  solutions  et plus gé n é ra le m e n t  à fa i r e  une étude quantitative .  D 'autre
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part on peut abandonner l 'é tude  déta i l lée  des solutions  et s 'a t ta ch e r  

à des  résultats  plus g lobaux .  On ch e r ch e  a lors  à ob ten ir  de l ' i n f o r m a ­

tion sur  toute une c l a s s e  de solutions du p r o b lè m e  c o m p le t .  Cette  d e u x iè ­

m e  m éthode ,  qualitative ,  nous a s e m b lé  être  p a r t i cu l i è re m e n t  adaptée à 

l ' é t u d e  de la c o n s i s t a n c e .  Au chapitre  II, nous avons ut i l isé  des m éthodes  

g é o m é tr iq u e s  ,c c la s s iq u e s  dans le plan de phase,  tandis qu 'au  chapitre  III 

nous avons fait  usage  de fonct ions  aux i l ia i res ,  p r o ch e s  parentes  des f o n c ­

tions de L iapounov .  Ce  chapitre  apporte  un point de vue nouveau, 

en ce  sens que l ' e s s e n t i e l  de nos hypothèses  se  r é s u m e  à l ' e x i s t e n c e  de 

ces  f onc t ion s ,  a lo r s  que la plupart des auteurs im p o se n t  des condit ions  

de stabi l i té  a s s e z  peu c la s s iq u e s  qui,  par  a i l l e u rs ,  perm ettent  de 

c o n s t r u i r e  ce s  m ê m e s  fonct ions  au x i l ia i re s .  La  m a n iè r e  de p r é s e n t e r  le 

p r o b lè m e  que nous avons adoptée nous a paru plus d i r e c t e  et plus 

prat ique .  En outre ,  nous avons appliqué à l 'é tude de la c o n s is t a n c e  les 

pr inc ipes  de la m éthode  de W a z e w s k i  [75 ]  . Cette  m éthode  p e r m e t  de 
d é c r i r e ,  au m o y e n  de fonct ions  a u x i l ia i re s ,  une g é o m é t r i e  de l ' e s p a c e  de 

phase a s s im i la b le  à une d i c h o to m ie .  Il est  in té re ssan t  de noter  que des 

résultats  du m ê m e  type avaient dé jà  été obtenus dans le cas  où l ' a p p r o x i ­
m at ion  l inéa ire  es t  c a r a c t é r i s t iq u e  du s y s tè m e  étudié (J . J . LEVIN [41 ]  , 

K . W .  CHANG [ 6 - 8] ) .  De fa ço n  plus im a g é e ,  la re la t ion  qu ' i l  y a 
entre  ce s  d e r n ie r s  résultats  et ceux  que nous présentons  i c i  e s t  très  

s e m b lab le  à c e l l e  qui l ie la p r e m i è r e  et la deux ièm e  m éthod e  de 
L iapounov  en s tab i l i té .  F in a lem en t  ajoutons que l ' e n s e m b le  du chapitre  III 

a pour  fondem ent  les travaux de A .  N. TIHONOV [ 6 4 - 6 7 ]  et 

F . C .  H O P P E N S T E A D T  [ 3 0 - 3 3 ]  et s e r a  co m m e n té  de fa ç o n  plus com plè te  

dans la not ice  b ib l iograph ique  de ce chap itre .

L a  théor ie  dé ve lo p p é e  au chapitre  III suppose  que les solutions  

z °  du p r o b lè m e  réduit so ient  cont inues .  Cette  hypothèse  ne rend pas 

com pte  de p hénom ènes  auss i  importants  que les o s c i l la t i o n s  de re laxation .
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Ces  d e r n iè r e s  sont des  solutions d iscontinues  du p r o b l è m e  réduit .  On 

peut les  obten ir  en rem arquant  que le p r o b lè m e  réduit c o n s i s t e  en fait  

en une équation d i f f é re n t ie l le  à laquelle  on adjoint des  contra intes  a l g é ­

b r iq u e s .  C e c i  rev ient  à dé f in ir  cette  équation sur  une v a r i é t é .  Il en 

résu lte  que m ê m e  si  l ' équat ion  es t  analytique et défin ie  sur  une va r ié té  

de Rn , une so lut ion  z °  peut c e s s e r  d ' e x i s t e r  après  un temps fini et sans 

atteindre la f r o n t i è r e  du domaine  de définition de l 'équat ion .  Dans certa ins  

cas ,  des c o n s id é ra t io n s  intuit ives  perm ettent  de p r o l o n g e r  cette  solution 

en admettant un saut instantané, c . à  d.  une d iscont inu ité .  Cette  situation 

nous a am ené  à u t i l i s e r  des  solutions au sens de C a ra th é o d o ry  et à déf in ir  

au chap itre  I des concep ts  de q - c o n s i s t a n c e . Au chap itre  II, nous les 

avons étudiées  de m a n iè r e  g é o m é tr iq u e  et quelque peu intuitive en 

nous basant sur  une étude de D .  F L A N D E R S  et J .  STOKER [ 1 5 ] .  Le 

chapitre  IV rep ren d  l 'é tude  de ces  p r o p r ié té s  de f a ç o n  analytique et 

introduit  dans c e  p r o b lè m e  une m éthode  qualitative o r ig in a le .  F ina lem ent ,  

i l  faut r e m a r q u e r  qu 'à  part un travai l  de N. LEVINSON [4 3 ]  , ce  p ro b lè m e  

a tou jours  été abordé  de fa ç o n  quantitative.

Cette thèse re f lè te  le point de vue de son  auteur sur  un p r o b lè m e  
p a r t i cu l i e r  de l 'é tude  des perturbations  s in g u l iè r e s ,  à s a v o i r  le p r o b lè m e  

de Cauchy .  Nous nous s o m m e s  p lacé  dans le ca d re  des équations d i f f é ­

rent ie l les  o r d in a ir e s  déf in ies  sur  des e s p a c e s  de Banach .  C e c i  p e r m e t  de 

rendre  co m p te  de cer ta ines  équations aux d é r iv é e s  p a r t i e l l e s .  Cependant,  

c o m m e  nous le r e m a r q u e r o n s  plus loin,  les résultats  que nous avons 

obtenus p ourra ien t  et devra ient  ê tre  d é ve lo p p é s ,  s i  on s ' i n t é r e s s e  à 

toute la r i c h e s s e  des e s p a c e s  de Banach.  En p a r t i cu l i e r ,  nous n 'avons  

pas fait  usage  de la théor ie  des s e m i - g r o u p e s  et nos résultats  la issent  

ouverts  les  p r o b l è m e s  de co n s is ta n c e  pour des équations l in é a i re s  non 

b o r n é e s .  La  co n s is ta n c e  peut éga lem ent  ê tre  étudiée dans des ca d r e s  

d i f férents  te l les  les  équations f o n c t io n n e l le s .  En outre ,  on peut ut i lement  

la p r o l o n g e r  dans d iv e r s e s  d irect ions  très  im p o r ta n te s .  A in s i  l 'é tude
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des p r o b lè m e s  aux l im i te s ,  des so lutions  pér iod iques  et p r e sq u e  p é ­

r iodiques  n 'a  pas été abord ée ,  b ien que ces  p r o b lè m e s  so ient  p ro ch e s  

des n ô t r e s .  En effet ,  dans chacun de ce s  cas ,  on c o n s id è r e  un e n s e m ­

ble de solutions du p r o b lè m e  co m p le t  ( e . g .  l ' e n s e m b le  des solutions 

p é r io d iq u e s ) ,  et on ch e r ch e  à d é m o n tre r  que la so lut ion  z °  du p r o b lè m e  

réduit est un point l im ite  de cet  e n s e m b le .  P a r  rapport  à la c o n s is ta n c e ,  

ces  p r o b lè m e s  reviennent  donc à r e s t r e in d r e  l ' e n s e m b l e  des solutions  

a d m iss ib le s  du p r o b lè m e  c o m p le t .
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C H AP IT RE I

NOTION DE CONSISTANCE

1. Equations fondam enta les  du p ro b lè m e

Soit I un in terva l le  de la dro ite  r é e l l e  ^R, où I peut ê tre  fini ou infini,

X et Y des e s p a c e s  de Banach, Î2 un dom aine ,  c . à  d.  un ouv ert  connexe ,  

de Z  = X x  et E un n o m b re  ré e l  p os i t i f .  C o n s id é ro n s  les  fonctions

f : I x  f i x  [ o , E ]   * X , (t, z,  e )  |— y f(t, z, e)

g : I x  f ix  [ o ,  E ]   » Y , (t, z,  e )  i---- y g(t, z,  e) .

Dans la suite nous é c r i r o n s  z -  (x ,  y) où x  e X  et y e Y et pour  a l léger  les 

notations nous ad m e t t ro n s  l 'abus d 'é c r i t u r e  qui c o n s is te  à noter  F ( x , y )  

la va leur  F ( z )  d 'une fonc t ion  F quelconque .

On appelle  équations du sy s tè m e  co m p le t ,  les équations

x  = f(t,  z,  e )

e ÿ = g(t, z,  e) (1 - 1 )
où le point d és igne  une d ér ivat ion  par  rapport  à t, et e est  constant non

nul. Une so lut ion  (au sens de Ca ra th éod ory )  de l 'équat ion  ( 1 .1 ) ,  défin ie
sur  un in terva l le  J c  I et de condit ions init iales  (t , z ) est une fonct iono o

z : J — £ Z , t »-----y z(t) = (x(t), y(t)  )

abso lum ent  continue , et te l le  que :

(i) z( to ) = z o ;

(ii) z(t) 6 Î2 p re squ e  partout ;

( iii ) z p o s s è d e  p re sq u e  partout une d é r iv é e  fo r te  sat is fa isant  presque  

partout à l 'équat ion

[ l ]  Sauf m ent ion  c o n t r a i r e ,  nous m unierons  l ' e s p a c e  Z d e  la n o r m e  

| j(x.  z) U = m a x  ( j-J x  ||, ||y ||).
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- 5 #  = i ( t . z ( t ) ,  €) .

£ "’ dt''** "  6 ^ '  £ ‘̂

On a s s o c i e  à ( l . l )  le sys tè m e  d 'équations  d i f f é re n t ie l le s  avec  

contraintes  ( 1 . 2 ) obtenu à part ir  de ( 1 . 1 ) e n y  posant  f o r m e l l e m e n t  

e = o .

x  = f(t,  z, o)

o = g(t, z,  o) . (1 •2)

Nous appe l lerons  ce s  équations les équations du s y s tè m e  réduit .

Une so lut ion  de ces  équations,  définie  sur  l ' in terva l le  J q et de c o n d i ­

tions in it iales  (t , z j  est  une fonct ion  presque  partout  continue

z°  : J q ----- > Z , t |-----> z° ( t )  = (x° (t), y ° (t) )

tel le  que :

(ii) z °  (t) 6 £2 p resqu e  partout ;
( i ii )  x°  es t  abso lum ent  continue et p o ss è d e  p resqu e  partout  une d é r i ­
vée  f o r t e  sat is fa isant  presqu e  partout à l 'équation

d ¿ ¡ (t) = f(t,  z ° ( t ) , o )

O = g(t, Z°(t) ,  o)

P o u r  des  équations d i f fé rent ie l le s  défin ies  sur  des e s p a c e s  de 

Banach,  on connaît  de n o m b re u x  th é o r è m e s  d 'e x i s te n c e  de so lut ions ,  

d 'un ic i té ,  de p ro longeab i l i té  et de continuité par rapport  aux condit ions 

in i t ia les .  On en t r o u v e r a  par  exe m p le  pour Z = R dans

E . A .  CODDINGTON et N. LEVINSON [ 11] , G.  SANSONE et R . CONTI [ 58] , 

et pour des e s p a c e s  de Banaclr  généraux dans G . E . L A D A S  et 

Y .  LAKSHMIKANTHAM L 37] , N. BOURBAKI [ 2 ] ,  V .  M .  M A T R O S O V  [ 4 5 ] , .
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Ces résultats  perm ettent  l 'étude du s y s tè m e  c o m p le t .  De plus on 

peut f a c i l e m e n t  en dédu ire  des  propos i t ions  s i m i l a i r e s  re la t ives  

aux solutions  du s y s tè m e  réduit,  si  l ' o n  fait  les hypothèses  suivantes :

1 ° l ' e n s e m b l e  fi est  un e n s e m b le  produit  fi = £2 x  fl où------------------  -------------------------------£----------  x  y -----

fi C X et fi C Y ;x  —  y

Z ° i l  ex is te  une appl icat ion

h : I x  fi ----- * fi , ( t , x )  i----* h(t, x)x  y

tellecque pour tout (t, x,  h(t, x) ) £ I x  fi

g(t,  x,  h(t, x) ,  o) = o,

et pour  tout y tel  que (t, x ,  y)  6 I x  fi et y /  h(t, x)  

g(t, x,  y,  o)  f  o .

Il est  dès  l o r s  évident que le sy s tè m e  réduit  est  équivalent  à

x  = f(t , x,  h(t, x) ,  o) ( 1 .3 )

Il suffit  dès  l o r s  d ' i m p o s e r  à f et h des  condit ions  de régu lar i té  s u f ­

f isantes  à l 'ap p l i ca t io n  d 'un des th é o rè m e s  évoqués  c i - d e s s u s .  P a r  

e x e m p le  on peut é n o n c e r  le résultat  suivant

PROPOSITION  A .  Si les hypothèses  1° et 2° c i - d e s s u s  sont 
sat is fa ites  et si  les fonct ions  f et h sont l o c a le m e n t  l i p s c h i t z i e n n e s , alors;

1 ° pour  tout t 6 I, x  € fi , il  ex is te  un plus grand in terva l le  ---------------- o o x ------------------------------------------------------------

J c l  > d ' o r i g i n e  t^ £ I ( c . à . d .  d ' e x t r é m i té  gauche t^ £ i) ,  dans lequel

il ex iste  une so lut ion  z°  des équations du s y s tè m e  réduit ( l . Z )  prenant

ses  va leurs  dans fi et égale  à (x , h(t , x  ) ) au point t ; cette  solution ------------------------------- ------ 2--------  o o o ----- --------  o -------------------------
es t  unique ;

2° s i  J /  I, J q est  un interva l le  s e m i - o u v e r t  L tQ, /b [ de longueur  

f inie  ; en outre ,  pour  tout c o m p a c t  K c f i ,  ( z ° )  (K) est  un c o m p a c t  de

R ;
3° s i  J est  b o rn é ,  et s i  f (t, z ° ( t ) ,  o) est borné  dans J , z ° ( t )

a une l im ite  à gauche C à l ' e x t r é m i té  de ; en outre si  J /  I, C

est  un point f r o n t i è r e  de fi dans Z .



Cette p r o p o s i t i o n  est une transpos i t ion  tr iv ia le  du th é o r è m e  2 de 

N. BOURBAKI [ 2 ] .  Il faut cependant r e m a r q u e r  que s i  le s e con d  

m e m b r e  d'une équation d i f fé rent ie l le  est  continu, toute so lut ion  au 

sens de C a ra th é o d a ry  est une solut ion c la s s iq u e .  En e f fet  la solut ion 

x °  est p r im it iv e  de la fonct ion  continue f (. , x ° ( . ), h ( . , x ° ( . )), o ) .

P ou r  étudier  un s y s tè m e  réduit l inéaire

x = A x  + By + f(t), 

o = C x  + Dy A g(t;)
où. A ,  B, C et D sont des op é ra te u rs  l inéa ires  non bornés  on peut ut il ise 

la

PROPOSITION  B. Soient D un op éra teur  in v e rs ib le  et A - B D  C

un o p é ra te u r  f e r m é  de domaine  17 dense  dans un Banach X C X .------- -------------------------------------------------  o --------------------------------------- o
Supposons qu ' i l  ex is te  des rée ls  M et u tels que pout tout X > cj , 

l ' o p é r a te u r  R(X)  = ( X l - A  + BD ^C)  ̂ ex is te  et

j| R (X )n || < M /  ( X - u ) n , n € N* .

A l o r s ,  si  f - D   ̂ g es t  f o r te m e n t  continûment d i f f é r e n t ia b le , 

y  tQ € I, y  x  € f2 q le s y s tè m e  réduit  p o ss è d e  une solut ion

z °  : [ t , oo [ —> Z ,  tel le  que z ° ( t  ) = (x , -D 1 (Cx + g(t ) )) o ---------- -----  o o o o

Cette  p r o p o s i t i o n  résu lte  des th é o rè m e s  2 . 2 .3 et 2 . 3 . 1 .  de 
G . E .  LADAS & V .  LAKSHMIKANTHAM [ 3 7 ] .  On peut d 'a i l l e u r s  fac i le  

ment  l ' é te n d re  à des  op é ra te u rs  A , B , C  et D fonctions  du temps 
[ 3 7 -  p .6 0 ]  . F in a le m e n t  i l faut r e m a r q u e r  que puisque l ' o n  c o n s id è r e  

des solutions  au sens  de C a ra th e o d o ry , ce  type de th é o r è m e  p e r m e t  

d 'é tu d ier  les cas  où- le m e m b r e  de dro ite  de l 'équat ion  c o n s i d é r é e  

es t  d iscont inu en t = t . 1 1  suffit  en effet  de 1' a p p l iq u e r i s u c c e s s iv e m e n tS
aux in terva l le s  { t  e l ,  t 4 t  }  et {  t e I, t ^  t }  .

S s
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Dans la suite nous noterons z(t;  t , z , e ) une so lut ion  du sys tèmeo o
c o m p le t  définie  sur  l ' in terva l le  m a x im a l  J (tQ» ZQ< £ )> tel le que

zft ;t , z  , e )  = z . R em arqu ons  que cette  solution et l ' in te rv a l le  c o r r e s -  o o o o
pondant ne sont pas d é term inés  de fa ço n  unique par tQ> z^ et e . Il est

cependant utile de noter  que cette  solution c o r r e s p o n d  à e et passe

par (t , z  ).  P a r  a i l leurs  , quand aucune con fus ion  ne s e r a  à c r a in d r e ,  o o
nous admettrons  f r é q u e m m e n t  les abus d ' é c r i t u r e  cons is tant  à noter

z C(t) pour z(t ;t  , z , e ) et J pour J (t , z , g, ).' r o o o o

Dans l 'équat ion  (1 .1 )  e f fectuons la t ra n s fo r m a t io n  de va r ia b le

t = t + e s . On obtient  ainsi  le sys tèm e  o ’

dx
ds = £ £ (t + es , z , e )

dy
ds g(tQ + es ,  z, e )

(1 .4 )

On appelle  équation des couches  l im ites  l 'équat ion  d i f fé ren t ie l le  obtenue 

à part ir  de 1' équation (1 .4 )  en y pos ant e = o

-3F  ° 8(W  y. °) •
et dans laquelle (t^ .x^)  sont des p a r a m è tr e s  constants .

I l lustrons  le ca d r e  g é n é ra l  que nous avons introduit  et just i f ions  

par là le d e g ré  de gén éra l i té  adopté.  Soit  une ligne é le c t r iq u e  de 

longueur 1 d é c r i t e  par  la f igure  I-  1 .

etf )
1  11

— —/VWW-------- -----« — ■ ------•--------«

p  v W c .  - : G - - V(Jnix)

F ig u r e  1 - 1  :
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L a  tension  et le courant  le long de la l i g n e  sont r e p r é s e n t é s  par des 

fonctions

v : R x  [ o ,  1] -----> R , (t, r) I--y  v(t, r)

i : R x [ o , 1 ] ------ * R , (t, r) »-- j- i (tj r) ,

qui sat is font  aux équations

9 v 9 i
T T  =  '  £ v  "  Tr

(1.5)
9 i . 9 v

e  T F  ”  '  1 T F
Nous supposons  de plus qu 'une e x t r é m i t é  de la l igne (r = 1) es t  ouverte ,  

tandis que la tens ion  à l 'autre  e x t r é m i t é  (r = o) es t  f ourn ie  par  un 

gén éra teu r  d é c r i t  par  la fonct ion

e : R ---- > R , t |-----y e(t)/W. /v.

où e(t) = o pour t < o  e t  e(t) = t pour  t > o . Ces  deux condit ions  aux 

l im ites  s ' é c r i v e n t

v ( t , o) = e(t) , i(t, 1 ) = o .

Ce m ê m e  p r o b lè m e  peut être  m is  en équation de fa ç o n  lé g è re m e n t  
d i f férente .  A l ' instant ,t , les  tensions et courants  peuvent ê tre  d é cr i t s  

par les fonct ions

x  : [ o,  1 ] -----> R , r i y x ( r )  = v(t,  r) - e(t)
y : [o,  1 ] -----» R , r | * y(r) = i (t, r). ( F  6)

«vv

C e l l e s - c i  appartiennent aux e n s e m b le s  de fonct ions  b o rn é e s

X -  { x  : [ o ,  1]  > R , r I— y  x ( r )  : x (o )  = o }

Y = {y  : [ o , 1 ]  > R , r t  y y ( r )  : y ( l  ) = o }  ,

que nous m u n isso n s  de la n o rm e  ||x || = sup ( |x(r) | o <  r ^1)  . On 

sait que X et Y sont des e s p a ce s  de Banach ( c f r .  J .  DIEUDONNE 

[ 13 , p. 127] ). De plus i l est  c la i r  que si  t /  o , les équations (1 .5 )  

sont équivalentes  à



En t = o,  ces  équations seron t  définies  en y posant  è (o) = o .

R e m arqu ons  q u 'e l l e s  sont définies  sur  l ' e n s e m b le  I x  Î2 x  [ o,  E]  o ù

= x i 2 , Î 2 et Î2 étant les sous e n s e m b le s  de fonc t ions  d é r i -  x  y x  y

vables  de X et Y r e s p e c t iv e m e n t  . Notons e n c o r e  que la fonct ion

- ex -  ̂ ~ - e e - è est  discontinue en t. Cependant  les équations (1 .7 )  

sont bien du type ( 1 . 1 ) et à chacune de leurs  solutions c o r r e s p o n d  par 

les re lat ions  ( 1 . 6) une solut ion continue de (1 .5 ) ,  d é r iv a b le  en r pour 

presqu e  touLt) et p resqu e  partout  dér ivab le  en t.

Le  p r o b l è m e  réduit  c o r re sp o n d an t  à ( 1 .7 )  s ' é c r i t  a lors  

9 yx  -  - 9 r - e

o = - y -
9 x 
9 r

( 1 . 8 )

On v é r i f i e  sans peine  que les hypothèses  du deux ièm e  th é o r è m e  d ' e x i s ­

tence des so lu t ions ,  énoncé  c i - d e s s u s ,  sont sat is fa i tes  [ 3 7 - p . 4 l ] .
9 xEn p a r t i c u l i e r  la fonct ion  h s ' é c r i t  y = h(x) = - . L ' é q u a t i o n

(1 .3 )  devient  a lors

Ses solut ions  appartiennent presqu e  partout  à l ' e n s e m b l e

Î2° = {  x  : [ o,  1 ] -----* H : x (o )  = o,  (1 ) = o }  c  .

C o n s id é r o n s  ensuite  l 'app l ica t ion

z °  : R ----- A X  x  Y , t |---- > z° (t) = (x°(t), y ° ( t )  ) ( 1 .9 )

où z ° ( t )  =  o pour  les temps négati fs et
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°( t)  :
r ( r - Z ) 16

oo 2 , >2
1 , , ir 2k + l )  .- y -  [ exp - (-------^------- !—  t)x

o (2 k+l)

y° (t) : r

x s m (2k + l)7T
]

00

r  + 1 - Y j ----- “--- T ~  t e x P - (
TT (2k + 1 )'

TT2 O (2k + l )2
t)x

(2k + 1 ) vr -,
x cos ----- ------ —  r J

pour t > o .  On v é r i f i e  sans peine que x  (t) est  une fon c t ion  de c la s s e  C ,

telle que x  (t)
r = o

it X W
3 r

= o , et donc
r =1

x° ( t )  € i î °  , y  t 6 R . P a r  a i l leurs ,  z °  est  continue et tel le  que :

(i) z(t  ) = z = o , s i t  <  o ; o o o
(ii) z (t) 6 fi , V t e R ;

»vv

( i i i )  x  e s t  abso lum ent  continue et p o s s è d e  une d é r i v é e  y  r °  * 

sat is fa isant  à l 'équat ion  ( 1 . 8) y  *• /  °  •

On en déduit que z °  est une solution de ( 1 . 8) défin ie  sur  R, et de c o n d i ­

tions init iales  (t , o) , f ^  o. .o o

F in a le m e n t  l 'équat ion  des couches  l im ites  s ' é c r i t
, dxdy _

—  -  - y -ds 3 r - Y + yQ(r)

et se réduit  dans ce  c a s - c i  à une fa m i l l e  d 'équations  d i f f é re n t ie l le s  

o r d in a ir e s  p a r a m é t r é e  par  r € [ o , l ] .

L ' e x e m p l e  que nous venons de t ra i ter  m o n tre  :
1 ° l ' in térê t  de c o n s i d é r e r  des  équations d i f f é re n t ie l le s  dans des e s p a ­

ces  de Banach pour pouvoir  rendre  com pte  de p r o b lè m e s  d é cr i t s  

par  e x e m p le  par des équations aux d é r iv é e s  p ar t ie l les  ;
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2° la n é c e s s i t é  de dé f in ir  des so lutions  au sens de C ara th éodory  

si  l ' on  s ' i n t é r e s s e  à des p r o b lè m e s  qui ne sont pas " a s s e z  cont inus" ,  

dans l ' e x e m p le ,  la s o u r c e  e(t) a une c a r a c t é r i s t iq u e  continue, m ais  

pas dér ivab le  ;

3° la fa c i l i té  plus grande qu ' i l  y a à ré so u d r e  le p r o b lè m e  réduit 

plutôt que le p r o b lè m e  co m p le t  ; on sait que les équations (1 .7 )  

sont d i f f i c i l e s  à r é s o u d r e ,  a lors  que la so lut ion ( 1 . 9) s 'ob t ien t  c l a s s i q u e ­

ment par  s u p e rp o s i t i o n  et séparat ion  des v a r ia b le s .

P a r  a i l l e u r s ,  nous avons défini les solutions des équations du 

s y s tè m e  réduit  c o m m e  des fonctions  z °  p resque  partout  cont inues .  

Puisque x °  est  abso lum ent  continue,  c e c i  suppose  que nous admettrons  

des fonctions  y °  d is con t in u es .  C o n s id é ro n s  l ' e x e m p le  suivant ( f igure 1 .2 ) .

e(t)  (T )

F ig u r e  1 .2 .

d é c r i t  par les équations
x = y

£ y = - y - x  + e(t)

Supposons e(t)  = o pour t <  o, et e(t) = 1 pour t > o .  

Le  p r o b lè m e  réduit c o r re sp o n d a n t  s ' é c r i t

x  = - x + e(t) 

y = - x + e(t)

et admet la so lut ion  p a r t i cu l i è re



10

z °  (t) = (x°(t) ,  y ° ( t )  ) -  o , t «  o ,

x °  (t) = 1 - exp ( - t )  , t > o ,

y °  (t) = exp ( - t )  , t > o .

Dès lors si l 'on "S'eut pouvoir étudier ce problème on doit admettre des 

solutions du problème réduit, telles que y soit discontinu pour c e rta i ­

nes valeurs de t.

F in a le m e n t  r em arqu on s  que le m ê m e  type de d iscontinuité  peut 

apparaître  dans des s y s tè m e s  autonom es .  C o n s id é ro n s  par  e x e m p le ,  

un o s c i l l a te u r  de Van der  P o l  ( f igure 1.3)

L-e
1---------w ---------------------------------- ii

r  i

=  C = 4

F igure 1.3,

dont les équations s ' é c r i v e n t

x  ^  y

= - R(y) - -

Le p r o b lè m e  réduit c o r re sp o n d a n t

* -  y

o = - R(y) - x

( 1 . 1 0  a) 

(I. 10 b)

admet une so lut ion  p ér iod ique  que l ' o n  d é c r i t  fa c i l e m e n t  dans le 

plan de phase de la f igure  1 .4 .
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F ig u r e  1 .4 .

L a  re lat ion  ( 1 .1 0  b) im p o s e  que toute solution du p r o b lè m e  réduit  

d e m e u re  à p resqu e  tout instant sur la var ié té  x  = - R (y ) .  P a r  

a i l leurs  la re la t ion  ( 1 . 10 a) im p o se  que le point r e p résen ta t i f  de la 

solution i s su e  de A tende v e r s  B et l 'atte igne  en un temps fini in fé r ie u r

XB XA

B
En B cette  solut ion ne peut ê tre  continuée qu 'en

admettant un saut instantané v e r s  C .  La solut ion se p ro longe  a lors  

de C v e r s  D et puis A .  On obtient ainsi une solut ion pér iod ique  

A B C D admettant à chaque p ér iode  deux discontinuités  en y.

2.  Définit ions  des concepts  de co n s is tan ce

C o n s id é r o n s  une application 

o
o -> Z , t |- -> z° ( t )

solut ion des équations du s y s tè m e  réduit.  Dans la suite du texte nous

ne c o n s i d é r e r o n s  que les instants t € J . Dès l o r s ,  si  on re m a r q u eo
que J C I , i l  est  inutile de déf in ir  les équations du sy s tè m e  c o m p le t  

pour tout t € I et on peut s u p poser ,  sans nuire  à la gén éra l i té  du p r o ­

b lèm e  que J q = I. Soit a lors  a = inf (t : t £ I) et u = sup (t : t £ i ) .  On

admet éventuel lem ent  que a et (ou) U) = + oooo
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Dans ce  qui suit nous fe ron s  usage de la m e s u r e  de L e b e sg u e  ju 

pour la dro i te  r é e l l e  et nous u t i l i serons  autant que p o s s ib l e  la t e r m i ­

nolog ie  de A . N. K O L M O G O R O V  et S. V .  FOMIN [ 3 6 ] .

DEFINITION 1. La solut ion z °  du s ys tè m e  réduit  est  ju -cons is tante  en
t e I si o

(y  V > o) (y  o > o) (a £q > o)(y € :o < e «e )( a z ( .  ; t , z* , e ) }

{ t  ^  t , t e I }  <- J et j u { t > t , t e l :  Il z e (t) - z ° ( t )  Il >  TJ ]•< a .

Cette  défin it ion im pl ique  q u ' i l  ex is te  une suite e. , z e. telle1 o i

que sur { t  è t , t eo I }  , les fonctions  z(t ; t , z €. , e.)O Ol 1 con ve rg e n t

"en m e s u r e " ve rs z ° ( t ) .  En ef fet  s i  on pose  a = l / i , il  y c o r r e s p o n d

une suite e . ,î
ez . Ol tel le  que

e.
l im M { t »  t , to e I : || z 1 (t) - z °  (t) || > b }  = o .

i ---* 00

De plus on peut en déduire  (A. N. K OLM O G O RO V et S . V .  FOMIN 

[ 3 6 - p . 5 8 ]  ) q u ' i l  ex iste  une suite e . , z ^  tel le que pour

{  t >  t , t e l }  , z(t ;  tQ, z ^  , e )̂ c o n v e rg e  presqu e  partout  v e r s  z ° ( t ) .

P ou r  i l l u s t r e r  cette  définition, c o n s id é ro n s  l ' e x e m p l e  de la 

f igure  2 , d é c r i t  par  les équations

x  = y

e ÿ  = y - x  + e(t) ,

où e (t) = 0 s i  t <  o et e(t)  = 1 si  t > o .  M ontrons  que la so lut ion

z °  (t) = o si t £  o , 

o
Z (t) = (1 - exp ( - t ) ,  exp ( - t )  ) si  t > o ,
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est  u - co n s is tan te  en t < o.  Tout d 'abord  on v é r i f i e  que la s o lu -
o

tion i s su e  de z^  = o s ' é c r i t  o
z Ê (t) = o si  t <  o ,

x € (t)

y e (t)

1 - n/ 1 -4 e , 1 + n/ 1 -4  . x 1 +nT i -4 e , 1 - n/ 1 -4 e .v ! 
-------------------- e x p ( --------------Z T - 1 ' ......... ............... .. e x P l --------— --------- D + I
2 \/ 1 -4 e

_ 1 ____

n/ 1 -4e

2N/1 -4 e

z 1 + n/ 1 -4e ^e x p ( -------- ^ -------- t) +
1

\/ l -4e
e x p ( -

2 e 

s i  t > o, 

1 W  1 -4€
t)2 e

s i  t > o.

F ixons  ensuite  77 et o pos it i fs  et puisque

|| z ( cr ; t , o,  e) - z ° (a )  || est  continu en € et nul en € = o , il  ex iste  

€q > o tel que [|z( o ; tQ, o,  €q ) - z°(cr ) || < 7? . E n  rem arquant  a lors  

que pour  € f ixé ,  || a(t; t , o, e) - z ° ( t )  || est  une fonc t ion  d é c r o i s s a n t e  

de t, on vo it  que

{ t  > t Q, t € I : U z Ê (t) - z ° ( t )  || >  V ÏC  [o, o l .

On en déduit ainsi la u - c o n s i s t a n c e  en t .o

DEFINITION 2. La solution z °  est cons istante  en t e I si--------------------------- o

( V T] > o) (3 > o ) ( v  e :o  < e «  e ) (a z (. ; to, z €o , e ) )

{ t ^  t , t e I }  £ J et q { t  >  tQ , t e J : |j z € (t) - z ° ( t )  |J ^  77 }  = o

PROPOSITION  1. Si les solut ions du s y s tè m e  c o m p le t  sont 

p ro lo n ge ab le s  ju s q u 'à  la f r o n t iè r e  de Î2 ou ju s q u 'à  l ' in f in i  et s ' i l

ex is te  Tj > o tel que pour tout (tj è  t , t  ̂ e i ) ,  l 1 e n s e m b le
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E F  {  Z  :  a  t £  L  t » ]  : j j z -z ° ( t )  I l  <  77 q }  est un s o u s - e n s e m b l e

co m p a ct  de fi alors la so lut ion z °  est  cons istante  en t si  et 

seu lem ent  si

(  V  77 >  o )  ( 3  >  O  )  (  V  £  : o <  e < € q ) ( 3  z  ( .  ; tQ , z ^  , €  )  )

U { t  2s tQ, t € J : U z € ( t ) - z ° ( t )  Il ^  77 }  = 0 .

D é m o n st ra t io n .  Seule la condit ion  suffisante doit  ê tre  d é m o n tré e  

et il su f f i ra  de le fa i re  pour  77 ^  77̂  . Supposons a lo r s  qu ' i l  ex iste

t. ^  t , t. € I\ J . La  so lut ion c e s s é  donc d ' e x i s t e r  sur  l ' in te rv a l le  l o i
[ t  , t j ] .  P a r  a i l l e u rs ,  puisque l ' e n s e m b le  E co r re s p o n d a n t  est

un f e r m é  bo rn é  de fi , la solution •l ne peut ni atteindre f r  fi,

ni tendre v e r s  l ' in f in i .  D onc  la solut ion ne peut c e s s e r  d ' e x i s t e r

sur  (t , t ] , ce  qui est la con trad ic t ion  c h e r c h é e .
°  C Q F D.

L e  lien entre la définition 2 et c e l le  in trodu ite  en [2 7 ]  se

déduit de la

PROPOSITION  2. Si les hypothèses  de la p r o p o s i t i o n  1 sont

sat is fa ites  et si  z °  est  continue (en p ar t i cu l ie r  s ' i l  s ' agit d 'une
solution au sens c la s s iq u e ) ,  e l le  s e r a  consistante  en t s i  et seu lem ent  si ------------------------------------------2— 1-----------------------------------------------  o  ------------------------------

(  V  7? >  o ) ( a  e  >  o ) (  v  e : o < e < e ) ( 3 z ( . ; t , z e , e ) )O O 0 0

{ t  ^ t Q, t e J : U z€ ( t ) - z ° ( t )  U > 77 J- = </> ,

où </> est  l ' e n s e m b l e  v ide .

D é m o n st r a t io n .  La  condit ion  suffisante est  év idente .
Supposons qu 'e l le  ne so i t  pas n é c e s s a i r e .  Dès lors  il ex is te  

(t  ̂ ** tQ, t  ̂ 6 J)  tel que || z € (t  ̂) - z ° ( t j  ) JJ  > TJ , E n s u i t e , par

continuité ,  il ex is te  auss i  6 > o tel que cette  inégal i té  res te  va lable
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dans l ' in te rv a l le  [ t  ̂ - ô , t  ̂ + ô ] . On en déduit

lu {  t : || (t) - z ° ( t )  || > T] }  ^  2 S > o,  ce  qui est  c o n t r a i r e  à

l 'hypothèse .
C Q F D.

L a  p r o p o s i t i o n  1 m on tre  que dans la définition 2, la condit ion  

{  t è t  , t £ I j  C J n 'e s t  pas fon d a m e n ta le . P a r  con tre ,

l ' e x e m p le  suivant prouve  que si  z °  est  d iscontinue,  cette  part ie  de la 

déf in it ion est  e s se n t ie l l e  à la concep t ion  intuitive que l ' o n  peut se 

fa i re  de la n -  c o n s i s t a n c e .  C o n s id é ro n s  le s y s tè m e

x = y
3 ?

€ y  = - (x - y + ~ ~  ) (1.11)

auquel c o r r e s p o n d  un plan de phase approché  r e p ré s e n t é  à la f igure  

1 .5 .  La  c o u r b e  A B C D A y rep résente

F ig u r e  1 .5 .

une so lut ion  du p r o b lè m e  réduit ,  d iscontinue en BC et D A.  Cette  

solut ion v é r i f i e  la p r o p r ié té  :
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( V il >  ° ) (  V °  < o ) ( 3  e o > o ) ( v  e :o  < € < e o ) ( a  z ( .  ; tQ z €q , e) )

i u { t  t e J : || z €( t ) - z ° ( t )  || ^  r ? }<  ct

En ef fet,  bien que c e la  ne soi t  pas évident on peut m o n t r e r  que, T]

et ct étant f ixés  , et pour autant que £ so it  a s s e z  petit,  la solution

du s y s tè m e  c o m p le t  i s su e  de A est  une T] - ap prox im at ion  de A B  qui ,

après  avo ir  atteint un 7] vo is inage  de B, tend v e r s  l ' in f in i  en un temps

auss i  petit que l ' o n  veut (et donc  in fé r ieu r  à ct ).  Cependant il  est

évident qu 'une tel le solution n 'a p p ro x im e  pas la so lut ion  A B C D A .

On peut m o n t r e r  par  a i l leurs  qu 'A B C D A  n 'es t  pas n - con s is tante

en t . o
Il peut ê tre  utile de m e t tre  en c o r r e s p o n d a n c e  le plan 

de phase " a p p r o c h é "  de la f igure  1-5 avec  le plan de phase " e x a c t "  

de 1 ' équation (1 . 1 1  ) r e p re é s e n té  à la f igure  1-5'  .

F ig u r e  1-5 'plan de phase de 1' équation (1 ,1 1 )

Cet  e x e m p le  m on tre  auss i  que la ¡u- c o n s i s t a n c e  en t n 'e s t  

pas tou jours  v é r i f i é e .  C on s id éron s  la so lut ion CD du p r o b lè m e  

réduit .  Cette  so lut ion  ne peut pas être  q - c o n s i s t a n t e  en t .
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En ef fet,  s i  T] et ct sont a s s e z  petits ,  toutes les solutions  du s y s tè m e  

co m p le t  i s su e s  de {  (t, z) : t € [ t^ ,t  + ct ] ,  |j z - z ° ( t )  || - r/ }  d é c r o i s s e n t

en y et donc  ne peuvent a t t e in d r e { ( t  , z) : t€  [ tQ - ct , tD ] , ||z-z°(t) || < r/ }

R e m arqu o n s  e n c o r e  que l ' in troduct ion  de la q - c o n s i s t a n c e  

en t p e r m e t  d 'é tu d ier  le " se n s  physique"  des solutions  z °  d iscont inues .

En ef fet,  c e l l e s - c i  peuvent ê tre  p - c o n s i s t a n t e s  en t , a lo r s  q u 'e l l e s  neo
peuvent pas ê tre  cons istantes  en t . P a r  a i l leurs  ce c o n ce p t  c o r r e s p o n d  

bien  à l ' id é e  intuitive que l 'on  peut avo ir  du " se n s  p h y s iq u e " .  Etant 

donnée une e r r e u r  T] auss i  petite que l 'on  veut,  la so lut ion  z °  approche  
des solutions du s y s tè m e  co m p le t  à T] p r è s ,  sauf p e u t -ê t r e  sur  un 

e n s e m b le  de longueur a auss i  petite que l ' o n  veut.  Notons cependant que 

cette  d e s c r ip t i o n  ne s e m b le  pas a p p rop r iée  à l 'étude de solut ions  z °  d i s c o n ­

tinues en des instants h ,  t. -------* oo . C o n s id é r o n s ,  par  e x e m p le ,  l ' o s c i l ­

lateur de van der  P o l  ( 1 . 1 0) dont le plan de phase approch é  es t  r e p r é s e n ­

té à la f igure  1-4 .  Etudions la solution z ° E  AB C D A  p ér iod ique ,

de p é r io de  T ,  défin ie  sur  [ t , oo [ .1 1  est  a lors  évident que toute 

so lut ion z€ s ' e n  é c a r t e r a  f o r tem ent  ( || z € ( t ) - z °  (t) || è  rj) l o rs  

des sauts BC et D A .  Ce phénomène apparaît  en un temps s u p é r ie u r  à
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T (e) /  o, et dès lors puisqu'il y a une infinité de sautg,

V e > o,  l im  ¡U {  t e[  tQ, t + n T ] : || z£ (t) - z ° ( t )  |J >  î] }  >  l im  n t (e) 
q —> oo

= oo .. Cette  so lut ion  ne s e r a  donc  pas (u - cons is tante  en t ,' o
a lo rs  que la m e m e  so lut ion  défin ie  sur  un in terval le  f ini quelconque 

l ' e s t .  En e f fet  T ( e )  —> o si  € —> o .

PROPOSITION 3. Toute  solut ion cons istante  en t (lu - con s is tante-----------------------------------------------------  o —----------------
en t ) est  cons istante  en t, è  t , t, 6  I (lu - con s is tante  en t. ).—  o'  --------------------------------- 1 o 1 ------------------------- 1

DEFINITION 3 . La  solut ion z °  est  cons istante  (iu- con s is tante )

s i  pour tout t € I, e l le  est  cons istante  en t ( /U-consistante  en t ).^ o o o /

PROPOSITION 4 .  Une solut ion z °  est  cons istante  (lu - c o n s i s t a nte)

si  et seu lem ent  s ' i l  ex iste  une suite t -----a ,  L € I, tel le que pour

tout t . , z °  so it  cons istante  en t. ( n - co n s is tan te  en t.) .-------- i --------------------------------- i ------------------------  î

DEFINITION 4 .  La  solution z °  est u n i fo rm é m e n t  ^ - c o n s i s t a n t e  si 

( v?7> o)(  V CT < o) ( a e Q > o ) ( v e : o  < e )( V tQ e l ) ( a  z ( . , tQ, z^ , e ))

{  t>  t , t e i }  c J et /u{t è t  , t  e I : || z € ( t ) - z ° ( t )  || 77 }  < a .

DEFINITION 5. La  solution z °  est u n i fo rm é m e n t  cons istante  si 

(V ri > o) ( 3 € q > o ) ( y  e :o <  e « e  ) ( y t  e l ) ( a  z ( .  ; tQ, z^ , e) )

{ t > t , t e l } c  J et )u{t > tQ, t e I : || z€(t) - z°(t) || ^ r]} = o

On d é m o n tre r a i t  tout c o m m e  pour les  propos i t ions  1 et 2, que 

les déf initions de co n s is ta n c e  et de c o n s is ta n c e  u n i fo rm e  sont des g é n é ­

ra l isat ions  très  im m é d ia te s  des défin itions c o r re s p o n d a n te s  i n t r o ­

duites en [ 2 7  ] .



19

PROPOSITION  5. Une solution z °  est  u n i fo rm é m e n t  yu - c o n s i s ­

tante si et seu lem en t  si  il ex iste  une suite T -----*■ a te l le  que pour

tout i € N,
__________  .*VA

( y r ] 0  o ) ( v  tJ > o) ( 3 €Qi > € o( t?, ct) > o ) { y e : o  < 6 ;t., z ^ . ,  e))

{ t  > t . , t  € i }  CJ et iu{ t >  U, t e I : || z e ( t ) - z ° ( t )  (J ^  T] }  < a .

De m ê m e  une so lut ion z °  est uni f o r m é m e n t  cons istante  si  et seule  - 

ment  s i i l  ex is te  une suite T —* a te lle que

( V V >  ° ) ( 3 e oi ^  e0 ( /?) > ° ) ( v  e : o ^ e  < e o i ) ( 3 z( .  ; t., z * .  , e ))

{  t ^ t . ,  t e l}cJ et /j {  t ^ t . ,  t e l : | | z £ (t) - z ° ( t )  || >  77 }  = o

Cette  p r o p o s i t i o n  d ém on tre  que si  le s y s tè m e  c o m p le t  

e s t  autonome (ou si  u - a > T et le s y s tè m e  c o m p le t  est  T„ p é ­

r iod ique) ,  la c o n s is ta n c e  en t d 'une solution z °  constante  (ou 

T - p é r i o d i q u e )  es t  équivalente à sa c o n s is ta n ce  u n i f o r m e .  De m ê m e  

et dans les m e m e s  condit ions  la /u - c o n s i s t a n c e  en t es t  équivalente 

à sa yu - c o n s i s t a n c e  u n i fo r m e .

Supposons l ' e s p a c e  de Banach Z de d im e n s io n  f in ie .  Supposons 

de plus que les  solut ions  du sy s tè m e  c o m p le t  existent ,  sont d é t e r m i ­

nées de fa ço n  unique par  leurs  condit ions init iales  (t , z ^ ) ,  en d é p e n ­

dent cont inuement  et peuvent ê tre  p ro lo n gé e s  ju s q u 'à  la f r o n t i è r e  de 

fi ou ju s q u 'à  l ' in f in i .  A l o r s  on peut én o n ce r  la

PROPOSITION  6 . Une solution z °  (t) continue et te l le  que 

3  r/o >  o, y  t £ I, B (z° ( t ) ,  7} ) C fi , est  u n i fo rm ém en t  c o n s i s ­

tante s i  et seu lem ent  si

( v  V > o)( 3  e o > o)( v  e :o  < e <  €q)( 3  z ( .  ; tQ, z ^  , e ) )

J  = I  et ju { t  e I  : U z€ (t) - z ° ( t )  Il >  77}  = o
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D é m o n stra t io n .  Il suffit  de d é m o n tre r  La condit ion  n é c e s s a i r e .  

Soient Tj -  Tj, > o f ixé  et a < t < t , t € I, t e I q u e l co n q u e s .  En

utilisant la p r o p o s i t i o n  5 et en y posant Tj -  Tj ̂  m in  ( 77̂ , Tj )̂, on

d éterm ine  = £ ^ 77) Puis on f ixe  € : o < e €q . La  m ê m e  p ro p o s i t io n  5

a s s o c i e  à chaque L une solut ion z^ (. ) = z ( .  ; L , ZQ <̂ e ) qui pour  tout

t. < t pénètre  dans B = { ( t , z )  : t ^  t ^  t , || z - z ° ( t )  j| <  7) }  . Soit 1 3 ,  3. D l*

a lors  (t . , z  .) € B tel  que z . = z€ (t .), et puisque B est  co m p a ct ,01 o r  01 1 01

cette  suite p o s s è d e  une va leur  d 'a d h é re n ce  (t^, z^ ).  En util isant la p r o p o ­

sit ion 1 , on d ém on tre  que z ( .  ; t , z € , e )  est  défin ie  sur  I tout ent ier .0 0

Fin a lem ent  supposons  par l 'a b s u rd e  que t € I, || z€ ( t ) - z  (tj || ^  7/̂  }  > 0 . 

Dès lors  il ex is te  un interva l le  [ t , t^] tel que M (K) > o, où

K = {  t € [ t , t^] , Il (t) - z° ( t )  || ^  7?̂  }  . P a r  a i l leurs  en v e r tu  de la 
cont inu ité  des solutions en fonct ion  des condit ions  in i t ia les ,  i l  ex is te  

z^ (. ) tel que y  t e L t^, t^] , || z^ (t) - z € (t) || «S . On en déduit

.  o ^ 1
y t  e K, || z fc (t) - z ° ( t )  || ^  —  , d 'où  K C

1/ La

L = {  t € [ t c> td ] , || z^ (t) - z ° ( t )  || > Vz }  et n (L) > o,  ce  qui

est c o n t r a i r e  à l 'hypothèse .
C Q F D.

Cette  p r o p r ié t é  p e r m e t  d ' in t e r p r é t e r  la c o n s is ta n c e  u n i fo rm e  

c o m m e  une c o n s is t a n c e  tant dans le futur que dans le p a s s é .  M a lh e u ­

reusem en t ,  dans le cas  de la q - c o n s i s t a n c e ,  les  résu ltats  que l ' o n  

pourra it  obten ir  sont plus r e s t r i c t i f s .  C o n s id é r o n s  en ef fet  le 

s y s tè m e  c o m p le t

k  = 1 x 2 
€ÿ = e x p ( -y )  [ e x p ( -y )  - 1 + (1 - x ) e x p  ( -  ^----  ) ]

dont les o rb i te s  sont d é c r i t e s  par les fonctions
x 2 x - 1

y ~ l°g  [ 1 - e x P ( -  ~ 2 ~ ç  ) + °  e x P (" g ) l

où a est  un p a r a m è t r e  r é e l .  Il y c o r r e s p o n d  le plan de phase de la
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F ig u r e  1-6.

f igure  1-6 .  L o r s q u e  € —> o, en plan de phase^garde une al lure  

s i m i l a i r e ,  la s é p a r a t r i c e  y = log [1 - exp ( -  )] se  r e s s e r r a n t  s u i ­

vant l 'a x e id e s  x .  Dès lors  on peut: fa c i l e m e n t  en dédu ire  la fu - c o n s i s ­

tance un i fo rm e  de la so lut ion  z °  du p r o b lè m e  réduit ,  définie  par

x  = x  + ( t - t  ) o o '
y = o

De plus la s é p a r a t r i c e  étant f o r m é e  de deux o r b i t e s ,  on voit .tout  de 

suite q u ' i l  n 'e x i s te  pas de so lutions  z € du p r o b lè m e  c o m p le t  

qui a p p ro x im e  z °  pour  tout t^ 6 E . Rem arqu ons  f ina lem ent  que z °  ne 

v é r i f i e  les équations du p r o b lè m e  réduit  que y  t /  tQ- x  , c e  qui 

d 'a i l l e u r s  es t  c o m p a t ib le  avec  la définition de so lut ion  ut i l i sée  dans

ce  texte.
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F in a lem en t ,  on v é r i f i e  tr iv ia lem ent  la

PROPOSITION 7. Toute  so lut ion z °  u n i fo rm ém en t  consistante  

(un i form ém ent  ^ -consistante)  est cons istante  (y - c o n s i s t a n t e ).

3.  Définit ions  des c o n c epts de C on s is tan ce  C om p lè te

L es  définitions énoncées  au paragraphe  Z peuvent e tre

p a r t i cu la r i s é e s  en im posant  q u 'e l l e s  so ient  v é r i f i é e s  pour  toutes

les solutions  z ( .  ; t , z 6 , €) qui en t sont p ro ch e s  de z ° ( t  ) . On
O O o o

obt iendra  ainsi  des défin itions p roch e  parentes  de la stabi l i té  à la

Liapounov .

DEFINITION 6 . La  solution z °  est c o m p lè te m e n t  ¡ j - con s is tante

en t si —  o

( V  V >  o){  V cr >  o ) ( a e o >  o)( a  ô >  o) ( y e : o  <  € ^ 6 Q) { y z ( .  ; tQ, z ^ ,  e) :

Il Z o _Z° ( to) ! !< ô) ’ 1 ^ t o , t e l } C J et 

jw {  t ^ t ^ . t e  I : ||zÊ(t) - z ° ( t )  || 3s r] } <  o

DEFINITION 7. L a  solution z °  est  c o m p lè te m e n t  consistante

en t si ----  o

( V f]> o) (3 eo > o)(  3 6 > o) (ve : o < e <eo)(v z(. ; tQ, Z  ̂ , e ) :

|| z* - z °  (t ) || < 6) , {  t > t Q, t € I } C  J et

ju { t  ^  tQ, t e I  : || z € (t) -  z ° ( t )  || s* 77 }  = o

L e s  r e m a r q u e s  que nous avons faites  sur  les déf initions 1 et 

Z peuvent ê tre  r e p r i s e s  c o m m e  t e l l e s .  En p a r t i cu l i e r  les propos i t ions  

1 et Z sont va lab les  in ex tenso .  P a r  contre  on ne peut plus d é m o n t r e r  

l 'équivalent  de la p r o p o s i t i o n  3.  En effet ,  c o n s id é r o n s  le s ys tè m e
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x = 1

€ ÿ 1 = x  Yl + y 2 

e ÿ 2 = - yi  + x y 2

et sa so lut ion

x = A + t

r t t ?y J  = [ B co s  -  + c s i n -  ] exp [ (A + t) /2e ] 

y 2 = [ -B  s in j -  + C c o s |  ] exp [ (A + t)2/2e ]

où A ,  B et C sont des c o n s ta n t e s . Dans le plan (y , y ), le m ouvem ent
i-  La

est une sp ira le  de rayon

r (t) = ( y j  + y \ )1//2 = (B2 + C 2 ) l / 2  exp [ (A + t)2 / 2  € ] .
2 2 1 / 2  2Soit r la va leur  de r pour  t = - a. A l o r s  r = (B + C ) e x p [ ( A - a )  / 2 e ]

et

'(t) r exp o
(A + t)2 - (A - a)2 

2 e

Supposons A - a < o  et t € ] - a, a - 2A[ . Il est  a lors  évident que
2 2(A*t) - (A -a )  < o et, r^ étant f ixé ,  r(t) —» o si  e ----- » o .  P a r

Z 2contre  si  t /  [ -a ,  a - 2 A ]  , (A+t) -  (A -a )  > o et r(t) — oo si

€ — à. o .  Supposons maintenant a >  b > o et c o n s id é r o n s  la solution

z °  : [ -a,  b]  —x R 3 , t i----  ̂ (t, o , o)

du s y s tè m e  réduit .  F ix o h s  T] > o et c h o i s i s s o n s  6 < m in  (rj, a - b
)

et €q > o que lconq ue .  A l o r s ,  util isant la n o rm e  

||z || : m a x  ( |x |, (y2 + y 2 ) 1//2) , ( y z ^ f  B( (,-a, o, o ) ,  <5 ))

[ c . à . d .  v ( A , B , C )  : |A | < ôj ,  ( B2 + C 2 ) l / 2  e x p -| ^ L  < ô ] ,  et (y  t e j ) .
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Il ze( t ) - z ° ( t )  || = m a x  ( |A |, (B2 +C2 )1/ /2 exp [ (A+t)2 / 2 e]  ) «

< m a x  ( | A |, (B 2 +C2 )1/ /2 exp [ (A - a ) 2 / 2 e ]  ) < ô <  7/ .

C e c i  d ém on tre  la c o n s is ta n ce  com plè te  de z °  en t = - a .  P a r  a i l leurs ,  --------------------------------- ---- ----------  ----  o
si  t j e ] - b ,  b[ , on peut p ro u ve r  que z n 'e s t  pas c o m p lè t e m e n t  ¡j, - 

c ons istant  en t, > t . En effet si

A =o, (B2 +C2 )  ̂^2 = ( ô / 2 ) e x p ( - t 1 /2e )  et t e ]  ^  |, b [ , a lors

Il z ( t ) - z ° ( t )  || = (B2 +C2 ) 1 //2 e x p ( t 2 / 2  e) * ( ô / 2 )  exp (t2 - t^ ) /2  e -----». oo

s i  e —* o .  On en déduit

n{ t > t j  , te I ,  Il z e ( t ) _ z ° ( t )  Il 2* 7] }  — * b -  |t1 | f  o.

P a r a l l è l e m e n t  aux défin itions 3 , 4  et 5 on introduit  ensuite 

les définitions  suivantes .

DEFINITION 8 . La  solution z °  es t  c o m p lè te m e n t  cons istante  

( co m p lè te m e n t  q - c o n s i s t a n t e )  si pour tout t e l  cette  solution 

est c o m p lè te m e n t  cons istante  en t ( co m p lè te m e n t  ¡u - con s is tante )

DEFINITION 9. La solut ion z °  est u n i fo rm ém en t  co m p lè te m e n t  

^ - c o n s i s t a n t e  si

(v v>°)  (v CT > o ) ( 3 e Q > o ) ( 3  ô >o)( V e :o  < € « €  )(vt €I)( V z ( .  ;tQ, z eQ, e) :

I|z€ - z ° ( t  ) || < ô), j t  è t  , t  £ I }CJ et M O x o L o

q {  t ^  t t e l  : || z e(t) - z ° ( t )  || >  77 }  < a .

DEFINITION 10. La solution z °  est u n i fo rm é m e n t  co m p lè te m e n t  

cons istante  si
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( w >  o)(a eQ >o)(a 6 >o)-(ye:o < e <£Q)(y tQ e I)( y z ( .  > tQ, z*, e): 

Il z € -, z ° ( t  ) || <  ô) , { t » t  , t £  l } c J  et
Il O  O  1 O

M { t  > t Q, t £ l  : IlZ€ (t) - z °  (t) Il >7) j  = o .

C e s  définitions  sont l iées  par des propos i t ions  évidentes  t ra d u i ­

sant des  im p l i ca t ion s  logiques  s im i la i r e s  à c e l l e s  de la p r o p o s i t i o n  7, 

ou b ien à des im p l i ca t ion s  du type : une solut ion c o m p lè te m e n t  c o n s i s t a n ­

te est  c ons is tante ,  ou e n c o r e  du type : une so lut ion cons istante  est 

¡J.- c o n s i s t a n t e .  C es  d iv e r s e s  im pl ica t ions  seron t  s c h é m a t i s é e s  plus 

loin à la f igu re  7 ;

R e m arqu o n s  que le sy s tè m e  co m p le t  ( 1 .1 )  es t  équivalent  

au s y s tè m e

x = f(t, z,  e) 

ÿ = J  g(t, z,  e)

£ — o

( 1 . 12 )

défini sur  I x  l ; I x  f l x ^ o ,  E[  , L a  " so lu t io n "  (z, e) = (z (t), o)

est stable  à la Liappunov si  ( y  t £ I) ( y  T/ > o ) ( a € Q > o ) ( a ô > o )

(  y  £  : o  <  £  «  £ q ) ( V z ^  : || z ^  || <  ô )  ( V  t  * t Q , t  £  I )  || z 6 ( t ) - z ° ( t )  || <  7? .

Dès l o r s ,  l 'équ iva lent  de la p ro p o s i t io n  2 pour la cons istante  c om plè te  

m on tre  que la c o n s is ta n c e  co m p lè te  de z °  peut être  in terp ré tée  

c o m m e  la stabi l i té  de (z ° ( t ) ,  o) pour le s y s tè m e  ( 1 .1 2 ) .  La  d i f f é re n ce  

entre  ces  deux notions prov ient  de ce  que ( z ° ( t ) , o )  € f r  $  et 

n 'e s t  pas une so lut ion  au sens c la s s iq u e .  De plus le deux ièm e  m e m b r e  

de (1 .1 2 )  n 'e s t  pas défini  le long de (z ( t ) , o ) ,  et p o s s è d e  un pôle  

éventuel  en £ <= o.
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R em arqu on s  f ina lem ent  que la not ion de c o n s is ta n c e  c o m p lè te  

un i form e  est  une ex tens ion  im m édia te  de la définition de stabi li té  

totale [ 2 9 ] .  L 'unique d i f f é re n ce  provient  de ce  que l ' o n  c o n s i d è r e  i c i  

des s y s tè m e s  dont les perturbations  peuvent être  s in g u l iè r e s .

4 .  T r a n s f o r m a t i o n  de v a r ia b le s .

Dans la suite du texte nous se ro n s  amenés  à c o n s i d é r e r  des 

t ran s form at ion s

Z  = z - z ° ( t )  (1 .1 3 )

où Z °(t)  -  ( x ° ( t ) / y ° ( t ) ) e s t  une fonct ion  dér ivab le  en t. Le s y s tè m e  

c o m p le t  ( 1 .1 )  s ' é c r i t  a lors

x  = f(t,  z + z ° ( t ) ,  e)  - x ° ( t )  (1 .1 4 )

e ÿ  = g ( t , z  + z ° ( t ) , € )  - € ÿ° (t )

Notons
ip -  {  (t, z ) t € I, z + z° ( t )  € }

l ' e n s e m b le  sur  lequel  est  définie l 'équat ion  d i f fé rent ie l le  (1 .1 4 )  et 

soit

z (t; t , z€ , e)  = "z6 (t)' 0 0

sa so lut ion gén éra le  défin ie  pour  t € J (t^, z^ ,€  )

R em arqu ons  que si t es t  f ixé  avant z € et si  ~z~ et z € sont n n o 0 0 0
l iés par  la re la t ion  (1. 13), a lors  :
1° à toute so lut ion  z Ê(t) des équations (1 .1 ) ,  déf in ies  sur  un interva l le  

J, c o r r e s p o n d  une solut ion z (t) = z ( t ) - z  (t) de (1 .1 4 ) ,  défin ie  sur  

le m ê m e  in terva l le  J ;

2° z 6 : K z^ - z ° ( t o ) j| < ô est équivalent  à z^ : ||z  ̂ || < ô ;

3° ||zÊ(t) - z ° ( t )  U < ri est  équivalent  à || (t) || < rj.

Ces r e m a r q u e s  prouvent  que les défin itions de c o n s is ta n c e  introduites  

c i - d e s s u s  sont indépendantes de la t ra n s fo rm a t io n  de c o o r d o n n é e s  

(1 .1 3 )  au sens  de la
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PROPOSITION 8. Si z °  est une solut ion d é r ivab le  des  équations 

du s y s tè m e  réduit (1 -2 )  et si  l ' o r ig in e  (z o)  v é r i f i e  l 'une des d é f in i ­

tions de c o n s is ta n c e  par  rapport  au s ys tè m e  c o m p le t  ( 1 .1 4 ) ,  a lors  z °  

v é r i f i e  la déf in it ion  c o r re sp o n d a n te  par  rapport  au s y s tè m e  c o m p le t  (1 -1 ) ,  

et v i c e  - v e r s a .

5. R é s u m é  du chapitre

Il peut ê tre  utile de rap p e ler  les définitions que nous avons i n t r o ­

duites dans ce  chapitre  . Le  tableau I reprend  les  définitions  de c o n s i s ­

tance et ¡U- c o n s i s t a n c e ,  le tableau II les déf initions de co n s is ta n c e  

com plè te  et q - c o n s i s t a n c e  c o m p lè t e .  L es  im p l i ca t ion s  log iques  im m édia tes  

entre ce s  concep ts  sont r e p ré s e n té e s  à la f igure  1-7 .

F i g u r e  1 - 7 -  im p l ica t ions  entre concepts  de s tab i l i té .



TABLEAU I - Définitions des concepts de Consistance (paragraphe Z).

/j - cons is tant  en t (ju C - t Q)

tQ€ I( yT] > o)(  y a  >o)( 3  £q> o)( V € : o < £ ^ e Q) ( 3 ^ ( 0  ) i t 3*t , t e l }CJ etju(E) < a . L 0

- con s is tant  (/UC )
( y t o el)(  vrç > ° ) ( V e7>o)(  3 £q > o ) (V e :o < e  < £ o ) ( 3 z € (t) ) { t  > t  , t e I j c J  et ju(E) < 0  . L 0

uni form ém ent  ¡u- c o n s is ta n t  (U pC.)

( y  f] > o ) (y  a> o ) (3 € o >°) (  V £ ;o<€ ^ £ q )( V tQ€l) ( 3  z € (t)) {  t »  t , te I}CJ et m (E) < a .

consistant  en t ( C -t ) o o
t £ I (y 7)> o) ( a e  > o)( y e : o <  £ <£ ) o o o

( 3  z € (t) ) { t  »  t , t € I}CJ et jj. (E) ^ 0

consistant  (C )
( y  t € l ) ( y  T) >o) ( 3 £q > o ) ( y  £:o < £ <£q) (3 z £ (t) ) { t  » t Q, t  e l }CJ et p (E) = 0

un i fo rm ém en t  cons istant  ( U C)

(y?? >°)  ( 3 £q > o ) ( v £ : o < £  I) ( 3  z € (t)) -j t>  t , t e l }CJ et n (E) = 0 L 0

E = {  t > t  , t £ I : || z;€ (t) - z °  (t) || >  r, }
L O

___________________________ ______-1
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TABLEAU II - Définitions des concepts de Consistance Complète (paragraphe 3).

complètement U -consistant en tQ (C/uQt^) 

t el (y 7? > °)(v CT >°)( 3€Q>o)(3 ô>o)( v ê :o< £ ^ 0) 
complètement lu-consistant (C luQ

( v t e I)(y77 >o)(ya>o)(aeo>o)(aô>o)( ye:o< e «  e j  

uniformément complètement /¿-consistant (U CPC)

(v  Z€(.): !|ze(to)-z°(to) |[< «){ t * o> te I}CJ et Ai(E) < a 

( y z e(.): ||z€(to) - Z°(to) || < 6) { t>  to, te I } C J et aî (E) < a

(y r] > o )(v a > o )(3 eo>o)(3 ô > o )(v e :o < e ^ o) (v t oe l)(v z e(.):||Ze(to)-z°(to)|| <ô){ t> tQ, t e i j  C J et ME) < °

complètement consistant en t (CC-tQ)

V l ) ( V D > o )  ( 3 £ o> o ) ( a 6 > o ) ( V € - . o < e < € 0) ( V z £ (. ):  l l -£ (tQ) — ° ( t Q) Il < V  t £ l } c J et rfE) = O

co m p lè te m e n t  consistant  (Ce)
( y t o e l ) M > o )  ( 3  e o> o ) ( a  ¿>o)( v e : o < e ^ o ) ( V z € (.  ): || z € (to ) - z ° ( t o ) || < 6) { x >  tQ, t e l }CJ et »  (E) = °

uniformément complètement consistant (UCC )
(VT7>o) (3 e o>o)(3ô>o)( ye:o< e * € q )( v  tQel)( y  z€(. ): Il ze (tQ) - z°(tQ) || < 4 ) { & t Q, t e  1} CJ et^(E)= o

E = {  t »  t , t e I : || z€ (t) - z ° (t )  || 77}  .L n "
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6. N otes .

Le  f o r m a l i s m e  que nous avons introduit répond à cer ta ines  

p réoccup at ions  de c a r a c t è r e  pratique qui ont été e x p o s é e s  dans 

l ' in trodu ct ion  de c e  texte .  Il est cependant utile de r e m a r q u e r  que 

les  concepts  de co n s is ta n c e  permettent  de rendre  com pte  d 'une part 

im portante  de la l i t térature  concernant  l 'a p p ro x im a t io n  des solutions 

du s y s tè m e  c o m p le t .

A .  N. TIHONOY [6 7 ]  a étudié un s y s tè m e  co m p le t

x = £(t, x ,  y)

€ ÿ = g(t, x,  y)
tel que g(t,  x,  y)  = o p o s s è d e  une rac ine  y = h(t, x)  i s o l é e .  C on s id érant  

l 'équat ion  des cou ch es  l im ites

= g ( t . x , y ) .

cet  auteur suppose  que le point s ingu l ier  y = h ( t ,x )  e s t  a t tracteur  et 

p o ss è d e  une ré g io n  d 'a t t ra c t ion  A(t,  x)  £  Rm . Les  résultats  de 
A .  N. TIHONOV c o n c e r n e n t a l o r s  la c o m p a r a i s o n  de la so lut ion  z° ( t )  

du p r o b lè m e  réduit définie  pour t £ [ t^ . t^ ]  e *- 6 'une so lut ion

z(t;t  , x ° ( t  ), y £) du p r o b lè m e  com ple t ,  où y £ £ A(t , x ° ( t  ) ) .  o Q O O O O

On d ém on tre  que la  s o l u t i o m z £(t) tend v e r s  z ° ( t )  pour  £ —> o ; de 

plus V cr > o cette  c o n v e r g e n c e  est  un i fo rm e  sur  l ' in te rv a l le

[ t + a ,  t j ]  . F . C .  H O P P E N S T E A D T  [3 3 ]  par le  dans ce

cas de " d é g e n é r e s s e n c e  r é g u l i è r e " .  Une analyse  de ce  t h é o r è m e  c o n ­

duit à la c o n c lu s io n  qu ' i l  aurait pu etre  d ém on tré  c o m m e  suit:

1 ° en ut il isant  la continuité  en fonc t ion  d 'un p a r a m è tr e  des solutions 

du s ys tè m e
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ds
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= £ fit  + €s , x,  y)o

S  = 8 (to + £ s ’ x ' y ) ’

et l 'a t t ract iv i té  du point s ingul ier  (x ° ( to ) , h(tQ, x 0 (tQ) ) du s y s tè m e  

lifriite (e = o) ,  on peut c o n c lu r e  que ( y  ô >o)( a  S >o) tel  que pour € 

a s s e z  petit,  la so lut ion  z Ê(t) atteint en un temps t + e S un vo is inage

de z ° ( t  ) ; on en déduit ensuite,  en vertu  de la continuité de z , que 2 v o

z €(tQ + € S) atteint un vo is inage  6 de z °  (tQ + € S);
2° en ut il isant la c o n s is ta n c e  com plè te  et un i fo rm e  de z ° ,  on d ém ontre

f ina lem ent  que || z e ( t ) - z ° ( t )  ||< T], y  t e  [ t  + € S , t ^ ] .  La  partie

non t r iv ia le  de cette  d ém onstra t ion  se  réduit donc  b ien  à d é m o n tre r  

la c o n s is ta n c e  c o m p lè te  et un i form e  de z ° .  R e m arqu ons  par  a i l leurs  

que la thèse de A .  N. TIHONOV im plique  la q - c o n s i s t a n c e  de la 

so lut ion  du p r o b lè m e  réduit défin ie  par les re lat ions  "z°(t ) = (x ( tQ) » Y 0 )» 

z° ( t )  = z° ( t )  pour  t e ]  t , t  ̂] . Cependant  on ne peut déduire  de 

cette  thèse ,  la c o n s is ta n c e  en t de la so lut ion z ° ,  b ien que cette  p r o ­
pr iété  se déduise  des hypothèses  du t h é o r è m e .  Le m e m e  genre  de 

r e m a r q u e s  peut ê tre  fait  à propos  des gén éra l i sa t ions  u l t é r ie u r e s  de 

ce  th é o r è m e  [ 3 ] , [ 2 3 ] , [ 3 0 ] , [ 5 2 ] . . . .  Il

Il faut e n c o r e  noter  que certa ins  auteurs se sont attachés à 

e s t i m e r  la v i t e s s e  de d é c r o i s s a n c e  de || z ^ ( t ) - z ° ( t )  j| en fonc t ion  de €

et || z e (to ) - z ° ( t o ) || , [ 4 ]  , [ 8] , [ 9] . [ 34] . . . Cette  dépendance  en £ 

im plique  cer ta ins  concepts  de c o n s is t a n c e .  Il es t  cependant  évident 

que ce s  résu ltats  sont plus p r é c i s  que ceux  que nous étudions i c i .

En p a r t i cu l i e r  l 'é tude  des  déve loppem ents  asym ptot iques  de z € (t) [74 ]  

conduit  à la m ê m e  r e m a r q u e .
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P a r  a i l leurs  J.  J.  LEVIN et N .LEV IN SO N  [4 2 ]  ont énoncé  

un th é o r è m e  ( th é o rè m e  1) dont la thèse est  la c o n s is ta n ce  co m p lè te  

en t = a d'une so lut ion  z° ( t )  = {</> (t), t ) ) . L a  co n s is ta n c e  co m p lè te  

et un i fo rm e  apparaît  d 'a i l l e u r s  dans la d é m o n stra t io n  du th é o r è m e  1 . 2 .

Il faut auss i  noter  que la thèse du t h é o r è m e  1 énoncé  par 

N .LE V IN S O N  [4 3 ]  est  à peu de ch o se s  près  la ju - con s is tan ce  com plè te

en t .o
L e s  e x e m p le s  physiques d 'ap p l i ca t ion  de la c o n s is ta n c e  sont 

n o m b re u x  L .  O.  CHUA & G. R.  A L E X A N D E R  [ 1 0 ] ,  C . A .  DESOER 

et M . J .  SHENSA [1 2 ]  ont étudié l ' e f f e t  d ' inductances  et ce  c a p a ­

c i tés  p aras i tes  sur  les équations de ré se a u x  é le c t r iq u e s  et sur  leurs  

so lu t ions .  Plus  p a r t i cu l i è re m e n t  T . E .  STE RN  [6 3 ]  a étudié en 

détail  un m ult iv ib ra teur  à t ra n s is to rs  dont les cap ac i tés  de jonct ions  

sont su p p o sé e s  p a r a s i t e s .  P . V .  KOKOTOVIC [35 ]  s ' in té r e s s a n t  à 

des p r o b lè m e s  de c o n trô le ,  a ut i l isé  des s y s tè m e s  f o r m é s  d'une 

g é n é r a t r i c e ,  d 'un m o t e u r  et d 'une am pl idyne .  On t r o u v e r a  dans cet 

a r t i c le  des r é f é r e n c e s  d 'app l ica t ions  à des  réac t ions  ch im iques  où une 
enzym e  se  trouve  en petite quantité,  à l 'a p p ro x im a t io n  d 'un vo l  de 

fusée ,  à l 'é tude  de s y s tè m e s  de pu issance  où lliôn nég l ige  la réac tance  
de m ach in e s  synchrones  . On t ro u ve ra  d 'autres  e x e m p le s  physiques 

dans K . O .  FRIEDRICHS [19 ]  , L .  A .  S E G E L  [60 ] . . .  Il est  in téressant  
de noter  f ina lem ent  que Y u . I .  NEIMARK et N. A .  F U F A E V  [ 50] 

ont étudié un s y s tè m e  m écan ique  à l ia isons  non h o lo n o m e s  qui 

p résente  les c a r a c t é r i s t iq u e s  de l ' e x e m p le  p .2 3 .

Dans cer ta in s  cas  d ' e s p è c e ,  il  peut ê tre  utile d 'é te n d re  les 

définit ions  que nous avons in troduites .  P a r  e x e m p le  L . S .  PO N TR Y AG IN  

et L . V .  RODYGIN [55 ]  ont étudié le s y s tè m e  c o m p le t

*  -  f ( x . y )
e ÿ = g(x,  y)
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en supposant que l 'équat ion  des couches  l imites

âf =B(x-y>
p o ss è d e  une so lut ion  pér iod ique  y = y ( s , x )  de p é r io d e  T (x ) .  Ils 

y a s so c ie n t  le " s y s t è m e  des va leurs  m o y e n n e s "

1 f  T W  ~x =  --------  \ f (x ,  y (s , x) )ds
T(x )  J0

qui joue  le rô le  du s y s tè m e  réduit ,  et cherch ent  a lo rs  à p r o u v e r  qu'une 

solution du s y s tè m e  des va leurs  m oyennes  es t  p r o ch e  de so lut ions  du sys tèm e 

c o m p le t .  P a r  a i l leurs  cherchant  à fa i r e  le l ien entre ce  p r o b lè m e  

et ce lu i  p o sé  par  A . N .  TIHONOV [ 6 7 ] ,  M .  F R E N K E L  [ 1 7] a c o n s id é r é  

un s y s tè m e  c o m p le t

x  = £(x,0 ) + F (x, y , 6 , € )

e y = j3 (x)y + G(x,  y,  6, € ) ( 1 .1 5 )

€ 6 -  w (x) + S(x,  y, 0 , £ )

où x  e R n , y e Rm  et G  £ R . Supposons entre autres ce  s y s tè m e  continu 

et pér iod ique  en 0 de p ér iode  unité et | S(x,  y,  9 , e) | ¿S G( ||y || + € ).
Il y c o r r e s p o n d  u n " s y s t è m e  des va leurs  m o y e n n e s "

ar = £  e >de
dont on étudie une so lut ion  x° ( t )  défin ie  sur  [ o ,  L] et telle  que

x ° ( o )  = x q . Soit  (x£ (t), y Ê(t), 0€ (t))= ( z e (t), 0€ (t) ) la so lut ion  du

s y s tè m e  c o m p le t  défin ie  par les  condit ions  init ia les  x  , y  , 6  en
o o o

t = o .  On d é m o n tre  ensuite ( th éorèm e  de cen trage )  que moyennant  

cer ta ines  hypothèses  et pour  autant que e + ¡y | so it  a s s e z  petit et 

0q€ [ o , oo L , a lo r s  :

a: les fonct ions  x ^ .y ^ ,  9Ê sont définies  sur  [ o , L ]  ;

b:  l im  x C(t) -  x ° ( t ) ,  t €  [ o, L] ;
e -* o
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et V CT > o l im  y£ (t) = o , t € [ O , L]  ;
€ —». O

l im  |  e 9 - u (x° (t)  ) | = o , t e  [ a , L ]  ;
e o

la c o n v e r g e n c e  étant u n i fo r m e .
Tout  c o m m e  pour le th é o rè m e  de A .  N. TIHONOV, on aurait  pu 

d é m o n t r e r  que:
1 ° par  continuité des  solutions en fonc t ion  d 'un p a r a m é t r é ,  la 

solut ion z e (t), 0€ (t) atteint en t = t^ + € S un v o is in ag e  ô de 

l ' e n s e m b l e  M(t)  = {  (z,  0) : z = (x° ( t ) ,  o) }  .

2 ° le c on cep t  ^  :

( y  7]>o) (  3 ô>o)( a e o >o)( y e : p <  e < e 0) ( v  to €[o ,  L] ) ( v (z€o , 6^) e B(M(tQ), 6))

( V t e J n [ o , L ] )  ( ze (t), e€ (t)) e B(M(t) ,  T]).

est v é r i f i é .
On peut en dédu ire  a lo rs  que la so lut ion ( z e (t), 0£ (t) ) atteint en un

temps t + e S < cr le vo is inage  ô de M (t^ + € S), et puis de m e u re

dans B(M(t ) ,  77), On déduit de la continuité et de la p é r io d i c i t é  en 6

que le deux ièm e  m e m b r e  des équations (1 .1 5 )  est b o r n é .  Dès  l o r s ,  pour €

f ixé ,  les solut ions  sont pro lon geab les  sur  [ o , L ]  ce  qui dém ontre

la p r o p o s i t i o n  a.
L a  p r o p o s i t i o n  b se  déduit du concept  et du fait  que V t e  [ a , L]

€ d = u ( x e (t)) - w (x° ( t ) )  + S ( z€ (t), e€ (t), e)

1 e d ^ t —  - t*j(3c°(t)) | ^  |w(xe(t))-e(x0 (t)) | + |s(ze (t),0^ (t), e )|

<  O(e) + 0(e + o(e)).

L es  t h é o r è m e s  ébauchés  c i - d e s s u s  se ram ènent  donc  b ien à l 'étude 

du c o n c e p t ^  qui n 'e s t  r ien  d 'autre  que la c o n s is ta n ce  c o m p lè te  et 

u n i fo rm e  de l ' e n s e m b l e  M(t ) .  C e c i  ju s t i f ie  une extens ion  éventuel le  

de la notion de co n s is ta n c e  à des e n s e m b le s  fonct ions  du t e m p s .
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R em arqu ons  f inalem ent  que ce  texte passe  sous s i l e n ce  

l 'étude du s y s tè m e

x  = f(t,  x,  y 1 ..........y k - e)

€i ^ i  ~ g ( t , x , y i ..........Yk ’ e ) i = l , . . . , k .

où x  e R n , y € g ” 4  et € . +1/ € . - *  o .  La  d i f f é r e n c e  e s se n t ie l le  

avec  le p r o b lè m e  que nous c o n s id é r o n s ,  est  une c o m p l i c a t i o n  

des c r i t è r e s  de c o n s is ta n c e ,  les pr inc ipes  m is  en o e u v re  restant 

v a l a b l e s .
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C H A P IT R E  II

M ET H O D E GEOM ETRIQUE DANS LE P L A N

1 . Introduct ion.

C o n s id é r o n s  le s y s tè m e  co m p le t  autonome et du se co n d  o r d r e

x  = f (x ,  y)
eÿ = g(x. y) (2 . 1 )

où x  e R, y £ R e t f e t g  sont de c l a s s e  C^ . O n s  ait que les s y s ­

tèm es  autonomes du se co n d  o r d r e  peuvent fa c i l e m e n t  ê tre  analysés  

par l 'é tude  des o rb i te s  dans le plan de phase ( x , y ) .  Nous v e r r o n s  

que ces  m éthodes  g é o m é tr iq u e s  ou topo log iques  peuvent ê tre  ut i l i sées  

pour  d é m o n t r e r  des p r o p r ié té s  de co n s is ta n ce  ou de p - c o n s i s t a n c e .

R e p ré se n to n s  les  c o u rbe s  £ (x ,y )  = o et g(x,  y) = o dans le plan 

de phase de la f igure  I I -1 .  Une solution z °  du p r o b lè m e  réduit y est 

r e p ré s e n t é e  par  une suite de segm ents  de la c o u r b e  d 'équat ion  

g(x, y) = o, a lternant  avec  des  segments  de v e r t i c a l e s .  P a r  exe m p le ,  

la co u rbe  A B D E F O  r e p ré s e n te  une orb i te  T du p r o b lè m e  réduit,  

asymptot ique  au point s ingu l ier  O.

Dans un p r e m i e r  paragraphe  nous m o n tr e ro n s  c o m m e n t  c o n s tr u i r e  

un e n s e m b le  M pos i t ivem en t  invariant (*) par rapport  au s y s tè m e  

c o m p le t  ( 2 .1 ) ,  contenant l ' o r b i t e  T et contenu dans B (T ,  p )= {  z:

3  z'  e T ,  j| z - z ' j| < p }  , où p est aussi  petit que l ' o n  veut.

(*) Un e n s e m b le  M es t  p os i t ivem ent  invariant  s i  toute so lut ion  i s sue  
d 'un point que lconque  de M, y d e m e u re  dans le futur

(V 1 e i ) ( v x  e m )(v  t > t  , t e J) x(t) e M .  v o o o
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F ig u r e  II -1

Ensuite nous m o n t r e r o n s  que les sauts sont p a rco u ru s  en un temps 

" in f in im ent  c o u r t " .  F in a le m e n t  nous en déduirons  la jU -co n s is ta n ce . 

Toute  cette  étude s e r a  intuitive en ce  sens  que beaucoup  d 'hypothèses  

seron t  im p l i c i t e s  et se  déduiront  en gén éra l  des  f igu re s  c o n s i d é r é e s .  

Une d e s c r ip t i o n  m inut ieuse  des hypothèses  n é c e s s a i r e s  à cette  étude 

s e ra i t  fa s t id ieuse  et nuirait  p robab lem ent  à sa bonne c o m p r é h e n s io n .  

Il r e s te  cependant  que ce  chapitre  d é c r i t  une m éthode  d 'a n a ly se  et 

donne de plus une vue g é o m é t r i q u e  du p r o b lè m e  de la c o n s i s t a n c e .
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Notons f ina lem ent  que les chapitres  III et IV auront pour but d 'é te n d re  

ces  résultats  en ut il isant des m éthodes  plus analytiques .

2 .  C on struc t ion  d 'un e n s e m b le  M p os i t ivem ent  invar iant .

C o n s id é r o n s  tout d 'a b o rd  le segm ent  AB  de l ' o r b i t e  T .

Dans la suite ,  les  c o o r d o n n é e s  d 'un point tel que A seron t  notées

z A = (x . , y . ).  On peut a lors  c a r a c t é r i s e r  A B  c o m m e  suit:A v A 3 A

1° g ( x , y )  y es t  nul et l ' équat ion  g ( x , y )  = o y p o s s è d e  une rac ine  de

c la s s e  C y = h(x),  définie  pour  x  < x ^ ;  la f onc t ion  h p o s s è d e  un in v erse  
de c l a s s e  C 1 x = k(ÿ)) , défini pour  y > y ;
2 ° inf |f(x, y)| > o .
(x, g)e AB

D é f in is so n s  ensuite la rég ion

m a B( ° ) = { ( x >y):xA -o'< x < x B; y ^ y B ; x -k(y) < « M x j - y ^  }

r e p ré s e n té  à la f igure  II-2

F i g u r e  I I -2 .  C on struct ion  de (or)

R em arqu ons  que quel  que so it  p > o,  on peut tou jours  c h o i s i r  a 

a s s e z  petit pour  que M ^g(or )  C B ( T , p  ) .  D 'autre  part les  segm ents  

ab, a 'b '  et aa' sont tels que pour e a s se z  petit,  les solut ions  de 

2 .1  rentrent  dans M ^ g ( û ' ) .  En effet,  ab est  d é te rm in é  par  l 'équat ion
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= x -k (y )  = a et a 'b '  par -  h (x ) -y  = a R e m a rq u o n s  que m in

(inf (k ' ( y ) g ( x , g )  : ( x , y )  £ ab), inf ( g ( x , y ) :  ( x , y )  £ a 'b ' )  ) = nr^ > o 

et m a x  (sup (f(x,  y ) : (x ,  y)€ ab), sup (h1 (x) f(x ,  y ) : (x ,  y)£ a 'b ' )  ) < £ R .

Dès  lo r s  on v é r i f i e  que sur  ab, f   ̂ = f (x ,  y) -k '  (y) <  M ^ - m ^ / €

et sur  a ' b ' ,  -  h' (x )f(x,  y ) - g ( x ,  y ) / e  ^  m ^ / € .  On en déduit

que si  £ < m , / M ,  , V. < o .  P a r  a i l leurs  aa' es t  une v e r t i c a l e  tel le  1 1  1

que x  = f (x ,  y) > o .  C e c i  dém ontre  que les  solutions de ( 2 .1 )  i s su e s  d'un 

vo is inag e  a s s e z  petit de A d em eurent  gé o m é tr iq u e m e n t  p r o c h e s  de AB 

et ne peuvent s ' e n  é lo ign e r  q u 'ap rè s  avo ir  t r a v e r s é  la f r o n t i è r e  

de M ^ g ( n )  en b 'B  ou Bb.

C o n s id é r o n s  ensuite le segm ent  BD de l ' o r b i t e  T et m ontrons  

que les so lut ions  i s su e s  de b 'B  ou Bb d em eurent  gé o m é tr iq u e m e n t  

p r o ch e s  de BD. Il est plus s im p le  de p ar tager  BD en deux segm ents  

BC et CD de s o r te  que f so it  de s igne constant sur  chacun d 'e u x .  C o n s i ­

dérons  a lo r s  le s egm en t  BC le long duquel f est  pos i t i f  et g négatif  

et dé f in isson s  la r ég ion

M ^ c { a )  = { (x.  y) : x b , « x  < x fa + a  (yb ~y) ;f (x, y) ^  o }

\  {  ( x . y )  : x  < x fi ; y > y B)  .

r e p ré s e n té  à la f ig u r e  I I -3 .
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£(x,  y) > o 

g(x,  y)  < o

Il es t  évident que si  a e s t  a s s e z  petit,  M t_>i„ ( q') C  B(T, p ).----  ---- ---------------------  XJ
On v é r i f i e  ensuite que pour  e a s s e z  petit  les solutions de (2 .1 )  
pénètrent M ~(ar) le long de b ' c 1 et b c .  En ef fet  le long de b ' c '  , x

x  != f ( x , y )  è  o .  P a r  a i l leurs  le long de bc ,

~  ( x - x b - a {y b -y)  ) = f ( x , y )  + ~  g ( x , y ) .  Si on pose  a lors

inf ( j g ( x , y) | , (x, y) e bc)  = > o et sup (f(x,  y) : (x, y)e  bc)=  M 2 €

on v é r i f i e  que pour € < a f (x ,  y)  + a g ( x , y ) / e  < o . C e c i

d ém ontre  que les  solutions  i s su es  de M ^ g ( u )  ne peuvent s ' é l o i g n e r

de M „ ( n )  q u 'a p r è s  avo ir  t r a v e r s é  c ' c .BC

R,
/WA

Mettant en o e u v re  les m ê m e s  p r in c ip e s ,  on constru i t  ensuite 

des rég ions  M C D (n ) ,  M D E (a ) ,  M e f ( û') se soudant les  unes aux

autres  et sat is fa isant  aux m ê m e s  types de p r o p r i é t é s .  Le  p r o b lè m e  est 

un peu d i f férent  en ce  qui c o n c e rn e  le segm ent  F O puisque f change 

de s igne dans le vo is in ag e  de O .  On peut cependant c o n s t r u i r e  l ' e n s e m b le
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M F O (a )  = {  (x > y ) :(y- h (x ) )2 < f f ’ x 0 ' p "  <  xF  + P 1 }

où x  et p 1 se  déduisent  de M „ ( n )  et p "  est  a s s e z  grand pour
JT  r  IL/X

que f (x ,  y) > o le long de o o 1 ( f igure  I I -4 ) .

F ig u r e  II -4  : Con struct ion  de

Cet  e n s e m b le  es t  pos i t ivem en t  invariant .  En effet ,  en o o ' ,  x  -  f ( x , y )  > o
A Ô. 2é

e n f f  x  = f (x ,  y) < o  et le long de of  et o ' f 1, - ^ [  ( y - h ( x ) )  - a ]  =

h ' (x )  f (x ,  y ) .  Or  m in  ( |g(x, y)t[}:(x, y)e  of  ou o f f )  = m 3 > o 

et m a x  ( |h'(x) f (x ,  y) | : (x, y) £ of ou o ' f )  = M 3 £ R .  Dès lo r s  si 

€ < m 3/ M 3> - h1 (x) f (x ,  y) < o .

Nous avons donc construit pour  tout p > o , un e n se m b le

M = m a b u  m b c u m c d u  m d e U m e f u  m f o ,

r e p ré se n té  à la f igure  II -5 ,  qui pour  € a s s e z  petit est  pos i t ivem en t  

invariant et tel que M C B (T,  p ).
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A

F ig u r e  II -5 .  C on struct ion  de M .

3. Etude des s a u t s .

C o n s id é r o n s  le segm ent  BD de l ' o rb i t e  T et l ' e n s e m b l e  

S = M n { ( x , y )  : x  - p '  <  x  «  x B + p ' }  r e p ré s  enté à la f igu re  I I -6 .

11 est  évident que si  a est  a s s e z  petit,  la f igure  I I -6 est  c a r a c t é r i s t iq u e  

et les solut ions  qui pénètrent S en j3 j8 1 ne peuvent en s o r t i r  que par 66'. 

Nous allons m o n t r e r  qu'une telle solution ne peut r e s t e r  dans S qu'un 

temps T ( e, p ') qui tend v e r s  z e r o  avec  € F  p ' .  Dans ce  but, co n s idé ro n s

les e n s e m b le s  = S o { ( x ,  y) : y ^  (y^  + YçJÀ}- ’ ^z ~ ^ 

n { ( x , y ) : ( y c +yD ) /2  <  y «  ( y B + Yc ) A i  et -  S

o { ( x , y ) : ( y  +y ) / 2 ^ y ) .  On v é r i f i e  qu ' i l  ex iste  m  <S o  tel  que
O D
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f ( x , y )  > o 

g(x ,  y )>  o

f ( x , y ) <  o 
g ( x , y )  > o

£(x, y) > o 

g ( x , y )  < o

f (x ,  y)  £  o 

g(x,  y)  < o

F ig u r e  II -6  - C on struct ion  de S -  D •

inf (£(x, y) : ( x , y )  e S ) sup (g(x,  y ) : ( x , y ) e  S ) <  - m  et
\ ■

sup ( f ( x , y ) : ( x , y )  - m .  Dès Lors une solut ion qui pénètre  S ^ n  0 0'

nè peut y r e s t e r  au plus qu 'un temps <  —~~ • A p r è s  ce
m in  x

temps cette  so lut ion  quitte ce  qui ne peut se fa i re  qu 'en  pénétrant

dans S . O r  e l le  ne peut r e s t e r  dans S au plus qu'un temps 
2 ^

T 2
A y

m a x  y
«s e y B~y C

2m
Ensuite cette  so lut ion  quitte S2 et pénètre
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où e l le  ne peut r e s t e r  plus de <

déduit que le temps de passage  dans S es t  au plus

8 P,1 + e (yB : Yc ) -,
T = ^  — ---------——— ------ e t tend v e r s  z é r o  avec  € + p 1.

2m

4 .  P r o p r i é t é s  de c o n s is ta n ce  .

A par t ir  des résultats  obtenus c i - d e s s u s ,  on peut d é m o n t r e r  la 

p - c o n s i s t a n c e  c o m p lè te  en t de la solut ion z °  dont l ' o r b i t e  est 

A B C D E F O .

F ix o n s  ïj et o , et c o n s id é ro n s  tout d 'a b o r d  le s egm en t  A B .  On

sait qu ' i l  ex is te  une fonc t ion  h(x) de c la s s e  C* tel le  que cette  solut ion

s ' é c r i v e  z* (t) -  (x (t),b(x (t))),  t € [ t , t [ . P a r  a i l leurso B

(VP1> °)( a 7?! ^ v ) ( v \  e [xA -»?1 - x B - Px] , i = 1,2)

A x

m ax  x
2 P'  

m . On en

lx l - x 2 l < \  =*► lh (x t ) _h(x 2) | < r \ / 2.

R em arqu ons  que cette  p r o p r ié té  s e r a  a f o r t i o r i  v é r i f i é e  s i  l ' o n  

d iminue 7] 1 . C o n s id é r o n s  a lors  l ' instant  tel que  x ° ( t 1) = x  - P j - ^ .

F ig u r e  II -7
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Il est  évident que t, —»  t si  p + 7h —> o .  P a r  a i l leurs  la c o n s tru c t io n

de l ' e n s e m b l e  M ( § 2) im plique  que toute solution z C contenue dans M AB

est tel le  que y C(t) -  h (xC(t) ) + e(t) où |e |< O (p )   ̂ . On en déduit que

cette  so lut ion  v é r i f i e  dans MA B  l 'équation

x  = f (x ,h (x )  + e(t)) y -  h(x) + e(t)

qu i  pour e = o admet la solution

z °  : [ t Q, t j  - * R 2 , t z ° ( t ) .

On peut dès  lo r s  appl iquer  un t h é o r è m e  de c o m p a r a i s o n  des solutions 

d 'équations  v o i s in e s  [ 5 7 ] .

( W l > ° ) ( 3 óq r o )  [ | xA -x^ | < ôq, |e | < ôq 1

=*{t€ [ t Q, t j  , | x ° ( t )  - x€ (t) | ^  ■ql }  =

et si de plus on choisit ôQ < ^  , (v t € [ t Q,t^]) | y ° ( t ) - y e (t) |

< |h(x°(t)) - h (xC (t)) ) + |e(t)| < T] . D 'autre  part,  i l  est  évident  

( 3  6 > o ) (  y  *1  € B (zA » à) ), z€q € M a b  et | x* - x A | < 6q . Dès lors

( 3  6> o)( y z^ e B (zA ; ô)) {  t eL tQ, t j  , || z° ( t )  - z € (t) j| ^ 7? }  = </>.

R em arqu ons  que l ' o n  peut d im inuer  p  ̂ et Tj  ̂ un nom bre  fini  de fo is

ce  qui a pour e f fe t  de m o d i f i e r  à m a is  ne m et  pas le résu ltat  en 

défaut.  [l]

[ l ]  Dans la suite 0 ( p  ) r e p r é s e n t e r a  une fonct ion  s c a l a i r e  continue, 
te lle  que 0 ( p  ) — * o si  p —* o .  De plus on admet  l 'abus  d ' é c r i t u r e  
qui c o n s i s t e  à noter  0 ( p  ) toute fonc t ion  ayant cette  p r o p r ié t é .
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L 'é tude  des sauts e f fec tuée  au §3 ,  m ontre  q u 'a p r è s  un temps 

T < 0 ( p j  + + £ ), la solut ion z € (t) atteint un vo is inage  du point D.

P a r  a i l leurs  un ra isonnem ent  analogue à ce lu i  e f fec tué  c i - d e s s u s  

prouve  que

(3 ô , > o )  [ \ t D- t ^ \ <  ô7 , |xn - x ^ | < 6 , .  | e j < ô., ]D o

{  t € [ t D + àz , t^3 ||z°(t)-ze (t) || ^  T] }  = i

où t est  l 'ana logue  de t. et tend v e r s  t . Dès  lors  on peut c h o i s i r  3 i E
p < 6 de s o r t e  que la cons truct ion  de l ' e n s e m b le  S ( §3 )  implique

i-  La

3  t2 e  L fci .  fci +  T]  :  I x d  '  *  I <  &z ’ 6 M DE ‘ ° n v é r i f i e

alo rs que |t2 - tD |< l ^ - t j  + |tx -tD |< T + |< 0 ( P l  +7?1 + ê)< &z

C o n s id é ran t  la so lut ion  ADE on a donc

( 3 ô  > o ) ( v z ^  e B (zA > 6)) {  e t t j ]  U i t2 > t3 ] , Ilz.°(t)-z G(t) ||

*  v \  = i

De plus si  p  ̂ + 77̂  + £ ont été c h o is i  a s s e z  petit

| t 2 - t x  J  <0  ( P l  +  r\l + e)< a /Z

En procéd an t  de la  m ê m e  m a n iè r e  pour  les d ive rs  segm ents  de l ' o rb i t e  

on d ém on tre  ainsi là p - c o n s i s t a n c e  c o m p lè te  en t de z ° .  En fait 

cette  c o n s is ta n c e  est un i fo rm e ,  et s i  la so lut ion z °  es t  continue,

le ra isonnem ent  que nous avons fait  prouve  la c o n s is t a n c e  c o m p lè te
, o de z .
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6. Notes

L a  c o n s tru c t io n  d 'une rég ion  M pos i t ivem en t  invariante  

contenant l ' o r b i t e  étudiée est due à D. F L A N D E R S  et J .  STOKER [ 1 5] 

pour le cas  d 'un o s c i l l a te u r  de van der  P o l  et à J .  L A S A L L E  [3 8 ]  pour  

des cas plus gén éraux .  C es  auteurs s ' in té r e s s e n t  aux solut ions  z °  

p é r io d iq u e s .  Dans ce  cas  l ' e n s e m b le  M est  un a n n e a u ie r m é  ne contenant 

pas de points s in g u l ie r s .  Il est  dès  lo rs  im m é d ia t  qu ' i l  cont ient  au 

m oins  une so lut ion  p ér iod iq u e .

P a r  a i l l e u r s ,  notons que la méthode  d ém onstra t ion  uti l isée  

dans ce  chap itre  se  r e t r o u v e r  de fa ço n  plus analytique dans D . V .  ANOSOV 

[1 ]  et N. LEVINSON [4 3 ]  .
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C H A P IT R E  III

CR ITER ES DE CONSISTANCE

1 . Introduct ion

C o n s id é r o n s  le s y s tè m e  compLet 

x  = f (t, x,  y ,e )
, \ ( 1 . 1 )6 y = g ( t . x ,  y, e)

introduit  au chapitre  I, et une solution z °  du p r o b l è m e  réduit  a s s o c i é .

En ver tu  de la p r o p o s i t i o n  1-8 ( c h . 1-4) on sait que si  z °  est  d ér ivab le ,  

i l  n 'y  a pas de perte  de généra l i té  à su p poser  z°E o .  Dans ce  chapitre

nous étudierons  les  p r o p r ié té s  de c o n s is ta n ce  de l ' o r ig in e  ( z °  E o)
, *  

en fa isant  usage  de fonct ions  auxi l ia ires  v : I x  il —> R cont inues .

On appelle  s e m i - d é r i v é e  su p é r ie u re  de la fonct ion  v(t,  z) par  rapport

à (1 .1 )  une fonc t ion  v : I x  f i"  —  ̂ R tel le  que pour  toute so lut ion  z €(t)
de (1 .1 )

D_ v(t,  z C(t) ) ^  v* (t, z e(t) )

où D _ v(t,  z 6(t)) est  la d é r iv é e  de Dini in fé r ie u re  à gauche .
D _ v(t,  z €(t)) = l im  inf ^  L v(t+h, z C(t+h) ) - v(t,  z €(t) ) ] 

h - ?o "

On défin i  de fa ç o n  s im i la i r e  une s e m i - d é r i v é e  in f é r ie u re  par  la r e l a ­
tion

D_v(t ,  z e(t) ) ^  v^(t,  z €(t) ).

Dans la suite nous su p poseron s  l ' e x i s t e n c e  de ce s  s e m i - d é r i v é e s  .

P o u r  c e la  i l  suffit  par  e x e m p le  que v so it  d é r ivab le  au sens  de F r é c h e t .  

On a a lo rs  v*(t ,  z) = v^(t,  z) = dv(t,  z) . (1, f(t,  z, e ), ^  g (t, z,  e) ), où

dv(t,  z) est  la d é r iv é e  de F r é c h e t  de v au point (t, z ) .  En effet , on a
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l im  ||v(t+h, x+h f(t,  z,€ ), y+ g ( t , z, €))  - v (t, z)

-d v  (t, z) ,  h ( l , f(t, z,€ ), g (t, z,  € )) || = o

et donc

v (t, z) = Vjt(t, z) = D_ v(t, z)
1 h= l im  ^  (v(t+h, x+h f(t, z,€ ), y + -  g(t, z,€ ) ) - v(t,  z))

h -> o"

= dv(t,  z ) .  (1, f (t , z ,e  ), i- g (t, z ,e  ) )

D 'autres  condit ions  m oins  t r iv ia les  d ' e x i s te n ce  de s e m i - d é r i v é e s  

sont données par  V . M .  M AT RO SO V [44  ] .

Sauf m ent ion  c o n t r a i r e ,  iL s e r a  e s se n t ie l  de s u p p o se r  dans la suite 

que les solut ions  de (1 .1 )  existent  so ient  d é te rm in é e s  de fa ço n  unique 

par les condit ions  init iales  tQ, z  , en dépendent  continûment et so ient  

p ro lo n ge a b le s  ju s q u 'à  la f r o n t iè r e  de fl ou ju s q u 'à  l ' in f in i .  2

2.  L e m m e s

L e s  résultats  e x p o s é s  dans ce  § sont les t h é o r è m e s  p r é p a ra to i re s  
ut i l isés  dans la m éthode  de W a z e w s k i  [ 7 5 ] .  En ce  sens ,  ce  chapitre  

peut ê tre  c o n s i d é r é  c o m m e  l 'app l ica t ion  des p r in c ip e s  de cette  méthode  

au p r o b lè m e  de la c o n s is ta n c e .

C o n s id é r o n s  un ouvert  T C I x fl . Un point (t , z ) £ f rT r» ( l  x  fl) 

est  appelé un point de s o r t ie  de T par rapport  au s y s tè m e  (1 .1 )  s i  la 

so lut ion  z ( t ; tQ, z , e) est  tel le  ( 3 T> o ) ( y t  £ [ t^-T , tQ [ , (t, z(t))  € T .

Un point de s o r t ie  s e r a  un point de sor t ie  s tr i c t  si  ( 3 t > o ) ( y t  e] tQ, t + t ] , 

(t, z(t)  ) /  T . On notera  E l ' e n s e m b le  des points de s o r t ie  de T et E
S

l ' e n s e m b le  des points de s or t ie  s t r i c t s .  Une appl icat ion  7T :S^— C

est  une r é t ra c t io n ,  si  e l le  es t  continue et tel le  que sa r e s t r i c t i o n  à



50

S2 est l ' ident ité .  Soit G = {  (tQ, z q ) e T : ( 3 t } ^  t ), (tj , z ( t j  ; t , z q ) ) € E }  

On définit ensuite l 'app l ica t ion  ïï :G U E —»  E par les re lat ions  n (t , z )

= (to , z o ) s i  (to * Zo )e Ê et si  ^ E - 7r(to , Z o ) "  (tr Z l } ’ o ù ( t r Z l )

est  le p r e m i e r  point de s or t ie  de T le long de la t r a j e c t o i r e  (t, z(t$)
d é term iné  par  (t , z  ).o o

G U E
L E M M E  1 . Si E -  E s ,  a lors  n e s t  une r e t ra c t io n  de 
—> E.

D é m o n s t r a t i o n . Il suffit  de p r o u v e r  la continuité de ff. Soit tout d 'a b o r d  

(to . z 0 ) e C et ( t j i  = * ( t Q. z  ).  C o n s id é ro n s  une suite (tn , z 11) tendant

v e rs  (tQ, z^) et prouvons  7r (t , z ) —> (t , z ). Soit  t a s s e z  petit pour  que 

1 ) la t r a j e c t o i r e  {  (t, z(t)  ) : t e [ t ^ - r , t ^ + T ]  }  ait un d ia m è tre  in fé r ieu r

à T), 2 ) la t r a j e c t o i r e  { ( t ,  z( t)) :  t e  [ t  - t , t ] J- so it  dans G et 3) le point

(t^+ T , z(t^+T ) ) € (I x  \ T  . P o u r  n a s s e z  grand,  tne[ t -T , t ̂  - T ] 

et la continuité  par  rap p ort  aux condit ions initiales  im pl ique  que

{  (t, z(t;  t , z 11) ) : t e  [ t -T , t  ̂-T ] }  es t  dans G. P a r  a i l leurs  pour n

a s s e z  grand (t  ̂ + T , z ( ^  + t ;tn , z n) ) e (I x Çi) \  T. On en déduit que

ît (tn , z 11) € | ( t , z ( t ; t n , zn ) : t t [  "T , t j +T ] }  qui, pour  n a s s e z  grand est  dans un
7j - vo is in age  de {  (t, z(t) ) : t/ € [ t  ̂ - T , t . + T ] } .  On en déduit tout de suite

que pour  n a s s e z  grand d( n (tn , z 11), (t  ̂ , z^)) <277 et donc  n (tn , z n) —>

(t1 . z^).
Soit ensuite  (t , z  ) e  E = E . C o m m e  c i - d e s s u s  3  r  >0

tel  que 1 “ V t € [ t -T , t [ , (t, z(t)) e G ,  2) V t e 11 , t Arr  1 ,0 0  0 0

(t, z(t)) e  (I x  fi ) \  T et 3) {  (t, z(t))  : t e [ t^-r,  t^+T ] }  à un d iam è tre

in fér ieu r  à 77. Ensuite  pour n a s s e z  grand 1 0 t^ € [ t -r,  t +T ] ,n ' o
Ln n.2 ° (tQ - t , z (tQ- r  ;tn , Zn)) e G, 3° (tQ+ r  , z( tQ+T ;t‘\ z u))e (I x  fi ) \ T  et 4'
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{  (t, z ( t ; t n , z 11)) : t e [ tQ-T , tQ+T ] }  est dans un 7) vo is inag e  de 

{ ( t , z ( t ) ) , t  € [ t - T >t0 + T ] }•  D(où l 'on  déduit c o m m e  c i - d e s s u s  que 

vr (tn , z n) (t , z ). C Q F D .

L E M M E  2. Soit u(t, z) et v(t,  z ) des fonctions  r é e l l e s  continues définies  

sur I x  Î2. C o n s id é r o n s  les e n se m b le s

T = {  (t, z) : u < r , v < r }  ,

U {  (t, z) : u = r , v <  r }  ,

V = {  (t, z) : u <  r , v = r }  ,

où r € R , et supposons/V~ -------------------—-----

u^ (t, z) > o , (t, z) e u ,

v„  (t, z) < o , (t, z) e Y .
7V

A l o r s  7T est une re t ra c t io n  de G u E dans E = U \ V  .

D é m o n stra t io n .  En ver tu  du l e m m e  1, il  suffit  de d é m o n tre r  

E = E = U \  V.
S

On v é r i f i e  tout d 'a b o r d  que E C. E C f r T  f>(l x  i l ) c  U U V .  De plus

E O V = </> puisque si (t , z ) € V a lors  D v(t,  z) < o  c - à - d

( v  T < o ) ( g  t  ̂ € [ tQ-T , tQ[ ) v ( t^ , z £ (t^)) > r.  On en déduit que (tQ, z ) ^ E

et donc E G E C U \ V. s

D ém on trons  ensuite qu ' i l  n 'y  a pas de points (t <ZQ) e (U \ V ) \ E .

Sinon, puisque { ( t ,  z) , v < r }  est  ouvert ,

(3 ?7> o) B((tQ, z q ) ,  ?/) C { ( t ,  z) , v < r }  .

De plus,  puisque z(t ;  t^, z^, € ) est  continue,  (a  > o)

( V t e  [ t o - T i . t o l  ) , z € (t) € B ( (tQ, z o ), II). Enfin,  puisque (tQ, z j )  i  E,

( VT > o , T < 7 ^ ( 3  tjC [ tQ-T , tQ[ ) (t1 , z ( t x)) i  T et dès lo rs  v ^ , z 6 ^ ) )  < r,



52

u(t^ , zfi(t j»)  >  r .  On en déduit D_ z^) < o ce  qui est  c o n t r a i r e  à

l 'h y p o t h è s e .

M ontrons  f ina lem ent  que ( y ( t Q,z^)  € U \V )(aT  > o) ( y  t € ] t , tQ+ t ] )

z € (t) i  T , et donc  UYV = E = E . En effet,  puisque U\V est  ouv ert  dans U, 

(377 > o) ( y ( t ,  z) e B((to , z o ), 2 7j)af£ff5T)(t, Z€ (t)) e u\v.

Ensuite ,  puisque z^ es t  continue, (3 T > o ) ( y  t £ ] t Q, tQ + r ] )

(t, z € (t) ) € B((t  , z q ) ,  77). F in a lem ent  si  (tQ, z q )  4 E g , ( 3 ^ 6 ] ^ ,  tQ + T ] )

tel  que z 6 ^  ) € T . Si de plus (y  e] tQ, ^  ] ), z ? (t2 ) 4 T dans D _u(t1 ,

z € (t^)) <0 c e  qui est c o n t ra i re  à l 'hypothèse .  Si par  con tre ,

( 3 1 e ]  t , t ] ) tel que z € (t ) £ T , a lo r s  par continuité  en fonc t ion  des

condit ions  initiale  s, : (t , z|̂ ) T ) (y  t € [ t Q, t^ ] )  || z ( t ; t^, z ̂ , € ) -

z(t ;t  , z'  , e) Il < m in  { T], d (z(t  ;t , z ; e), U )).  Dès lord

( t . z  (t ;to , z ^ , € ) )  € B( (to , z o ),277), (tQ> z^) e T et ( t ^  z ^ ; ^ ,  z 'q, e ) )  € T .

Soit dans t = m in  ( t £ [ t , t ] : (t, z (l(„ t , z'  , £)) £ f r  T . En L ,
J O La O O J

D -  u(t„ , z(t„  ; t , z '  , e)) ^ o , c e  qui est  c o n t r a i r e  à l 'h yp oth èse .3 3 o o
C Q F D .

L E M M E  3. (T h é o r è m e  de n o n - r é t ra c t io n )  Soit U) un ouvert
kborné  d 'un e s p a c e  euc l id ien  à k d im ens ion s  E , et F  : u —X E une 

fonc t ion  continue te l le  que yZB £ f r  uj , F ( z )  = z.  A l o r s  F(w ) D CJ .

D é m o n stra t io n ,  

( z , X ) I-----> ^ ( z , X ) où

Soit z^ £ U et la fonc t ion  J : w x  [ o.  1 ] —X E , 

% (z,  X) = z^ - z + X ( z - F ( z ) ) .  Il est  évident que si

z£  f r  u , j f  (z,Xy) = z^ - z  /  o,  et le d e g ré  topo log ique  [ 59] d ( 3̂  (z,  X),  w , o) 

peut être  déf in i .  Util isant le p r inc ipe  d ' in va r ia n ce  par  rap p ort  aux 
homotopies d ( z ^ -F (z ) ,  u , o )  = d( $  ( z , 1 ), w , o) = d( ( z , o )  ,td„ o)  = 

d ( z ^ - z , u , o )  = - 1 .  Dès l o r s ,  il ex is te  z €j u : F  (z) = z^.

CQFD.
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3. T h é o r è m e s  fondamentaux

L e s  résu ltats  de cette  s e c t io n  fe ron t  usage des hypothèses

suivantes établ ies  pour t € I, r > o et E > o  f i x é s .o o

H YPOTHESES H^ • Soit Q : Z — un o p é ra te u r  de p r o je c t i o n  

( l inéa ire ,  idempotent  et continu) dont l ' im a g e  so i t  un euc l id ien  à k - d i ­

m ens ions  .et u(t, z,  € ) , v(t,  z,  e) des fonctions  r é e l l e s  continues  défin ies  

sur  I x  fi x  ] o,  E q ] .

Supposons que T ,  U et V so ient  définis  c o m m e  au le m m e  2, et 

I a: u(t, o,  e) <  a(e) + o r ,  t ^ t  , ( t , e ) e I x ] o , E  ] ;

b:  u(t, z, e) - u ( t , Q z , f )  ( ||Qz ||),

t ^ t  , ( t , z ,  e) e I x  f 2 x  ] o , E  ] ;  o o

c :  u ^  (t, z,  e)  > o ,  t 5* t , (t, z ,  e)  e U x  ] o, E q [ ;

II a: v( tQ> z,  e ) <  a (e + ||z -Qz ||) + a r,

(z,  e) e f2 x . ] o,  E q ] ; 

b :v% (t, z,  e) < o,  t >  t , (t, z,  e)e Y x  J o,  E q] ;

où a et b sont des fonctions  de c l a s s e  K

a e[  o,  1[ .

te l les  que b (r)  ex is te  et

Le  th é o r è m e  1 c i - d e s s o u s  s e r a  utile pour  étab l ir  des c r i t è r e s  

de c o n s is ta n c e  ou de c o n s is ta n ce  c o m p lè te .

T H E O R E M E  1. Supposons que t^ £ I, r > o et E q > o  soient  

tels que les hypothèses  H^ so ient  sa t is fa i tes .  A l o r s

( 3  €q > o ) ( 3 ô > o ) ( v e : o S £  e < €q) { V z *  6 B(o,  <5 ) : Q z *  = o)

( 3  z j  = Q z^ + z * ) ( v t  è t Q, t e j ) ( t ,  z Ê(t) ) € T .

[ l ì
+ +

Une fonct ion  a : R — *R est  de c l a s s e  K
•v* ***  . .

s t r i c t e m e n t  c r o i s s a n t e  et telle que a(o) = o
s i  e l le  es t  continue,
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D é m o n s t r a t i o n . C h o is i s s o n s  €q > o et ô>Dteis que a(€Q + ô ) <(1 - a ) r. 

En util isant les hypothèses  - l a  et l ia ,  on a :

(V e :o  =< o € <  €Q) ( y z *  e B(o,  6 ): Q z * = o ) ( y  z :Q z  + z £ Î2 )

( V t  & t , t e l )
A  '

■ss­
ii) u(t, z , € ) — u(t , o, e) < r,

(ii) v(t  , Qz  + z ' ^. e)  « a ( e  + || : ) + a r  < r.

F ixons  e et z et supposons  par  l 'absu rd e  que

( V z € = Q z € + z ) ( 3  t 5*t , t £ j )  (t, z € (t) ) i  T . o o o

Il s ' e n  suit que l 'ap p l i ca t ion  ïï introduite  au l e m m e  2 est  dé f in ie  sur

co , où  to = {  z : z = Q z  + z " , u(tQ, z,  e) < r }  . [ R em arqu ons  que UC T C U

puisque ( y  z e co ) v ( tQ, z,  e) ^ a(e + ||z K) + a r  < a ( £q + ô) + a r  < r .  ]
v k. r •îf’ iDe plus co es t  un ouvert  par  rapport  à E = ( z  é Z  : z -  Q z  + z /

qui est  un e u c l id ien  à k d im e n s io n s .  Soit ir (t, z) et 7r (t, z) les c o m p o -

santés t e m p o r e l l e s  et spatia les  de n( t , z )  et d é f in issons  1' appl icat ion  continue
- t t

F : io kE , z Q 7T (t , z) + Z
Z  O

On déduit de (i) que z e co f  <j> et de - Ib que co es t  b o r n é .  Ensuite ,  en 

util isant la défin it ion de co et ( ii ),  on vo it  que ( y  zq € f r  co ) (tQ, z ) e U \ V .

Dès l o r s  en ve r tu  du l e m m e  2, ît (t , z ) = z et F ( z  ) = Q n (t , z )z o o  o o z o o
-)(-

+ z -  Q z + z = z . On peut a lors  appliquer  le l e m m e  3, de sorte  o o
que F (co ) ^co . En p a r t i cu l i e r  z '  e F(co ), c .  à.  d.  (3 z q £ co )

. ■${■ iî- , .
F ( z  ) = Q  ̂ (t , z  ) + z  = z . C e c i  implique  que Q 7r (t , z ) = o et v oJ z '  o o '  r 'a z o o '

que u(îr ( t , z ), 7T (t , z ), e)  = u(7r (t , z ), o,  e)  < r . Dès  lo r s  n t o o  z o o  t o o

7r (t , z ) ^ UW > ce  qui contred it  le l e m m e  2 .
O O CQFD.
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L e s  p r o p r ié t é s  de c o n s is ta n ce  un i fo rm e  et de c o n s is ta n c e  

co m p lè te  un i fo rm e  pourront  ê tre  étudiées  à part ir  du

T H E O R E M E  2. Supposons r > o,  E q > o tels que pour  tout

tQ € I, les hypothèses  so ient  sa t is fa i tes ,  a, b et o  étant indépendants

de t . A lo r s  —  o ----------

( 3 € q > o)( 3  ô > o) ( v  € : o ié e < € q) ( v  t € l ) ( y  z € B(o,  ô) : Q z = o)

( 3  = Q z^ + z * ) ( y  t t € J) (t, z e (t))e T

L a  d é m o n st ra t io n  de ce  t h é o r è m e  est  une répét i t ion  de la d é ­

m o n s tra t io n  du th é o r è m e  1 et dès l o r s  s e r a  o m i s e .

R e m arqu o n s  que ce s  th é o r è m e s  sont d é m o n tré s  pour  Q — o 

m a is  pas pour  Q éga l  à l ' ident ité ,  sauf si  Z efct de d im e n s io n  f in ie .

Dans c e  d eu x ièm e  c a s ,  la d i f f iculté  r é s id e  dans le fait  que le th é o rè m e  

de n o n - r é t r a c t i o n  n 'e s t  pas appl icable  à des  e s p a ce s  de d im e n s io n  inf in ie .  <  

Un c o n t r e - e x e m p l e  es t  fourn i  par l 'ap p l i ca t ion  F  :
oo

2 ,1/2 z _ , .  . . , z , . . . )  qui e s t  continue 2 n(z i , •••) I  ̂ ((^ “ z- )
2

et te lle  que s i  |j z || = 1 ,  F ( z ) = z .  Il est  par a i l leurs  évident que 

F (B (o ,  1)) = { z  : ||z || = l } ^ B ( o ,  1).

4 .  T h é o r è m e s  de cp n s is ta n ce .

L e s  th é o r è m e s  de la s e c t io n  3 dém ontrent  que ce r ta in e s  s o l u ­

tions sont con f inées  dans un e n s e m b le  T = {  (t, z) : u < r ,  v < r  }  pour

tout t ^ t  , t e J .  Si cette  p r o p r ié té  est  v ra ie  pour tout r : o <  r <  r 
o °

et si  de plus la f on c t ion  w -m a x  (u ,v )  est  défin ie  pos i t ive ,  a lors  

pour toute boule  B(o ,  Tj) i l ex iste  r > o tel que T C I  x  B (o,  T]) , et dès 

lo r s  i l ex is te  au m oins  une solut ion qui d e m e u r e  pour  tout 

(t t e J) dans B(o ,  ïj) . Ce ra isonnem ent  m ène  au
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T H E O R E M E  3. Soit t € I, r > o f ix é s ,  et supposons  qu ' i l  ------  o o --------------------—------------- --------
ex is te  une fonc t ion  c de c l a s s e  K et telle  que :

l ° ( y r : o < r S  tq)( 3  E q : o < E q <E)  tel que les hypothèses  

soient  sat is fa i tes  ;

2 ° w (t, Z^)e ) = m a x  (u, v) 2=- c( ||z || ) .

A l o r s  ( v  ?7 < o ) ( a e Q > o ) ( y e  : o < e < e o ) ( s z ^  e Î2)(y t  =* tQ, t e J) 

z(t ;  t , z C , e) e B (o,  7]) c . à . d .  que l ' o r ig in e  est  cons istante  en tQ.

D é m o n s t r a t i o n . Soit inf ixé .  P o s o n s  r < m in  [ 0( 77), r ] .  P a r  

hypothèse ,  i l ex is te  E q > o tel  que les hypothèses  so ient  s a t i s f a i t e s .  

En util isant  le th é o r è m e  1, on obtient a lors

( 3 f o > o ) ( g  ô > o)( y  e : o < €  Q) ( y  z ' e B ( o , ô ) : Q z  = 0)

(3  z e = Q z e + z ’“" )(v  t ^  t , t € J)(t , ze (t) ) e T ,0 0  o

ce  qui im plique

c (  ||z€ (t) II) ^  w (t, ze (t), € ) < r  < c ( 77)

et puisque c e s t  une fonc t ion  de c l a s s e  K,  ||z (t) || < ï] .

On en déduit le t h é o r è m e  en ch o is is s a n t  par e x e m p le  z = o, et en 

fa isant  usage  de la p r o p o s i t i o n  1 - 2

C Q F D .

En util isant le m ê m e  ra isonnem ent  on obtient

C O R O L L A I R E  1. Supposons t € I et E > 0  f i x é s .  Soit 

v(t,  z, e)  une fonc t ion  r é e l l e ,  continue,  défin ie  sur  I x B (o,  p ) x  ] o , E q ] , 

et tel le  que

a: v ( tQ, z,  e) <  a(e + ||z ||) , (z ,  e)  € Î2 x ] o,  E q ] ; 

b : ( V r > o ) v  (t, z,  e) < o , t ^ t , ( t , z , e ) e V x  ] o,  E q ] ; 

c ;  v(t,  z,  e) ^  c ( || z Jj ), t 2 t , ( t , z , e )  e fi x J o, E q ] ;

où a et c sont d es fonct ions  de c l a s s e  K .  A l o r s  l ' o r i g i n e  es t  c o m p l è t e -  

m ent  cons istante  en t .
----------------------------------------------------------------------o
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D é m o n s t r a t i o n . L es  hypothèses  sont sat is fa i tes  pour Q = o .  

On en déduit c o m m e  c i - d e s s u s

(V ï]> o) ( a  €q> o ) (a  6> o) ( y  e : o < e z e B (o,  ô) : Q z*= o)

( 3  zq = Q z q + z '  = z * ) (v  t > t Q, t e J )  || ze( t ) l <  n,

ce  qui es t  le résu ltat  c h e r ch é  puisque Q E o .

C Q F D .

Un th é o r è m e  de c o n s is ta n ce  u n i fo rm e  se déduit de fa çon  

analogue au th é o r è m e  2 .

T H E O R E M E  4 .  Soit r^ > o f ix é .  Supposons q u ' i l  ex is te  une 

fonc t ion  c de c l a s s e  K tel le que:

1 ° ( y  r :  o < r r ) ( 3  E : o < E ^  E ) ( y  t € i) les hypothèses  o o o o ---------------------------

sont sa t is fa i tes ,  a, b et a étant indépendants de t ;

2 ° w(t,  z,  e) = m a x  (u, v)  ^  c  ( ||z ||) .

A l o r s  l ' o r ig in e  est u n i fo rm ém en t  cons istante .

Tout  c o m m e  pour le t h é o r è m e  3, on peut é n o n ce r  un c o r o l l a i r e  

rela t if  à la c o n s is t a n c e  co m p lè te  u n i fo r m e .  Cependant ,on  peut a m é l i o r e r  
ces  résultats  en rem arquant  que si  Q E o, la m éthode  que nous ut il isons  

n 'e s t  r ien  d 'au tre  qu 'une variante  de la m éthode  d i r e c t e  de L iapounov .
En util isant  a lo rs  les pr inc ipes  de d ém onstra t ion  de cette  m éthode ,  on obtient 

le

T H E O R E M E  5. Soit v(t,  z, e) une fonc t ion  continue définie  sur 

I x  Î2 x ] o, E q] et telle que 

a: v ( to , z , e ) —* o s i  ( z , e )  —> o.

Supposons de plus que (V € : o < € ^ E q)( H t e I, t >  t^) ( V z € B(o,  p ) )

b:  v(t,  z,  e) >  b( ||z ||) ;
"X"/ xc :  v (t, z ,e )  <  o ;
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où b es t  une fonc t ion  de c l a s s e  K .  A lo r s  l ' o r ig in e  est  c o m p lè te m e n t

cons istante  en t .------------------------  o

D é m o n s t r a t i o n . Soit ïj f ixé .  On peut c h o i s i r  6 > o et €q > o

tels que JJ z^ JJ < ô et € : o < € <  impliquent  v(tQ, z^, e)  < b ( 77) .

Ce cho ix  est  p o s s ib l e  en ver tu  de l 'hypothèse  a. Soit a lors  (z q : ||z q JJ < é )

et ( e : o < e f ixés  . Puisque D_v < o , la f onct ion  v(tT, z Ê(t), e)

est  d é c r o i s s a n t e  et donc  ( y  t ï  t0 , t  e J)

v (t, z € (t), e) ^  v (tQ, z^ , e ) < b ( 77) .

On en déduit JJ z C(t) JJ < 77.

C Q F D .

T H E O R E M E  6. Supposons les hypothèses  du th é o r è m e  5 s a t i s ­

fai tes  pour tout tQ e I. Si de plus ( y  t e l ) (y  z e B(o,  p )) ( v  e :o  < e «  E q)

v(t,  z,  e) «  a( JJ z || + e ),

où a es t  une fon c t ion  de c l a s s e  K,  a lors  l ' o r ig in e  est  u n i fo rm é m e n t  
c o m p lè te m e n t  cons is tante .

D é m o n s t r a t i o n . Il n 'y  a pas de perte  de gén éra l i té  à s u p poser  

a i n v e r s ib l e .  Soit a lors  77 >  o f ixé  et c h o i s i s s o n s  ô = = — a  ̂(b(77)).

A l o r s  si  (e : o < £ ^  £ q) et (z^ : ||ẑ  || < ô), on obt ient  c o m m e

c i - d e s s u s  que ( v  t ^  tQ, t e J), v(t,  z€ (t), e) «S v(t , Zq ’ € ) < a( ô + e ) <  b ( 77).

On en déduit || z Ê(t) JJ < 77.

C Q F D .

L a  p r in c ipa le  a m é l io r a t io n  qu 'apportent  les t h é o r è m e s  5 et 6

c i - d e s s u s  par  rapport  au c o r o l l a i r e  1 et à son c o r re s p o n d a n t  re lat i f  au
■55-

t h é o r è m e  4 , r é s id e  dans le fa it  que les s e m i - d é r i v é e s  v peuvent 

prendre  des v a le u rs  nul les .  Un e x e m p le  d 'ap p l i ca t ion  du th é o r è m e  6 est 

fourni  par le s y s tè m e  m écan ique  re p ré se n té  à la f igure  III-1 , et constitué  

d'une m a s s e  M et d 'un r e s s o r t  de m a s s e  répart ie  €^dr  et de constante de 

ra ideur  r ép ar t ie  k / d r .

■
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dr €^dr e^dr e^dr M = 1
-o— y/VWW— ........... — WWV—

k/clr, k / d r

y ( o ) - o  y ( r )  y ( r+ d r )  yC1) - *

|--------------------------------------- ► ------------------- * ----------------------------------- ---- ■ *—

F ig u r e  I I I - 1 .

Chaque point (r)  du r e s s o r t  est  c a r a c t é r i s é  par la d i f f é r e n c e  y ( r )  entre 

sa co o r d o n n é e  v r a ie  et sa  pos i t ion  de r e p o s .  De m e m e  le point de 
m a s s e  M = 1 es t  r e p e r é  par un é c a r t  x .  Les  équations du m o u v e m e n t  s ' é ­

c r iven t  a lors
_ . 3 y

x -  - k T r  r=l

2 ” 
e y k 8 y K 2 9 r

= °,  y

SIi o < r < 1 ,

r -  o
= x .

r=l

Si on p o se  ensuite

x i = x- x 2 = x •

a y
y i "  a 7  ‘  x> y 2

e ( * L  
K at

on obtient le s y s tè m e  c o m p le t

X1 X2

*2 ‘  - k (yl

a

r = l
x l }

€ y, =1 a r

€ y 2 = k 3r Yl + € rk ( y x
■ = 1

+ x x)

auquel on doit a s s o c i e r  les condit ions  aux l im ites
1

^ Y jd r  = o

= y : = o .
r=o r = l

( 3 .1 )
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P a r  a i l leurs  c o n s id é r o n s  les  fonctions  : r j—h- y^ (r )  et

et y^ : r |---- y 2 (r)  déf in ies  r e sp e c t iv e m e n t  sur  les e n s e m b le s  de
1

fonct ions  de c a r r é  s o m m a b le  = {  y^ y^ dr = o }  et

= {  y^ : y 2 ( ° )  = y 2 ( l )  = o }  . Dès lo r s  les équations (3 .1 )  peuvent

s ' i n t e r p r é t e r  c o m m e  des équations défin ies  sur  l ' e s p a c e  de Banach 
2

Z = H x  Y 1 x  Y^ , les  n o r m e s  des fonct ions  y^ y étant dé f in ies  par  La

re 2 2lat ion |) y. j| = \  y. d r .  Rem arquons  que le p r o b lè m e  réduit est

p a r t i cu l i è re m e n t  fa c i l e  obten ir  puisque les contra intes

ô
° = Tr y 2

°  = k S"r y l

admettent dans Y^ x Y^ une solut ion unique y^ -  o,  y^ -  o. 

Le p r o b l è m e  réduit  s ' é c r i t  donc

X 1 X2

x 2 = - kXj

y l = y 2 = °  •
La  co n s is ta n c e  c o m p lè te  un i fo rm e  de la solut ion z = o peut a lors

se  déduire  de la f on c t ion  
2 2

1 + T -  *I  yl dr + î  i D (y2 + dr ■

y l d p + ï l  y 2 d 1 ’
x^ 2 2

- 4  + ^ -  4  * 'o o

dont la d é r iv é e  c a l c u lé e  le long des solutions  de 3 .1  s ' é c r i t
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= kXl X 2 - k x 2 ( y l> !  + x l > + Hr = l c 1 3r dr

dr  = o

C e c i  m o n tre  que pour  tout t € Ro AM la fonc t ion  v c i - d e s s u s  v é r i f i e  toutes

les hypothèses  du t h é o r è m e  5.  De plus il  est évident que 

2 2  i ,  ,  € 2

^ k T + _2
2 4 1 dr +

r

X.

y 2 dr  +

et dès lors  v v é r i f i e  auss i  les hypothèses  du t h é o r è m e  6 . R e m arqu o n s  f ina-
r\

lement  qu ' i l  s e m b le  n é c e s s a i r e  d 'u t i l i s e r  la v a r ia b le  y^ = - x

plutôt que y 1 = y - rx .  Il est  en ef fet  évident que si  l ' o n  c o m p r i m e  un

é lém ent  de r e s s o r t  a s s e z  petit,  l ' é n e r g ie  potentie l le  qu 'on  peut y a c c u ­

m u le r  es t  auss i  grande que l ' o n  veut,  bien que |j y^ || r e s te  t rès  petit.

P a r  contre  si  ||ŷ  |] est  petit  l ' é n e r g ie  potentie l le  a c cu m u lab le  reste

petite,  ce  qui l a i s s e  p r é ju g e r  de ce  que le s y s tè m e  s e r a  peu p er tu rb é .

L es  t h é o r è m e s  5 et 6 c i - d e s s u s  d é cr iv e n t  la situation e x trê m e  
où Q = o „ On peut dès  lo r s  s o n g e r  à la situation o p p o sé e  ou Q se réduit à 

l ' ident i té .  On obtient ainsi le

T H E O R E M E  7. Soit u ( t , z , e )  une fonct ion  continue telle  que 

( V t  £ I ) (V  z € B (o ,  p),Xv € : o < € «  E q )

a : u (t , z, e) 2*b(  ||z ||)

b: u(t, z,  e)  «  a( ||z || + 6}

c :  U ^ ( t , z , e )  2* o

où a et b sont des  fonct ions  de c l a s s e  K .  A l o r s  si  Z est  de d im en s ion

fin ie ,  l ' o r ig in e  es t  u n i fo rm ém en t  cons is tante .
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D é m o n stra t io n .  Soit 77 f i x é .  C h o is i s so n s  ô = € = a (b )).

P ou r  tout t € I et h ^ t Q, th éorèm e  6 peut ê tre  appliqué au m ê m e  

p r o b lè m e  après  qu 'on  ait i n v e rs é  l 'axe  des te m p s .  Le nouvel instant initial 

s e r a  L,  t étant l ' instant f inal .  Il suffit  de r e m a r q u e r  que u(t, z € (t), e) 

est une fonc t ion  c r o i s s a n t e  et dès lo rs  u ( - t ,  z £( - t ) ,  e) es t  d é c r o i s s a n t e .

On en déduit u ( - t ,  z ( - t ) ,  e) <  D_ u( - t ,  z ( - t ) ,  e) <  o .  Le th é o r è m e  6

implique  a lors  que (v € :o  < € ^ € o ) (V  z^ € B (o ,  ô))(V t <t , t € J (L ,  z €, e))

j jz^(t;t . , z^ , e)  J| < ■— . De plus par déf inition de la c o n s is ta n c e  1 1

J ( t . , z  ̂ , e) D [t , t.] . C o n s id é ro n s  ensuite une suite ( t . , z £ ) te l le  que 1 1 o 1 1 î ' ^

t. —>  u = sup(t : t e i) et z Ê € B (o, ô). Il lui c o r r e s p o n d  la suite de

fonct ions  z( t ;t  , z. , e) défin ies  pour  t £ [ t  , t . ]  et tel le queo i J

V  t € [ t Q , t . ]  , I lz(t;  t . ,  * . f  6)|| <  f  .

La suite z (tQ; t . , z ^  , € ) ,  étant bornée  et appartenant à un e s p a ce  de 

d im e n s io n  f in ie  est  re la t ivem ent  c o m p a c t e .  Soit z^ une de ses  va leurs  
d 'a d h é r e n c e .  Dès  lo r s  par  continuité des solutions en fonc t ion  des c o n d i ­

tions init iales

f v t è t Q, t € J( to , z o ,€  )) Il z (t; tQ, z q , e) Il < 77.

C Q F D .

5. L a  c o n s is t a n c e  par  sépara t ion  des va r ia b le s  lentes  et rap ides ,

L es  t h é o r è m e s  de cons is tance  énoncés au § 4,  font usage  de 

fonct ions  aux i l ia ires  u, v dont les d é r iv é e s  doivent  être  éva luées  la 

long des solut ions  du p r o b lè m e  c o m p le t .  En généra l ,  il  est  d i f f i c i l e  

de t ro u ve r  ces  f on c t ion s ,  pr inc ipa lem en t  à cause  de leur  dépendance  en 

e .  Le but de cette  s e c t io n  est de s im p l i f i e r  la c o n s tru c t io n  de u et v , en 

util isant  le fait  que le s y s tè m e  peut ê tre  d é c r i t  par la juxtapos i t ion  

s u c c e s s i v e  de m ouvem ents  lents et rap ides .
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Si ||f(t, z .e  ) || »  Ug(t, z,  e) || — o, le s y s tè m e  co m p le t  peut ê tre  approximê 

par le s y s tè m e  réduit

x  = f(t , z,  o) 

o = g(t, z, o)
( 3 .2 )

Si par contre  |jg(t, z,  e) || — ||f(t, z, e) || , le c o e f f i c i e n t  e devant  la d ér ivée

y im plique  que ||y || v a r i e  bien plus vite que ||x||. En util isant la 

t ran s fo rm at io n  t = t + e s ,  on peut d é c r i r e  le m o u vem en t  par  les 

équations

dx
ds = e f (tQ + es ,  z,  e)

dy
ds = g (tQ + e s , z,  e)  .

Dès lo r s  pour e petit ,  on peut a p p r o x im e r  le m o u ve m e n t  par  les s o l u ­

tions de l 'équat ion  des  cou ch es  l imites

dy
ds = g i w y -  °)» (3 .3 )

où t et x  sont des  p a r a m è tr e s  constants .  Il y c o r r e s p o n d  un m ouvem ento o
rapide de la c o o r d o n n é e  y qui pour  cette  r a iso n  est  appelée  la var iab le
rapi d e . P a r  op p os i t ion  le m o u vem en t  de x  d é c r i t  par ( 3 .2 )  e s t  lent, et x

s e r a  appelée  la v a r ia b le  lente . L ' id é e  ut i l isée  dans cette  se c t io n

c o n s is te  à c o n s t r u i r e  des fonct ions  u et v sat is fa isant  aux t h é o r è m e s

du § 4 ,  à p ar t ir  de fonct ions  u et v dont les s e m i - d é r i v é e s  sont évaluéesr r
le long des solut ions  des équations du système réduit  ( 3 .2 )  et des  fonctions  

Ub Vb d ° nt les s e m i - d é r i v é e s  sont éva luées  le long des solutions 
des équations des couches  l imites  ( 3 .3 ) .  P o u r  fa c i l i t e r  le c a l c u l  de ces  

s e m i - d é r i v é e s ,  nous allons su p poser  que pour tout ( t , x , o )  e I x  Î2

g (t, x,  o,  o) = o

et pour  tout y  /  o tel  que ( t ,x ,  y) € I x  Çï

g (t, x,  y , o) /  o.

F . C .  H O P P E N S T E A D T  [3 0 ]  a m ontré  que moyennant  un changem ent  de 

va r ia b le  cette  hypothèse est  sat isfa ite  pour  une c l a s s e  a s s e z  large  de
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s y s t è m e s .  Supposons que l 'équat ion  g ( t , x , y , o )  -  o p o s s è d e  une s o l u ­

tion d é r ivab le  unique y -  h ( t ,x )  et c o n s id é r o n s  le changem ent  de v a r i a ­

bles

x  = x

y = y - h(t, x ) . ( 3 .4 )

Le sy s tè m e  c o m p le t  s ' é c r i t  a lors
«

x  = f(t,  x, y + h(t, x ) ,  Ê )

e y = g(t, x,  y + h(t, x),  e) + e L x ) +  ( t > ^)f 1 =  b (t ’ x > Y> ? )] •

On v é r i f i e  que b ( t , x , y , o )  sat isfait  aux hypothèses  é n on cées  c i - d e s s u s .  

P a r  a i l l e u r s ,  le changem ent  de v a r ia b le s  ( 3 .4 )  c o n s e r v e  la co n s is tan ce  

s i  ||h(t,x)|j <  K j|x |j . Il suffit en e f fet  de r e m a r q u e r   ̂ ^

||z|| <  m ax ( ||x J|, ||ÿ 1| + K )|x||) < (1+K) || z ||,

j| z || «  m a x  ( ||x ||, ||y || + K ||x ||) ^  (1+K) ||z ||

Fin a lem ent ,  les hypothèses  que nous avons faites  perm ettent  d t é c r i r e  le 

s y s tè m e  réduit  sous  la f o r m e

x = f(t,  x ,  o,  o) ( 3 .5 )

¥  = o
C o n s id é ro n s  une fon c t ion  u : (t, x)  ]—> u (t, x)  , l o ca le m e n t  l ipsch itz ienner r
en x .  On en ca lcu le  a lo rs  f a c i le m e n t  la d é r iv é e  de Dini

D °  u ^ t ,  x) = l im  inf [ u  ̂(t+h, x+h (t, x ,  o,  o))  - u^(t, x)  ] . 

h —> o -

le long des solutions  de ( 3 -5 ) .  De m ê m e  pour  une fonct ion  

u^:(t,  z) |—> u ^ t ,  z ) ’ l ° c a l ement  l ipsch itz ienne  en y,  on ca l c u le  la 

d é r iv é e  de Dini

(1) La n o r m e  ||z || est  définie  par la re lat ion  ||z ||= m ax(  || x  ||, ||y ||)
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D “ ub (t, z) = l im  inf -  [ u j t . x . y . + h  g ( t , x , y , o ) )  -  u j t . z ) ]  
h —> o"

le long des solutions  de l 'équat ion  des co u rbe s  l im ites  ( 3 -3 ) .  Dans la

suite les  s e m i - d é  r ivée  s des fonct ions  u et u, s e ron t  re la t ivesr b
o *r e sp e c t iv e m e n t  a D_ u^ et D_ u^.

L e s  résu ltats  de cette  s e c t io n  se basent sur  les hypothèses

suivantes ,  é n on cées  pour t € I, r > o et r > o f i x é s .r o r b

H YPOTHESES H_,. Soit  = x i L  , S i C  X et i l  C. Y .2 --------  x  ÿ> x  y

S o i t  Q : X  —> X  un op éra teur  de p r o je c t i o n  dont l ' im a g e  ------ - r •——-------- -------------*------ ----- ----------- -------------------------
so it  un e u c l id ien  à i d im e n s io n s ,  et ur ( t , x ) ,  v ^ t . x )  des  fonct ions

r é e l l e s  continues dé f in ies  sur  I x  Q , u n i fo rm ém en t  l ipsch itz ien nes  en x  ------ -------------------------------------- --------  x  ---------------------------------------------------------
( c .  à d .  q u ' i l  ex is te  > o tel que |ur (t, x ^  - u ^ t ,  x^) | <  |jx1 -x^ ||

et ;|v (t, x ,  ) - v  (t, x.,) |< K__ | | x ,-x , ||). Supposons que pour tout 
" r  i r  l r  1

(t ^ t  , t e I)v o
I a : u  ( t , o )  4  a r  ; r  r

b : u (t, x)  = u ( t .Q  x) ^ b  ( ||Q x||) , x  € Ï2 ;T T r r x -a.

c : ur_„_ ( t , x )  ^ d r ( r r ) , ( t , x ) e  { ( t , x ) :  u f  = r^, v r <  r r }  5

II a: v (t , x)  <  a ( ||x-Q x  II) + a r  , x  £ fi ; r o r " r r x
b: v ' (t, x)  ^  - d (r ) r r r

(t, x)  e {  (t, x)  : ur «  r^,  v r = r ^  ;

où a , b et d sont des fonct ions  de c l a s s e  K te l les  que b (r ) ex is te  et ---- r r ----  r ------------------------------------------- -------  ------------------  r r ---------------

a e  [ o, 1L .

Soit  e n c o r e  Q, : Y —>Y un op é ra te u r  de p r o j e c t i o n  dont l ' im a g e  soit --------------------  b --------------------------------------------------------------------------------
un euc l id ien  à j d im e n s io n s ,  et z) . v b (t> z ) des fonct ions  r é e l le s

l ipsch itz iennes  en (t, z) (c . à  d.  qu ' i l  ex is te  > o tel  que
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Ub ^ l  ’ Z l ^ " Ub ^ 2 ’ Z2^ I ^  K b  ̂ ^ 1  _t2 I + ÜZ 1 ' Z2 ^  ’ IV b ^ 1  ’ Z l^ V b ^ 2 ’ Z2^

5 K, ( |t, -t_,f+ ||z, - z _, II) et défin ies  sur  I x  f i ,  Supposons que pour tout b -1- X- L»

(t : ~o
+->A\ . t £ I) ;

III a : ub (t, o) «
aTb ’

b : ub (t, z) = " b (t ’ Q r* . Q by) ,( llQby D), z £ f i;

c : ub-x- (t ’ :z) ® db (I b>’

(t, z ) £ {  ( t . z )  : ub = r b ■ v b *  r b 1  :

IV a : V ^  ’ b o X , y) *  ab ( l l ( * . y )  - (Q :r s . Q by) II) + ai-

b : V, (t, z) b
Ïï bb ( U y - Q b y II) • z € fi;

c : v b ( t t!z) *  “ db K 1-

(t, z) € {  (t, z) : ub ^ rb • % = r b i

où a , b, et d, sont des fonctions  de c l a s s e  K te l les  que b, ( r  ) ex is te .  —  b b —  b ------------------------------------------------------------------------------  b b ----------

La  c o m p a r a i s o n  des hypothèses  et m o n tre  qu 'à  de l é g è r e s  
m o d i f i ca t io n s  p r è s ,  ces  d e r n iè r e s  sont la juxtapos i t ion  des hypothèses  H^ 

pour le s y s tè m e  réduit  ( 3 .5 )  et l 'équat ion  des couches  l im ites  ( 3 -3 ) .  De 
plus puisque £ n 'appara ît  pas dans ces  équations et p u isqu 'e l le s  sont 

d 'un o r d r e  in f é r ie u r  au s y s tè m e  c o m p le t  ( 1 - 1 ), on peut e s p é r e r  t rouver  

plus f a c i l e m e n t  les  fonct ions  u, v dans que dans H^. Nous ut i l i serons  

aussi  des  condit ions  de régu la r i té .

H YPOTHESES H!, . La fonct ion  f es t  b o rn é e  sur  I x f ì x [ o , E <J

de s o r te  que

||f(t,z,£)|| «  K v  K j  £ R .
De plus la fon c t ion  f est continue en £ = o,  y = o u n i fo rm é m e n t  en

(t ^  t , t £ i) et x  £ fi c . à  d.  o —  x  ----------

4|f (t, x ,  y,  £) - f  (t, x ,  o ,  o,  ) || < ( ||y II + £ )

où es t  une fonc t ion  de c la s s e  K .
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L E M M E  4 .  Si u et v sont deux fonct ions  r é e l l e s  continues 

et défin ies  sur  I, a lo r s  la fonc t ion  u = m a x  (u, v)  es t  te l le  que

D to = D u, si  u > v ;

D_ lo = m a x  (D_u, D _ v ), s i  u = v ;

D _ io  = D_ v , si u < v „

L a  d é m o n stra t io n  de ce  l e m m e  est  évidente  et s e r a  donc  o m i s e .

L E M M E  5. Si E , r  et r, sont c h o is is  tels que —  o r  —  b ------------------------------ - —

K r “ l (Eq , - 2 b b 1 ( r b)> - d r <r r > < °

K b [ ( 1 + K l )E o + “ 2 <E o »  - db( r b ) < 0 ’

a lors  les hypothèses et impliquent  que les hypothèses

soient  sat is fa i tes  pour r = r ,

u = m a x  (u , r u. / r ,  ) , r r b b

v = m ax  (v , r v, / r ,  ).r r b b

D é m o n str a t io n .  Ce l e m m e  est  a s s e z  évident,  sauf p e u t - ê t r e  en 
ce  qui c o n c e r n e  les condit ions  ,1c et II b.  Nous ne d é m o n tre r o n s  

que le p r e m i e r  de ce s  deux points,  la d ém onstra t ion  du se co n d  étant 

totalement  s y m é t r iq u e .

Soit (t, z, e) e U x  l o , E  1 . Si u ( t ,x )  = r ^  r u , ( t ,  z ) / r ,  ,o r r r b b

D u >  D u = l im  inf r- [ u (t+h, x+h f (t, z,  €)) - u (t, x)  ]_ r h r rh -—* o "

-> l im  inf -i- [ u^(t+h, x+h f(t,  x,  o, o))  - u^ (t, x)  ] 
h o "

- l im  sup ^  [ u^(t+h, x+h f (t, x,  o, o) ) -u^(t+h, x+h f ( t , x , y , e ) ) ]  
h —» o "

>  D° u^ - || f ( t , x ,  o, o, ) - f(t,  x, y,  £ ) ||

> d r ( r r ) "K r w1 ( ||y II +e  ).
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Or puisque u^ $  r , l 'hypothèse  I l l - b  implique

IIq k y II < b b ( rb )*

P a r  a i l l e u rs ,  puisque (t, z) € U, v < r^ ou plus p a r t i cu l i è re m e n t  ^  r^,

l 'hypothèse  IV .  b implique

I l  y  -  Q b y  II  *  b b  ( r b >
On déduit de ce s  inégal i tés  que j]y |J < 2bb  ̂ (r^) et donc

D 1u ^  d (r ) -  K U) (2b (r ) + E ) > o r r r 1 b b o

Si par  con tre  u ( t , x )  <  r = r u, (t, z l / r ,  , r r r b b
r  l

D_ u r u, / r - —  l im  inf r- [  u . ( t+h ,x+hf( t ,  z,  e ) ," r tr b r, , h bb h —> o

y+h ub ( t , x , y )  ]

j e  ^

D " u ^ T T  l im  i n f  h i ub lt , x ’ y + ? ^ t , z ’ 0 l) '  ub l t , x , ^ lb h _w o '

l im  sup i- [u (t+h, x+h f (t, z,  e) ,  y + ^  g (t, z,  e))
'b  h

- ub( t , x , y  + j  g (t, z,  €) )]

€ r. L d :  U  -  e  K, ( l +  || f  ( t , z, e  )  ¡ I  + Ilg(t, z,e  ) - g(t, z,  o)
) ]

£ r, t db<rb> - K b < E o (1+Kl ) + “ 2 (E o » l  >

F inalement

D_ u(t, z,  e) > o s i  t > t  , ( t , z , e ) € U x  ] o , E q ] . CQ FD .

T H E O R E M E  8 . So ient  r^ > o et t^ £ I f i x é s .  Supposons qu ' i l

ex iste  une f o n c t io n  c de c l a s s e  K telle que :

1° ( y  r : o < r  <  r ) ( y r ,  :o < r, <  r ) les hypothèses  H_ et H' r r o /x b b o'  ---------— -------------- 2 ----  2

soient  sa t is fa i tes ,  K , K, , b, , d. et d étant indépendants  de r et r, ; --------------------------------- r b b b —  r — -------------- -------------------  r b/

2 ° u>(t,z) = m a x  (ur » ub > v r » v b) >  c (||z ||).
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A lo r s  l ' o r ig in e  est cons istante  en t^.

R em arqu ons  que dans ce  t h é o r è m e ,  les fonct ions  u ^ .u ^ .v ^  et 

peuvent av o i r  pour  arguments  r^ et r^.

Démonstration . Soit 77 fixé. Choisissons (r^îo < r  ̂ < min (c (v)> rQ) )> 

(r^ : o < r^ < min (0(77), rQ)) et (Eq:o < E q ^ E) tels que

K r u.1(Eo + 2 b ' 1 ( r b )) - d j . ( r r ) < o

K b L ( 1  + K j ) Eo + cü2(E o )J - d b ( r b) < o .

Rem arquons  que puisque l ' o n  peut c h o i s i r  r^ aussi  petit que l ' o n  veut,

la fonct ion  b, ne doit pas être  in v e rs ib le  sur  tout le d e m i - a x e  pos i t i f  R + .b /w\
En util isant ensuite  le l e m m e  2 et le t h é o r è m e  1, on obtient

( 3  € q >  o ) ( y  € : o  <  € «  C ^ ) ( 3 z ^ £  f l ) ( y t  ^ t Q, t É  J ) ( t ,  z £ (t)) £ T  c .  à  d.

m ax  (u , v II < Jr et m a x  (u, , v ) < r , A lo r s  r r r b b b

c ( Ilz II) <  U) (t, z) «  m a x  (r^, r fa) < c ( 77) 

et puisque c es t  une fonc t ion  de c l a s s e  K , ||z || < 77 . C Q F D .

Le  m e m e  ra isonnem ent  util isant le t h é o r è m e  2 au lieu  du 

th é o rè m e  1 , p e r m e t  de d é m o n t r e r  le

T H E O R E M E  9. Si les hypothèses  du th é o rè m e  8 sont sat is fa i tes  pour

tout t € I , a , a, , b , b, et a étant indépendants de t , a lo r s  l ' o r ig in e  — —  o r b r b ---- ---------------------------------------------o ------------------------2-----
est  u n i fo rm ém en t  cons is tante .

En util isant les  p r o je c te u r s  = o et = o on peut obten ir ,  

tout c o m m e  au c o r o l l a i r e  1 , des th é o rè m e s  de co n s is ta n c e  c o m p lè t e .

C O R O L L A IR E  2. Si les hypothèses  du th é o r è m e  8 sont sat is fa ites  

avec  Q = o , = o,  a lo r s  l ' o r ig in e  est c o m p lè te m e n t  cons istante  en t^.

■
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C O R O L L A IR E  3 .  Si les hypothèses  du t h é o r è m e  9 sont sat is fa ites  

avec  Q = o,  = o,  a lors  l ' o r ig in e  est  u n i fo rm ém en t  co m p lè te m e n t  

cons istante .

6 . E x e m p le s .

C .  C A R A T H E O D O R Y  [5 ]  a étudié le m o u ve m e n t  d 'un traineau 

(traineau de Chapliguine)  auquel c o r r e s p o n d  les équations

Ui = v

u^ = au^ + e u^v 

£ v = - ak v - u£ui ’

( 3 .6 )

o
où a est  en gén éra l  posit i f ,  k ^ o  et (u. , u_ , v)  e R . Dans le butI L 'v*.

de n o r m a l i s e r  ces  équations,  posons  u, = u . / k ,  u = u / a x  et
J- L  La Lu

v = v / k .  Le s y s tè m e  (3 .6 )  devient  a lors

U1 = v
_ —2 € -  —u.. -  u. + — u, v2 1 a 1 (3 .7 )

e v = ak2 (v + uxu ).

Il y c o r r e s p o n d  le s y s tè m e  réduit

U1 u i u z  
-  - 2  
UZ = U 1 *

dont la so lut ion  g é n é ra le  s ' é c r i t

u°  = a / ch a(t-&  )

u 2 = cot th or(t-j3).

Le plan de phase c o r re s p o n d a n t  est  r e p ré s e n té  à la f igu re  III- 2

(3 .8 )
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U1

Pour étudier les propriétés de consistance de la solution ( 3 .8 ) ,  nous uti­

liserons la transformation de variables

x.  = -  a / c h  a ( t - 3 )

x z -  -  uth a ( t - 3  )

y = v + U-̂  U^.

Le système (3 .7 )  s 'é c r i t  alors
x = y  -  x , x ,  -  ax ,  th a(t - /3)  -  « x  / c h  a(t - /3)

1 1 i 2 i a

= x 2 + 2 f fX j /c h  a(t-/3 )

+ 1  (x. + a / c h  a ( t  -  3 ) )  [ y - ( x , +  a / c h  a ( t - 3 ) ) ( x 2 + a t h  a ( t - 3 ) )  ] 
a l  1

e y = -  ak2y + € (x ! + <*/ch <*(t-0))(x 2 + ath ’

le système réduit correspondant

X  = -  x. x_ -  ax ,  th a(t - /3) - a x  /ch  a { t - 3 )
1 1 L J- ^

x = X2 + 2 a X j / ch a ( t - 3 )  , 

et l 'équation des couches limites

= - ak2y.ds
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On v é r i f i e  sans peine que dans l ' e s p a c e  ( x ^ . x ^ . y )  , c e s  équations satisfont  

aux hypothèses  gé n é ra le s  (p .49 ’ , p . 6 3 )  d 'app l icab i l i té  des  t h é o r è m e s  énoncés  

c i - d e s s u s .  De plus,  s i  Î2 = B (o ,p  ), les hypothèses  H'^ sont t r iv ia lem ent  

v é r i f i é e s .  Ensuite  s i  la so lut ion (3 .8 )  est  défin ie  sur  un in terva l le  f ini 

I = ] T , u [ , et s i  a > o ,  a /  o , les hypothèses  s e ro n t  sat is fa i tes  uni ­

f o r m é m e n t  en tQ, pour ;

oIIU
a 1 / 2  2 \ » |

V f  = — ( x 1 + x^ ) exp -  6 In

6na 1 2
Vb = 2 y  ‘

t,

En ef fet

1 , 2 2 
2 (X 1 + X2 ) -6 \a w v 1 , 2 2x -6

2 ( x l + x 2 6
a

•55-
v = v r r

? —. y — h
j  a | [ (3+th a ( t - / 3  )x^ + x ^ x ^ / c h  u(t-£S ) + 3 x . J  e

a  t

- |a | [ 2 x^ + x ^ x ^ / c h  a( t-/3)  + 3 x^ ] e -6  or t

<  - |a | [(x^+x^) + (x^ + Xj^x^/ch o(t-j3) + x ^ /4  ch^cr(t-/3 ))]

^  -  Z \a |vr .

où le s igne s u p é r ie u r  c o r r e s p o n d  au cas où a > o et le s igne in fé r ie u r  au 
cas où a <  o,  et

v, -  v, -  -  2 ak v, . b b b

P a r  a i l leurs  si  a < o ,  a /  o,  les hypothèses  seron t  sat is fa i tes
uniformément en t pouro

Q r

II O 1 / 2  2 \ / i l
v r ~ 2" x̂ i + 6XP " °  I0, ^

Q b

II h—
* 1 2 

Ub = 2 y •

En util isant a lors  le th é o rè m e  9 ou le c o r o l l a i r e  2, on établit  que 

si  la so lut ion  c o n s i d é r é e  es t  défin ie  sur  un interva l le  f ini,  si  g j- o 

et si  a > o, cette so lut ion  est  un i fo rm ém en t  co m p lè te m e n t  cons is tante ;
s i  par  contre  a < o , e lle  es t  un i fo rm ém en t  cons istante  .
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R em arqu ons  que ce  résultat  est  in co m p le t .  En ef fet ,  i l  es t  quasi

évident qu ' i l  s 'é tend  à des  solutions défin ies  sur  un in terva l le  infini» En

cons idéran t  la f igure  III-2 ,  on vo it  que la so lut ion (3 .8 )  approche  un

point s ingul ier  (u^ , u^ ) = (O, a),  auquel c o r r e s p o n d  pour  le s y s tè m e

co m p le t  un point s ingu l ie r  stable w = (u. , u_ , v  ) = (o,  or', o ) .
oo i  oc Z  oo oo

Donc après  un temps fini T ,  toutes les solution z Ê( . )  qui interviennent

dans la déf in it ion  de la  c o n s is ta n ce  co m p lè te ,  atteignent une boule

BfüT , ô, ) . Et puisque U) est  stable,  e l les  d em eurent  dans une boule 
oo i  oo

B(w , ô_).  Dès  l o r s  s i  T ,  ô. et ¿L ont été b ien c h o i s i s ,  on peut en 
oo 2 1 2

déduire  y  t ^ T ,  || z € (t) -  z ° ( t )  || < 77. Il e s t  cependant i m p o s s i b l e

de t rouver  une fon c t ion  v^ sat is fa isant  aux hypothèses  du c o r o l l a i r e  2 .

En e f fet  (u, , u_ ) es t  un point s ingu l ier  stable m a is  pas attracteur .  Or
1 00 2  00

s ' i l  ex is ta it  une fonc t ion  v^ (t ,x )  tel le que

ar( IMI) ^ vr > c r Ulx ll)

v <  - d (v r r r

(u, , u ) s e r a i t  u n i fo rm é m e n t  asym ptot iquem ent  s table .
1 00 2  00

On peut e n c o r e  r e m a r q u e r  que les points s ingu l ie rs  du p r o b lè m e  

réduit sont auss i  points s ingu l iers  du p r o b lè m e  c o m p le t .  D ès  lo r s  la 

c o n s is ta n ce  u n i fo rm e  de ce s  solutions  est  évidente m e m e  s i  I es t  un i n t e r ­

va l le  infini.

Cet  e x e m p le  i l lu s t re  l 'une des l im ites  d 'ap p l i ca t ion  des th é o r è m e s  

énoncés  c i - d e s s u s .  D 'a u tre s  l imitations  à la portée  de ce s  th é o r è m e s  

peuvent ê tre  m i s e s  en lu m iè r e  par  la c o n s id é r a t io n  du s y s tè m e  co m p le t

m  (n+m) (n)€ uv ' + uv ' + n - 1 + X u ' + À. u = o.  o (3 .9 )

ou u € R•A X. €
1

JC Etudions une solution u du p r o b lè m e  réduit  c o r r e s ­

pondant.  Soit  tout d 'a b o r d  une m a t r i c e  r é g u l iè r e  T d ' o r d r e  m  telle  que
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' 0  1 '
• •

- 1 5 + O
T O • T

P P

1 . o D-.

0 y
''V/ 'J1 'V rJ’ ^

où D+ + D + est  une m a t r i c e  défin ie  s e m i - p o s i t i v e  et D + D-  définie  

s e m i - n é g a t iv e .  P o s o n s  ensuite

'u
/

-O3 
•

\______

x -
¡ ( n - l )  L u

—

—
—

—
—

—
\ 

r HiO
• 

9 
• 

»
3

______________
/

(n)U N X X. . . .  X ^  1 n - l
o

-  1
(n+1 ) € uv '

o
o :

+ T ;
' m - 1  (n+m'rl) € u o .S .....................o U H

On obtient a insi le s y s tè m e  com ple t

o î \ o N,

•x =
* •

■
X + T " 1T y

* o ' 1 • •
«

-X
-  O - h • • 1 1 H

-1 1 o

D+ O '
r  x .o • • x un-l ri

u°(t)
eÿ = y + € r o . • .  £> d F tx +

o D_ •
k •

•. o

par rapport  auquel on c h e rch e  à étudier  les p r o p r ié té s  de co n s is ta n c e  de 

l ' o r i g i n e .  Il es t  évident que les condit ions gé n é ra le s  d 'ap p l i ca b i l i t é  

des th é o r è m e s  de ce  chapitre  et les hypothèses  H' s e ron t  v é r i f i é e s  

dans B(o,  p ) pour  autant que les  fonctions  ||u ' (t) ||, i = 1 , . . . , n,
so ient  b o r n é e s .  Cette  condit ion  s e r a  en p ar t i cu l ie r  v é r i f i é e  s i  on 

définit u°(t)  sur  un in terva l le  [ T , u ] f ini .  Si de plus m  f  2 (2k + l ) ,  

k 6 , les  hypothèses  sont sat is fa ites  u n i fo rm ém en t  en t , pour
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_  ^ T -ktQ — O i v = x  x  e , r r

Qb =
ri o ] il ol

o0

+ T + T
, ub = y y- vb = yoo

°  o , o  I_,

où k - 1 est  s u p é r ie u r  à la plus grande va leur  p r o p r e  de A 

o 1

+ A , A =

o 1
■ X X - X fi-.l o n -Z  n -i

, I et I sont r e s p e c t iv e m e n t  des

m a t r i c e s  unités de m ê m e  o r d r e  que D+ et D . En ef fet ,  le s y s tè m e  réduit

s 1 é c r i t

x  = A x

et
*  . f T / A i A Tv . T i -ktv = v  = I x  (A+A )x - k x  x  I e <  - vr r ]

L 1 équation des cou ch es  l im ites  s ' é c r i t

¿y  =
ds

D+ O

O D
y-

Bibliothèque des 
Sciences Exactes

Ub *  '  Ùb = Y

v  "fr = V  — Vb b y

O

t  2 (2 k + i ) ,  :

. ex iste a
— T 

- + D  + 6

O O

O

D + 3 T

y è  ot yT ' h  ° '

< _ a y

O O

O o \

O I

y -  au.b ’

y = - « v .

En fa isant  usage  du t h é o r è m e  9 ou du c o r o l l a i r e  3, on établit  ainsi  que

s i  la so lut ion  c o n s i d é r é e  es t  définie  sur  un in terva l le  f ini  et s i  m  /  2 (2k +l ) ,

l ' o r ig in e  es t  u n i fo r m é m e n t  consistante  ; si  m  = 1 , e l le  es t  u n i fo rm ém en t

co m p lè te m e n t  con s is tan te .  Si on s ' i n t é r e s s e  à des solut ions  défin ies
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sur un in terva l le  infini,  on d é m o n tre r a i t  de même que s i  aucune va leur  

p r o p r e  de A n 'e s t  im a g in a ire  pure,  et si  m  /  2 (2k+l)  l ' o r i g i n e  est  

u n i fo rm ém en t  cons is tante ;  s i  de plus A est  stable  et m  = 1,  e l le  est  

un i fo rm ém en t  c o m p lè te m e n t  cons istante .

L 'équ at ion  ( 3 .9 )  a été étudiée par d ivers  auteurs dont B . L A T I L  [40 ]  , 

dans le cas  où u e U, U est  un e spa ce  de H i lbert ,  A. € (i = 1, . . . , n-1 ) 

et es t  o p é ra te u r  l inéa ire  auto-adjoint éventuel lement  non b o r n é .  Les 

résultats énoncés  par  ces  auteurs sont m oins  co m p le t s  que ceux  que 

nous avons obtenus dans le cas où U = R  ̂ . En effet ,  i ls  ont trait  

à la c o m p a r a i s o n  de solut ions  des p r o b lè m e s  c o m p le t  et réduit  ayant 

m ê m e s  condit ions  in i t ia les .  De plus i ls ne prouvent des résultats  de 

co n s is ta n ce  que dans le cas m  = 1 ou m  = 2.  Cependant  le p r o b l è m e  posé  

en ces  t e r m e s  ne peut pas ê tre  abordé  dans toute sa gén éra l i té  par  la 

théor ie  d éve lo p p é e  au § II I -5 .  En ef fet ,  si  n 'e s t  pas b orné ,  les 

hypothèses  H!, ne sont pas sat is fa ites  . De plus si  Q ^ Y  = (  ̂ ° ) y  ,

l ' im a g e  de l ' o p é r a te u r  ne s e r a  finie que si  U est  un e s p a ce  de d im ens ion  

f inie  ( c . à  d. le cas  que nous avons tra ité ) .  Ces  r e m a r q u e s  m ontrent  les 

insu f f isances  des  th é o r è m e s  du § III-5 dans le cas d 'équat ions  déf in ies  sur 
des e s p a ce s  de Banach.

7. N otes .

M is  à part les  travaux de YU WHY TSCHEN [7 6 ]  et K . O .  FRIEDRICHS 

et W.  WASOW [2 0 ]  , la p r e m i è r e  étude sys tém at ique  de perturbations  

s in gu l iè res  s e m b le  due à A .  N. TIHONOV [ 6 4 - 6 7 ]  . Le  th é o r è m e  f o n d a m e n ­
tal de A .  N. TIHONOY est  un résultat  de co n s is ta n ce  c o m p lè te  re lat i f  à 

des solutions déf in ies  sur  un in terva l le  f in i .  Il es t  obtenu en im posant  

à l 'équat ion  des cou ch es  l im ites  des hypothèses  de s tabi l i té  asymptot ique  

de l ' o r i g i n e .  F . C .  H O P P E N S T E A D T  [30 ]  et [32 ]  [3 3 ]  a étendu ce  théorèm e  

à des solut ions  déf in ies  sur  des in terva l les  in f in is .  Il es t  in té re ss a n t  de 

noter  que F . C .  H O P P E N S T E A D T  construit ,  dans sa dém on stra t ion ,  des 

fonct ions  aux i l ia ires  du type de c e l l e s  que nous avons introduites  au § 5 .

■■
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L 'e x te n s io n  des résultats  de A .  N. TIHONOV à des équations déf in ies  

sur  des e s p a c e s  de Banach fut faites  par B. N. PANAIOTI [52 ]  , [ 5 3 ]  . 

Cette extens ion  est  cependant l im itée  par  le fait  que l ' e s p a c e  Y est  

supposé  de d im e n s io n  f in ie .  De plus tout c o m m e  nous l 'avons  fait ,  

l 'auteur  suppose  la continuité des fonctions  f et g, l ' e x i s t e n c e  des s o l u ­

tions,  leur  unic ité  et leur  continuité par rapport  aux condit ions  initiales  

et à un p a r a m è t r e .  Notons e n c o r e  une extens ion  de V . M .  MILLIONSCIKQV 

[4 6 ]  aux e s p è c e s  l in é a ire s  topologiques  . L ' e n s e m b l e  des résultats  notés 

c i - d e s s u s  font usage de p ro p r ié té s  de stabi li té  asymptot ique  re lat ives  à 

l 'équat ion  des  couches  l im ites  et éventuel lement  au s y s tè m e  réduit .

En g r o s ,  i ls ne d i f fèrent  du c o r o l l a i r e  3, que par une d i f f é r e n c e  de 

point de vue .  En e f fe t  les  hypothèses  de stabi l i té  asym ptot ique  impliquent 

l ' e x i s t e n c e  des fonct ions  auxi l ia ires  que nous avons in trod u i tes .  Il s em b le  

dès l o r s  plus d i r e c t  d ' i m p o s e r  l ' e x i s t e n c e  de ces  f on c t ion s ,  d 'autant 

plus que ce s  condit ions  de stabi li té  sont souvent d i f f i c i l e s  à v é r i f i e r  

( c f r .  F . C .  H O P P E N S T E A D T  [ 3 1 ] ) .

P a ra l l è l e m e n t  à l 'étude de A .  N. TIHONOV, J .  J .  LEVINiet  
N. LEVINSON [4 2 ]  ont étudié une p ro p r ié té  de c o n s is ta n ce  co m p lè te  

à partie  du s y s tè m e  c o m p le t  l in é a r i s é .  Ce t h é o r è m e  se base  sur  l ' h y ­

pothèse fondam entale  que toutes les va leurs  p r o p r e s  de l 'équat ion  des 
couches  l im ites  l in é a r i s é e  ont une part ie  r é e l l e  s t r i c t e m e n t  négative .

En util isant des résultats  de L .  F L A T T O  et N. LEVINSON [ 1 6 ] ,

J . J .  LEVIN [4 1 ]  a étudié le meme p r o b lè m e  dans le cas  où une 
partie  des v a le u rs  p r o p r e s  sont à partie  rée l le  s t r i c t e m e n t  pos i t ive ,  

l 'au tre ,  à part ie  r é e l l e  s tr i c t e m e n t  négat ive . Dans ce  cas ,  le 

th é o r è m e  obtenu est  un résultat  de c o n s is ta n ce  u n i fo r m e .

V . F . B U T U ZO V  [ 3] , [ 4 ]  a g é n é ra l i sé  ces  d iv e r s e s  p ro p o s i t io n s  à des 

solutions dé f in ies  sur  des in terva l les  in f in is .  F in a le m e n t  K . W . CHANG 

[ 6] ,  [ 7 ] ,  [ 8] et K . W . CHANG e t W . A .  C O P P E L [ 9 ]  ont unifié et 

étendu ces  d iv e r s  résultats  fa isant usage  de d i c h o to m ie s  e xp on en t ie l le s .
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L 'e n s e m b l e  de ce s  résultats  es t  indépendant des n ô t r e s .  R em arqu ons  

cependant qu 'à  p ar t ir  des  hypothèses  faites  par ce s  auteurs on peut 

c o n s tr u i r e  des fonct ions  aux i l ia ires  qui peuvent s e r v i r  à d é m o n t r e r  la 

c o n s is ta n c e .  Cette  co n s tru c t io n  est  s im i la i r e  à la c o n s tr u c t io n  d'une 

fonct ion  de L iapounov  pour  un s y s tè m e  l inéa ire  ( c f r .  A .H A L A N A Y  [ 2 9  p .45] ) .

L a  théor ie  que nous avons p ré se n té e  dans ce  chapitre  peut être  

in terp ré tée  c o m m e  la d e s c r ip t i o n  au m o y e n  de fonct ions  aux i l ia ires  de 

la d icho tom ie  obtenue l o r s q u 'o n  uti l ise  les s ys tè m e s  l i n é a r i s é s .  Cette  

théor ie  se trouve  énoncée  pour la plupart  dans P .  H ABE TS [2 7 ]  , [2 8 ]  .

Notons par  a i l leurs  que D . V .  ANOSOV [ l ]  a d é jà  ut i l isé  des fonct ions  

aux i l ia ires  décr iv an t  l 'a t t ra ct ion  des solutions  par  une va r ié té  et leur  

répu ls ion  par une autre .  Cependant  ces  fonct ions  sont l iées  au s y s tè m e  
l in é ar isé  et ne sont u t i l i sées  que pour p r o u v e r  l ' e x i s t e n c e  de solutions 

pér iodiques ' .

P o u r  c o m p l é t e r  la b ib l iograph ie  c i - d e s s u s ,  i l  faut e n c o r e  fa i r e  

m ent ion  des travaux de I.  S . GR ADSTEIN [ 21 ] , [ 22] , V . M .  Y OLOSOV 

[ 7 2 ] , [ 7 3 ] ,  A . B .  V A S S IL 'IE V A  [ 6 9 ] ,  W.  WASOW [7 4 ]  et R . E .  O 'M A L L E Y  J r .  
[ 5 1 ] ,  P a r  a i l leurs  V . A .  TRENOGIN [ 68] s ' e s t  in t é r e s s é  à des équations 

défin ies  sur  des  e s p a c e s  de Banach et à secon d  m e m b r e  non b orné ,  
et L . A .  G R O Z A  [2 4 ]  à des résultats  prouvant qu ' i l  n 'y  a pas c o n s is ta n ce  

c o m p l è t e .

L ' e x e m p l e  du traineau de Chapliguine a été p osé  par  C .  C A RA TH EO D O RY  

[ 5 ] ,  Yu .  I. NEIMAK et N. A .  F U F A E V  [ 50]  ont r e m a r q u é  que co n tra ire m e n t  

à ce  q u 'a f f i rm a i t  C .  C A R A T H E O D O R Y ,  le p r o b lè m e  c o m p le t  peut être 

ap p rox im é  par  le p r o b lè m e  réduit .

Le deux ièm e  e x e m p le  que nous avons traité  au § 6 a son  or ig in e  

dans un trava i l  de J .  KISINSKI [3 4 ]  r e p r i s  et c o m p lé té  par 
J . A .  S M O L L E R  [ 61]  , [ 62]  , B.  L A T I L  [ 40]  et A .  F R IE D M A N  [ 18]  . Dans 

le cas ré e l ,  il peut ê tre  traité  à part ir  des résultats  de M . I .  VISIK et 

L . A .  LYUSTERNIK [ 71] .
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C H AP IT RE IV

C R IT ER ES  DE p -CONSISTANCE

1 . Introduct ion
<%

C o n s id é r o n s  le p r o b lè m e  co m ple t  

x = f(t,  z, e)

e ÿ  = g(t, z ,  e)

et une solut ion z °  : I —> Z ,  t J—> z° ( t )  d is cont inu e (du p r o b lè m e  

réduit c o r re s p o n d a n t

x  = £(t, z , o) 

o = g(t, z, 4 )

( 1 . 1 )

( 1 . 2 )

Nous sup poserons  z d iscontinue en t = t s eu lem ent .  Il s e r a  fa c i le

d 'é te n d re  les  résultats  obtenus à un nom bre  fini de d iscont inu ités .

De plus en t = t , z °  s e r a  continue à dro i te ,  on notera  s
z ° ( t  +) = l im  z °  (t + h) et la quantité

h —> o , h > o

z (t - )  = l im  z (t -h) s e r a  supposée  e x is te r ,
S . , sh —> o,  h > o

P o u r  s im p l i f i e r  l ' e x p o s é  des th é o r è m e s  de ce  chap itre ,  nous s u p ­

p o se r o n s  les fonct ions  f et g défin ies  s u r l x  Rn x  Rm x [ o , E  ] ,°  -VK O

continues et l o c a le m e n t  l ipsch itz iennes  en z,  ce  qui im pl ique  l ' e x i s t e n c e  

et l 'un ic i té  des  solutions  des équations que nous c o n s i d é r e r o n s .  De plus 

nous su p p o se ro n s  ces  solutions  continues en fonc t ion  des condit ions  

init iales  et des p a r a m è t r e s .
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Z. L e m m e s  p r é l im in a i r e s

C o n s id é ro n s  une équation

.m

dy 
d

1 +n

aï ég(!l’y) ( 4 . 1 )

où y e R“ ~ et a £ g, ' . Supposons g continue et l o c a le m e n t

l ipsch itz ienne  en y pour tout a. Supposons de plus que les  solutions  

de (4 .1 )  dépendent  continûment des condit ions  init iales  et du p a r a ­

m è tre  a. Soit y ( s ;  a ,yQ) la so lut ion m a x im a le  de ( 4 . 1 )  définie  pour 

s e K et telle que y (o ;a ,  y ) = y Q.

Supposons que l 'équat ion  g ( a , y )  = o admette une solut ion 

y = h(a) continue.  On d ira  que h(a) est u n i fo rm ém en t  asym ptot iquem ent  

stable si ,  a étant f ixé ,

(i) ( v  q> o ) ( a  ô> o ) ( V y Q € B(h(a),  ô )) ( v  S > o,  s e K)

y (s ;  a, y J e  B (h(a),  q) ;

(ii) ( a <5> o ) ( v  T]> o)(a s > o ) ( v  y e B(h(a),  ô ))

S € K et ( y s  è S ,  s e K )y  ( s ; a , y  )€ B(h(a),  îj) .

F .  H O P P E N S T E A D T  [ 31]  a dém ontré  le

1 “HnL E M M E  1 . Si P  C R est  c o m p a c t  et si  V a € P  , h(a) 

est u n i fo rm ém en t  asym ptot iquem ent  stable ,  a lors

( v v > o ) ( a  Ô > o ) ( y  a € P)(v yo e B(h(a),  ô)) ( y  s > o)

s € K et y(s ; a, y ) e B(h(a),  7j)

D é f in is so n s  ensuite la r ég ion  d 'a t tract ion  A de la rac ine  

h ! P —^ R

A = {  (a, y ) e P  x  Rm , ( y  T] > o)(  y S  > o , S € K ) ( y  s ^ S ,  s € K)

y (s ;  a, y J  e B(h(a),  q) }
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On peut a lors  c o m p l é t e r  le l e m m e  1 par  le

L E M M E  2. S i  N C A est  c o m p a ct  et si  y  (a > y) e N " ,  h(a) 

e st u n i fo rm ém en t  asym ptot iquem ent  stable,  a lors

( y 77> o ) ( 3 S > o ) ( y ( a , y ) e N )  S e K e t  [ ( V s  ^ S ,  s e K)

y ( s ;a ,  y o ) € B (h (a ) , 7?) ] .

D é m o n st r a t io n .  F ix o n s  7]> o et supposons par  l 'a b s u rd e  

( y s  > o) ( 3 (a, y ) € N* ) S e K =t>  [ ( a s  » S ,  s € K)

|jy(s;a,yo) - h(a) jj >  r] ] .

On en déduit des  suites  s. —> oo et (a., y.) -  > (a , y  ) te l les  queî x x v o o'  n

s. ^ K ou sinon IJyis.ja., y. )  - h(a.)  Jj ^  r] ( 4 . 2 )

P a r  a i l l e u rs ,  s i  P  es t  la p r o je c t i o n  de N sur  l ' e s p a c e  des p a r a m è tr e s  a, P 

est c o m p a c t  et en util isant  le l e m m e  1 , on peut d é t e rm in e r  ô c o r r e s p o n ­

dant au T] c h o i s i .  Ensuite  puisque (a0 >Y0) € A , ( 3  S e K)

y(So :ao ’ y o ) - h(ao } ll< 3 •

Puisque Jx es t  continu ( a  p̂  > o)( y a .  e B (aQ, p ^))

h(a.)  - h (aQ) |j < y

F in a lem ent  par  continuité  des  solutions de ( 4 . 1 ) ,  

(3 p < P1 » P > o) (  y  ( a . , y . )  e B ((ao , y o ) , p  ))

jj y(S ;a , y  ) - y(S ; a.y. )  II <" 1 ' o o 1 o' 3 v o - r i ’ 11 3

On déduit des  t ro is  d e r n iè r e s  inégalités  
|| y(SQ; a., y . )  - h(a.)  || < ô 

et en vertu  du l e m m e  1 ( y  s . ^  S~)' 1 O7

s . , e  K et J|y(s.; a . ,y .)  - h(a.)  || < r\

ce  qui contred it  ( 4 .2 ) . C Q F D .
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Considérons ensuite Le système

~  = e f(t + e s ,  z ,  e)  
ds o

i ï  =g (t + €s, z, e)ds o

dont nous noterons z4  ̂ (s ; t 0 »z0 »e)

la solution telle que  ̂ (o; tQ, zq, e) -  zq .

( 4 . 3 )

L E M M E  3. Si les so lutions  de 4 . 3  spnt continues en fonc t ion
—--------------------------------------------------------------- 1 +n + m

des condit ions  init iales  et des p a ra m è tre s  t^ et_ e et_si  N o- R

est  c o m p a c t ,  a lo r s

(v s> o)(v V>  ° ) ( a e0 > ° ) (v e : o < e ^  eQ)(v (fc< z) e N )

U z4 3(S ;t , z,  e) - z4 _3 (S; t, z,  o) || j < T) .

Démonstration. Fixons S > o er 7]> o , et supposons par

l 'absurd e  qu ' i l  ex is te  des  suites £. —* °  et (t., z . )  —> (tQ. z q )

telles que

z4 .3^ S ',ti ,Zi , e i) '  Z4 . 3  (S ;V z i>°) V (4 .4 )

Par ailleurs on 

(3  p > o)( Ve. : o

déduit de la continuité des solutions 

< e. < p )( V (t., z. ) £ B ( (tQ. z q ), p ))

Il z4> 3 (s ; V z i - e i) " Z4 . 3^S; V  V °

Il Z4 . 3 (S; ti , Z i ’ ° ) " Z4 . 3 (S; to ’ V ° )

< n
2

< V
2

D'où ,on déduit
z4 . 3^S ’ < n

ce  qui con tred i t  ( 4 .4 ) C Q F D .
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3. P r e m i e r  th é o r è m e  de ¡u- c o n s i s t a n c e  co m p lè te

Le th é o r è m e  qui suit ut i l ise  tro is  groupes  d 'hyp othèses  qui d é ­

c r ivent  r e s p e c t iv e m e n t  : 1 ° le point f inal du saut : z (t +); 2 ° le pointS
initial  du saut:  z (t 3° les in terva l les  où la so lut ion  z e s t  continue.s

H YPOTHESES A l .  Il ex is te  une fonct ion  continue h : ( t , x )  |—> h (t ,x )

définie  au v o i s in a g e  du point ( t^ ,z° ( t^+)  telle que h(t , x ° ( t  +)) =y°(t +) et 1 S S ________________ S S  s — —
h(t, x)  es t  un point s ingu l ier  u n i fo rm é m e n t  asym ptot iquem ent  stable  pour  

l ' équation des  c o u ch e s  l im ites

-gj; = g ( t . x > Y. o) .  ( 4 . 5 )

Notons ensuite  A la r ég ion  d 'a t t ract ion  de la ra c ine  h ( t , x ) .

H YPOTH E SES A 2 . 3 K > o  , y p  >o il  ex is te  une ré g io n  

M G B (x° ( t  ), p ) x Rm  b o rn é e  et un c o m p a c t  N : I x  N C  (i x f r M ) n  A
g  r v v '. ---------------------------------------------------------------------------------------------------

tels que:

1 ° V t  e l . v z  € f r  M \ N ,  3  0 > o ,  y t e l t . t + 0 ]  o o J o o

z(t;  t , z , € ) e M ;

2 ° a i ,  v t e I > V z e M > V e e ] ° > E 0]

| f. (t, z,«-)) | ;

3° z ° ( t  - )  e M .s
R e m a rq u o n s  que la p r e m i è r e  condit ion  s e r a  sat is fa i te  si  pour  

tout tQ e I et z q € f r  M \ N  , i l  ex is te  une fonc t ion  U (t, z) défin ie  

sur  un vo i s in a g e  V de (t^, z q), continue l o c a le m e n t  l ip sch itz ienne  en 

z et te lle  que :

(i) u ( t Q, z q ) = o ;

( i i)  w (t, z) ^  o,  (t, z) e V \ ( l  x  ]& ) ;

( i i i )  D + u (t , z ) < o . o o
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La deux ièm e  condit ion  est une hypothèse  d ' é j e c t i o n  de M en 

un temps O ( p ) .  Dans les s y s tè m e s  autonomes ,  cette  hypothèse  se 

déduit en gén éra l  du fait que z(t - )  n 'e s t  pas un point s ingu l ier  du 

sy s tè m e  c o m p le t  ( 1 , 1 ).

HYPOTHESES A3.  y  > o,  z °  est  u n i fo rm ém en t  c o m p lè te m e n t

consistante sur l - oo ,  t - T,  I n i .  Il existe t_ > o et une fonction — ------------------------- s i  -------------- L -----------------------------

z : ] t - t , oo [ n i —? Rn m  continue, telle que
S L, /YV\ ---------------------------------------------------------

( y t  > t  , t 6 i ).  z ° ( t )  = z° ( t )  et z °  e s t u n i fo rm ém en t  co m p lè te m e n t  

cons istante .

L a  fonc t ion  z~° s e r a  en gén éra l  la pro longat ion  à gauche de z °  

solution de l 'équat ion

x  = f ( t , x, h(t, x ) , o) 

déf inie  pour t £ [ t  , o o [ o  I.
S

T H E O R E M E  1. Si les hypothèses  A ^ ,A ^  et A^ sont s a t i s f a i t e s , 

la solution z °  est u n i fo rm ém en t  co m plè te m e n t  q - c o n s i s  tante .

D é m o n st r a t io n .  L a  thèse s ' é c r i t
( y î ) > o ) ( y a > o ) ( g £ o >o)( 3  ô>o)( y e : o <  e < e Q) ( y  tQCl)( y z € (. ): j|z€ (to ) - z ° ( t o ) ¡|< ô )

{ t > t  , t€ i}  C J et q { t ^  tQ, t 61, J j z € ( t ) - z ° ( t )  |J >  T] }  < a .

F ix ons  7j>  o et a S o .  Puisque z °  es t  u n i fo rm é m e n t  c o m p lè te m e n t  

cons istante ,  on peut d é t e rm in e r  > o et > o tels que ce  concept  soit

v é r i f i é  pour  z °  e t  T] >  o . C on s id éron s  a lors  a a s s e z  petit pour

que |t^-t | < oQ im pl ique  ||z°(tg +) - z °  ( tg) || < Ensuite ,  puisque

h est  continu, on peut c h o i s i r  p a s se z  petit et d im inuer  éventuel lement

o  de sorte que 11 -t  j < o  et ||x -x ° ( t  ) || < Z p implique  O L, S O ¿j s
CT

||(x2 ,h(t2 , x 2) ) - z ° ( t s +)|| < ô2/ 3  et p < K  ^ . D éterm in on s  a lors
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ol ' e n s e m b le  M re lat i f  à p , et c h o i s is s o n s  et 7?̂  ^  7]

a s s e z  petits pour  que si t, £ [ t -  T, ,  t [ {  z:  ||z-z°(t, ) || < 77, } c  M . Ce choix
1 S O 1 s l  1

est  p o ss ib le  puisque z (t - )  € M . Ensuite ,  puisque z es t  u n i fo rm ém en tS
co m p lè te m e n t  cons is tante ,  on peut d é te rm in e r  £^: o < £  ̂ <  6^ et

6: o < Ó pour que le c oncept  soit  v é r i f i é  si  on ch o is i t  ï] = 7?̂  . P a r

a i l leurs  M et N étant d é te rm in é s ,  et s i  on applique le l e m m e  2 à l ' e n s e m b le

N ? [ t - a , t  + a ] x  N et à l ' équation = e(t, x ,  y , o) pour  s o s o ds '

ô2/ 6  , ( a s  > 0) ( v ( t 2 , z 2) £ N*) S € K et y4 3(S ; t2 , z 2 , o)£

B(h(t , x  ), 6 / 6 ) .  Ensuite util isant le l e m m e  3 pour S et¿L ù u

6_ / 6 ,  ( 3  e : o < £ £  m in(£ .  , cr / 2 S ) ) ( v £: o < £ «  £ )( y  (t , z - ) €  N"5')
Lj O O  l O  O Lt ¿à

||ẑ  ^(Sjt^, z^, £) - z^ ^(S; t^, z^, o) ||< b^ / 'h .  La  c o m b in a i s o n  de 

ces  résultats  m o n tr e  que ( 3  S >  o)( 3 £ q :o <  £ q <  £ ^ )  tels que S £ <  0/ 2

et ( y  £ :o < e ^ £o )( V (t2> z 2)£ N “ ) ||z(t2+€S;tz , z 2 , £ ) - ( x , . h ( t 7 , x 7))

~ HZ4 3 ^ ’^2’ Z2 ’ ^  ~ X̂2 ’ ^ ^ 2 > x 2 )) Il ^62/ 3 ,

2 ’ Z1

Le raisonnement ci-dessus nous a permis de construire des
Ko o

constantes ¿>2 > o, ct̂ -.o <Oq <  ct, ( p > o, p < —- — )( t̂  : o<

(ô > 0 , ô «S ô2 ^ Éo> ° )  et des  ensembl-es M et N tels que ( y € :o <  £ «S £q):

(i) ( y t  £ ] t g- t2 , ooLo I) (v z €( . ) :  || ze(to) -z ° ( t o) || «  ô2)

{ t  > t Q, t  £ I } cJ et q { t  »  tQ, t £ I : ||ze (t)-z°((u)))|| S* 77}  = o ;

(ii) lt3_ts l < a o ^  llz°(ts +) - *°(t3)ll < ô2/3 ;

(üi) lt2"ts l < a o > llx2"x°(ts) Il < ¿P = 0

Il (x 2 » h (fc2 ’ x 2^  ‘  z ° ^ s +) Il < 62/ 3 •
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(iv) (t2 , z 2) € N* ||z(t2 + €S ; t2> z 2> e) - (x2> h(t2> x 2 )) )j < ô2 / 3 ,

où € S < g /Z  ; o

(V) (tg c [ t g -  Tg , t g [ , ||Z l - z ° ( t g) jj < 77j <77 =*> ZjC M ;

(vi)  ( y u  ] - 00, tg - r x ] n I ) ( y z e ( . )  : || z £ (to ) - z 0(tQ) |j < ô )

{ t ^ t Q, t e ]  - 00 , tg- r [ n  I } c  J ! et

n {  t > t Q, t e  ] - oo , t - r x [ n i  : ||ze (t) - z ° ( t )  || s* 77̂  = o .

M ontrons  ensuite  que ô et e conviennent .  F ix o n s  € : o < £ <  € . ̂ o o
Tout  d 'a b o r d  s i  t ^ t  , t e I , la thèse se  déduit de ( i ) .  Si par  contre  o s o v '
t < t , t e I , f ixons  z e ( „ )  : ||ze (t ) - z ° ( t  ) || < ô . Dès  l o r s  si  t < t - t , , o s o v ' 11 o o '  “ o s 1

on déduit de la propriété (vi) que jusqu'en = t - la solution z € ( . )

est définie et est une 77-approximation de z °  sauf peut être sur un

e n se m b le  de m e s u r e  nulle ( c f r . f i g . I V -1 ). En ver tu  de (v) et de la continuité

de z C(. ), z n =z(t, ;t , z , e) € M . [ Si t € [ t - t , , t [ , on p o se  t. = t '  ' 1 1 o o o s 1 s 1 c et

on obtient de fa ç o n  évidente  les m ê m e s  conc lus ion s  ] . Ensuite  puisque

sur  M, |f. | , 2 p è  |xf (t) - x^ (t^) | ^ K ( t - t ^ ) ,  ce  qui im plique
2 a

( t- t .  ) $  ——-  < —— . On en déduit que la so lut ion  z ne peut pasi IX L, CT
d e m e u r e r  dans M plus d 'un temps • E l le  ne peut quitter  M que par  N et

ct

donc ( 3  tg € J) | t2 - t 1 | < ~  , (t2> z 2) = (t2> z ( t2 ;to> z^.e )) e N . En
cr

utilisant ensuite  ( iv) ,  on vo it  que ( 3  t = t + £S £ J) : |t - 1 | < —̂  et
J u 3  L* L»

|| z (t ; t , z  , £ ) - (x ,h'-(t , x  )) || < ô / 3 . En combinant  ce  résultat  avec

(iii )  et ( i i ),  on obtient ||z(t^;t^, z^, £) - z °  (t^) || < F in a lem en t  (i)

im plique  que z € ( . )  est  p ro longeab le  sur  I et {  t ^ t ^ . t  £ I,

||z€ ( t ) - z ° ( t )  || > 77}  C [ t 1 , m ax  ( t y t g ) ]  . C e c i  dém ontre  le th é o r è m e  puisque

t - t , <  CT ^  CT et t - t, = T, < CT / 2  < CT .3 1 o s i  1 o' C Q F D .
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y

>  x

F ig u r e  IV -1 .

4 .  E x e m p le

E . F .  MISHCHENKO et L . S .  PO N TR Y AG IN  [49^ . ont  c o n s id é r é  

un c i r cu i t  de F rueh au f  d é c r i t  par les equations

i  = Yi - yz

e y = _ X - y ( 4 . 6)

y-.
e y z = x - y r - 3 -  II

II y c o r r e s p o n d  le sy s tè m e  réduit

X  = y j  -  v 2

O F  -  X  -

o = x  - y

-3 y 2 
3

1 " 3

3
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qui est équivalent  à
i  = 2Yl

3

et peut 

de ce  s

I t r e  c o m p a r é  à un o s c i l la te u r  de Van der  P o l  ( 1 .1 0 ) .  L e s  solutions 

y s t è m e  se  rep résentent  a isém ent  dans le plan (x .y^ )  ( f igure  I V - 2 )

F ig u r e  IV -2

C o n s id é ro n s  la so lut ion  z °  dont l ' o r b i t e  AB CD  est  d iscont inue  de B a C, 

et vé r i f i o n s  les hypothèses  du t h é o r è m e  c i - d e s s u s .

HYPOTHESES A : L es  équations

o = - x  - y ^ /3  - y z 

o ^ x - y j  - y^/ 3

possèdent ,  en vo is inage  du point C , une solution continue

y l = - y 2 = M*)

où h : ] o ,  'oo [ —»  ] - n/T  , - oo [ . x  ( ->  h(x) es t  une so lut ion  de l 'équation 

x  - h(x) + h3 ( x ) /3  = o .
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P a r  a i l l e u rs ,  l 'équat ion  des couches  l im ites  s ' é c r i t

dYl
3

*1
ds - X - -  - y 2

(4 .7 )

dy2 y z
~ds~ "  x  '  y l “ T

et sa so lut ion  y = - y = h (x) est  u n i fo rm ém en t  asym ptot iquem ent
J- Lt

stable .  En e f fet  les hypothèses  du th é o rè m e  1 .6  de A .H A L A N A Y  

[ Z 9 - p . 2 4 ]  sont sat is fa i tes  par la fonct ion

v ( x , y 1 , y 2) = j  [ ( y 1 -h (x ))2 + (y2 + h (x) )Z]

dont la d é r iv é e  c a l c u lé e  le long des so lutions  de (4 .7 )  s ' é c r i t

2 2 
y, + y i h(x) + h(x)

dV -  - --- ------- î-3 -----------------  ( y r h(x ))2 - Z(y i -h(x)))(y2 +h(x))ds

y?  - y ? h(x) + h2 (x)
— ----- — 2---------------------  (y2 +h(x))2 .

Si on re m a r q u e  que h(x) < - n/T  et si  on suppose y^ < -1 et y > 1 , 

^  -  4 3-^  ( y x -h(^c))2 - 2 (Yl -h (x ) ) (y 2 *h(x))  -  (y2 +h(x))2

j  (1+n̂ 3" ) v ( x , y 1> y 2 ).

H YPOTHESES A .  Soit K et V p >  o soit  (r  < m in  (p , i ) ,  r > o) .

On définit a lo r s

M ={(x»y1. y2) : lx - j  I <r • |y1+y2 I ^ r> j  ^ - y 2 ^  5 I
et

2 iN = {  (x, y j , y ) € M : so it  x  = — + r, so it  y i - y 2 = j  }

1° L ' e n s e m b l e  f r  M \ N  se c o m p o s e  de quatre f a c e s .  P o y r  chacune de 

c e l l e - c i ,  nous indiquerons  une fonc t ion  u^(z) (i = 1, . . . , 4)  qui s a t i s ­

fait  aux condit ions  (i),  ( i i)  et ( ii i ) de la r e m a r q u e ,  en tous points n ' in t e r -  
sectant pas p lus ieurs  f a c e s .  P o u r  ces  d e r n ie r s ,  i l  suffit  a lo r s  de
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c o n s i d é r e r  la fonc t ion  U) (z)  = m a x  uh(z), où i appartient  à l ' e n s e m b le  

des indices  des fa c e s  s ' in te r s e c ta n t  en ce point .

Sur F^ = {  (x, , y^)e M : x  = — - r }  on c o n s i d è r e  la fonct ion  

u j ( z )  = - x  + j  -  r

dont la d é r iv é e  c a l c u lé e  le long des solutions de ( 4 .6 )  et éva luée  en les 

points de F^ ,  s ' é c r i t

V z >= ' * 1  + y 2 *  ' J -

Sur F 2 = { ( x , y 1 , y 2) e  M : y y + y 2 = r )  et F j  = {  ( x , y j , y 2) e  M : 

y + y = - r }  , on uti l ise  la fonct ion1 Ct

U) ,(z)  = u3 (z)  = J  ( y x + y z Y

dont la d é r iv é e  s ' é c r i t

(z)  = ù 3 (z)  = - j  (y j + y 2)2 L1 + y l - y l y 2 + y 2
] *  - 4  < «

F ina lem ent  sur  F^ = {  (x, y ^ , y 2) € M : y^ -y^  -  5 }  > on uti l ise  

la fonc t ion

“4 (z) = v y r 5

dont la d é r iv é e ,  éva luée  en les points de F , s ' é c r i t

ù4 (z)  = i  (2x  + (y2 -y 1)(i - *  (y2 + yL)2 - j j  ( y ^ ) 2))

25<  -  (2 + 5 (1 - J Y  )) «  - r  < o .

2.  On re m a r q u e  que |f(t, z,  € )| -  |y^-y2'  ^  T

3. Il est  évident que le point B de co o rd o n n é e  ( - , 1 , - 1 )  appartient

à M .
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4 .  F in a le m e n t  i l  faut v é r i f i e r  que I x  N C A .

2 .R em arqu ons  tout d 'a b o r d ,  que si x  > -j , le point s ingu l ier

( Y l . y  ) = (h(x), -h(x )  ) est  un attracteur  g lobal  par rapport  à l 'équation  

( 4 .7 ) .  C o n s id é r o n s  en e f fe t  la f o n c t i o n

v = j  ) U y 1 -h (x ))2 + (y2 +h(x))2 ]

dont la d é r iv é e  c a l c u lé e  le long des solutions  de (4 .7 )  s ' é c r i t  

riv y l + y ? h (x ) + h2(x ) ?
--------------------------------------- ( y L -h(x ))  - 2 ( y x -h (x ) ) (y 2 + h(x))ds

y 2 - y 2hW  + 1,2 (x ) z
- i -------L _ ---------------(y 2 + h ( * ) )2 .

Cette  f o r m e  s e r a  définie  négat ive si  son réa l isant  es t  négati f ,  c«-à-d. 

9 - ( y Î + y ^ i x )  + h2 (x)) (y2 - y 2h(x)+h2 ( x ) )<  o ( 4 .8 )

Or x > j  et donc  h(x) < - 2 , y 2 +y jh (x )  + h2 (x) h2 > 3 , et

2 2 3 2y 2 ” y ! h(x)+ h (x) 2s — h > 3 ,  ce  qui établit ( 4 .8 ) .  Dès l o r s ,  la

fonct ion  v p e r m e t  d 'é ta b l i r  l 'a t t ract iv i té  g loba le  du point (h(x), -h(x))  

(J.  L A S A L L E  et S.  LE FS C H E TZ [ 3 9 - p .  67] ) , et donc

{  (x.Yj. y2) € N : x  = J  + r }  C A.

D ém on tron s  ensuite

R = { ( x ,y 1, y2) : x e L j  . 1] , (y j -y 2) e t - 5 , x ] }  C A

On v é r i f i e  tout d 'a b o r d  que si  x  € [ -j- > 1] , l ' e n s e m b le

D = {  (y l > y 2 ) : (y l _y2̂  € t - 5 . x ]  }
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est  un invariant  pos i t i f  pour  l 'équation  ( 4 .7 ) .  En ef fet  si  y ^ - y ^ -  "5

y r y 2,  3 Z 1
ds ' ( ' y l +y2 ' 5) "  2x~yl +y2 + —5-----l' 4 * yl +y2̂  + 4 ^ yl ' y2̂  J

7 - | L | ( y 1+y 2)2 ^ ]  « -  &  < ■ » .

et si  y - y  = x,

4 y l + y l V y 2
-aj-(yr y2 -x) ° - 2x + <yr y2)l 1 -------------- 5---------- 1

= - s i  i + (yi + yjy2 + y2 ) /3  1 < ° •

Ensuite on c o n s id è r e  la fonc t ion

y 4 ( y l + y 2)2

dont la d é r iv é e  s ' é c r i t

4  = - ‘ y ! + y 2) 2 +
y i - yi y + y

Dans la r ég ion  pos i t ivem en t  invariante D, on peut appl iquer  une g é n é r a l i s a ­

tion tr iv ia le  (+) du th é o r è m e  VI de J .  L A S A L L E  et S.  L E F S C H E T Z  
[ 3 3 - p . 5 8 ]  . On en déduit que toutes les solutions i s su e s  de D tendent

v e r s  le plus grand invariant  de {  (y^ . y^) € D : ^  = o } ,  c *à -d .

(y , y )  = (h (x ) , -h (x ) ) .  Dès lo r s  R c  A et { ( x ,  y , y ) £  N :
1 Z i. ¿4

y r y 2 = 4 c  R C A -

(+) T H E O R E M E  VI G E N ER AL ISE .  Let  D be a p os i t ive ly  invariant  reg ion  
and V(x)  a s c a l a r  function with continuous f i r s t  p a r t i a l  d e r iv a t iv e s .  
Let  designate  the in te r se c t io n  of a com ponent  of  the reg ion

V(x) < i  with D. A s s u m e  is bounded and that within S7 ^

V ( x )  «  o

Let  R be the set of  all  points within w here  V (x) ,= o 
and let M be the la r g e s t  invariant set in R.  Then e v e r y  
solut ion x(-fc) in tends to M as t _  ̂ + qo .
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HYPOTHESES A^.  Ces  hypothèses  peuvent se déduire  à part ir  

du c o r o l l a i r e  III-3 et des fonct ions

vr = \ (x ~ *°(0)2 

v b = ^ i -h x̂ ))2 + (y2 + h W ) 2 l

y l
où h(x) es| une rac ine  convenable  de l 'équat ion  x  - y^ + —- = o .

5.  D eux ièm e t h é o r è m e  de q - c o n s i s t a n c e  c o m p lè t e .

T H E O R E M E  2. Supposons que les r e s t r i c t i o n s  de z °  à J -  oo , t  ̂ [ n i  

et [ t  , oo [ n i  so ient  u n i fo rm é m e n t  c o m p lè te m e n t  c o n s is ta n te s .  Si de plus,
....... S * 1 ""

(t , z (t - ) )  appartient  à la r ég ion  d 'a t t ra ct ion  de z , a lo r s  z est
S S ---------- ' '

u n i fo rm é m e n t  c o m p lè t e m e n t  fu - c o n s i s t a n t e .

D é m o n s t r a t i o n . Soit 7]> o et o >  o f i x é s .  Pu isque  la r e s t r i c t i o n

de z à [ t , oo l ^ I  e s t  u n i fo rm é m e n t  c o m p lè te m e n t  c o n s is t a n c e ,  on
peut d é t e r m in e r  > o et > o tels que ce  con cep t  so i t  v é r i f i é  pour

z °  et î) . S o i t  ensuite  o :o < cto < ct tel que o < t _ - t  < ct im pl ique  
1 o o  2 s o

||*°(t +) - Z°(t_)|| < ô , / 3 .  Puisque (t , z ° ( t  - ) )  appartient  à la r ég ion
S Là Y S S

d 'a t tract ion  de z ° ,  i l  ex is te  S > o tel que z (S;t , z ° ( t  - ) ,  o)  £ B (z ° ( t  +), ô. / 3 ) .
TT • J  S S S i

Ensuite par continuité  des solutions de (4 .3 )  en fonc t ion  des condit ions  

init ia les  et d 'un p a r a m è t r e  (3  7 :  o < 77, <  ? /) (3 € ^  9 < e jL <  m i n ( e ^ ,1 cr^/3))(v ' »j-

H z i  I l  <  2 v e : o < e  « C j ) ,  I l  Z 4 > 3 ( S ;  t g ,  z ° ( t g - ) ,  o )

4 . 3 (S;t , z , e)
S ±

IX 3(S;tg , z  (tg - ) , o ) )

- z(t  + € S, t , z ,  , e ) < ô, / 3 .  En util isant f ina lem ent  la c o n s is ta n c es s i  " 1'

c o m p lè te  et u n i fo r m e  de la r e s t r i c t i o n  de z °  à ] -00 , t [ ^  I , on d é term ine
S

( £ q So < £q $  6 1 ) et ( 6 : o < 6 <  ô^) tel que ce  con cep t  so i t  v é r i f i é

o tpour z et 77̂  .

■
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Ces  va leurs  de €q et <5 permettent  d 'é ta b l i r  le t h é o r è m e .  En

effet ,  f ixons  e l o < 6 *5 e . Tout  d 'abo rd ,  s i  t 2=-1 , t € I , lao o s o
thèse se  déduit de la c o n s is ta n ce  c om plè te  et un i fo rm e  de z réduit  à 

[ t  , co [ ni. Si par  con tre  t t , f ixons t et z € ( . ) .  Dès  l o r s  la 

c on s is tan ce  c o m p lè te  et un i fo rm e  de z °  réduit à ] - oo , t ; t o 1 im pl ique

{  t >t , t e j -  oo , t [ n i j c j  u s

et ( 4 . 8 )

A*{ t * t Q, t e ] - « , ,  tg [ n i  : j|z€ (t) - z ° ( t )  || ^  ^  }  = o

La  continuité de z ° ,  pour  t < t implique  || z€ ( t ) - z ° ( t  - )  || ^ 77, .s s s J-
On en déduit que pour t = t + 6 S

Il  Ze (tg +  e  S) - z 0(tg+es)  Il  «  ||z€ (tg+eS)-  z4 3 (S ;tg , z ° ( t g - ) ,  o )  ||

UZ4 . 3^Sîts ’ z ° ( t s ‘ ) ’ ° )  " *°<tB+) Il

+ Il z ° ( t g+ ) - z ü(tg+ es) Il < ô1/ 3  + ô1/ 3  + ô j / 3  = Ô1

Dès lors  en ver tu  de la c o n s is ta n ce  c o m p lè te  et un i fo rm e  de la r e s t r i c t i o n

de z °  à [ t  , 00 [ D I  . s

{  t >  t + e s ,  t e l  } c Js

et ( 4 .9 )

M { t  >  t + e s ,  t e I, || z € (t) - Z°(t)  || s* 77}  = 0
S

F ina lem ent ,  on déduit  de ( 4 .8 )  et (4 .9 )

{  t > t  , t e l  }  C J
et

m{ t > t Q, t e I : || z € (t) - z ° ( t )  || 2  ̂ 77}  <  iu {  t :tg «  t <  tg4-63 }  ^  ° Q < 0 •

C . Q . F . D .
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Ce th é o r è m e  peut s 'a pp l iq u er  à de n om breu x  s y s tè m e s  à 

p a ra m è tre s  d iscont inu s .  C o n s id é ro n s  par exem p le  le c i r c u i t  r e p ré s e n té  

à la f igure  I V -3 ,  où e(t) = o si  t < o et e(t) = 1  si  t ^  o .

y L = e R = i
-WWVW-

>(t) Œ> C = 1 x

F ig u r e  I V -3

Il y c o r r e s p o n d  le s y s tè m e  d 'équations

x  = y

€ y = - y - x  + e(t) .
L a  so lut ion  z °  défin ie  par les relations

z°( t )  = o , s i  t 4  o , 

z ° ( t )  = (1 - e xp ( - t ) ,  exp  ( - t ) )  ( si  t > o ,

est u n i fo rm é m e n t  co m p lè te m e n t  /U-consistante .  En ef fet  la c on s is tan ce
co m p lè te  et un i fo rm e  se déduit,  pour  t < o , des fonct ions

_ Z f _ 2v = x et v, -  y .r b

P o u r  t >  o , e l le  se  déduit des fonctions
2 2 v r = (x-1  + exp ( - t ) )  et v b = ( y - e x p ( - t ) )  .

P a r  a i l l e u rs ,  s i  on c o n s id è r e  l 'équation  des couches  l im ites  en t = o,

x  = x  (o)

dy
ds - y  - x ° ( o )  + 1 = -  y + 1,

i l  es t  évident que la solut ion y = 1 est  un attracteur  g lob a l .  Dès lors  
toutes les hypothèses  du t h é o r è m e  2 sont v é r i f i é e s  et z °  est  u n i fo rm ém en t  
c o m p lè te m e n t  p - c o n s i s t a n t e .
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6. N otes .

Tout  d 'a b o r d ,  nous devons r e m a r q u e r  que l 'é tude  que nous avons 

faite  de la ¡u - c o n s i s t a n c e  es t  très  in c o m p lè te .  Nous nous s o m m e s  en 

ef fet  borné  à étudier  la /u - c o n s i s t a n c e  co m p lè te  et u n i fo r m e .  Il s e m b le  

cependant que cette  p r o p r ié té  soit  la plus f réquente  dans les  app l icat ions .

D 'autre  part,  N. LEVINSON [43 ]  a d ém on tré  un th é o r è m e  dont la 

thèse est p r o ch e  de la n ôtre .  Rem arquons  qu ' i l  se situe dans un cad re  

plus gén éra l  en ce  sens  que z °  peut être  d iscontinu en y et en x .

En outre ,  ce t  auteur étudie non seu lem ent  la continuité en £ des solut ions ,  

m ais  auss i  c e l l e  de leurs  d é r iv é e s  par rapport  aux condit ions  in i t ia les .  Par  

con tre ,  la p o r té e  de ce  th é o rè m e  est f o r te m e n t  réduite  par  l 'hypothèse  

que l ' e s p a c e  des y es t  unid im ens ionnel .

F in a lem ent ,  r em arqu on s  qu 'une théor ie  de la jù- c o n s i s t a n c e  aurait 

pu être  obtenue à p a r t i r  des travaux de J .  HAAG L 25 -26]  ,

L . S .  PO N TR Y A G IN  [5 4 ]  et E . F .  MISCHENKO [ 4 7 , 4 8 ] .  L 'a p p r o c h e  

ch o is ie  par  ces  auteurs es t  cependant très  d i f férente  de la notre  en ce  sens 

qu ' i ls  s 'a ttachent  p a r t i cu l i è re m e n t  aux déve loppem ents  asym ptot iques  des 
solutions au v o is in ag e  des d iscont inu ités .  Citons  e n c o r e  les  travaux 

de S .S .  PU L 'K IN  et N .H .  RO ZO V [56 ]  , A . B .  V A S I L 'E V A  et 

V.  A .  T U P £ l E V [ 7 0 ]  et A . A .  DORODNICYN [ 14] .



97

BIBLIOGRAPHIE

[1 ]  D . V .  ANOSOV, On L im it  C y c le s  in System s  of  D i f fe rent ia l  

Equations  with a Sm all  P a r a m e t e r  in the Highest  D e r i v a t i v e s ,

AMS T ran s la t ions  Ser  2 33 (1963),  233 -2 75 .

[2 ]  N. BOURBAKI,  E lém ents  de mathématique,  l i v re  IV, Chapitre  4 

( F a s c i c u le  XII) ,  Herm ann,  P a r i s  1961.

[3 ]  V . F .  B U T U Z O V ,  F o r m u l e s  asymptot iques  de la so lut ion  d 'un 

s y s tè m e  d 'équat ions  d i f fé rent ie l le s  avec  un petit  p a r a m è tr e  devant 

les d é r i v é e s ,  sur  l ' in terva l le  infini (o <  t < oo) (en ru sse ) ,

Ves tn ik  M o s k o v .  Univ .  S e r . I  Mat .  Meh (1963),  3 -14  .

[ 4 ]  V . F .  B U T U Z O V ,  C o m p o r te m e n t  asymptot ique  des solut ions  d ' é q u a ­

tions d i f f é re n t ie l l e s  ayant un petit  p a r a m è tr e  devant  les  d é r iv é e s

et sur  un in terva l le  s e m i  infini (en ru sse ) ,  Vestn ik  M o s k o v .

Univ. S e r . I Mat .  M eh (1 965),  16 -25 .

[5 ]  C .  C A R A T H E O D O R Y  , D er  Schlitten, Z e i t .  Angew .  Math.  M ech ,  130 .A v s

(1933),  71 -76 .

[ 6 ]  K . W .  CHANG, A lm o s t  P e r i o d i c  Solutions  of  S ingular ly  P e r tu rb e d  
S ys te m s  of D i f fe rent ia l  Equations ,  J .  D i f f .  Eq .  4: (1968),
300 -3 0 7 .

[7 ]  K . W .  CHANG, R e m ark s  on a Certa in  Hypothesis  in Singular  

P er tu r b a t io n s ,  P r o c .  A m .  Math i S o c .2 3  (1969),  41 -45 .

[ 8 ]  K . W .  CHANG, T w o  P r o b l e m s  in Singular P er turbat ions  of  

D i f fe rent ia l  E q u a t io n s , J .  A u stra l .  Math.  S o c . 1 0  (1969),  3 3 -5 0 .

[9 ]  K . W .  CHANG and W . A .  C O P P E L ,  Singular  P er turbat ions  of  

Inital Value P r o b l e m s  o v e r  a Finite  Interval ,  A r c h .  R ational M e c h .

Anal .  32 (1969) , 26 8 - 280 .

L . O .  CHUA and G . R .  A L E X A N D E R ,  The E f fe c t  of  P a r a s i t i c  

R e a ctan ce s  on Nonl inear  Net work ,  IEEE T r a n s . C T - 1 8  (1971), 
520 -5 3 2 .

[10]



98

[1 1 ]  E . A .  CODDINGTON et N. LEVINSON, T h e o r y  of  O rd inary  

D i f fe rent ia l  Equations ,  M c G r a w -H i l l ,  New Y o r k  1955.

[ l Z ]  C . A .  DESOER and M . J .  SHENSA, Networks with V e r y  Sm all

and V e r y  L a rg e  P a r a s i t i c s  : Natural F r e q u e n c ie s  and Stability,  

P r o c  IE EE 58 (1970),  1933-1938 .

[1 3 ]  J .  DIEUDONNE, Foundations  of  M o d e r n  A n a l y s i s , A.I?,

New Y ork  1 960 .

[14 ]  A .  A .  DORODNICYN, A s y m p to t i c  solution of van der  P o l ' s  

equation,  P M M  L^ (1947) 313-3Z8,  A m .  Math.  S o c .  T rans 1. , N°88,  

1953.

[15 ]  D . A .  F L A N D E R S  and J . J . STOKER , The L im it  C a se  of  Re laxat ion  
O sc i l la t i o n s ,  Studies in Nonl inear  V ib ra t ion  T h e o r y ,  New Y o r k  

Univ .l  946, 313 -3 2 8 .

[1 6 ]  L .  F L A T T O  and N. LEVINSON, P e r i o d i c  Solutions  of  

S ingularly  P e r tu r b e d  S ys te m s ,  J .  R at . M e c h .  Anal .  ^ (1955),  

943 -9 50 .

[1 7 ]  M .  F R E N K E L ,  La  m éthode  de centrage  dans l 'é tude  des équations 

d i f f é re n t ie l l e s  à petits p a r a m è t r e s ,  P r o c .  Conf .  Const  . T h . F u n c t -  
Publ ish ing  H ouse  of the Hungarian A c a d e m y  of S c ie n c e s  ,

151 -162 .

[18 ]  A .  F R IE D M A N , Singular  Perturbat ions  f o r  the Cauchy P r o b l e m ,  

and f o r  Boundary Value P r o b l e m s ,  J .  Diff ,  Eq .  £> (1969),  226 -2 6 1 .

[19 ]  K . O .  FRIEDRICHS,  A s y m p to t i c  phenonema in m a th e m at ica l  

p h y s i c s ,  Bull .  A m .  Math.  S o c .  61 (1955) 4 8 5 -5 0 4 .

[2 0 ]  K . O . FRIEDRICHS and W .W A S O W ,  Singular  Per tu rbat ion s  of 

N onl inear  O s c i l l a t i o n s , Duke Math. J .  13 (1946),  367 -3 8 1 .

[2 1 ]  I .S .  GRADSTEIN,  Des équations d i f fé rent ie l le s  dans l e squ e l le s  

d i v e r s e s  p u is san ce s  d'un petit p a r a m è tr e  interviennent  devant 

des d é r iv é e s  (en ru s se ) ,  Dokl .  Akad.  Nauk SSSR £2 (1952), 5 -8 .



99

[22 ]  I . S .  GRADSTEIN,  Sur le c o m p o r t e m e n t  des solut ions  d 'équations  

d i f f é re n t ie l l e s  l inéa ires  à c o e f f i c ien ts  constants ,  dégénérant

à la l im ite  (en r u s se ) ,  Izv .  A . N .  SSSR, s é r i e  m a t h . ,  13 (1949),  

253 -2 8 0 .

[2 3 ]  L . A .  G R O Z A ,  The A s y m p to t i c  B eh av ior  of  Solutions  o f  a S econd  

O r d e r  L in e a r  D i f fe rent ia l  Equation in Banach Space  with a 

Sm all  P a r a m e t e r  in the T e r m  Containing the Highest  D erivat ives  

tends to Z e r o ,  Soviet  Math. D o k lH  ( i960 ) ,  1336 -1339 .

[24 ]  L . A .  G R O Z A ,  A s y m p to t i c  B ehavior  of  Solutionsof a S econd  O rd e r  

L in e a r  D i f f e re n t ia l  Equation  in Banach Space as a Sm al l  P a r a m e t e r  

with the F i r s t  and Second  D er iv a t ives  A p p ro a ch e s  Z e r o .

Soviet  Math.  Dokl._3_ (1962),  267 -2 70 .

[2 5 ]  J .  HAAG, Etude asymptot ique  des o s c i l la t io n s  de re laxation ,

A n n .S c .  E c o l e  N o r m . S u p . 60 (1 943),  35-64  ; 6 5 -1 1 1 .

[26 ]  J .  HAAG, E x e m p le s  c o n c re t s  d 'étude asymptot ique  d ' o s c i l l a t i o n  

de re laxation ,  A n n .S c i .  E c o le  N o r m .S u p .6 1  (1 9 4 4 )^ 7 3 -1 1 7 .

[2 7 ]  P .  H A B E T S ,  A C o n s is te n c y  T h e o r y  of Singular  Per turbat ions  of 

D i f fe ren t ia l  Equations ,  S é m in a i r e s  de M a th .A p p l .  et M é c a .  , 
U . C . L .  , 44 (1972).>W“

[2 8 ]  P .  H A B E T S ,  The C o n s is te n cy  P r o b l e m  of S ingular ly  P e r tu rb e d  

D i f fe ren t ia l  Equations ,  S é m in a ire s  de M a th .A p p l .  et M é c a . ,  
U . C . L .  , 50 (1972).

[29 ]  A .  H A L A N A Y ,  Diffe  rential  Eq uat ions , Stability,  O sc i l la t i o n s ,
T i m e  L a gs ,  A P ,  New Y ork  1966.

[30 ]  F . C .  H O P P E N S T E A D T , Singular Per turbat ion  of the Infinite 

Interval ,  A m . M a t h .S o c . T rans . 123 (1 966), 521 -535 .

[3 1 ]  F . C .  H O P P E N S T E A D T ,  Stability in S ys tem s  with P a r a m e t e r s ,  

J .M a t h .  A n a l .A p p l .  18 (1967),  129 -134 .
[3 2 ]  F . C .  H O P P E N S T E A D T ,  On System s  of O rd inary  D i f fe rent ia l  

Equations with S e v e ra l  P a r a m e t e r s  Multiplying the D e r iv a t iv e s ,  

J . D i f f . E q . 5  (1969),  106 -116 .



100

[3 3 ]  F .  H O P P E N S T E A D T , P r o p e r t i e s  of  Solutions of  O rd inary  D i f ferent ia l  

Equations with Sm all  P a r a m e t e r s ,  C o m m .  P u re  A p p l .M a t h .2 4  

(1971),  807 -8 4 0 .

[34 ]  J .  KISYNSKI, Sur les équations hyperbo l iques  avec  petit  p a ra m è tre ,  

C o l l . M a t h .  IJ) (1963),  331 -343 .

[3 5 ]  P . V .  K O K O T O V IC ,  A C ontro l  E n g in e e r ' s  In troduct ion  to Singular  

P e r tu rbat io n s ,  1972 Joint Autom atic  C on tro l  C o n fe r e n c e ,

Stanford U n ivers i ty ,  Pa lo  Alto ,  C a l i fo rn ia  A u g . 1 6-1 8, 1972.

[3 6 ]  A . N. K O L M O G O R O V  a n d S . V .  FOMIN, M e a s u r e ,  L e b e sg u e  

In tegra ls ,  and H i lber t  Space ,  A P ,  New Y o r k  1961.

[3 7 ]  G . E .  LADAS and V .  LAKSHMIKANTHAM, D i f ferent ia l  

Equations  in A b s t r a c t  S paces ,  A P ,  New Y o r k  1972.

[38 ]  J .  L A S A L L E ,  Relaxat ion  O s c i l l a t i o n s , Q u a r t . ! .  A p p l .M a t h .7  

(1949),  1 -19 .

[3 9 ]  J.. L A S A L L E  and S . L E F S C H E T Z ,  Stability by L iapu nov 's  D i r e c t  

Method with App l icat ions ,  A P ,  New Y o r k  1961.

[40 ]  B. L A T I L ,  Singular Perturbat ions  of  C a uchy 's  P r o b l e m ,

J . Math.  Anal .  Appl .  23 (1968),  683 -698 .

[41 ]  J . J .  LEVIN, Singular Perturbat ions  of  N onl inear  S ystem s  of 

D i f fe rent ia l  Equations  Related to Condit ional  Stabi li ty ,
Duke Math.  J .223 (1956), 609 -6 20 .

[42 ]  J . J .  LEVIN and N. LEVINSON, Singular  Per turbat ions  of  N o n ­

l inear  S ystem s  of D i f ferent ia l  Equations and an A s s o c ia t e d  

Boundary  L a y e r  Equation,  J.  Rational M e c h .  Analys is  ^  (1954), 
2 4 7 -2 7 0 .

[4 3 ]  N. LEVINSON, P er turbat ion  of D iscontinuous  Solut ions of  N o n ­

linear  S ys tem s  of D i f ferent ia l  Equations ,  A c ta  Math.  82 (1951), 
7 1 -1 0 6 .



101

[4 4 ]  V . M „  M A T R O S O V ,  Le  pr inc ipe  de c o m p a r a i s o n  avec  fonc t ion  de 

Liapounov  v e c t o r i e l l e  I (en russe ) ,  D i f f . Urav.4^ (1 968),  137 4-1386 .

[45 ]  V . M .  M A T R O S O V ,  L e  pr inc ipe  de c o m p a r a i s o n  av ec  fonc t ion  

de L iapounov  v e c t o r i e l l e  II (en ru sse ) ,  Dif f .  Urav.^4 (1968), 

1739 -1752 .

[46 ]  V . M .  M IL L IO n S<ÏIKOV, T h e o r y  of D i f ferent ia l  Equations  with 

a Sm all  F a c t o r  in the Derivat ive  in L in ear  T o p o l o g i c a l  S p a ce s ,

S o v . M a t h . D o k l .  ^  (1962),  1444-1446 .

[47 ]  E . F .  MISCENKO, L a  théor ie  asymptot ique  des o s c i l la t i o n s  de 

re laxat ion  de s y s t è m e s  du second  o r d r e  (en r u s s e ) ,  Mat .

Sbornik  44 (1958), 4 5 7 -4 8 0 .

[48 ]  E . F .  MISCENKO, A s y m p to t i c  Ca lcu lat ion  of P e r i o d i c  Solutions  of 

S ys te m s  o f  D i f ferent ia l  Equations Containing Sm al l  P a r a m e t e r  in 

the D e r iv a t iv e s ,  AMS T r a n s . ,  s e r  2, 18 (1961),  199 -2 30 .•VA'

[4 9 ]  E . F .  MISHCHENKO and L . S .  PON TRYAGIN ,  D i f fe ren t ia l  E q u a ­

tions with a Sm al l  P a r a m e t e r  Attached to the H igher  D e r iv a t ive s  

ans S om e P r o b l e m s  in the T h e o r y  of O sc i l la t io n s ,  IRE T r a n s .  

C T - 7  ( I960) ,  527 -5 3 5 .

[50 ]  Y u .  I. NEIM ARK and N . A .  F U F A E V ,  Equations of  M o t io n  and 

the Ro le  of  Sm all  P a r a m e t e r s  in the D ynam ics  of  N onho lonom ic  

S y s t e m s .

P r o c . Second A l l .  Union Conf .  on T h e o r e t i c a l  Appi .  M e c h .  , Ed.  

L . I .  Sedov,  1965, I s r a e l  P r o g r a m  f o r  S c ient i f i c  T ran s la t ion ,  

J e r u s a l e m  1968, 146 -156 .

[ 51]  R . E .  O 'M A L L E Y  J r . ,  T o p ic s  in Singular  P e r tu rb a t io n s ,

L e c t u r e s  on O rd ina ry  D i f ferent ia l  Equations ,  New Y o r k  A c a d e m i c  

1970, 155 -260 .

[52 ]  B . N .  PANAIOTI,  Equations d i f fé rent ie l le s  non l in é a ire s  av e c  un 

petit p a r a m è tr e  dans un e s p a ce  de Banach (en r u s s e ) .

T r .  In s t .M a t .  i M ekh.  Akad. Nauk Az SSR 2 ( 10) (1963) ,

3 9 -4 8 .



102

[5 3 ]  B . N .  PANAIOTI,  A p p ro x im a t io n  un i fo rm e  de la d é r iv é e  de la 

so lut ion  du p r o b lè m e  de Cauchy pour  une équation du secon d  o r d r e  

dans un e s p a c e  de Banach (en ru sse )  , I sv .  Akad.  Nauk 

A z e r b a id z a n  SSR S e r .F iz -T e h n .  Mat.  Nauk (1964), 5 3 -6 4 .

[5 4 ]  L . S .  PO N TR Y A G IN ,  The A sym p to t i c  B ehavior  of  the Solutions

S ystem s  of  D i f ferent ia l  Equation with a Small  P a r a m e t e r  Attached 

to the Highe r D e r iv a t ive s  , AMS T rans . , S e r . 2 , 1_8 (1961),  2 9 5 -3 1 9 .

[5 5 ]  L . S .  PO N TR Y A G IN  and L . V .  RODYGIN, A p p rox im ate  Solution 

of  a S y s te m  of O rd inary  D i f ferent ia l  Equations Involving a Sm all  

P a r a m e t e r  in the D e r iv a t iv e s ,  Soviet  M a t h . D o k l .^  ( I960) ,

237 -2 4 0 .

[56 ]  S . S .  PU L 'K IN  et N . H .  R O ZO V ,  La théor ie  asym ptot ique  des 

o s c i l la t i o n s  de re laxations  dans les s y s tè m e s  avec  un d e g r é  de 

l iber té  I C a lcu l  des  t r a j e c t o i r e s  (en ru s se ) ,  V e s t . M o s k .

Univ . S e r . I  M a t .M e h .  (1964), 70 -82 .

[57 ]  N. ROUCHE et J .M A W H I N ,  Equations d i f fé ren t ie l le s  o r d in a ir e s ,  

M a s so n ,  P a r i s  ( à para ître  en 1973).

[58 ]  G. SANSONE et R. CONTI,  Nonl inear  D i f ferent ia l  Equations ,  
P e r g a m o n  P r e s s ,  New Y o r k  1964.

[59 ]  J . T .  S C H W A R T Z ,  Nonl inear  Funct iona l  A nalys is  , G o rd o n  and 
B r e a c h  1 964.

[6 0 ]  L . A .  S E G E L ,  The im p o rta n ce  of  a sym ptot ic  analys is  in applied 
m a t h e m a t i c s ,  A m .  Math. Monthly 73 (1966),  7 -1 4 .

[ 61]  J . A .  S M O L L E R ,  Singular Perturbat ions  of  C a uchy 's  P r o b l e m ,  

C o m m .  P u re  Appl .  Math.  18 (1965),  665 -6 77 .

[ 62]  J . A .  S M O L L E R ,  Singular Perturbat ions  and a T h e o r e m  of 

K isy n sk i ,  J .  Math.  Anal .  A pp l .  12 (1965),  105 -114 .

[ 63]  T . E .  STE RN ,  C o m p u te r  Aided A n a lys is  of  N onl inear  Networks  

D e s c r i b e d  by Con stra ined  D i f ferent ia l  Equations .

P r o c .  of  the International  Sym pos ium  on Network T h e o ry ,  

B e lg rad e  (Y u gos lav ia )  1968, 179 -190 .



103

[6 4 ]  A . N .  TIHONOV, Sur la dépendance des solutions d 'équations  

d i f f é re n t ie l l e s  en fonct ion  d 'un petit p a r a m è tr e ,  (en ru s se ) ,  

M a t .S b .2 2  (1948),  193 -204 .

[65 ]  A . N .  TIHONOV, Sur un s y s tè m e  d 'équations  d i f f é re n t ie l le s  c o n t e ­

nant des p a r a m è t r e s  (en ru sse ) ,  Mat .  Sb. 27 (69) (1950),  147 -156 .

[ 66]  A .  N. TIHONOV, S ys tè m e s  d 'équations  d i f f é r e n t ie l l e s ,  contenant 

un petit p a r a m è tr e  devant les d é r iv é e s  (en ru s se ) ,  Uspeh .

M a te m .  Nauk 7 (1952),  140 -142 .

[6 7 ]  A .  N. TIHONOV, S ys tèm es  d 'équations  d i f fé ren t ie l le s  contenant 

un petit p a r a m è tr e  devant les d é r iv é e s  (en r u s se ) ,  M a t .S b .^ j .

(73) 1952, 575 -5 8 5 .

[ 68]  V . A .  TRENOGIN,  E x is ten ce  and A s y m p to t i c  B eh av ior  of  the 

Solution of  the Cauchy P r o b l e m  f o r  a F i r s t  O r d e r  D i f ferent ia l  

Equation with Sm al l  P a r a m e t e r  in a Banach Space ,  Soviet  

Math D o k l ^  (1963),  1261-1265 .

[ 69]  A . B .  V A S S IL 'IE V A ,  A s y m p to t i c  B ehavior  of  Solutions  to 

C e r ta in  P r o b l e m s  Involving Nonl inear  D i f fe rent ia l  Equations 
Containing a Sm all  P a r a m e t e r  Multiplying the Highest  D e r iv a t iv e s ,  

R u ss .  Math.  Survey ,  vol.^lJB (1963),  13 -81 .

[ 70]  A . B .  V A S IL 'E V A  and V . A .  T U P C IE V ,  P e r i o d i c  Solutions  of  

S ys tem s  of  D i f ferent ia l  Equations with a Small  P a r a m e t e r  at the 

D e r iv a t iv e ,  C lose  to Discontinuous  Ones,  Soviet  Math. D o k l . £  

(1968),  179 -1 83 .

[ 71]  M . I .  VISIK and L . A .  LYUSTERNIK, R egu lar  D e g e n e ra t io n  and 

Boundary  L a y e r  f o r  L in ear  D i f ferent ia l  Equations  with Sm all  

P a r a m e t e r ,  A m . Math.  S o c . T rans , s e r . 2 ,  20 (1962) ,  239 -3 6 4 .

[ 72]  V . M .  VO LO SO V,  Sur la théor ie  des équations d i f f é re n t ie l l e s

non l inéa ire  d ' o r d r e  su p é r ie u r  avec  un petit p a r a m è tr e  devant les 

d é r iv é e s  d ' o r d r e  le plus é levé  (en r u s se ) ,  M a t .S b o rn ik  3J (1952), 
6 7 5 -6 8 6 .



104

[ 73]  V . M .  V O LO S O V ,  Sur les s y s tè m e s  d 'équations  d i f f é re n t ie l le s  

avec  petit p a r a m è tr e  (en ru sse ) ,  D okl .  Akad. Nauk SSSR (105) 

(1955),  3 9 7 -4 0 0 .

[ 74]  W .W A S O W ,  A s y m p to t i c  Expansions  f o r  O rd inary  D i f fe rent ia l  

Equations  , I n te r s c ie n ce  John Wiley,  New Y o r k  1965.

[7 5 ]  T . W A Z E W S K I ,  Sur un pr inc ipe  topologique de l ' e x a m e n  de 

l ' a l lu r e  a s y m p t o t iq u e , des in tégra les  des  équations d i f fé ren t ie l le s  

o r d in a i r e s ,  Ann. S o c .  P o lo n .  M a t h . 20 (1947),  2 7 9 -3 1 3 .

[ 76]  YU WHY TSCHEN, Uber  das V erha l ten  von  Losungen  e iner  F o lg e  

von  D i f f -G le ich u n g e n ,  w e l c h e s  i m  L im e s  ausorten ,  C o m p o s i t i o  

Math 2 ( I 935).

Bibliothèque des 
Sciences Exacte»


