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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probléme qui consiste a minimiser parmi
toutes les applications u, dont le domaine est un sous-ensemble () du plan et dont I'image
est sujette a une contrainte N, la fonctionelle de Dirichlet

/ [Dul?
0 2

quand les valeurs au bord de I’application u sont fixées. Quand la donnée au bord est appelée
g : 00 = N, le probléme s’écrit sous la forme

|Du2 4:Q—=N
min T: u _ .
Q 30 8

L’étude de ce probléme est motivée par les nombreux exemples venus de la physique,
de 'analyse numérique et de la géométrie qu’il englobe. En effet, en mécanique statistique,
ce probléeme décrit un modéle continu pour la configuration de cristaux liquides. Ces der-
niers sont modélisés par un spin u(x) qui donne la direction du spin au point x. Dans ce
premier cas, la contrainte consiste en des sphéres, N = S!,82, ou si 'on désire négliger
I'orientation du spin N' = RP; est le plan projectif [11, p.653]. La donnée au bord permet de
localiser le probleme : il convient de penser que la situation est gelée a I'extérieur du domaine
(). Aussi, en analyse numérique, la contrainte N peut prendre la forme de quotient par un
sous-groupe fermé de SO(3) lors de la conception de maillages de surfaces [41]. Ensuite, en
géométrie riemannienne, ce probléme est un pendant naturel et bidimensionel de la notion de
géodésique 68, Section 1.2.4]. Enfin, les solutions de ce probléeme d’optimisation ont elles—
mémes des applications théoriques. Par exemple, dans la théorie des applications d’ondes
(wave maps), certaines hypothéses sont formulées en termes du minimum du probléme [59,
Corollary 1.7].

A la suite de ces exemples, des questions émanent : d’abord, sans doute, la question
de Pexistence qui suggere directement d’identifier une notion de solution raisonnable ainsi
que des hypotheéses sur le domaine () et la contrainte N. Ensuite, une caractérisation des
solutions du probléme est un second point a élucider. Or, concernant I’existence, celle-ci est
obstruée par des considérations de topologie : si () est un ouvert du plan, disons un disque
de rayon 1, et la contrainte NV n’est pas simplement connexe, alors il existe des applications

continues g : dQ) — N telle qu’il n’existe pas d’application continues u : {3 — N qui



se restreignent a g. Ce fait motive d’étudier le probleme pour des applications u de faible
régularité.

Ainsi, nous considérerons des fonctions de Sobolev de régularité W2 définies sur un
ouvert borné Q) C RR? de régularité lipschitzienne de sorte que les domaines lisses de la
géométrie et les domaines carrés et rectangles usuels soient compris dans notre analyse.
La contrainte NV sera matérialisée par une variété riemannienne compacte N. Ceci englobe
tous les exemples précédents. Dés lors, nous nous tournons vers le probleme variationnel

suivant )
D
inf{/ IDuf” e Wl'z(Q,N)}.
o 2 §

Nous définissons ’espace de Sobolev des applications a valeurs dans la variété N et de gra-
dient faible |Du| de carré intégrable, Wg’Z(Q,N ), dans le chapitre L’indice g signifie
Dul?> =

que la trace, opérateur de restriction, de u le long du bord d(2 vaut g. En outre,
(Du, Du) = Trace('DuDu) estle carré de norme de Frobenius du gradient faible.

Toutefois, le choix de la régularité W2, bien qu’utile dans un contexte variationnel,
n’est pas suffisant pour contourner I'obstruction topologique a l'existence [5, Theorem 2].
Une idée, retenue dans ce mémoire, considére des suites de fonctionnelles qui approchent la
fonctionnelle de Dirichlet et étudie le comportement des minimiseurs de la famille tend vers
la fonctionelle initiale. Il existe au moins deux familles. La premiere est celle constituée par
la fonctionelle de Ginzburg-Landau; pour un choix de € > 0, on considére des minimiseurs
de

2
1nf{ |D1/l| + M TR= W1,2(Q’IRI/)}
a 2 &2 8

o, typiquement, F(u) = dist?(u, N'). Ce type de fonctionelle est d’abord apparu dans la
littérature physique dans le cas N' = S! (nous renvoyons aux références chez SERFATY [57]).
L’idée consiste a prendre la limite dans une suite de minimiseurs quand ¢ | 0. Intuitive-
ment, quand le parametre ¢ tend ver zéro, le second terme de la fonctionelle de Ginzburg-
Landau devient arbitrairement grand, contraignant ainsi le minimiseur associé a ¢, disons
Ue, & prendre des valeurs proche de la variété N. Quand N = S et 4F(u) = (Ju|?> — 1)2,
BETHUEL, BREZIS et HELEIN implémentérent cette approche [4] (confer aussi la synthése [15])
Récemment, MONTEIL, RODIAC et VAN SCHAFTINGEN [46, 45] ainsi que CANEVARI et ORLANDI
[18,/17] donnérent des jeux d’hypothéses sur F(#) et N C RY pour obtenir la convergence
de u, pour différentes topologies d’intérét dans ce probléeme. Nous ne prétendons pas ici
donner un historique précis de I’étude de cette fonctionelle.

La seconde idée, quimplémente le mémoire, est d’étudier la limite quand p 1 2 des
minimiseurs de la p—énergie de Dirichlet

14
inf{ [DuP . wg'*’(Q,N)}.
Q P

Les mathématiciens HARDT et LIN 31} 32] compléterent I’étude de cette famille quand N =
S! en jetant les bases pour le cas général (confer aussi STERN [60]). Les applications qui mini-
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misent la fontionnelle sont applications p-harmoniques dites minimisantes et constituent un
sujet d’étude en soi [66} 25]. Ici et dans tout le texte, p 1T 2 signifie que p tend par valeurs
inférieures vers 2. Dans ce probleme, cette hypotheése est cruciale car si p > 2, les fonctions

de ng’p (Q), N) sont continues et méme de régularité Holdérienne et par conséquent I’argu-
ment d’obstruction topologique continu s’applique. Il convient néanmoins de montrer que
ng’p(Q, N) est non vide. Nous proposons, dans ce mémoire, de résoudre le probléme pour
un variété riemannienne compacte arbitraire en utilisant les outils de [46,45]. Cette approche
est plus intrinséque car il ne faut a priori pas savoir que N' C IR est une sous-variété de
I'espace euclidien.

Décrivons la stratégie de la preuve, que ce mémoire expose, sur un exemple simple :
supposons que nous voulions étudier le probléme variationnel

[ =inf{F(u):uc X(Q)}

ou F(u) est une fonctionnelle sur X () un espace fonctionnel. Supposons qu’il ne soit pas
clair que les suites minimisantes de I'infimum I convergent dans X (Q}). Toutefois, pour a >
0, la famille de fonctionnelles

I, =inf{F,(u):u e X(OQ)}

admet au moins un minimiseur que nous notons u#, et F;, — F en un certain sens. D’une part,
le fait que u, minimise I;, nous permet d’écrire que la limite supérieure

% F(uqs) < I (Borne supérieure)
a

D’autre part, supposons qu’il soit possible de montrer qu’une sous-suite de la famille (1),
converge vers un i, € X(Q)) satisfait

F(us) <limF,(u,) (Borne inférieure)
al0

La borne supérieure et inférieure combinées livrent

1< F(u) <],

montrant ainsi que 1, est minimiseur de I. Pour le probléme des applications p~harmoniques
nous allons développer le méme style d’argument : une borne supérieure et inférieure. Ce-
pendant, nous aurons a identifier le bon infimum et a renormaliser la suite des minimiseurs de
la p—énergie de Dirichlet pour des raisons expliquées dans le mémoire. Aussi, la démarche
présente pour les fonctionnelles I, I, est robuste : la suite (u,) aurait étre choisie comme
étant des presque—minimiseurs c’est-a-dire

Pg(ug) - Ig _> 0
al0
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plutdt qu’une suite de minimiseurs. Cette idée peut étre formalisée par la I'-convergence.
Toutefois, cette notion repose sur ’existence d’un espace topologique sous-jacent et la notion
de convergence naturelle des presque-minimiseurs de la famille de p—énergie de Dirichlet,
que nous considérons, s’écrit

p12

qui ne semble pas décrire une notion de topologie établie. Dans les termes de notre exemple,
cela signifie que 'espace sur lequel est définit F, varie avec le parameétre a. Ainsi, nous traite-
rons le cas de presque-minimiseurs de la p—énergie dans I’esprit la I'-convergence sans pour
autant pouvoir formellement la prouver. La nouveauté de notre approche est justement que,
contrairement a HARDT et LIN, nous n’utilisons nullement les propriétés de régularité des mi-
nimiseurs [25], ce qui nous permet de traiter la classe trés générale des presque—minimiseurs
de la p—énergie.

Le mémoire débute par I’étude du probléme quand il n’y pas d’obstructions topologiques,
c’est-a-dire que ng’z(Q, N) n’est pas vide. Ce premier chapitre nous permet de développer
un théoréme de compacité utile par la suite et d’identifier une notion de convergence per-
tinente quand p 1 2. Le second chapitre étudie cette notion, la définit et donne quelques
caractérisations. Ensuite, dans le chapitre 3, nous revisitons la théorie classique de I’homo-
topie dans la classe des fonctions a oscillation moyenne évanescente qui élargi I’homoto-
pie continue. Ceci nous permet d’expliquer la nature précise des obstructions. Nous prou-
vons aussi la surjectivité de la trace dans un cadre non-linéaire : il s’agit d’'un résultat qui
affirme en quelques sorte que la connaissance d’'une donnée au bord 02 — N est équi-
valent a connaitre la donnée au bord sur un voisinage de I'ouvert. Dans le chapitre 4, nous
associons une quantité scalaire aux divers objets topologiques et géométriques nécessaires
pour quantifier le probléme. Dans le chapitre 5, nous établissons la borne supérieure pour
I’étude des presque-minimiseurs. Le chapitre 6 identifie une classe dense de fonctions dans
WLP(Q, N') nécessaire pour établir la borne inférieure dans le chapitre 7 : nous utilisons la
méthode d’expansion de boules. Le chapitre 8 conclut le mémoire avec un résultat de com-
pacité des suites bornées au sens du chapitre 5 et décrit la convergence des suites d’appli-
cation p-harmoniques quand p T 2. Ce dernier résultat est le théoréme principal du mé-
moire et généralise au cas d’une variété et de presque-minimiseurs I’approche de HARDT et
LiN.

12



Le probleme et ses hypotheses

Le mémoire a pour but de résoudre le probléme suivant :

Probléme. Etant donné un ouvert borné et régulier QO C R?, une variété riemannienne
compacte N et une donnée au bord ¢ € W'/ 22(90), N'), décrire avec précision le compor-
tement des suites de presque-minimiseurs 1y, € WLP(Q, N) de trace Tracejnup, = g dela
p—énergie de Dirichlet quand p 1 2 et identifier un objet limite pour ces suites. En d’autres
termes, si la suite u,, satisfait

Du,|P Dol|?
/ —‘ pl — inf{ |Do}? :v € WHP(Q, N), Traceynv = g}] — 0,
a0 7 a P p12

quel sens donner a
lim u
pi2 "

et quelle est la limite ?

L'ouvert ) C IR? sera toujours un ouvert borné régulier au sens que son bord est,
quitte a changer de systéme de coordonnées, localement le graphe d’application lipschit-
zienne. Nous supposerons aussi qu’il est connexe. Nous faisons pas d’hypothéses sur sa
simple connexité.

La variété riemannienne compacte N sera pensée plongée isométriquement dans I'es-
pace euclidien RY. Le théoréme de plongement de Nash garantit 'existence d’un tel plonge-
ment [48] (confer aussi la preuve sur le blog de Tao [61]]). Notons qu’en pratique les exemples
de notre introduction possédent tous un plongement : le cercle S! se plonge dans le plan IR?,
le plan projectif peut étre compris comme une variété de matrices.

Nous donnons une réponse a ce probleme dans le dernier théoréme de ce mémoire en
identifiant une limite et plusieurs notions de convergence.

Au sujet des notations, nous notons B, (a) la boule fermées de rayon p centrée en

a € R?. Nous notons () — B, (a) les points de () non contenus dans la boule B,(a). Cette
notation permet les calculs formels d’ensembles et renseigne sur I'orientation du vecteur nor-
mal a la boule. Ensuite, 'intégrale de f : () — R par rapport a la mesure de Lebesgue est

/ f
Q

13



et la mesure de Lebesgue d’un ensemble bidimensionel mesurable A est notée |A|. Concer-
nant les questions de théorie de la mesure, nous n’utilisons pas le quotient par la relation
presque partout. Ainsi, les fonctions continues peuvent étre évaluées en un point sans 'usage
d’un théoréme et cette approche rend plus précis certains énoncés. Notons que nous perdons
I'unicité de la limite et 'unicité du gradient faible ; néanmoins, ces objets restent définis a un
ensemble de mesure nulle pres et les énoncés fixent les fonctions mesurables sur tout leur do-
maine plutét quand dans leur classe d’équivalence. Aussi, nous notons

|Du| = \/(Du, Du) = \/Trace(tDuDu)

est la norme de Frobenius du gradient faible.

Ensuite, nous souhaitons attirer ’attention du lecteur la liste des énoncés numérotés
en page qui doit permettre de facilement localiser les résultats dans le mémoire dans sa
version papier.

Enfin, le mémoire entier se référe a ce résultat :

Lemme (Continuité de la norme). Fixons (p,), une suite réelle croissante telle que, pour

chaquen, p, € [1,p] et pn T p. Alors, siu € LP(Q,RY),

[P —2 [ 1op
Q n=eeJo

Cela implique en particulier que la norme LF est continue en p au sens du lemme, ex-
pliquant ainsi le nom de ce résultat.

14



Chapitre 1

En ’absence d’obstructions
topologiques

Le but de ce premier chapitre est de montrer les deux propositions suivantes qui nous
permettront d’introduire les outils qui ne concernent pas directement la topologie mais
qui nous seront toutefois nécessaires dans le cas générique du probleme que nous trai-
tons.

Proposition 1.1 (Existence, ng’z(Q,N ) # ). Considérons un ouvert borné et régulier
Q C R? et une variété compacte N. Fixons § € W'22(3Q), N'). Supposons qu’il existe
uy € WY2(Q,N) tel que Traceynug = g. Alors, il existe u, € WY2(Q,N) tel que
Traceyqus = g et

Du,|? Do|?
/%:inf{ %:vEWl’z(Q,N),TraceaQUZg}.
0 0

Rappelons que I'espace de Sobolev, W"?(Q), N'), des applications Q) — N est construit
comme suit : comme la variété N est isométriquement plongée dans un espace euclidien,
nous la pensons comme sous-variété d’un espace vectoriel R : N C IR". Nous pouvons
alors poser pour p € [1, 0],

WP (QN) = WP (QRY) N {u:pp.uc N}

ot WP (), IRY) est I'espace de Sobolev linéaire [67, Definition 6.1.8]. Nous procédons alors
de maniére analogue pour I’espace de Sobolev fractionnaire W'/>?(9Q), N') dont nous rap-
pellerons la définition plus tard, confer (3.5). Cette maniére de procéder n’est a priori pas in-
trinséque car elle repose sur un plongement; il est néanmoins possible de montrer que cette
définition est équivalente a une définition qui est davantage intrinseque (confer la thése de
CoNVENT [20, Proposition 1.3.6.] en particulier [21, Proposition 1.6]). Néanmoins, I’avantage
de cette approche est que cela nous permet de bénéficier de la théorie linéaire sans devoir la
reconstruire en présence de la contrainte.

15



Par exemple, la trace, opérateur de restriction de W2(Q, N') a W"/>2(aQ), N') est
construite pour les espaces de Sobolev linéaires correspondants [51, Proposition 15.3][37,

Theorem 18.34]. Nous montrons alors que si u € W'?(Q, N) alors presque partout dans
0Q), Traceynu € N.

Concernant la trace d'une fonction de W'?(Q),IRY) et l'espace fractionnaire
W'/22(30),RY), nous utiliserons seulement le fait que si u, converge dans W2(Q),R)
alors Traceynu, converge dans W'/>2(90),IR¥) [64, Proposition 5.38][51, Proposition 15.3].
Nous noterons aussi

W;'z(Q,N) = {u € WH(Q, N) : Traceynu = g}.

Voici la seconde proposition.

Proposition 1.2 (Approximation par presque-minimiseurs, ng’z(Q, N) # @). Considérons
un ouvert borné et régulier O C R? et une variété compacte N. Fixons g € W'/*2(9Q, N).
Supposons qu’il existe ug € W2(Q, N) tel que Traceynug = §.

Fixons (pn)n une suite réelle et croissante telle que pour chaque n, p, €|1,2] et p, 1 2.
Considérons aussi une suite d’applications (i), telle que pour chaque n, u, € Wi P»(Q, N')
vérifie Traceynu, = g. Enfin, supposons que

Pn Pn
/ |Dzn| . lnf{ |Dv| = Wl,pn (Q,N),Traceagv — g}:| — 0. (11)
o) n Q

p”l n—o00
Alors, il existe u* € WY2(Q, N') de trace g et une sous-suite (1)

/ g, — 1 [PF — 0
Q k—o0

Duy, P Du”* presque partout,

/ |Duy, — Du*|Pk —— 0.
o)

k— o0

En outre,

D * |2 D 2
/ % = inf {/ |TU| v € WH2(Q, N), Traceynv = g} . (1.2)
¢ 0

Enfin, la sous-suite satisfait

D Py Du* 2
inf{ |DofPx 0 € WP (Q, N), Traceyno = 8} / [Du’| . (13)
QO  Pn k—oo Jo 2
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La premiére proposition (proposition est classique dans le cas N = IR. Nous revi-
sitons la méthode directe en nous assurant que la limite de la suite minimisante prend ses
valeurs dans NV. L’hypotheése que I'ensemble sur lequel nous minimisons la fonctionelle est
non vide est importante. Nous verrons dans la suite du mémoire que cette hypothese n’est
pas toujours satisfaite. Dans ce cas, nous allons, dans I'esprit de la seconde proposition, pro-
poser une approche qui donne des minimiseurs dans un nouveau sens. Les fonctions u, qui
satisfont la conclusion de la premiére proposition sont appelées des applications harmoniques
minimisantes.

La seconde proposition (proposition implique la premiere et décrit la stabilité en
I'exposant p = 2 du probleme de Dirichlet : si I'énergie est perturbée dans son expo-
sant, il existe une sous-suite de (1), telle que la fonction u, approxime bien la solution
U et les infima coincident a la limite, confer . Notons, a ce sujet, qu’il est toujours vrai
que

T |Do|? 1
lim inf :v € WYP(Q,N), Traceynv = g
p12 Q P

. |Do|? 1,2
<inf v e W (Q,N), Tracegnv =g ¢ . (1.4)
0

En effet, appelons [, 'infimum a droite et I I'infimum a gauche. Si I n’est pas fini, (1.4)
est trivialement satisfaite. Dans les autres cas, fixons v admissible dans 'infimum I,. En
particulier v € W' (Q, N') quand p < 2. Par définition d’infimum,

p
e [ 0o
aQ P

A la limite supérieure, nous trouvons par la continuité de la norme,

— — Dol Dol?
lim I < lim u = u
p—2 p—=2Ja P Q 2
Nous avons donc prouvé (1.4) car application v était arbitraire. En termes mathématiques,
I'infimum de la p-énergie de Dirichlet est une fonction semi-continue supérieurement en p.

Il suffira donc dans la preuve de prouver I'inégalité réciproque pour la limite inférieure.
Cela nécessitera un passage a la sous-suite. En effet, la convexité de | - |V [22, Example 1.53],
nous permet d’écrire pour un v € W7 (Q, N),

Dol? Du,|P
/ﬂ>/ ﬂ—i—/ (|Du«|P"2Du,, Dv — Du,) . (1.5)
Q P o P Q
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Prenons v = 1, la suite de la proposition[1.2] on obtient 4 la limite inférieure, par I’hypothése
(1.1) et la continuité de la norme.

Du,, | Du,|?
lim ﬂ>/%+n_m (| Duts|P*"2Dut,, Dity — Dits) .
Q

n—oo JO Pn n—oo J Q)
Ainsi,

lim Ipn 2> I + lim <’Du*‘pn72Du*/ Duy, — Du*> ’

n—00 n—oo JQO)

et en général la limite inférieure ne vaut pas zéro.

Enfin, comme suite (), la proposition permet de choisir des u,, € W1 (Q, N') de
trace g tels que

Du,, |Pn Duo|Pr
/ | Duy| _ inf{ | Dol :v € WY (Q, N), Traceynv = g} : (1.6)
Q P Q Pn

De telles fonctions sont appelées applications p,,—harmoniques minimisantes. Avec ce voca-
bulaire, on peut dire que la proposition assure que les suites d’applications p~harmoniques
minimisantes admettent, a la sous-suite, une limite harmonique quand p 1 2. Toutefois, nous
favorisons un énoncé plus robuste en permettant que 1’écart entre le membre de gauche et
de droite de ne soit pas exactement zéro mais une suite qui tend vers zéro quand p;, T 2.
Nous parlons alors de suites de presque-minimiseurs. Le cas d’égalité dans la proposition
a déja été traité dans la littérature : HARDT et LiN [32, Theorem B] dans le cas ou la variété
N = S! est un cercle et LuckaAUs [39] dans le cas général, presque—minimiseurs compris.
Notre méthode précise la convergence des applications et évite la convergence faible, peu
adaptée au cadre non-linéaire que nous impose la contrainte.

1.1 Compacité a travers les espaces L7

Afin de prouver les propositions d’existence lorsque Wé’z(ﬂ, N) # @ (propositions
et , nous allons utiliser la méthode directe du calcul des variations. A cette fin, nous
notons que la seule modification a faire par rapport au cas classique (N = R") est de montrer
que les suites bornées au sens décrit ci-dessous admettent une sous-suite qui converge
vers un élément de W2(Q, N'). La preuve n’implique pas de restriction sur 'exposant; c’est
pourquoi, nous I’écrivons pour p € [1, oo[.

Commencons par un résultat de compacité.

Proposition 1.3 (Existence d’une sous-suite convergente dans W?(Q, N)). Fixons p €
|1, 0o et une suite croissante (py ), telle que p, €|1,00[ et p, T p. Considérons une suite (1)
telle que

c:sup/ |tn|P" + | Duy [P < +o0 (1.7)
n JQ
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alors il existe u € WP (Q, N') et une sous-suite de (1) telle que 1, converge en mesure vers
u,
/ i, — " ——0 e /|Du]p lim [ D (1.8)

k—o0

Esquissons la preuve que nous présentons en détail dans la section qui suit : nous com-
mencons par montrer la convergence de gauche de (1.8). Pour cela, nous nous réduisons
au cas de la dimension finie en projetant la suite () sur un espace de dimension finie
par moyennisation (lemme . Ensuite, nous utilisons la caractérisation duale de la dérivée
faible (lemme afin de prouver l'existence de la dérivée faible (proposition[1.7) et la limite
qu’elle satisfait en (1.8).

Réduction a la dimension finie

Nous allons utiliser le lemme suivant qui approxime les fonctions de Sobolev par des
fonctions constantes par morceaux par moyennisation sur un pavage du plan. Toute fonction
intégrable peut étre approximée par des fonctions qui prennent un nombre fini de valeurs.
Toutefois 'hypothése u € WP (Q)) permet de contréler quantitativement I’approximation
par le gradient.

Lemme 1.4 (Lemme d’approximation par moyennisation). Nous supposons Q) C R? borné
et convexe. Pour tout € > 0, il existe un espace vectoriel de dimension finie V. C L'(Q)
engendré par une collection finie de fonctions caractéristiques d ouverts disjoints et un opérateur
Pe : LY (Q) — Ve qui satisfait pour tout u € WP (Q), p > 1,

22(p+1)
/]P€u|7’</ P et /|P€u—u]p<ep /|Du|P. (1.9)
0 0 0 r+1 Jo

L’hypothese de convexité sur le domaine () s’explique par 'emploi d’une inégalité de
Poincaré 64, Proposition 3.22][38, Theorem 8.11] :

2+p
/Q]am(x)—u(y)v’dxdyg ;H(diam(a))r?/ﬂmuw (1.10)

valide pour les ouverts () C IR? bornés et convexes et les fonctions u € W?(Q,R). La
preuve adapte un argument de [64, Proposition 3.26][24, Theorem 7.1]. Rappellons la notation

moyenne :
Lo
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Démonstration du lemme[l.4 Fixons € > 0. Il existe une famille dénombrable d’ouverts
convexes Q. telle que les ouverts sont deux-a-deux disjoints et

= |J QO et diam(Q) < 2e.
Qeq

Par exemple, Q. = {Q(a,¢/v2) : a = (v/2em,\/2en), m,n € N} consiste en tous les car-
rés de cotés v/2€. Notons Q?, la collection (finie) d’ouverts qui intersectent (). On considere
alors l'opérateur P : LP(Q, N) — LP(IR?,IR) défini pour tout u € LF(Q, N) par

u six € Qae) € QL
x € R? — Pu(x) = ]{)QQ Qlae) € Qc

0 sinon.

Vérifions que Peu € LP(R?) dés que u € LP(Q). Par 'additivité de I'intégrale,

[PeulP =} L
Q QGQQ

p

'Q“Q"f Y lone | [
QQQQ QOQQ QQQ
Par I'inégalité de Holder,
p
anQ! [l < [
QN QN

Ainsi,

[P < [ Jup.
Q Q

D’autre part, en vue de montrer la seconde inégalité de (1.9),

/ |Peu—ulP = ) |P u—ulf = Y ][ u(x)dx —u(y) ’ dy.
o) 0nQ

QGQQ QGQQ QNQ
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Par les inégalités de Holder et Poincaré,

oo o ) )

av< [ ) —uly)r drdy
0nQ QmQ

22+]9 _

<—d1amQﬂ / Dul?
rdiam(@n o) [ i

22+pP 2

< —(26)7”/ Dul?.
p+1 QnQ
Par conséquent,

22(p+1)
|Peu—u|F’ |Du|P = € |DulP.
1
0nQ p+1 Jao

Nous définissons Ve, comme I’espace vectoriel engendré par la collection finie de fonctions
caractéristiques : {xong : Q € QL}; cette collection est libre. L’espace V. est donc de
dimension finie. ]

Notons la généralité du pavage du plan dans la démonstration précé-
dente.

Lemme 1.5 (Existence en dimension finie). Fixons p €|1, oo[,une suite croissante (pn)n telle
que py €]1,00] et p, — p ete > 0. Avec les notations du lemme supposons que

c= sup/ | Pty |7 < +o0. (1.12)
n JQO
Alors, il existe v € V; et une sous-suite de (1, ) qui satisfait

/ |Peunk_v|pk —>0

Démonstration du lemme[1.5 Comme V. est de dimension finie, il existe des ocl(n) tels que

dimV, (n)
Peuy, = Z & " XonQ;
i=1
Ainsi, comme les () N Q; sont disjoints
dim Ve (n)
c=sup | |Peun|Pm =sup Y ;" |P"|QQN Q4.
n i=1

n
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Nous concluons la preuve en invoquant le théoréme de Bolzano-Weierstrass qui assure I’exis-
tence de &; limites des suites bornées (), ce qui permet de poser

dimV,

V=) &XonQ: L
i=1

Preuve de la proposition [1.3]d’existence d’une sous-suite convergente quand p;, T p

Nous procédons en deux temps. Tout d’abord, on obtient la proposition suivante qui
donne Pexistence de la limite et la convergence (1.8). Nous la pensons comme un analogue
non-linéaire du théoréeme de compacité de Rellich-Kondrachov (pour le cas linéaire, [67,
Theorem 6.4.6], [[10, Theorem 9.16]). Ensuite, nous nous tournerons vers la convergence du
gradient.

Proposition 1.6 (Preuve de la proposition[1.3]- Partie I : Existence d’une sous-suite conver-
gente dans LPn). Considérons un ouvert Q0 C R? borné et régulier. Fixons p €]1,00[ et une
suite croissante (py ) telle que p, €|1,00[ et py 1 p. Considérons une suite (uy), telle que
u, € WhPn(Q, N') qui satisfait

c:sup/ [P + | Dity|P* < +o0 (1.13)
n Q

alors il existeu € LP(Q), N') et une sous-suite de (i, ) telle que u,, converge en mesure vers u
et
/ |y, —ulPk —— 0. (1.14)
Q

k—o00

Démonstration de la proposition[1.6 Nous pouvons supposer que () est convexe. En effet, si
Q) n’est pas convexe, on prolonge chaque 1, par une fonction 7, : R?> — R telle que
u, € WWP(IR?,IRY) et u, est a support compact [37, Theorem 13.17]. De plus, nous avons
encore L’existence d’un tel prolongement est garanti par le fait que 'ouvert est régulier.
De plus, i, |Q = Uy. Apres, comme () est borné, il est contenu dans une boule de large rayon
qu’on considere comme ’ensemble convexe désiré.

Fixons € > 0. Par le lemme d’approximation (lemme[1.4), il existe un opérateur P et un
espace vectoriel de dimension finie V, tel que pour chaque n, Peu, € V. En particulier, par

(1.9) et notre hypothese (1.19),

sup/Q | Peun [P < c. (1.15)

n

Par le lemme il existe v tel que, quitte a considérer une sous-suite de (1, ), nous avons

k—o0

/ |P€unk_v|pk %O-
QO
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Par I'inégalité triangulaire pour tout m < n,
[t — ”mHLPm(Q) < fJun — Pe”nHLan(Q) + || Pettn — U”LPH!(Q)
+ v = Pettm|| Lo () + | Pettm — vt || Lom (2 (1.16)

Comme la suite (p,), est croissante, les termes aux extrémités du membre de gauche de
(1.16) sont majorés par I'inégalité de Holder et (1.9) :

|tn — Pe“n”LM(Q) + || Pettm — ”mHLPm(Q)

11 p [ 22(PnF1D)
< esup(|Q[n 7 +1) 1) =—— || Dun || pu () (1.17)
m Pn +1

Par notre hypotheése (1.7), le membre de droite est uniformément borne en m, n par un mul-
tiple de €. Les termes centraux de (L16), || Pettn — 0| (q) et [0 — Pettm || ppm (), peuvent
étre majorés par

[ Pettn — 0|l pom 2y + [0 — Pettm|| pom ()

11
< Q|| Pewy — 0| pon () + [0 — Pettm || pom ) (1.18)

En combinant (1.16), (1.17) et (1.18), on observe que pour tout 7 > 0, il existe N > 0 tel que
sim,n = N, alors

L
QP [y _”mHLl(Q) < Jlun _“mHme(Q) <.

Donc u, est de Cauchy dans L', appelons u sa limite. Cela implique que la suite u,, converge
en mesure vers u. Par le lemme de Fatou,

[ — “mHLﬂm(Q) < lim [juy — ”mHLPm(Q) S
n—o0
montrant ainsi la convergence de la suite (1,,) annoncée en (1.14). O

Pour la limite inférieure que satisfait la suite des gradient, nous suivons WILLEM [67,
Theorem 6.1.7].

Proposition 1.7 (Preuve de la proposition — Partie II : existence de la dérivée faible).
Fixons p €]1,00[ et une suite croissante (py)n telle que p, €]1,00| et p, — p. Considérons
une suite (uy), telle que u, € WhPr(Q, N') qui satisfait

c= sup/ |Duy | < +o0 (1.19)
n JQO
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et u, — u dans Llloc' Alors, u admet une dérivée faible Du € LP qui satisfait

/|Du\p tim | D,

n—oo

Par la monotonie de I'intégrale, notons que I’hypothése (1.19) implique pour tout ouvert
w C Q) que

c= sup/ | Du, |P
n w

et donc par la proposition[1.7/nous obtenons pour tout ouvert w C Q)

/|Du|P< tim [ [Du?.
w

n—oo Jw

Rappelons que par le théoréme de représentation de FRECHET-RIESZ-
KoLMoGoOROV, nous pouvons montrer le lemme suivant [22, Theorem 1.37][37, Theorem
11.62].

Lemme 1.8 (Caractérisation de la dérivée faible par dualité). Fixons1 < p < co. Une fonction
u € Li, (Q,R") admet un gradient faible Du € LP(Q),IR? x R") si et seulement s’il existe
A > 0 tel que, pour chaque ¢ € C®(Q,R? x R) a support compact dans Q,

/Qudivqo' < AV (/Qw)

/ |Dulf < A. (1.20)
Q

—_
=

De plus, dans ce cas,

La preuve de la proposition consiste alors a montrer que l'on peut choi-
sir
A= lim [ |Du,|r,
n—oo JQO)

qui est borné par I'’hypothése (1.19).
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Démonstration de la proposition[1.]] Nous observons que pour chaque ¢ € C®(Q,R? x R)
a support compact dans (),
/ Uy, div go’
QO

/QudiV(p’:nli_{rc}O
/<D”nr§0>‘
O

= lim
1
Pn ’
< tim ([ pwf )" ([ Jolrt)’
n—o00 @) (@)

n—oo
1

1
—(1m [ 1ow)" ([ 1ol)"
n—oo J Q) Q

ou I'on a utilisé la continuité de la norme. Par la caractérisation duale des espaces de Sobolev

linéaires (lemme , 1 admet un gradient faible Du € LP qui satisfait, par (1.20),

:\"‘

n—o00

[ 1pup < tim [ D
@) Q

donnant ainsi la conclusion désirée pour le gradient. [

1.2 Approximation par presque-minimiseurs

Pour montrer la proposition |1.2| qui assure que les suites de presques-minimiseurs ad-
mettent une sous-suite convergente, nous allons utiliser I'inégalité de Hanner dans les cas ou
p < 2:pour toutes fonctions v, w € LP(Q)), (confer HANNER [30, Theorem 4.1.9 (c)], WILLEM
(67, Theorem 4.1.9 (c)] ou la démonstration plus classique chez LieB et Loss [38, Theorem
2.5]):

[0+ w”ir’((}) +[jo— wHZP(Q)
> (Iollero) + lwllze@)” + [llollr) = @l @.21)

La continuité de la norme combinée a cette inégalité jouent le rdle de convexité uniforme
pour la notion de convergence d’intérét dans ce probleme.

Démonstration de la proposition[1.7 On commence par montrer que les suites de presque-
minimiseurs de I’énoncé satisfont les suites u;, telles que

sup/ |Duy [P < +o0. (1.22)
n JQO
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Posons pour cela

p
I, = inf{/ % cv € WYP(Q,N), Traceynv = g}
0

et considérons la fonction
up € WH2(Q,N) c WhPn(Q, N)

qui satisfait Traceynug = ¢ donnée par hypothése. Dés lors, la queue de la suite (1) satisfait

Dy | P Dug|Pn
/Mglzﬂg/ﬂﬂ
Q Pn Q Pn

Comme ug € W2(Q, N), I'inégalité de Holder montre donc (1.22).

Par une inégalité de Poincaré, comme u, et Uup ont la méme trace, nous avons que

sup/ |ty |P" 4 |Duy |Pr < +o0. (1.23)
n QO

Par la proposition d’existence d’une sous-suite convergente appliquée aux suites
(pn) et (1), on obtient I'existence d'un u* € W¥(Q, N') et d’une sous-suite qui satisfait

lim [ |u, —u*|Px =0,
k—oo J0
qui est le premier résultat de convergence annoncé. Dans la suite nous notons la sous-suite
(1tn)-
Par la propriété|1.7|appliquée a u,, + u*, on a

lim ||Du, + Du*||L,,n 4||Du*||%2(0) > 81,. (1.24)

n—00

Dans I'inégalité de Hanner, (1.21), nous choissisons v = Du, + Du* et w = Du, — Du",
ce qui donne

2pn(||Dun||Lpn + [|Du* ||LPn ) >
(D + Dl () + | Dty — Dut* || Lon ) ™"

+ || Duy + Du*|| pm () — Dt — Dut* || (|7 (1.25)

D’une part, par ’hypothése (1.1) et la continuité de la norme,

tim 2% (|| Dunl| 15, ) + 1D ) < 22((2 Tim I, ) + | Dut*[[72y)-

n—o00
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D’autre part, par (1.24), la limite supérieure du membre de gauche de (1.25) est minorée par

Y — 2
((nlg{}o D1ty + Dut* || (r))* + lim {|Duy — Du* || ppn ()
— . 2
+ |,}E}c}o | Dty — Du™ || pn () — nh_% IDuy + Du™ || om0y |
* 1. * 2
> 8||Du ||%2(Q) +2(V}1_];]20 Dty — Du* || ppn ()~ +0, (1.26)

ou le zéro correspond a la simplification du double produit. Pour échanger les limites in-
férieures et supérieures avec les parentheses, nous avons considéré la sous—suite qui réalise
toutes les limite inférieures et supérieures de sorte a uniquement traiter des limites classiques.

Ainsi,
2 T 2 *12 2 T 2
2(4(Tm 1,,)% + [ Du*|[22(y)) > 81Du |22 gy +2( T [|Dity — Dit*[| i)™

Par la semi-continuité supérieure de I, (confer la limite (1.4)) et du fait que u* est admissible
dans I'infimum,

T 2 .
(nlg{}o | Duy — D”*HLP"(Q)) < 8(1111_%10 Ipn)z - ZHD”*H%Z(Q)

< S(EO Ipn)z - 2||D”*||%2(Q) < 81% - zHDu*H%Z(Q)

< 2||Du* |2y — 21 Dut T2y = 0. (1.27)

Nous obtenons donc

. " [Du*f?
Bim (| Dty — Du* |y =0 et = /Q b
puisque les inégalités de sont en fait des égalités. Par conséquent, nous avons prouvé
ainsi que les deux premieres convergences annoncées par I’énoncé. Pour la conver-
gence presque partout de Duy,, nous remarquons que la limite précédente implique de la
convergence dans L' et donc par la réciproque partielle du théoréme de convergence domi-
née de Lebesgue [67, Proposition 4.2.10], nous déduisons qu’une sous-suite de Du,, converge
presque partout vers Du,. Enfin, la convergence des infima suit de la seconde (in)égalité qui
assure que

8(1im Iy,)? = 2/ Du”|[2 ) = 8(Jim, Ip,)* = 2 Du” (|12 ) = 813 =2/ Du"[ [,
n—o0

concluant ainsi la preuve. ]

Nous prouvons maintenant I'existence de minimiseurs pour I’énergie de Dirichlet (pro-
position[1.1) comme conséquence de la proposition [1.2]
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Démonstration de la proposition[1.] Les suites minimisantes de I'énergie de Dirichlet satis-
font par une inégalité de Poincaré I’hypothese[1.1|de la proposition[l.2avec la suite constante
Pn = 2. [

1.2.1 Conclusion

La preuve précédente de 'existence d’une sous-suite (proposition|1.3) a ’avantage de ne
pas se reposer sur la convergence faible qui est une notion linéaire. Dans la section suivante,
nous discutons de la convergence que satisfait la sous-suite de (1, ), dans la conclusion des

propositions [1.2] et
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Chapitre 2

Intermezzo : convergence a travers les

LP

Dans le chapitre précédent, nous avons observé que la condition

/ |ty — ulPr —— 0.
Q

n—o00

est récurrente. Nous nous proposons de brievement I'étudier et de la défi-
nir.

Le premier chapitre se place dans un cadre non-linéaire et évite les référence a la conver-
gence faible qui est une notion treés linéaire. Si, toutefois, on s’autorise a utiliser une telle
notion alors il est possible de montrer la proposition suivante qui permet de déduire partiel-
lement la conclusion de la proposition

Proposition 2.1 (Convergence faible des suite bornées a travers les LP). Fixons (p,), une
suite réelle croissante telle que pour chaque n, p,, €]1,2] etlimy_,co pn = p. Supposons qu’une
suite vy, : (O — R satisfait

c= sup/ |0 |P" < 400
n JO

alors il existe v € LP(Q)) tel que pour toute ¢ : QO — N lisses alors

On, ———— Q.

/Q(P Ny k100 JO (P

De plus,
1o < tim [ o (21)
Q Q

k—o0

La queue de la suite est bornée dans L7(Q), g €]1,p] si bien qu'elle admet
une sous-suite qui converge faiblement dans L9. L’expression (2.1) s’obtient par dua-
lité.
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Le résultat qui précéde et le premier chapitre motivent la définition sui-
vante.

Définition 2.2 (Convergence & travers les LP). Une suite (u,), converge a travers les
LP(Q), N) relativement & une suite croissante (py,), pn € [1,00] qui converge vers p € [1, 0]
s'il existe u € LP(Q), N) tel que u,, — u en mesure et

[l = [
0O n—o00 o)

Si (pn)n est une suite croissante comme dans la définition, la suite constante u € L
converge a travers les L” par la continuité de la norme. Avec ce formalisme, la proposition
précédente s’interpréte comme de la convergence faible formelle. L’avantage de décomposer
la convergence en une convergence mesurable et une convergence en norme est que cela évite
de comparer les valeurs de u et de u, avec la norme euclidienne | - | héritée du plongement
N C IRY;la convergence en mesure a été retenue plutdt que la convergence presque partout
car la topologie de la convergence en mesure est métrisable.

Penchons-nous sur quelques définitions équivalentes.

Proposition 2.3 (Formulations équivalentes de la convergence a travers les L”). Considérons
(uy)y une suite de fonctions mesurables, définies sur un ouvert de mesure finie Q) vers u €
LP(Q,RY) pour chaque n. Aussi, considérons une suite réelle (pn)n C [1, +00[ croissante et
qui tend vers p > 1. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) / |1y, | P —>/ \u|P et u, — u en mesure.
Q Q

(b)/\un—u|p”—>0.
Q

pl_]_ p
(c) }un]un| P —u| — 0 et u;, — U1 en mesure.
QO

_Pn

(d) U |ty |P"7P — ulul|PrP G0 0, ou (-22) = —Fo — et u, — u en mesure.
0O Pn P+1

La condition (b) implique la convergence en mesure par l'inégalité de Tchebychev.

Quand p = 2, la condition (d) se lit
[l = w2 0
QO

ol p), est 'exposant de Holder conjugué & p,,. Dans I’énoncé de la proposition nous avons
utilisé la convention, que pour & < 0,

apoy — Ju@)u(x)* siu(x) #0
ulul®(x) = 0 siu(x) =0.
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L’équivalence entre le point (a) et (b) est a comparer avec la caractérisation de la conver-
gence en norme L” [[67, Proposition 4.2.6][7, Theorem 2.8.9].

Nous adaptons, dans la preuve de la proposition le lemme de Brezis-Lieb [12] qui
donne des équivalences quantitatives. La preuve utilisera toutefois la méthode de WiLLEM [67,
Theorem 4.2.7]; la constante explicite est due a L1EB et Loss [38, Theorem 1.9]. Par exemple,
plutét que de prouver 1’équivalence entre (a) et (b), nous prouvons, sous ’hypotheése de la
convergence en mesure et d'une borne uniforme sur la suite u,, que

0= lim [/ |un|p”—/ |un—u|””—/ |u|"’]. (2.2)
n—o0 o) 0O 0O

Comme p,, varie, il convient d’expliciter les constantes que la démonstration classique utilise.
On commence par démontrer une inégalité algébrique :

Lemme 2.4 (Inégalité algébrique du lemme de Brézis-Lieb). Fixonse > 0.Si1 < p < oo,
alors pour touta, b € R,

|l +b]7 — |a|P — [b]7] < €[b]P + c(p, ) al?

ol
1 sip=1

2
p
1 T

c(p.e) = max <(1—(1—1—€)_pl)1_p_1' <p7_1>p7 +1> sip > 0.

L’avantage d’expliciter la constante c(p, €) est que si (py ) est une suite telle p, € [1, p]
alors on vérifie que

C(p,€) = supc(pn, €) < +oo. (2.3)

Démonstration du lemme[24 Quand p = 1, cela suit de I'inégalité triangulaire. Quand p >
1, par la convexité de | - |, pour 0 < t < 1

p
la+b|P < (|a] + |b|)p = <(1 — t)% + t@) < (1= 1)1PlalP 4 t17P|p|P.
Nous posons alors
1
b=—"7,
(I14¢€)rT

ce qui donne
la+b|P — |b|P < elblP +c(p,€e)|alP.

p’

Pour I'autre inégalité, nous observons par la convexité et la différentiabilité de | -

la+b|P > |b|P + (p|b|P~2b,a +b — D).
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Dong, par I'inégalité de Young,

2
B — a4 bP < [,/ - 1} (/P ra|<erb|P+( ) afp. ©

La preuve de la proposition [2.3| fait usage du lemme de Fatou pour la convergence en
mesure .

Lemme 2.5 (Lemme de Fatou pour la convergence en mesure). Considérons une suite de
fonctions mesurbales (u, : QO — RY) qui converge en mesure vers u : Q) — R" alors

/yu| tim | .
n—oo

Nous donnons une preuve basée sur la représentation en millefeuille (n.t. de layer cake
representation; confer (2.4)) des fonctions intégrables et la version du lemme de Fatou pour
la convergence presque partout qui a ’avantage de ne pas considérer des sous-suites (confer
BogAcHEV [7, Theorem 2.8.5.])

Démonstration du lemme[2.3 Par la convergence en mesure, pour tout ¢ > 0,
[{x € Q: fun|(x) > t}] — [{x € Q= [ul(x) > t}].

Nous remarquons que l'intégrale toute fonction intégrable v : (3 — IRY s’écrit

/|v|:/ {xeQ:[o|(x) >t} dt (2.4)
Q 0

Cette identité s’obtient en la vérifiant a la main pour les fonctions qui prennent un nombre
fini de valeurs, lesquelles forment une partie dense des fonctions intégrables. Ainsi, par le
lemme de Fatou pour la convergence ponctuelle,

/Q|u|=/0 {xeQ: |u(x) > 1} dt

o0

< lim {x € Q:|uyl(x) >t} dt = Lim [ |uyl|. O

n—oo J0O n—oo JQO)
Nous disposons maintenant de tous les ingrédients de la preuve.

Démonstration de la proposition[2.3 Nous notons que les conditions (a)-(d) impliquent la
convergence en mesure de la suite 1, et, par 'inégalité de Holder, que

c= sup/ |1 |P7.
n
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Par le lemme [2.5| de Fatou,

[ <e
Q

Fixons € > 0. Par le lemme [2.4]algébrique, o I'on choisia = u, —u etb = u et p = p,, on
déduit du lemme 2.5/ de Fatou que

hm c(pn, € / |u|P < lim e|un —ulPr + c(pn, €)|ul?
n—o0o
+ ||un|p” — |up — u|P" — Ju|P| dx
< 9P - p
<2ee+ (fim e(p,e)) [ fu

- m/ it [P — 1t — )P — |u]?| dlx.

n—oo Q
Ainsi,
fim / it [P — |ty — [P — ul?| dx < 2Pce,

n—,oo 0O

ce qui montre (2.2) par le fait que le nombre € > 0 est arbitraire et donc I’équivalence entre
(a) et (b) est démontrée.

Pour montrer I’équivalence (a)—(c), il suffit de démontrer.

0= tim | [ = [ i 5 < = [ ]
et pour (a)—(d),

_Pn_\/
0= tim | [ = [l = ulalr g
n—e | Jo Q o)

Pour I’équivalence (a)—(c), on choisit dans le lemme algébrique
Pn_q
a=uylu,|? " —u, b=u et p=p

et pour I’équivalence (a)-(d),

/

et nous procédons comme plus haut. ]
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Conclusion

En résumé, la convergence a travers les L” est une notion qui permet de décrire la
convergence du probléeme que nous étudions, admet des reformulations proches du cas
ou la suite Pn est constante et en constitue une généralisation. Dans la suite, nous em-
ploierons le vocabulaire présenté ici mais pas les résultats. La proposition essentielle étant
celle qui assure l'existence d’une sous-suite convergente a travers les LP (proposition

13).
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Chapitre 3

Homotopie dans un cadre non-continu

Le premier chapitre fait I’hypothése forte (proposition et que pour § €
W'22(9Q), N'), I'ensemble des fonctions W?(Q), N) de trace g est non vide sous la forme
équivalente qu’il existe

1y € Wg(Q, N). (3.1)

Nous nous intéressons donc au probléme d’extension d’une fonction depuis le bord d'un
domaine de dimension 2 a tout I'intérieur de ce dernier qui aurait ses valeurs dans la variété
compacte N. Par exemple, existe-t-il une fonction de la boule unité B C R? vers le cercle,
B — S!, dont la restriction au bord serait

oB=8!'35x+— x?

Ce probléme est bien compris en topologie dans une discipline appelée théorie de I’homotopie
et la réponse est négative, montrant ainsi que ’hypothese n’est pas toujours satisfaite.
La théorie classique de ’homotopie suppose les fonctions continues. Toutefois, le probléme
variationnel que nous étudions nous oblige a penser ce probléme d’extension pour des fonc-
tions de Sobolev, dont I'énergie
| Dul?
a 2
est finie et, par conséquent, ’homotopie dans un cadre qui n’est pas seulement continu. En
effet, les fonctions de Sobolev peuvent présenter des discontinuités. Par exemple, la fonc-

tion
x € B — (cos(In|x])%, sin(In |x|)*)

n’est pas continue quand & > 0. Elle a toutefois un gradient faible sur B qui est
de carré intégrable dés que l'on impose &« < 1/2. En effet, nous pouvons calculer

que
2ma? (1 d

D 2: — (1 lefld

/IB’ g 2&—1/0 dr(nr) ¢

qui est fini par le choix de «.

Ainsi, nous allons présenter une extension de la théorie de I’'homotopie a une classe
de fonctions non continues. La premiere partie de ce chapitre y est dédiée. Nous y intro-
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duisons une nouvelle classe de fonctions qui contient tant les fonctions continues que les
fonctions de Sobolev lorsque p > 2 : il s’agit des fonctions a oscillation moyenne évanes-
cente.

La contrainte non-linéaire du probleme que nous étudions —le fait que les fonctions
prennent des valeurs dans une variété— nécessite que nous introduisions le concept de voisi-
nage tubulaire d’'une variété : nous avons besoin de projeter les fonctions sur la variété depuis
I’espace ambiant. Cet outil nous servira tant pour la théorie de '’homotopie que pour un théo-
réme nécessaire dans notre approche : la surjectivité de la trace.

3.1 Fonctions a oscillation moyenne évanescente

Nous allons explorer quelques résultats classiques de la théorie de I'homotopie pour les
fonctions qui satisfont la définition suivante.

Définition 3.1 (Fonction a oscillation moyenne évanescente — VMO). Fixons M = Q) ou
0Q). Une fonction u € VMO(M, N) est une fonction u € L! (M,RY) telle que pour
presque tout x € M, u(x) € N et

sup ][ ][ lu(x) —u(y)|dxdy — 0. (3.2)
aeM, JBs(a) JBs(a) 040

0<é<dp

IBl;(a)CM

Quand M = 9(), nous pouvons considérer les boules fermées Bs(a) comme des boules
géodésiques ou

Bs(a) = {x € 0Q) : distp(x,a) < I}
ou 'on choisi
distyn(x,y) = |x —y|

et, de méme, distn(x,y) = |x — y|. Notons que notre hypothése que 'ouvert Q) est seule-
ment de régularité lipscitzienne ne nous permet pas de bénéficier du cadre de la géométrie
différentielle mais seulement de la théorie métrique : en effet, on peut vérifier sous notre
jeu d’hypothése que 0} est une variété lipschitzienne de dimension 1. c’est-a—dire dont les
cartes sont des applications bilipschitziennes. Cette observation nous permet de préciser que
quand M = d(}, il faut comprendre dx dy dans comme le produit par elle-méme de
la mesure de Hausdorff (normalisée) induite. De méme, le volume de la boule qui apparait
dans la moyenne (confer pour la notation de la moyenne d’une fonction) est mesuré
grace a cette mesure. Notons-la # L Alors, quand M = 9Q), la définition , s’écrit trés
explicitement

dl (x) do! (y)

su u(x) —u > 0. (3-3)
aea% /1135(a) /1}35(a)| ()~ )] 1 (Bs(a))?  sl0
Bs(a)={xco:distyn (a,x) <6}
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Ce fait motive une écriture métrique dans la suite de cette section pour la source M des
applications M — N que nous considérons, comme 'ont fait UcozzoNI et LANCONELLI
[62].

Notons qu’en dimension 2, la 2-mesure de Hausdorff coincide avec la mesure de Le-
besgue bidimensionelle et par conséquent, en dimension 2, la définition s’écrit aussi
comme ot 'on a remplacé les #! par des #72. Cette observation va nous permettre
de travailler de maniére unifiée.

En anglais, cette classe s’intitule la classe des fonctions a vanishing mean oscillation,
VMO, que nous traduisons par oscillation moyenne évanescente. L’oscillation réfere a I’écart
|u(x) — u(y)| que 'on moyennise (confer pour la notation de la moyenne d’une fonc-
tion) dans la définition (3.2). Cette notion a été introduite par SARASON [56]. Notre démarche
s’inspire de celle de BREz1s et NIRENBERG dans leurs deux articles Degree theory and BMO
Part I et Part II[13, 14]. Nous pourrions vouloir écrire les résultats avec la structure métrique
de la variété riemannienne N et remplacer dans la définition |u(x) — u(y)| par la quan-
tité plus intrinseque dista (#(x), #(y)) mais les arguments présentés ici reposent fortement
sur le fait que la variété N est isométriquement plongée dans un espace euclidien R, c’est
pourquoi nous avons retenu la premieére écriture.

Concernant la limite dans (3.2), cette derniére est non-quantitative dans le sens qu’on
a pas d’information sur la vitesse de convergence a l'instar de la définition de conti-
nuité en € — 4. On peut d’ailleurs observer le résultat suivant qui montre qu’une informa-
tion quantitative sur la vitesse de convergence impliquerait que les fonctions soient conti-
nues.

Proposition 3.2 (Plongement de Morrey—Companato). Si M = 9Q) ou Q). Fixons & > 0,
u € Ll (M) et une constante A > 0. Si

loc

sup ][ ][ |u(x) —u(y)| dxdy < Ad™. (3.4)
acM  JBs(a) JBs(a)

IBg(a)CM

Alors, en modifiant les valeurs de u sur un ensemble de mesure nulle, nous obtenons une appli-
cation continue et satisfait pour un B > 0 qui dépend de A, o et M,

|u(x) = u(y)| < Bdisty(x, )"

Pour une preuve, nous renvoyons a [51, Proposition 16.9] et [64, Section 3.8.2 et 5.7] et
les références citées.

Enfin, nous observons que les fonctions uniformément continues M — N satisfont
la définition En particulier, C(Q), N) € VMO(Q, N) et C(0Q, N) C VMO(9Q), N).
Dans la suite, nous montrerons que VMO(M, N') contient les classes de fonctions d’inté-
rét pour le probléme que nous étudions, & savoir W'/>2(3Q), N') et W2(Q, N'). Puis nous
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définirons I’homotopie des applications dans VMO, ce qui nécessitera I'introduction d’une
topologie sur la classe de fonctions.

3.2 Les inclusions W'/22(9Q), N) C VMO(9Q), N) et
W2(Q, N) € VMO(Q, N)

L’intérét de la classe de fonctions a oscillation moyenne évanescente est qu’elle contient
I’espace de Sobolev W12 et I'espace de Sobolev fractionnaire W'/22. Pour rappel, si M = 9Q)
est de dimension 1, plongée dans R2, on a

WM N) = {u € 2IMRY) :pp.u(x) € N et E[2(u) < +o00}  (35)

ou

2
u(x) —u
et = | | ;. )tz ( (y))| dx dy.
isty(x,
MM M 4
Rappellons qu’on a choisi distyn (x, ) = |x — y|. Le terme fractionnaire désigne le nombre
s = 1/2 qui se référe a la classe plus large des espaces de Sobolev fractionnaires W (‘W,IR")
ou 'on exige que I'énergie fractionnaire de Gagliardo,

// { y)q ’ dx dy
d1stw x,y)* | disty (x,y)dimW)

soit finie. On note que dans le cas ou dim (‘W) = 1,5 = 1/2et p = 2, onretrouve bien I’éner-
gie fractionnaire de la définition . On peut montrer dans le cadre euclidien, M = IRV,
que I'espace W'/>2(R*) admet une description en tant qu’espace interpolé de L2(IR¥) et
WL2(IR¥) (confer LEoNT [37, Theorem 17.24] pour un énoncé précis de ce résulat et PONCE
[51, Proposition 15.6] pour une ingalité d’interpolation en L? et W'2). Toutefois, nous n’uti-
liserons pas ce fait.

Nous commencons par montrer que 'oscillation moyenne, la double intégrale moyenne
de (3.2) est contrdlée par les énergies de Sobolev sur la boule correspondante (3.6)-

B29).

Proposition 3.3 (Oscillation moyenne controlée par les énergies de Sobolev). Si
V011R14(|x| < 1)

désigne le volume de la boule unité dans R¥, nous avons les inégalités suivantes.
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1. Fixons p > 2. Considérons u € WP (Bs(a), N') alors pour tout boule Bs(a) C R¥,

1

8 1"/ [
dxd o P DulP)".
Jio 71[3 Wy < e (A <) <nsé<a>‘ ’)

(3.6)

2. Considéronsu € W'/*>2(9Q, N') alors pour tout boule Bs(a) C 0Q),

]][BO ]][Bo Wldzdy < // d1staQ X, y))‘ a dy>%' (3.7)

XIB§

Démonstration de la proposition Pour le premier point, on note par I'inégalité de Poincaré
(1.10

5

£l —u)|drdy
Bs(a) /Bs(a)
4 diam (B (a)) / \Du| = 8 — / |Du|
volr (|x — a| < 6) Jp,(a) volgy (|x] < 1)o# 1 Jp,(a)

car la boule est euclidienne. Ensuite, par Holder,

8 1
][ ][ (y)| dxdy < 1_1</ |Du|p>p
Bs(a) JBs(a V01R11(|x| < 1)5V01]Ry(|x| < 1) 4 Bs(a)

donnant ainsi le résultat annoncé (3.6).

Pour le second point,

) —u(y)| dxdy = // )|dlst x,y)dxd
/]B5 /1135 y)| Y= dlStaQ ) (%, y) Y

a)xBg(a)
Ju(x) —u(y)|
< diam(By( dxdy, (3.8
iam ( 5 // d1staQ ) xdy, (3.8)
><]B5
ou nous avons observé que le diameétre satisfait
diam(Bs(a)) = sup distyn(x,y) = sup distyn (x, ).
x,y€Bs(a) (x,y)€B;(a)xIB;(a)

Aussi, comme la dimension de l'ouvert est I'unité, par la définition de mesure de Hausdorff
induite par la métrique distq(x,y) = |[x — y

diam(By(a)) = #Z'(Bs(a)). (3.9)
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Ensuite, par I'inégalité de Holder,

|u(x) —u(y)|
// dlstaQ y) drdy <

a)xBgs(a
(7 (Bs(a)) - % (By(a) ( // u(x) — u(y) dxdy)z. (3.10)

dlstaQ X,Y)

Concaténant (3.8) et (3.10) avec I'observation (3.9), on obtient le résultat annoncé O

Nous déduisons de la proposition précédente le corollaire sui-
vant.

Corollaire 3.4. Nous avons les inclusions suivantes.

1. WYP(Q,N) C VMO(Q, N) pourp > 2
2. W'22(3Q, N) C VMO(0Q, N).

Démonstration du corollaire[3.4 Pour le premier point, par le point 1 proposition précédente

sid <1,
1
Fofom ([ par)
—u(y)|dxdy < / Du (3.11)
]B(g ]B,; {J/E Bs (ll)
Par hypothése, (Q). Par le théoréme d’intégrabilité uniforme de Vitali,
sup |Du|f — 0,
aeM Bs(a) 040
]B&(H)CM

montrant ainsi par I'étau que u € VMO(Q), N) par la définition (3.2).

Pour le second point, nous procédons de maniére analogue en considérant le second
point de la proposition|3.3|et la fonction uniformément intégrable

o 2
|”(_x)2 v ¢ 1160 < 00, O
distjn (x, y)

Quand p > 2, on peut étre plus précis par le plongement de Morrey—Companato, pro-

position
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Corollaire 3.5. Fixonsp > 2. Siu € WLP(Q,N), alors, en modifiant les valeurs de u sur un
ensemble de mesure nulle u est continue et satisfait pour tout x,y € ()

u(x) — u(y)| < Cdista(x,y)' 7

ot C est un nombre qui dépend de la norme de u dans WP (Q)).

Le fait que nous n’identifions pas les fonctions égales a un ensemble de mesure nul
prées, nous empéche d’énoncer un résultat succinct comme dans le corollaire précédent
Le nombre 2 dans le preuve est en fait la dimension de (). On peut en effet montrer que si
(M, g) est une variété de dimension dim M et compacte alors, si p > dim M, les fonctions
u € WYP(M) admettent un représentant précis holdérien d’exposant & = 1 — dimM/y
(3-2). Le fait que I'inégalité stricte sur p soit requise s’explique par I'absence de contréle
quantitatif dans 'inégalité sur les oscillations de la proposition précédente [3.3[ quand
p=2.

Démonstration du corollaire[3.3 Par (3.6),

851 7 ;
lu(x) —u(y)| dxdy < (/ |Du|p> : (3.12)
7I[BJ<a> ]I[Bo‘(a) ¢/ 1B1] \Ja

la conclusion se déduit alors du théoréme de plongement Morrey—-Companato, proposition

O

3.3 Définition de ’homotopie dans VMO(M, N)

Dans cette section, M est un espace métrique muni de la mesure de Hausdorff in-
duite; on observe que la définition de VMO, définition fait encore sens sous cette
hypothese seule. Rappelons que les deux exemples principaux sont M = 9Q et M =
Q.

, pie dé A i ; ¢’est pourquoi il convient

d’introduire une topologie sur 'ensemble VMO (M, N).

Définition 3.6 (Convergence dans VMO(M, N)). Une suite (i), de fonctions dans
VMO(M, N) converge dans VMO(M, N) vers un u € L (M, N) si u, converge vers u

loc
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en mesure et

| sup ][ ][ |un(x) — un(y)| dx dy
aeM§>0 Bs(a) /Bs(a

— sup ]I[B ]l[B —u(y)|dxdy| —— 0. (3.13)

aeM (5>0 n—co

Cette définition est différente de ce qui se fait classiquement [13}/56] mais est équivalente
par une variante de [67, Proposition 4.2.6]. Ce choix est par exemple fait en [42, Equation
2.38] et est justifié par la méme remarque que pour la convergence a travers les LV (confer

définition [2.2).

Nous pouvons alors définir ’homotopie.

Définition 3.7 (Homotopie dans VMO). Deux fonctions u,v € VMO(M, N') sont homo-
topes s’il existe une fonction H € C([0,1], VMO(M, N')), appelée homotopie, si pour tout
t > 0 dans un voisinage de zéro, on a presque partout sur M

H)=u et H(1—t)=

Plus précisément, les égalités
H(t,x) =u(x) et H(l—tx)=0o(x)

sont satisfaites pour presque toutx € Mett € [0, 5[ pouruny > 0donné. Quandt € [0,1],
x € M +— H(t,x) est une fonction entre u et v, qui prend presque toutes ces valeurs dans
la variété N. La continuité de H € C([0,1], VMO(M, N')) requise dans la définition doit
étre comprise séquentiellement au regard de la définition [3.6] c’est-a-dire que si t, — t dans
[0, 1], 1a suite d’application H(t,), tend vers H(t) dans VMO.

Le fait que la définition exige que '’homotopie H soit constante sur un voisinage de
t = 0ett = 1 s’explique par la nécessité d’avoir une notion stable par changement de u et v
sur un ensemble de mesure nulle. Quand ¢t > 0 est proche de zéro, H(t#)(x) vaut u(x) pour
tout x, montrant par la que H a bien une valeur en t = 0. On procéde de maniére similaire
pour t = 1. Cette remarque prouve que I’homotopie est une relation d’équivalence, ce que
nous formulons comme un lemme pour référence future.

Lemme 3.8 (L’homotopie dans VMO (M, N) est une relation d’équivalence). De la défini-
tion d’homotopie, nous obtenons les trois propriétés suivantes :

1. u € VMO(M, N) est homotope dans VMO (M, N') a elle-méme.
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2. Si H(t,-) définit une homotopie dans VMO(M, N') entre u et v, H(1 — t, -) définit une
homotopie dans VMO(M, N') entre v et u.

3. Siu etv sont homotopes dans VMO (M, N') et v et w sont homotopes dans VMO(M, N')
alors u et w sont homotopes dans VMO(M, N').

Comme exemple d’homotopie dans VMO, il y a les homotopies continues de fonctions
uniformément continues lues «a la bonne vitesse». Si H(t,-) est une homotopie continue
entre H(0, -) et H(1, -), nous considérons une application lisse

6:[0,1] — [0,1] (3.14)
telle que pour un 1/2 > > 0,
6 = 0 sur [0, #]
=1sur[1—7,1].

Nous définissons alors H(0(t),-) comme étant 'homotopie dans VMO entre H(O0, ) et
H(1,-).

Dans la suite, nous allons montrer que le concept d’homotopie dans VMO n’est pas
trivial en exposant le fait que les classes d’homotopies dans VMO correspondent exacte-
ment avec I'adhérence dans VMO des classes d’homotopies libres continues de fonctions
continues.

3.4 Lien avec ’homotopie continue et approximation de
fonctions dans VMO

Le but de cette sous-section est de montrer la proposition sui-
vante.

Proposition 3.9 (Equivalence des homotopies). Fixonsu,v € VMO(M, N') deux fonctions
homotopes dans VMO(M, N). Siu,v : M — N sont continues, alors elles sont continiiment
homotopes.

Pour prouver cette proposition, nous allons requérir a ’approximation de fonction dans
VMO par analogie avec ce qui se fait pour 'homotopie lisse : si #,v : M — N sont lisses
et continiment homotopes, alors elles sont différentiablement homotopes (confer LEE [35,
Theorem 6.29] ou MUKERJEE [47, Lemma 2.6.3]).

Voici le schéma de la preuve de la proposition[3.9]: nous allons nous baser sur un résul-
tat d’approximation dans le cas euclidien (proposition [3.10), N' = IR" : il existe une suite de
fonction continues qui va nous permettre d’approximer les fonctions u € VMO(M, N) au
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sens de la convergence dans VMO (définition [3.6). Le probléme est que 'approximation ne
prend pas nécessairement ses valeurs dans la variété plongée N. Nous avons donc une suite
(uy ) de fonction convergent dans VMO(M, RY). L’idée est alors de projeter I’approxima-
tion u,, via la projection I'Ty sur le point de NV le plus proche de 1, (x). C’est 4 cette étape que
la définition de VMO est cruciale ainsi que le fait que la variété est plongée. On montre alors
que [In o u, converge vers la fonction u que ’on voulait approximer.

3.5 Caractérisation de VMO(M, R")

Le théoréme suivant est dit a SARAsON [56, Theorem 1] (confer aussi [13, Lemma
A.5)).

Proposition 3.10 (Théoréme de Sarason). Fixons M = Q) ou Q). Alors,u € VMO(M, R")
si et seulement u satisfait

sup ][ ][ lu(x) —u(y)| dxdy < +o0 (3.15)
aeM,5>0 /Bs(a) JBs(a)
]B,;(IZ)CM

et il existe une suite de fonctions continues u, : M — RY telles que u,, — u dans VMO.

Puisqu’il est possible d'uniformément approcher les fonctions continues par des fonc-
tions lisses, on peut supposer dans le cas ou M = () que la suite est lisse & I'intérieur du
domaine (). Si 9Q) est lisse, on peut prendre les 1, : 92 — RV lisses jusqu’au bord. Aussi, si
0Q) est lisse, on peut le considérer comme une variété et supposer que la suite approximante
u, donnée est lisse également.

Les fonctions qui satisfont uniquement la condition sont appelées les fonctions
a oscillation moyenne bornée (BMO pour bounded mean oscillation) et trouvent leur utilité
dans d’autres domaines des mathématiques. Toutefois, nous n’utiliserons pas les propriétés
de cette classe de fonctions.

La preuve consiste a montrer que la moyenne

xeM— u
]Ben(x)

converge vers # dans VMO. Ce choix d’approximation n’est pas anodin puis qu’il se com-
porte bien avec la définition de VMO(M, N). En effet, il est possible de montrer la propo-
sition suivante.
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Proposition 3.11 (Approximation par moyenne dans VMO). La famille indexée par 6 > 0
décrite par

xeEMm— u
Mﬁ]Bg(x)

est continue et converge vers u dans VMO(M,R") quand 6 | 0 dés que u € VMO(M, N ).

En particulier, cela montre que les classes d’équivalence d’homotopie dans VMO
coincident avec I’adhérence dans VMO des classes d’équivalence d’homotopie continue.

En effet, comme les fonctions continues ont leur oscillation moyenne évanescente, une
classe d’équivalence d’homotopie continue est nécessairement dans la classe d’équivalence
d’homotopie dans VMO. Inversément, deux fonctions dans VMO sont homotopes dans
VMO a des fonctions continues par la proposition précédente (il convient de remplacer
0 par la fonction 6(t) nulle prés de t = 0 et constante égale a 1 prés de f = 1). Ces deux
fonctions continues sont contintiment homotopes dans VMO si et seulement si elles sont
homotopes dans VMO par la proposition que nous allons montrer. Par transitivité de
I’homotopie, les deux fonctions dans VMO sont homotopes si et seulement si elles peuvent
étre approchées par des fonctions continues continiment homotopes. Les détails de cette
affirmation sont décrits chez ABBoNDANDOLO [1, Theorem 2.1].

3.6 La projection Iy sur le point le plus proche

Il est possible de projeter un point de RV sur la sous-variété N pour peu que ce point
ne soit pas trop éloigné.

Proposition 3.12 (Existence d’un voisinage tubulaire d’une variété riemannienne). Toute
variété riemannienne N C RY admet une rétraction lisse Il : U — N qui satisfait les
propriétés suivantes :

— U C RY est un ouvert qui contient le fermé N .

— Iy |y : N = N est Uidentité c’est—a—dire que pour chaque x € N, TI(x) = x.

On dit alors que 'ouvert U est un voisinage tubulaire de N. Sans perte de généralité,
nous pouvons le supposer de la forme

U=N+B(0,0) ={x e R": dist(x, N) < J}

que nous noterons simplement Nj.

Par la définition de sous-variété, il existe en tout point p de N un voisinage U, du point
p ou une rétraction locale Iy, : Up — N N U, existe. Une stratégie de preuve repose sur
cette observation et puis colle les rétraction locales [26, proposition 4.1]{40, Theorem 7.1].
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Une autre stratégie consiste a projeter les points proches de N le long du vecteur normal
[47, Theorem 7.1.5](64, Proposition 6.2]. Les deux approches ne sont pas équivalentes : la
seconde utilise une dérivée en utilisant le théoréme des fonctions implicites ou bien le fait
que le fibré cotangent est une variété différentiable.

3.7 Approximation dans VMO(M, N)

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver la proposition [3.9| d’équiva-
lence des homotopies dans VMO(M, N). La preuve utilise crucialement la structure de
VMO. Nous admettrons notamment cette caractérisation des compacts dans VMO : les
familles de fonctions qui satisfont uniformément la définition d’application a oscillation
moyenne évanescente.

Lemme 3.13 (Caractérisation des compacts de VMO(M, N)). Fixons M = 9Q ou Q.
Une famille de fonction U C VMO(M,N) est précompacte pour la convergence dans
VMO(M, N) si et seulement si

sup sup ][ ][ |u(x) —u(y)| dxdy — 0.
ueU aeM, ]B§(Ll) ]Bg(u) 50\L0
0<<dy

By (a)CM
Nous I'appliquerons a I'image de I'intervalle [0, 1] par une homotopie H. Ce résultat est
dii 4 BREZIS et NIRENBERG [13, Lemma A.16].

Nous pouvons maintenant passer a la preuve d’équivalence entre homotopie continue

et dans VMO.

Démonstration de la proposition[3.9 Considérons H € C([0,1], VMO(M, N') 'homotopie
entre les fonctions continues u et v. Fixons > 0 tel que H(t) est constante sur [0, 7] et
[1 — #7,1] donné par la définition 3.7] Fixons aussi 8 : [0, 1] — [0, 1] continu tel que

6 = O0sur [0,7/2] U[1—1/2,1]
€]0,1] sur |n/2,1 —1/2].

Nous voudrions poser pour un €y > 0,
H(t)(x) =TIy [][ H(t)] : (3.16)
Mm]BeOH(t)(x)
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Comme la fonction 0(t) peut étre nulle il convient de donner un sens au terme entre crochets
qui est
H(t) siegf(t) =0

][ H(t) = ][ . (3.17)
H(t sinon.
MAE o, HO

Pour utiliser la projection Iy, il faudrait que le terme entre crochets soit dans le voisinage
tubulaire Uy = {x € R" : dist(N,x) < J}. Quand t € [0,7/2] U [1 —1/2,1], alors le
terme entre crochets devient H(t) qui vaut u ou v, lesquelles prennent leur valeur dans N. 1l
reste le complémentaire, ]’7 /2,1 —mn/ 2[ sur lequel nous allons estimer la distance a NV. Fixons
t €]1/2,1 — n/2]. Par la définition d’infimum, pour un y € M,

dist(][ H(t),N) <
MmBeoe(t)(a)

Si'on moyennise par rapport a y,

dist(][ H(t), N)
MmBeOG(t)(a)
<f f H()() — () ()] dxdy
MOBe (s (@) J MNB g1 (a)

< sup sup ][ ][ t)(x) — H(t)(y)| dx| . (3.18)
t€[0,1] aeM5<eO MnNBg(a) J MNBg(a

Si H(t) ne dépend pas de ¢, on peut simplement utiliser la définition des fonctions & oscil-
lation moyenne bornée. Dans le cas général, il faut une approximation uniforme en t. Pour
cela, nous notons que ’ensemble

{H(t) Hepon

est compact dans VMO(M, N) : en effet, c’est I'image d’un compact par une fonction conti-
nue. Par la caractérisation des compacts dans VMO, il existe un €y > 0 tel que le terme entre
crochets de est plus petit que /2. En particulier, la moyenne est dans le voisinage
tubulaire de NV et donc nous pouvons définir

f H(b)(x) dx — H(H)(y)] .
MNB o) (a)

H:(t,x)€[0,1]]xM—=N

par la formule (3.16).

Montrons que H est une homotopie continue entre u et v. Par la définition et le
choix de la fonction 6, H(0) et H(1) valent bien u et v respectivement. Il reste & montrer
que H € C([0,1],C(M,N)) = C([0,1] x M,N). Comme ITy est continue, il suffit de
montrer que la moyenne est continue en (t, x). Nous commengcons par observer que

[0,1] = [0,27/3] U [21/3,1 — 21 /3] U [1 — 21/3,1].
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Sur les intervalles [0,27/3] et [1 — 21/3,1], H(t) est constante comme fonction de t et vaut

une fonction continue : soit u soit v. Montrant par la que H est continue sur ([0,27/3] U [1 —
21/3,1]) x M.

Ensuite, sur I'intervalle restant, [27/3,1 — 21/3], nous savons, par la continuité de 6,

0y = inf 0 > 0.
[21/3,1—21/3]

Considérons une suite t, € [27/3,1 — 21/3] qui converge vers un f et une suite (X, ), de
points x,;, € M qui converge vers x. Par I'inégalité triangulaire,

‘ f Hty) — ][ H(t)
MOBep(r,) (Xn) MOBep(r) (¥)

/ Hit) ~ 1 it
MNB )(.Xn) MNB ( )(.X)

<

Eoe(tn

ef(tn €o0(tn
-+ ][ H(t,) — ][ H(t)|. (3.19)
MOBe g1, (¥) MOB g1 (x)
Dans l'autre cas, on majore le premier terme de par
— s | H(t)
n
(MO Begoit,) ()0 S MABL g0 (x) 8B ) (51))
IM O (Begoqr,) () ABegr,) (Xn)) |
< o) X OBeott) K| 5y .
MO B, (%) oD e (M)

ou le A désigne la différence symétrique. Le supremum est fini car la variété est compacte et,
comme 6(t,) = 0y > 0, la fraction tend bien vers 0 quand n 1 co.

Pour le second terme, on utilise le fait que u,, — u dans L! et et Pn — 0, 0,0n = 0o

alors
][ Uy — u
B B, (x)

on(x)

uniformément en x € M. Le volume des boules converge et donc par la régle du produit de
calcul des limites, il suffit de montrer que

/ Uy — u,
B By (x)

on (x)

ce qui peut se voir par une variante du théoréme de convergence dominée de Lebesgue (confer
BoGAcHEV [7, Theorem 2.8.8]) ou le théoréme d’intégrabilité uniforme de ViTaLl 67, Theo-
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rem 3.1.9]. Nous donnerons une preuve directe de ce résultat pour un nombre arbitraire de
boules dans la preuve de la proposition[7.9]

Ceci conclut la preuve de la continuité de H qui fournit ’homotopie désirée et achéve
par conséquent la démonstration. O]

3.8 Pourquoi W,*(Q, N) peut étre vide

Dans cette section, nous discutons comment des obstructions topologiques peuvent
empécher I'existence d’applications dans ng’z(Q,N )ou g € WY22(00), N). Plus tard,
nous verrons que ces obstructions n’apparaissent pas quand p < 2 : il existe toujours
ug € WHP(Q, N) de trace g. Bien que les applications des espaces de Sobolev W2(Q, N)
et W'/22(9Q), N') ne soient pas continues, commencons par discuter I'existence de fonc-
tions continues ) — N dont la restriction serait une application continue 9Q) — N don-
née.

De la théorie de I'obstruction, nous savons que I'application identité Idg: : dB1(0) =
S! — S! ne s’étend pas en une application continue u : B{(0) — N qui se res-
treint en l'identité sur le bord du disque. Ceci fournit un exemple de donnée au bord
g = Idg1 continue telle que la classe des applications continues qui se restreignent au bord
en g,

{u:B1(0) = N : ulyg, ) =&}

est vide. Ce résultat est souvent mentionné comme corollaire apres la construction d’in-
variants topologiques : par le degré topologique ou plus généralement par la théorie des
groupes d’homotopie. Toutefois, nous retiendrons une preuve courte qui utilise le fait sui-
vant: ¢ : S! — S! s’étend au disque By (0) si et seulement si la fonction ¢ admet I'écriture
(cos @,sin @) ol ¢ : S! — R est une application continue qui reléve g. Nous nous référons
a la preuve de de R. Brown, qui préte I'idée a Eilenberg [16].

Dans le cas des fonctions de Sobolev, nous avons la proposition suivante qui caractérise
les exemples ot1 la donnée au bord ¢ € W'/>2(9Q), ') rend I'espace de Sobolev W§’2(Q, N)
correspondant vide en termes des données au bord continues qui n’admettent pas d’exten-
sion.

Proposition 3.14 (Caractérisation des données au bord ¢ € W'/22 qui admettent une ex-
tension W12). Fixons Q0 C IR? un ouvert régulier borné et N C RY une variété plongée. La
fonction g € W'22(0Q), N') admet une extension u € W2(Q, N') de trace Traceynu = g si,
et seulement si, § est homotope dans VMO(0Q), N') d une application continue go : 000 — N
qui s’étend a ugy : Q) — N continue qui se restreint a go sur le bord du domaine Q).

Ce résultat que nous allons prouver est un analogue d’un résultat de la théorie de I’ho-

motopie qui assure que deux applications 0() — N continues et continiment homotopes
dont 'une s’étend a () — N admettent une homotopie continue [0,1] X dQ) — N qui les
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étend toutes les deux. Il s’agit d’une instance de la propriété d’extension des homotopies 33|
p. 14][29, Theorem 2.9]

Nous pouvons résumer la proposition [3.14 en disant que 'obstruction d’une fonction g
d’énergie de Sobolev fractionnaire finie, définie sur le bord d(), a s’étendre en une fonction
Q) — N de Sobolev de gradient de carré intégrable est la méme que celle rencontrée dans le
cas ou ¢ serait continue.

Cette proposition fut mise a jour par BETHUEL et DEMENGEL [5, Theorem 2]. Toute-
fois, nous avons retenu la formulation d’IsoBE [34, Theorem 1.1] que nous avons élargie a la
classe des fonctions a oscillation moyenne évanscente. Notons qu’il existe d’autres formu-
lation pour les obstructions a 'extension : IsoBE [34, Theorem 1.2] et MAZOWEICKA et VAN
SCHAFTINGEN [42, Theorem 1.2].

Les ingrédients de la preuve de la proposition sont la propriété que nous venons
de décrire, un résultat d’approximation (lemme [3.16) et ce résultat de surjectivité de la
trace :

Proposition 3.15 (Surjectivité de la trace : de W'/22(dQ), N) au € W2(aQ + B(0,5),N) ).
Fixons Q) C R? un ouvert régulier borné et N C IR une variété plongée. Pour tout application
g € W22(Q, N), il existe un § > 0 telle que g admet une extension U € W?(dQ) +
B(0,6), N') de trace Traceynu = g définie sur un voisinage du bord

00+ B(0,0) = {x € R?: dist(x,00) < 5}.

De plus, lextension U peut-étre choisie lipschitzienne en dehors de tout voisinage de 9Q).

Le 6 > 0 est en général fini. Cela est dii a la non-linéarité qu’engendre la variété N.
Dans le cas linéaire, c’est-a-dire N' = IRY, nous pouvons étendre 'application g a tout le
plan IR?; ce résultat remonte & GAGLIARDO [27] (confer les ouvrages de références [51, Pro-
position 15.12][37, Theorem 18.34]). Notons aussi que nous ne donnons pas d’estimation de
la forme

Du|? < Cext(Q, N[ 2|30
/MW 2 < Cox( QN 812200001

car, a nouveau, le contexte non-linéaire nous en empéche (confer VAN SCHAFTINGEN pour
un contre—exemple explicite [64] et MIRONESCU et VAN SCHAFTINGEN pour une discus-
sion a propos de ce phénoméne non-linéaire [44, Theorem 8b)]). Mentionnons aussi un
argument dans la thése de PETRACHE pour I'espace de Sobolev critique en dimension 4,
W1'4(IB4, g3 ) ou B* est la boule unité de R* [49, Proposition 9.16] (confer aussi l'article
de PETRACHE et RIVIERE qui en a découlé [50, Proposition 2.8.] ou I'explication est plus suc-
cincte).

Le nom de la proposition [3.15] surjectivité de la trace, réfere au fait que la trace fait
correspondre une application de W2(Q), N') a un élément de 'ensemble W'/>2(3Q), N)
(confer page . Ici, il s’agit en quelque sorte d’une réciproque. Ecrite ainsi, la proposition
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ne semble pas avoir de précédent dans la littérature. Toutefois, elle semble étre bien
connue des experts [[46, Définition 5.4][45, (6.5)]. Dans le traitement de notre probléme, cette
proposition nous permet de penser la donnée au bord, non comme un élément de I’espace
fractionnaire W'/>%(9Q), N') mais plutét comme un élément de W?(Qs — Q, N') de trace
g le long de (). Ici,

Qs = Q-+ B(0,0) = {x € R?: dist(x,Q) < 6}.
Cette observation va s’avérer trés utile dans la suite du mémoire.

Des la proposition prouvée, nous pourrons démontrer la proposition en nous
ramenant a des considérations d’homotopie continue.

3.9 Surjectivité de la trace

Démonstration de la proposition[3.15 Voici les étapes de la preuve.

1. Extension d’une application ¢ : R — N a support compact & un 1y : R X [0, +00[—
RY 51, Proposition 15.12].

2. Extension d’une application g depuis une partie du bord d() vers une application
0Q) — RY [37, Theorem 18.34].

3. Collage des applications du point 2 via des partitions de ['unité pour obtenir une ex-
tension définie sur tout 90, 7 : Q) x [0,1] — R".

4. Projection de il sur la variété N.

5. Conclusion.

Etape 1 : Extension d’une application ¢ : R — N a support compact @ un il : R X
[0, +00[— RY. Fixons ¢ € W'2>2(R,N). Pour (x,t) € R x [0, 0], nous posons, pour
p : R — R lisse a support dans la boule unité B C R?,

n 1) = prr3(x) = 1 [ plx =gl dyavecpu(z) = 1p(/). (20)

Remarquons qu’il s’agit d’une identité entre deux vecteurs de IR".

Il convient de montrer que

@ [luoll2rx[o,e0p) < lI8ll12(r) mais cela est clair par les propriétés de la convolution.

(ii) L’application ug, ainsi définie possede un gradient faible qui satisfait

IDuo|| 2 (rx[0,00)) < Cll& w22 (rx g0})- (3.21)

L’existence du gradient faible est assurée par le lemme de Dubois-Raymond [67, Theo-
rem 6.1.4]. Nous aurons simplement a justifier la majoration.
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(iii) Enfin, nous utiliserons la continuité de la trace pour conclure que la trace de 1 le long
de R x {0} coincide avec I’application g.

Le point (i) étant traité, nous commencons par (ii) - (3.22). Voici des propriétés de p; qui
découlent de sa définition :

Affirmation. La fonction p; satisfait

(@) Spt(pr) C B¢(0).
d d
(b) /Rapt(x) dx = E/Rpt(x) dx = 0.

d
(c) /]Rapt(x) dx = 0.

(d) Le gradient de (¢, x) — p¢(x) satisfait |Dp¢(x)| < At_l)(Bt(O)(x) pourun A > 0 qui
dépend de p.

Pour (3.22), nous commencgons par observer par (b) et (c) que le gradient de 1 vérifie

Dwuw>=Agwwx—wywdy:AQWMx—w@w»—ymkw

Ainsi, par I'inégalité de Holder,
1
2

]Bt(x

| Duo(x, )| < [|Dpt| 2 [/ 8 (%) —g(y)lzdy]

1
A2 2
<t_3

/ mwm@md
B (x)

par le point (d). Nous obtenons (3.22) en intégrant et le théoréme de Fubini

/ /|Du0(x,t)\2dxdt<A2// / g(x) — g(y) P dy dt dx
o Jr RJo JBi(x)
©  dt
— a2 [ [l —g)P [ G dyax
R JR |x—y|

A? 18(x) — g(y)]?
= — dxdy.
3 //IRX]R |x _y|2 ]/

Maintenant, nous montrons le point (iii). Il convient de montrer que

Traceg (oo (X, ) = g(x).

Par les propriétés de la convolution,

ug(-,s) = ps* g WS
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dans W12(IR). Par la continuité de la trace, nous concluons que

Traceg . (o140 = lsiig TraceR , {oy4o(+, 8 + ) = Tracer o} lsig)l up(,s+-)=g

presque partout ou, pour la derniére identité, nous avons utilisé la continuité de (-, 1)
quand t > 0.

Etape 2 : Extension d’une application ¢ depuis une partie du bord dQ) vers une application
002 — IRY. Nous allons étendre g : 00 — N sur une famille finie d’ouverts U C 0} qui
recouvrent d() et ou une lecture en cartes ¢; : U; — V; C R bilipschitziennes est possible.
Considérons une partition de 'unité (¢; : 0Q — [0,1]) subordonnée aux ouverts U et
consistant en des fonctions lisses positives, dont le support satisfait Spte; C U; et enfin
dont la somme égale la fonction constamment égale a 1 [67, Proposition 6.1.16]. Dés que 'on

pose gi = gOZ'g, nous avons
g§=).9ig=) 8

Lue en carte, g; définit une application g; o ¢~ € W'/>2(V,R). Le choix de la fonctions g;
nous permet d’étendre la fonction g; o (P—l par zéro en dehors de V. Nous étendons, alors,

comme dans I’étape 1, confer (3.20), par

ui(x,t) = pr* (g0 ¢~ ") (%).
Pour chaque i, cette fonction satisfait
(i) u; € WY (R x [0, 00[, RY)
(ii) Traceg oytti = gio ¢~ .

Etape 3 : Collage des applications Posons pour chaque (x,t) € Q) x [0, o0)

i(x, t) = Zui((p(x),t) e WH2(Q x [0, c0[, RY) (3.22)

avec, & nouveau, la convention que u;(¢(-), -) est étendue par zéro. La trace est invariante
par difféomorphismes ([64, Proposition 3.36] ou par densité) et est linéaire, si bien que

k k k
Traceq, (o1 = ), Traceq, (o3 i(¢(-),-) = ) _ & =8 ) ¢i =&
i=1 ‘

Nous avons donc exhibé une extension de ¢ qui prend ses valeurs dans R". Notons que
il est lipschitzienne sur () X [t, co[; les fonctions u; sont lisse mais les cartes ne sont que
bilipschiztiennes et la partition de I'unité lipschiztienne.

Etape 4 : Projection de il sur la variété N'. Nous avons qu’il existe 65 > 0 tel que la
projection lisse sur la variété N est définie

IT: {x € RV :dist(x, N) <oy} = N.
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Nous voudrions poser u = [ o 7. Pour cela, il faut s’assurer que les valeurs de il ne sont pas
trop loin de V. Nous raisonnons comme dans la preuve de la proposition 3.9} Nous estimons
pour chaque x € 0Q et t > 0,

dist(i(x, £), N) < |i1(x, ) — g(v)| (3:23)

k
= L (i), t) =g o ¢t o pily)| (3.24)
car @1 < 1. Pour chaque 7, on estime

ui(Pi(x),t) —g o g7 o Pi(y)]
= |pr * gi(Pp(x)) —
|_

i(p(y
/ |gi (z) — gi(y)| dz.
{Igi(x

l

Reprenant (3.23)-(3.24), nous trouvons que

k
. 1
dist(i(x,), M) < el 2 7 | L@ -gWld  G2)
i=1* H{lgi(x)—¢i(y)[<t}
Comme la famille finie de cartes ¢ est bilipschitzienne, il existe une constante telle que pour

touti =1,...,k,
|9i(x) — ¢i(y)| = Lix —y|
si bien que le membre de droite de est majoré par

k
dist(n(x, ), N) < lolle 2L lgil) ~ gilw)] =
i=1 {lx—yl<t}

ou nous avons utilisé la notation moyenne. Nous considérons la moyenne maintenant par
rapport a la variable y sur I'intervalle {|x — y| < 1} pour obtenir

k

dist(a(x,0,8) < el 2L f  f ) il dz
i=1 {la—yl<g} Hlx—yl<g}

Comme chaque g; est dans 'espace W'/22 il est également dans VMO et donc, par Iétau,

lim sup dist(i(x,t), N) = 0.
HO yean
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Il existe doncun T > Otel quesi0 < t < T, alors i est suffisamment proche de la variété N.
On pose alors pour chaque (x,t) € 0Q x [0, T[, u = IT o i. Par le principe de superposition
(confer[37, Theorem 12.69][64, Proposition 3.16], u € W?(3Q), N). Enfin,

Traceyn (oyu =Ilog=g.

Etape5: Conclusion. Par la régularité de d(), nous savons qu’il existe un difféomorphisme
bilipschitzien ®u™ : 9Q) x [0,1] — (dQ2 + B(0,6)) N Q) pour un § > 0 suffisamment petit,
I'extension est alors donnée par

U™ =y o ®dM: (90 + B(0,6))NQ = N

qui est de trace g : Q2 — N. De facon analogue, il existe un difféomorphisme bilipschitzien

@t 90) x [0,1] — (0Q2+ B(0,6)) NIRZ — Q) et on obtient
U™ = 4o @™ (30 + B(0,6)) N (R2 — Q) — N.

Si nous posons
. {uext sur (90 + B(0,4)) N (R2 — Q)
u"t sur (02 + B(0,0)) N QY,
nous obtenons U € W'2(Q, N) de trace TraceyoU = g. En effet, si deux fonctions de
Sobolev sur deux domaines adjacents coincident sur le bord au sens de la trace, alors par la
définition de gradient faible et le théoréeme d’intégration par parties pour la trace [51, Exercice

15.1 (a)][2, Proposition 5.6.2], le recollement de ces deux fonctions admet une dérivée faible
de carré intégrable.

Ceci conclut la preuve de la surjectivité de la trace. O]

Comment nous allons le voir dans la section suivante, on ne peut en général pas étendre
g a tout le domaine ().

3.10 Caractérisation des données au bord ¢ qui

admettent une extension - preuve de la proposition

Pour rappel, nous voulons montrer que § € W'2(9Q), N') s’étend si et seulement si elle
est homotope a une fonction continue gp : 0 — N qui est la restriction d’une fonction
continue g : Q) — N (confer proposition [3.14).

Comme il y a deux implications a prouver, nous divisons la preuve en
deux.
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Démonstration de la proposition quand ¢ = Traceynu etu € WY?(Q, N'). Supposons
que ¢ € W'22(Q, N') soit la trace d’une fonction u € WV2(Q, N). Nous voulons montrer
que g est homotope & une fonction continue d(2 — N qui est la restriction d’une application
continue () — N. On étend

u:Q0+B(0,6) > N

dans W12 par la proposition de la surjectivité de la trace (proposition|3.15) ou, plus simple-
ment, par le théoréeme d’extension par réflexion [37, Theorem 13.17]67, Lemma 6.2.1]. Pour
t > 0 suffisamment petit, la convolution avec le noyau régularisant et lisse standard p; * u
existe.

Ensuite, fixons T > 0 tel que si 0 < t < T alors p; * u existe et
dist(ps * u, N') < &
ou J est le rayon du voisinage tubulaire de sorte que la projection
IT:{x € RY:dist(x, N) <} = N.

existe. Nous posons 0 : [0,1] — [0, 1] lisse et constante égale & 0 dans un voisinage de zéro
et constante égale a 1 dans un voisinage de 1. Nous définissons pour 0 < t < Tetx € ()

H(t,x) = IIo (org(s) * u(x)).

Comme la projection IT est Lipschitzienne, par les propriétés de la convolution, nous avons

1. L’application H(1,-) est continue sur (). Nous posons g§g = H(1,-)|;q et up =
H(1,-) qui, nous allons le voir, donnent les applications annoncées.

2. L’application t — H(t, -) est constante autour de t = 0 et t = 1 respectivement par
le choix de la fonction 6.

3. L’application t — H(t,-) porte 'homotopie a oscillation moyenne évanescente entre
get H(1,-). En effet, dans W'?

H(t,:) — Tlou = u.
t}0

Par la continuité de la trace, dans W'/

TraceynH(, *) t¢—0> Traceyqu = .

Or, W'/22 € VMO avec injection continue par la proposition [3.3|(confer (3.7)). Nous
raisonnons de fagon analogue pour les autres points de continuités ¢ €]0,1]. En parti-
culier, la fonction t — H(¢, -) est séquentiellement continue dans VMO.

Ceci conclut la preuve de la premiére implication. [
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Pour l'autre implication, nous ramenons le probleme a la situation décrite par ce
lemme :

Lemme 3.16 (Lemme de mollification dans la variété). Considérons un ouvert régulier () C
IR? et une fonction mesurableu : Q) — N telle que, dans un voisinage du bord de ), u € W2
et, sur O, u € VMO(Q, N). Alors, nous pouvons modifier les valeurs de Uapplication u, loin
du bord, de sorte queu € W2(Q, N).

Par la surjectivité de la trace, une fonction s’étend toujours dans W2 sur un voisi-
nage de celui-ci. Si 'on arrive a prolonger contintiment ou dans VMO cette extension a
tout 'ouvert, en fait nous obtenons une extension a valeur dans la variété sur tout I'ou-
vert.

Les outils principaux pour prouver ce lemme sont la caractérisation des compacts dans
VMO (lemme [3.13) et une technique de mollification adaptative introduite par BOUSQUET,
PONCE et VAN SCHAFTINGEN [8, Section 3].

Démonstration du lemme[3.16 Fixons une fonction ¢ : [0,1] — R lisse et positive telle que
¢ = 0 pres du bord, 1 & I'intérieur et ||D@|| ) < 1 que nous fixerons plus tard. Nous
posons pour > 0 suffisamment petit

_ 1
1) =Ty o | ol —yp(x))dy, 326)
o ITy est la projection sur A et p : R? — R est un noyau de convolution usuel : positif,
lisse, & support compact dans la boule unité et d’intégrale unité sur IR?. Nous posons p; =
p(/0) /2. Le choix de t dépend du choix de ¢; le fait qu’un tel t > 0 existe suit du fait que
vx(y) = u(x — y¢p(x)) est a oscillation moyenne évanescente. La correspondance x € () —

vy € VMO(Q, N) est continue (en montrant, par exemple, que la correspondance est dans
C(Q, W2(Q),IRY))) et donc la famille (vy), . est compacte. On montre alors que

dist ([ oD outx —vo(x)) dy N )

< ol ey ]i . ]{B )~ s(e) dy s
tHXx tHXx

et le choix de ¢ est donné par le lemme de caractérisation des compacts de VMO, lemme

L’application i a les propriétés désirées dés que ¢ sera choisi. En effet, supposons que
I’application u soit de régularité W2 dans 9Q35 pour un & > 0. Ici,

0035 = {x € O : dist(x,00Q) < 35}.
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Nous choisissons la fonction positive ¢ comme étant nulle sur d(); et strictement positive
sur () — 0Q)y;. Ainsi, si x est tel que ¢(x) = 0, c’est-a-dire prés du bord, alors

1) =iy o | [ piy)dy n(e)| =iy ou() = ()

Sur 905 — 9Q)s, I est de régularité W2 car ¢ est lisse et u y est de régularité W12
aussi. Sur () — 9()y;,
= inf > 0.
Po 0—90; ¢

Par le changement de variable ¥’ = x — y¢(x), nous pouvons montrer que I'intégrale de

(3.26) est lisse sur Q) — 9Q)y; et donc W2, O]

Démonstration de la proposition[3.14 quand g est homotope a une fonction Q) — N qui s’étend.
Fixons g € W'/>2(3Q), N'). Supposons que g est homotope dans VMO(9Q, N) a g, ot
ug : Q) — N est continue.

Par la surjectivité de la trace (proposition, il existe une application U € W2(3Q) x
[0,1], NV) telle que

Tracesn.oyU =g et Tracesn. 13U = Ulyn, )

est continue. Cette application définit une homotopie dans VMO entre g et Traceyn, (13U,
quitte a lire U avec une application 6 qui la rende localement constante présdet = Oett =1
(confer (3.14)). Or, par hypothése, g est également homotope & 1|, . Par la transitivité de
I’homotopie (lemme , point , Uly0x 1y et Ug |5, sont homotopes dans VMO. Or, par
la proposition d’approximation (proposition [3.9), nous pouvons les supposer continiiment
homotopes.

Maintenant, nous utilisons des arguments d’homotopie continue. Comme |ao s’étend
a(},ilenvade méme pour Uly, 11y quis’étendatout (3 x {1}, appelons-laV : QA x {1} —
N Nous avons donc construit une application

(B % [0,1]) U (O x {1}) = N

en concaténant I'extension U avec V. Or le domaine de cette application est difféomorphe a ()
de maniére lipschitzienne. Cela donne une application v : Q) — N qui est de régularité W12
dans un voisinage du bord et continue loin du bord. Par I'invariance par difféomorphisme
lipschitzien la trace de v est Traceyn = g.

Pour obtenir une application qui est W?(Q), N'), nous régularisons la fonction loin du

bord Q) a 'aide du lemme ci-dessus (lemme pour obtenir une application u# qui conclut
la preuve. [
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3.11 Conclusion

De ce chapitre, nous retiendrons que ’homotopie «fait sens» pour les fonctions a os-
cillation moyenne bornée. Cette classe contient trois exemples : les fonctions uniformé-
ment continues, W'"/>? et W12, Cela nous a permis de donner un critére pour savoir si
Wg’z(Q,N ) est vide en fonction de critéres purement topologiques (confer proposition
3.14).
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Chapitre 4

Quantifier le probleme d’extension

Dans le chapitre qui précede, nous avons reformulé en termes topologiques le fait
que, pour une donnée ¢ : d() — N, I'ensemble des applications de Sobolev de trace g,
W(;’Z (Q, N), est vide ou non. Dans ce chapitre, nous allons quantifier ce fait en termes d’une
énergie, I’énergie singuliere 8;g (g)- Les outils que nous allons développer nous permettrons
de montrer la proposition suivante, cruciale pour notre approche et due a HARDT et LIN
[31]

Proposition 4.1 (W;’p (Q,N), p < 2, est non vide). Sur un ouvert borné régulier () C R?, il
existe une constante C(p, (), N') > 0 telle que pour tout § € W%’z(aﬁ, N), sip < 2, il existe
Uy € W;’p(Q,N) qui satisfait

1
p
([ 1pwl)" < 0, M)lglhwrepan (@)

En effet, des cette proposition prouvée, nous pourrons considérer des limites d’appli-
cation p—harmoniques minimisantes et plus généralement des presque-minimiseurs de la
p—énergie de Dirchlet quand p 1 2; en effet, la classe sur laquelle nous minimisons est non-
vide. Nous introduisons aussi, dans ce chapitre, la classe de fonctions dans laquelle nous
nous attendons a observer de telles limites : ce sont des fonctions dans W2 sur () sauf
en un nombre fini de points ou nous quantifions ce fait. Il s’agit d’applications renormali-
sables.

4.1 Résolutions topologiques

Nous avons vu qu’une application continue g : 0 — N n’est en général pas la res-
triction d’une application continue () — N. Si toutefois, nous nous autorisons a retirer des
points de Pouvert ou des petites boules, il existe des applications u qui satisfont la définition
suivante.
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Définition 4.2 (Résolution topologique continue). Sur une ouvert borné régulier du plan
Q) C R?, nous disons qu’une famille de lacet continus (7y; : S' — N');_1._ constitue une ré-
solution topologique d’une application continue g : dQ) — N s’il existe k points (a1, ..., a),
distincts deux-a-deux et inclus dans 'ouvert (2 ainsi un rayon p > 0 pour lesquels pour tout
7 ],

By(a;) NBy(aj) =3 et By(a;) NoQ =g, (4.2)

il existe une application continue

qui satisfait
ulan =g et u(ai+(-)o)lst = i

pour chaquei =1...,k.

Cette définition est tirée de MONTEIL, RoDIAC et VAN SCHAFTINGEN [46, Defi-
nition 2.1]. Parfois, nous dirons aussi que u résout ¢ le long des (7; : S' —

N)iz1. k-

Fixons (4;);i—1 .. x comme dans la définition et posons

|la; — a;

p(ai)i=1, = min ( ,dist(a;,002)). (4.3)

i£j=1,...k
Alors si
0 <p <p(ai)i=1,.k

alors p satisfait automatiquement la condition de non-intersection (4.2). Nous utiliserons
cette notation tout au long du mémoire.

Nous voudrions étendre la définition [4.2 au cadre non-continu que le probléme varia-
tionnel nous impose. Commencons par noter que les lacets 7y; peuvent toujours étre choisis
lisses et en particulier W'/>? car toute fonction continue 7 : S' — A est homotope 4 une
application lisse. En effet, si 4 : — IRY est lisse et uniformément proche de y et donc de la
variété N, I'application

te[0,1] — H(t,-) =T ((1 —t)y +t7)

existe et décrit 'homotopie entre u et H(1,-) qui est lisse. Ici, ITy est la projection sur la
variété N.

Supposons maintenant qu’on ait une application § € W'/22(30), N'). Du chapitre pré-
cédent, nous savons que g est homotope dans VMO(d(), N) a une application continue
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0Q) — N (confer proposition|3.11), laquelle admet une résolution topologique continue por-
tée par une application continue

k
Q- B(ai,p) = N.
i=1

Par la proposition il existe une application u € WL2(Q) — U?:l By(a;), N) telle
que
Traceynu = ¢ et Traceqiu(a; + (+)p) = vi.

Nous venons de montrer que le concept suivant admet des
exemples.

Définition 4.3 (Résolution topologique de Sobolev). Sur une ouvert borné régulier du plan
Q C R?, nous disons qu’une famille de lacets ; € W?(S!, N'), appelés singularités, consti-
tue une résolution topologique de Sobolev d'une application § € W'/ 22(9Q0), N) s'il existe k
points (a;);—1 .y etunrayon 0 < p < p(a;);—1 .k il existe une application

k
u€ W(Q— | B(ai, p), N)
i=1

qui satisfait
Traceynu = g et Traceqiu(a; + (+)p) = 7i
pour chaquei =1... k.

Comme cas particuliers, nous avons les résolutions topologiques triviales ou k = 0 et

ue W2 (Q,N).

Pour montrer que W;’p (Q, N) nous allons «boucher les trous» de la résolution
topologique a l'aide d’une extension radiale disponible quand la donnée est de régu-
larit¢ WYP(S!, N), p < 2. Dans la littérature, cette méthode s’appelle extension de
degré zéro [58, Section 2.6][52] et semble remonter & BETHUEL et ZHENG [6, Lemma
Ad4].

4.2 Extension de degré zéro

Dans cette section nous expliquons la surjectivité de la trace quand ¢ €
WP (9B, (a), N). Voici un résultat précis :
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Proposition 4.4 (Extension de degré zéro). Fixons1 < p < 2,By(a) C R?etg €
WLP(9B,(a), N') alors la fonction radiale u définie pour x € By (a) par

X —a
Plx—a]

u(x) = g( ) (4.4)

posséde un gradient faible et satisfait

Y / 1
DuP:—/ Pdg-. (4.5)
/W' =T A

En particulier, u € W' (By(a), ) et Traceyp, (a)t = §-

Rappelons le lemme suivant qui stipule que, quand I'exposant p est inférieur a la dimen-
sion de la source, avoir une dérivée faible p—intégrable est une propriété qui ne voit pas les
ensembles de petite dimension.

Lemme 4.5 (Stabilité de W'? par perturbations de taille %°). Fixons1 < p < 2 et By(a) C
IR?. Une application mesurable u : Q) — N satisfait u € WP (By(a), N) si et seulement si
u € WhP(By(a) — {a},N)

Pour une preuve, voir MAz’vA [43, Section 1.1.18] ou VAN SCHAFTINGEN [|64, Proposition
3.17] et les références qu’ils contiennent.

Démonstration de la proposition[4.4 Par invariance par translation, nous supposons que 4 =
0. En coordonnées polaires, u posséde une dérivée faible sur B, (a) — {a} dans les directions
radiale et angulaire et donc u posseéde un gradient faible sur B, (a;) — {a}.Fixons 0 < ¢ < p,
en coordonnées polaires, nous avons

0
/ |Du|r’=/ r/ Dul?(o7) 45 (¢) dr
By (a)—Bg(a) o Sl(a)
P
= [T [ gt o) (o) o
o S1(a)

Nous obtenons donc

2=p 2P
/ \DulP = fi/ 0P~ L¢P A
B, (a)— B, (a) 2—p s1(a)
Par le théoréme de convergence monotone, quand ¢ | 0, nous observons que |Du| €
LP(By(a)) et
/ Duff = L/ P dszt. (4.6)
B, (a) 2—p Jsi)

64



Nous concluons par le lemme pour entirer que u € W (B,(a)). Conernant 'affirmation
sur la trace, cela suit par densité. O]

Quand p 1 2, I'extension radiale ne permet plus de conclure :

Proposition 4.6 (Addendum de la proposition [4.4, extension de degré zéro, cas de p = 2).
Sip = 2,¢ € W2(9B,(a), N), nous avons que u définie comme en (&.4) satisfait pour

0<o<p,
/ Duf? = plnﬂ/ ¢ 2dt. 47)
By (a)—B,(a) o Jsh

Toutefois, pour toutt > 0, nous avons

Pl € Byla) : [Dul(x) > 1} < 5 [ min(lg'P, (Pp)2)ax’. @)
0

Concernant la seconde estimation, (4.8), notons que par I'inégalité de Tchebychev, nous
avons toujours

Pl{x e By: o) >0y < [ ol (@.9)
By (a)

Ainsi, dans (4.8), le membre de droite est toujours plus petit que lintégrale du
carré.

Démonstration de I’addendum, proposition[4.6. La premiére conclusion, (4.7), suit de (4.6)
quand p T 2. Pour la seconde, nous écrivons, par un changement de variable, pour tout
t>0,

#|{x € B, : |Dul(x) > t}|
0
=t2/ {x € 3B, : |Du|(x) > t}| dr
0

P
_ t2/ r{x € aBy(a) : |¢'|(x) > rt}| dr. (4.10)
0

D’une part, le dernier terme de I'égalité (4.10) est majoré par +2r*/2|9 1 (9B, (a)). D’autre
part, par le changement de variable T = rt, ce précédent terme (4.10) vaut

to
|l € omy(a) s Ig 1) > Ty e
*© 1
< [ ltx camya) Iy ) > har = 5 [ lgPa!
°

par la représentation en millefeuille (2.4). Cela montre (4.8). ]
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4.3 Pourquoi ng’p(Q,N) n’est jamais vide

Nous prouvons maintenant la proposition de I'introduction de ce chapitre (proposition
[4.1). Toutefois, notre preuve ne livre pas 'estimation (4.1). Le résultat avec estimation est dit
a HARDT et LiN [31, Theorem 6.2].

Démonstration de la proposition[4.1 sans estimation. Fixons § € W'22(3Q), N'). Considé-
rons une résolution topologique de Sobolev (7; : S! — N )i=1,..k portée par u € Wi2(Q —

Ui-‘zl B, (a;), N'). Par le théoréme de Fubini, il existe p < o’ < p(a;)i=1. i tel que
Tracea]Bp,(ui)u = ”|81Bp/(ui)

est de régularité W12 (0B o(a;)). Par le plongement de Morrey-Companato (proposition,
|3 ,(a;) : OBy (a;) = Ny est continue.
o 1

Nous pouvons alors définir une fonction dans it € W7 (Q, N') comme suit : i = u sur
Q-UL, B, (a;) et sur chaque B,(a;) nous étendons ”|a]Bp/( s;) de facon radiale avec la pro-
position La trace de 'extension radiale le long de IB;)(a,') est u| 9B (a;) T cette derniere
est continue et elle coincide avec la trace de u en BIB’p (a;) par construction. L’application i
est dans W7 sur

k k
Q-— U ]B;(al) et U IB;)(EIZ)
i=1 i=1

et les traces coincident. Par la définition de gradient faible et le théoréme d’intégration par
parties, 1 € WP(Q, N'). La construction donne aussi

Traceynit = ¢ = Traceynu = g,

concluant ainsi la preuve. O

4.4 Quantifier la non-extension

Nous voudrions quantifier le fait quune application § € W'/22(30), ) puisse ou non
s’étendre a tout Q) dans W'2(Q), N'). En général, I'ouvert () n’est pas simplement connexe.
Pour simplifier, commencons par quantifier la non-extension d’une application continue 7 :
Sl — N vers une application continue définie sur la boule unité B C R%, B — N. De
la topologie générale, nous savons que ¢ s’étend si et seulement si ¢ est homotope a une
constante. En effet, il suffit de lire ’homotopie le long du rayon de la boule B pour obtenir
I'extension ou la définir ainsi. Nous pourrions donc définir et calculer
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Aly) = inf{l(§) : ¥ : S! = N est homotope 4 v} (4.11)

ou /(%) est la longueur de la courbe 4 supposée lisse :
() = 1
gl

Si A(y) = 0, cela veut dire que 7y est homotope a une constante ou encore s’étend
dans B. Dans les autres cas, cela mesure la longueur de la plus courte courbe homotope a 7.
Intuitivement, nous nous attendons a ce qu’une grande longueur A(7y) soit le signe que la
courbe 7 soit davantage emmélée dans la variété N. Par exemple, quand la variété N’ = S,
A(y) = 2 deg(y) ot deg(7y) est le degré de I'application y : St — S! [46, Section 2.2];
ce nombre compte le nombre de tours que réalise la courbe -y dans le cercle. Par conséquent,
27t deg(7y) correspond a la longueur de la courbe.

Observons que cette définition fait sens quand ¢ € VMO(S!, N) et que ’homotopie est
comprise dans le sens VMO(S!, ') également. Comme toute courbe v € VMO(S!, N') est
homotope a une courbe lisse, nous pouvons supposer que % est lisse.

Commengons par nous assurer que I'infimum dans la définition (4.11) est fini et at-
teint.

Géodésiques fermées.

Proposition 4.7 (Existence de géodésiques fermées). Considérons une variété riemannienne
N compacte. Fixons y € VMO(S!, N). Il existe une géodésique de vitesse constante § : S —

N lisse qui réalise
0(7) = A7)

Une telle application est appelée géodésique fermée.

De plus, le spectre des longueurs {\(7y) : v € VMO(S!, N')} est un sous-ensemble discret

de la droite réelle.

Le spectre des longueurs est un invariant riemannien fin puisqu’il permet de calculer le
spectre du Laplacien dans certain cas; nous renvoyons vers l’article de COLIN DE VERDIERE
[65] pour les hypotheses précises.

En effet, la compacité est requise dans la preuve pour que les classes de fonctions
S! — N équicontinues soient précompactes pour 1'uniforme convergence; il s’agit du
critére d’Ascoli-Arzela. Ce phénoméne se manifeste sur la surface de révolution S x
Graphe(exp) C R ou le lacet S' x (0,exp(0)) est homotope a S' x (0, exp(—t)) pour
chaque t € R. Or, quand ¢t 1 +o00, la longueur de ce lacet tend vers 0. C’est également es-
sentiel pour garantir I'existence d’un rayon de normalité r > 0 tel que toute courbe fermée
qui a son image dans la boule géodésique B, (a) est homotope au point 2 € N. L’existence
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de exponentielle riemannienne assure qu’en chaque point un tel rayon existe mais il peut
dépendre du point. La compacité ote cette dépendance.

Notons que ’hypotheése n’est pas non plus nécessaire puisque 'espace IR" et le cylindre
S! x R sont des variétés riemanniennes qui satisfont la conclusion de la proposition sans
pour autant étre compactes.

Nous donnons la preuve de ce résultat car il utilise finement le fait que N est une variété
riemannienne compacte [[19, Theorem 2.2][36, Proposition 6.28]. Nous avons retenu la preuve
des géometres qui a 'avantage d’expliciter nos hypothéeses sur la variété N. La méthode
directe du calcul des variations s’applique aussi. Nous ne donnons pas tous les détails dans la
preuve mais insistons sur les résultats cruciaux de géométrie qui justifient notre hypothése
de compacité sur la variété N. L’affirmation sur le fait que le spectre est discret pour des
courbes de VMO est écrite chez [[45, Proposition 3.2].

Démonstration de la proposition[4.7. Si y est homotope & une constante, nous observons que
cette constante définit une fonction lisse qui réalise I'infimum.

Supposons que 7y ne soit pas d’homotopie triviale. Nous avons A(7y) < oo car 7y est
homotope a une fonction lisse. Fixons ¥ > 0 le rayon de normalité décrit plus haut. Il existe
n € N tel que

2A(y) < rn. (4.12)

Considérons une suite minimisante de courbes lisses que nous pouvons paramétrer a
vitesse constante (7 : S — N ) telle que

C(vk) — A7)

k—yo00

Par le théoreme d’Ascoli-Arzela, il existe une courbe 7 : Sl s N continue. Mainte-
nant, pour chaque i € Z/uz, nous remplacons

’)’0|[

i
par la géodésique de longueur minimale de 7y (i/n) & v (i +1/n). Par le choix de n, (4.12), cela
ne change pas la classe d’homotopie.

Par un argument par 'absurde, il est possible de montrer que la nouvelle courbe ainsi
construite est de longueur A(7y) [19, Theorem 2.2][36, Proposition 6.28].

Enfin, la courbe construite n’est que C* par morceaux. Prés d’un angle éventuel, nous
pouvons lisser dans une boule géodésique de rayon inférieur a 7, la courbe en diminuant la
longueur totale.

Pour montrer que le spectre de longueur est discret, nous devons montrer que les suites
convergentes dans {A(7) : ¢ € VMO(S!, N')} admettent une sous-suite constante. Etant
donné une telle suite, nous considérons la suite correspondante de géodésiques qui réalisent
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I'infimum. Cette suite de géodésiques admet une sous—suite par le théoréme d’Ascoli-Arzela.
Or, deux courbes uniformément proches sont homotopes et donc la suite des longueurs A
devient constante a partir d’un certain rang dans la suite. [

La systole

Comme le spectre des longueurs est discret, il existe une premiére valeur non nulle
dans {A(7y) : v € VMO(S!, N') }. Ce nombre est appelé la systole de la variété N et nous le
noterons

Sys, = inf{A(y) # 0: 7 € VMO(S!, N)}.

Par définition Sys,, > 0 et ce nombre correspond par définition a la longueur de la géo-
désique non homotope a une constante qui minimise la longueur. On peut aussi penser ce
nombre comme un seuil entre homotopie triviale et non triviale : comme le spectre est discret
A(y) < Sysy, si et seulement si y est homotope & une constante. Notons que cela quantifie
I'extension : puisque 7y : 0B — N s’étend a B si et seulement si elle est homotope a une
constante.

4.5 Borne inférieure locale

La quantité A(7y) permet également d’estimer inférieurement la p—énergie de Dirichlet
sur des anneaux. Cette proposition nous servira dans la derniére section car par un pro-
cessus d’expansion de boules (proposition nous obtiendrons une borne inférieure de la
p—énergie sur tout I'ouvert ().

Proposition 4.8 (Borne inférieure locale sur un anneau). Sic > p > 0etu € W'?(B,(a) —
By(a), N'), alors pour p € [1,2],

P AP(T
2= )/IB (a)~By(a) ’D; Nl ra;;f”(a)u)((%a)z"“ = (2mp)*").  (413)
o(a)—1By(a

Quand p = 2,

(4.14)

=19

/ ‘Du|2 S Az(Tracea]Ba(,l)u) In
Bo(2)-B,(a) 2 g 4r

Siu € WY2(B,(a) — {a}), on peut faire tendre p | O pour obtenir une version de
la proposition sur un disque épointé. La seconde inégalité de la proposition donne une es-
timation sur I'énergie de Dirichlet nécessaire pour étendre la fonction Traceyp, u au disque

By (a) — By(a).
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Le sens précis de A(Traceyp, (,)u) est le suivant : nous pensons

Tracep, (o)1 € W/*(S', N) C VMO(S!, N) (4.15)

qui est alors une courbe admissible dans I'infimum de A.

Quand N = S!, I’estimation (4.13) fiit établie par HARDT et LiN [32, Lemma 2.3]. Quant
a (4.14), elle apparait dans la preuve de [46, Lemma 2.11].

Démonstration de la proposition[4.8 L’intégration polaire suivie de I'inégalité de Jensen
donne

o o p
/ |Du/|? :/ ][ |Du|p|Sr|dUdr2/ (7[ |Du|dc7) S, | dr.
By (a)—By(a) p IS (a) e \’Sr(a)

1

D’une part, nous avons |’estimation suivante : pour tout r € [, 0]

/ |Du| > A(Traceyp, (q,)4)
Sr(a;)

qui s’obtient en écrivant le gradient en coordonnées polaires :
1
Du = Du, + —Duy.
r

On observe que la restriction Traceyp, (4,)t définit une courbe admissible dans la définition

i

de I'infimum de A (Traceyp, (4, 1) au sens de (4.15). On obtient donc

/ Dul >1/ |Du9|:/ IDug|(r+) > A(Tracesg; (o 1). (4.16)
S (i) " Js(a;) S(a;) ’

1 1

Remarquons que pour chaque r € [o, p], Traceyp, (4, u et Traceyp, (4,1 sont homotopes dans
VMO. En effet, 'homotopie est donnée par t — u(6(t)x ou 6 est localement constante en
t = 0 et vaut r et localement constante en t = 1 et vaut ¢. La continuité de I’homotopie suit

du fait que cette fonction est continue dans W12, L’homotopie implique alors

A(Traceyp, (q)u) = A(Traceyp, (q)1)- (4.17)

D’autre part, Sr| = 27tr. Ainsi, on conclut que

/ ’Du’p > /0 A(r)’l)p _ A(Tracea]Ba(u)u)p(O.Z*P _pZ*P).
By ()~ B, (a) p ISPt 2m)Pl(2—-p)
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Le cas p = 2 suit en passant a la limite dans le cas p < 2 soit en raisonnant de manieére
similaire. H

De la preuve, nous observons que, pour u € WV2(B,(a) — {a}), la li-
mite
A(u, a;) = lim A(Tracezp, () 1) (4.18)
pl0
existe. En effet, de (4.17), nous savons qu’a partir d'un p suffisamment petit, le membre de
droite de devient constant. Cette convention est classique pour le degré topologique
(26, Chap. III Proposition 1.1].

L’argument d’homotopie ne fonctionne pas quand p < 2 toutefois, nous avons la va-
riante suivante pour le cercle 5! (a) C IR? et valide pour des applications de W7 (S} (a), N')
quand 1 < p < 2.

Proposition 4.9 (Borne inférieure locale sur les cercles). Sip > 0 etu € WYP(Sl(a), N),
1< p <2, alors
1 AP (Traceg ;1)

_ Du P >
f/s%(a)' ! (272r)2

Comme le cercle est de dimension 1, nous savons que ’application de I’énoncé admet
un représentant absolument continu (confer proposition [3.2)) et donc, si ce représentant est
encore noté u,

Traces}(u)u) = l/l’sg(a) =Uu

qui est une courbe admissible dans la définition de A. La notation de la trace est justifiée par
les applications de cette proposition.

Démonstration de la proposition[4.9 Par I'inégalité de Jensen,

p
1/ 11 /
- Dugl? > -~ ——— Du
Sy P 2 ( 6 9')

et nous concluons par (4.16). [l

4.6 Energie singuliére, S;Sog(g)

Le spectre des longueurs compris, nous pouvons quantifier, la non-extension d’une ap-
plication Q) — N comme suit sans restriction de simple connexité sur le bord. L’introduc-
tion de cette quantité est due & MONTEIL, RoDIAC et VAN SCHAFTINGEN [45, Definition 2.5]
dans le cas p = 2.
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Définition 4.10 (Energie singuliére, SZg(g)). Fixons 1 < p < 2 et une application g €
W'22(3Q), N'), la quantité

k
, AP (i)
58 — 1.
E,°(8) = mf{ Z o
i=1
(vi : sl — N )i=1,...k est une résolution topologique de Sobolev de g}.

est appelée p—énergie singuliere de g.

Si 8;‘% (¢) = 0, alors nous sommes en présence d’une résolution topologique triviale. En
d’autres termes, ¢ admet une extension () — N. Dans les autres cas, cela donne un nombre
qui, s’il est grand, témoigne soit d’'un grand nombre de singularités y; soit que les singularités
i ont une grande longueur.

4.7 Continuité de p — SZg(g)

Pour les besoin du mémoire, nous avons défini I’énergie singuliére avec un parametre p
. A \ S .
qui correspondra au méme parametre que p T 2. Assurons que p — 8pg (g) est une fonction
continue.

Proposition 4.11 (Continuité en p de 8,5(g)). Considéronsg € W'/22(0Q, N'). Sil < p <
2, alors

2 1/47'( 1/4.71' 2

Sysy " T8 (7) < &F(7) < - (&Fm)"
/2P7T [1/2;77'[] ]

En particulier, par I’étau,

E%(g) — E8(9).
Fe) o &)

De cette proposition, on conclut qu'on peut toujours supposer, pour une don-
née au bord ¢ fixée, que la p—énergie singuliére est uniformément bornée en p €

(1,2].

La preuve consiste a considérer des infima sur les résolutions topologiques de Sobolev

dans ce lemme avec C(Q) = 2QL7r etle choix Q =2et P = p.

Lemme 4.12 (Inégalité algébrique). Considérons 1 < P < Q < oo. Posons Ep =
C(P) YK | Af ouk € Ny et Ay =5 > 0. Alors,

SQ_P%EP <
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Démonstration du lemme. Notons que

k

k k Q
Py <A< (L)
i=1 i=1

i=1

en utilisant, d’'une part, la comparaison des normes 0P (]N) discretes et, d’autre part, notre
hypothése Ay > s. ]

4.8 Résolutions topologiques de Sobolev p-minimales

Une résolution topologique de Sobolev p-minimale de g € W'/*2(dQ,N), p €
[1,2], est une résolution topologique de Sobolev de g ou les singularités (7y;);—7 . j véri-
fient

Comme le spectre de longueurs est discret, il existe de tels objets. Notons que les (7;)i—1,._k
forment une résolution topologique de Sobolev.

Proposition 4.13 (Existence de résolutions topologiques de Sobolev p-minimales). Fixons
un ouvert borné et régulier Q0 C R?, une donnée ¢ € W'/22(0Q), N)et p € [1,2]. Il existe une
résolution topologique de Sobolev p-minimale.

Démonstration de la proposition[4.13 Comme il existe une résolution topologique pour toute
donnée g € W'/22(9Q), N), I'infimum &,°(g) est fini. Considérons une suite minimisante

(7\")iz1 .k, telle que

s, AP (")

: > E2(3).
Par 'existence de la systole,
p kn (n)
2pm T = 2prm

et donc k, est uniformément borné. Quitte a passer a une sous-suite, nous pouvons supposer
que k, = k est constant. Aussi, pour chaquei =1,...,k,
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Dong, quitte a passer i fois a la sous-suite, nous pouvons supposer que chaque A(’yl(n)) est
constant. Mais, alors, cette sous-suite satisfait pour tout 7,

)
1 — 8 g ,

donnant ainsi 'existence annoncée. ]

4.9 Energie renormalisée, &

Aprés avoir défini une énergie pour la donnée au bord ¢ € W'/?, nous nous tournons
vers les résolutions topologiques de Sobolev. Nous ’avons vu dans I’extension radiale (propo-
sition [4.4), pour «boucher les trous», le parameétre p = 2 est critique. Nous nous attendons
donc a ce que des minimiseurs de la p—énergie de Dirichlet tendent vers les minimiseurs
d’une énergie qui compenserait exactement ce fait. Voici une définition précise également
introduite en [45, Definition 7.1] :

Définition 4.14 (Applications renormalisables et énergie renormalisée, erérzl(Q,N ) et
EXM). Fixons un ouvert borné et régulier O C R? et donnée au bord g € W'22(30), N).
Une application mesurable u : () — N est dite renormalisable s’il existe k € IN points
(a1,...,a;) distincts deux-a-deux de Q) tels que u € W(Q — {ay,...,ar}, N), son éner-
gie renormalisée

Dul> & ATracezp, ()u)* 1

&7 (1) = lim In -
pl0 JO-UL By(ay) 2 1_21 4r o

est finie et sa trace Traceynu = g. La classe des applications renormalisables est notée
1,2

Wi g (U N).

Contrairement au cas de W'?, une application de W?(Q) — {ay,...,a;}) n’est en
général pas dans W2(Q, N') (confer lemme : C’est le cas par exemple de 'applica-
tion x € B1(0) — x/|x| qui est de régularité W2(BB1(0) — {0}). Par simplicité, nous
supposerons toujours que dans la définition /\(TraceaBp(ai)u) > (. S’il advenait toutefois

que /\(TraceaBp(ai)u) = 0 pour un i donné, le fait que u € eréﬁ,g(Q,N ) implique pour
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|Du? _i/\(TraceaBp(ai)u)z 07
pl0 JUL (Bo(a)-By(a) 2 T 4r P

k A(Traceyp (ai)u)z
< Séen(u) + Z 47TP
i=1

In 1
o

Par le lemme de Fatou,

Du| est de carré intégrable sur By (a;).

En fait dans la définition, la limite inférieure est une limite (confer [45, Lemma 2.11]

dans le cas p = 2):

Lemme 4.15 (Décroissance de la p—énergie renormalisée tronquée a p). Fixons un ouvert
borné et régulier O C R? et donnée au bord g € W'/2(dQ, N) etu € ere’%,g(Q,N). En
prenant (a;); ., comme dans la définition, les fonctions

|Du? - k /\(Tracea]Bp(ai)u)z lnl

1L p€[0,0(ai)i=1,. k
p [ p( l)l 1, [ quiF:lpr(gi) 2 = 47_[ p

2. pourp € [1,2],

[Dul?
O-U By(a;) P

Traceyp, (o) 1)" (271)2P — (271p)% P
2prt 2—p

p € 10,0(ai)i=1,. k[

3
i=1
sont décroissantes.

La preuve repose sur la borne inférieure locale (proposition et motive la définition
de la p—energie renormalisée : pour u € ere’%,g(Q, N),

r Kk A(Traceyg (. u)P 2-p _ 2-p
£ (u) — lim | Du| v (Tracegm, (a)1)" (271) (27p)>F

m Q_U{'(:] ]Bp(ai) p i=1 2p7r 2- p
Au moins formellement,
&y (u) ﬁ) EXM(u). (4.19)

Nous verrons plus bas que c’est en effet le cas.

Démonstration du lemmel4.15 Par la continuité de la norme, il suffit de montrer que la se-
conde famille de fonctions est croissante car une limite ponctuelle de fonctions croissantes
est croissante; il est aussi possible de raisonner comme dans le cas p = 2. Dans le cas du
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point 2, nous fixons 0 < p < 0 < p(a;);—1,._k La soustraction de la fonction évaluée en p
par la fonction évaluée en ¢ donne

/ B i )\(Tracea]Bp(ai)u)P (27T0—)2—p o (27_[p)2_p
UL, (Bo(a;)—By(a;))) P = 2prt 2-p
i A( TraceaB ( GWP (270)2P — (27p) 2P
i= 2—p
B k A(Tracea]Bp(ai)u)F’ (27.[(7)2—;7 . (27_[10)2,;9
i=1 2pm 2—p

par la borne inférieure proposition[4.8lappliquée a B, (4;) — B, (a;) pour chaquei = 1,... k.
[

Donnons une autre forme de I'énergie renormalisée qui ne fait pas apparaitre de li-
mite.

Proposition 4.16 (Expression polaire de I’énergie renormalisée E3°"(u)). Fixons un ouvert

borné et régulier O C R? et donnée au bord g € W/>(0Q, N) etu € ererzlg(ﬂ N). En pre-
nant (a;); . x comme dans la définition d’application renormalisable et sio €10, 0(a;)i=1,.. k|,

k A2(Tracepp, (5,)t) , 1
ren 4 ‘Zi)
In=
&2 ( ) + 1; 47T n T
2
— / |Du’2 + Z / |Du|2 d%l A(Tracea]Ba(ai)u) dr (4 20)
QUL Bo(a) OB,(a) 2 4rcr S

Réciproquement, si le membre de droite est fini pour un o €0,0(a;)i—1, x| alors u €
ere'%,g(Q,N) et satisfait (4.20).
Sip € [1,2],

_/ |Du|”
0O-U Bo(a;) P

/ [/ |Du| qget — Mo o)1) @ P

2prnr

En particulier, la proposition et sa preuve nous apprennent que les termes entre cro-
chets sont des fonctions intégrables sur [0, 0(a;)i—1 . |. Cette observation sera utile plus
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tard quand la somme dans (4.20) sera un terme d’erreur. Par la régularité de I'intégrale, cette
somme tend vers zéro quand ¢ | 0 par la régularité de I'intégrale. Ainsi, quand ¢ | 0, dans
la seconde identité |4.21] nous obtenons que

K AP(u,a;) (2m)2P |Du/|?
gren(y) + s :/ —_ (4.22)
() ; 2pt 2—p  Ja p

montrant par la que les applications renormalisables appartiennent a la classe

1,
W7 (O, N).

Démonstration de la proposition[4.16 Par définition de I’énergie renormalisée et I'existence
de la limite dans la définition (confer lemme [4.15)

k Az TraceaB ( ) ) 1
ren
In =
)+ Z n-
2 k 2 A2(Trace U
= lim |Du| 4 Z / |Du| . ( 0By (a;) )lnz
P10 JO—-UL Bo(a;) 2 i=1 | /Bo(a;)—By(a;) 2 47 0

2
— / |Du\2 th o / M 4 A(Tracea]Br(ai)u) a4
O-Uf; Bo(a;) i1 P40 9B, (a;) 2 A7Tr

En raisonnant comme dans la proposition[4.8] c’est-a—dire par 'inégalité de Jensen et I’écri-
ture du gradient en coordonnées polaires, le terme entre crochets est positif. La conclusion
suit alors du théoréme de convergence monotone de Levi. La réciproque consiste a procéder
dans lautre sens.

La preuve de la seconde identité suit exactement les mémes étapes. ]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la limite quand p 1 2 annoncée en
(4.19).

Proposition 4.17 (Approximation de &) par &, quand p T 2). Fixons un ouvert borné et
régulier ) C IR? et donnée au bord g € Wl/z(aﬂ, N)etue erérzl,g(ﬂ, N). Nous avons

gren N Sren
() o 5 (w)

Dans le cas du cercle N = S, ce type de résultat était déja connu en 1995 pour les
applications harmoniques canoniques du probleme de Ginzburg-Landau [4, Section 1.3] en té-
moigne la these de RapuLEscu [53, Theorem 1 page xi] ; toutefois, les articles qui découlérent
de la these ne semblent pas faire mention de ce résultat.
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Démonstration de[4.17 Par la proposition[d.16précédente, il suffit de montrer que tend
vers quand p 1 2. La continuité de la norme assure que l'intégrale sur le domaine
Q- U?:l B, (a;) converge. Nous avons donc réduit le probléme & devour prouver que pour
chaquei =1,...,k,

/‘7 / |Du|P d#zl — A(TraceaBU(ai)u)P(27(r)2_P &
0 a]Br(Ll,‘)

p 2prr
—
P12

/U/ Duf? (1 MTracess, )]

o |JoB(a) 2 Arcr '

Comme ’application u possede une gradient de carré intégrable loin des points

(111,. ..,[Zk),

pour presque chaque r € [0,0(a;)i—1,.._ k], |Du| est de carré intégrable sur le cercle 0B, (a;).
En particulier par la continuité de la norme, pour presque chaque r € [0,0(a;);—1 . x/, le
terme entre crochets du membre de gauche converge vers le membre de droite. Cherchons
un chapeau de Lebesgue en vue d’appliquer le théoréme de convergence dominée. Pour cela,
nous fixons r € [0, p(a;);] pour lequel I'énergie sur 0B, (a;) est finie. Ensuite, par I'inégalité
de Young avec exposants

on observe que

2—p 2
A(Th , 2 A(T .
Duf? - ( ( race@B“”””) <pPh < ( raceaw”z)”)) (1—1>. @.23)

27r

En multipliant 'inégalité (4.23) précédente par

A(Traceyp, (4, 1)

1
p 2ntr

nous obtenons

2

2 A(Trace Y7/

< 27tr 2 |Dul” 1 ( 3B, (a;) 1) (4.24)
A(Traceyp, (g, 1) 2 2 27ty
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que l'on intégre sur les cercles 0B, (4;) :

/ |Du/|P 4o lA(Tracea]Bg(ai)u)p
8]B,(aj)

p po @mrpt
( 2710(a;)i=1,. k \2-p / |Du/? a7l — lA(Tracea]Ba(“i)u)z
A(Traceyg, (s,)1) 3B, (a;) 2 2 27r

Par hypotheése le terme ente crochets est intégrable et fournit donc un chapeau de Lebesgue
a la famille. Nous concluons par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. ]

4.10 Conclusion

Nous avons maintenant quantifié le probléme en termes d’énergies qui encodent la to-
pologie et qui sont stables par passage a la limite p 1 2. Nous pouvons maintenant passer au
programme annoncé dans l'introduction a savoir la mise au point d’une borne supérieure et
d’une borne inférieure a I’énergie renormalisée.
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Chapitre 5

Borne supérieure sur les
presque-minimiseurs

Nous commencons par donner une borne supérieure sur les suites d’applications de
presque-minimiseurs de la p—énergie de Dirichlet. Cette étape dans le cas W§’2(Q, N)#o
était simple puisque tout 1y € Wg1'2(Q,N ) était admissible dans la définition d’infimum
(confer proposition en particulier la borne dans la preuve). Sous notre hypo-
these

We?(Q,N) =@

ou de maniére équivalente £8(g) # 0, on ne peut espérer une telle borne : en effet, la
proposition|[1.3|d’existence d’une sous-suite convergente impliquerait I'existence d’une limite
ug € W;Z (Q, N), qui est vide. Dés lors, il est naturel que la borne supérieure fasse apparaitre
la p—énergie de Dirichlet que I'on retranche d’une quantité qui tend vers +co quand p 1
2.

Proposition 5.1 (Borne supérieure sur la p-énergie de Dirichlet). Considérons un ouvert
borné et régulier Q) et ¢ € W'/22(Q, N'). Posons pour p €]1,2]

Dol

o UEng’p(Q,N)}. (5.1)

I, = inf {
Considérons une famille (uy), telle que u, € W;’p(Q,N) et

B |Duy|P
ep = |l — — | —0. (5.2)
o P p12

Alors, pour tout u € W}éﬁ,g(Q/N), deés que U'on associe les k points a; € () de la définition
d’application renormalisable, nous obtenons pour p €0, p(a;);|

k , 2-
/Q |Duy|P B Z AP (u,a;) (271) P] < & (). (5.3)

lim

pt2 p = 2pmt  2-p
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Dans le cas du cercle N = S! et de minimiseurs, HARDT et LIN disposent de I’énoncé
suivant [32, Theorem 2.10] :

/ ‘D”p|p £ )‘p(” a;) (27)*°7 + C(Q, [8]Lip)-

.:1 2pt 2—p

Nous bénéficions de I'énergie renormalisée 8re“ introduite par MONTEIL, RoDIAC et VAN
SCHAFTINGEN [46, Definition 7.1].

La limite supérieure que satisfait la famille (1), est également satisfaite par le u €

ere’ﬁ,g(ﬂ, N) de I’énoncé. En effet, par la proposition [4.17

Sren( ) — 1;%18;61‘1(”) — 1;%18;61‘1(”)

Or, par l'écriture de S;en en coordonnées polaires (proposition [4.16), évaluée en ¢ =
0,

[DulP & A, a;)P (2m)> 7

Z 2pt 2—p

aren(u) —
b o P i=1

4

ou l'écriture A(u, a;) a été définie en (4.18).

Ainsi,

k ) _
8ren( ) — hm/ |Du|p _ A(u/al)p (27t)2 P. (54)

p12 4 = 2pmt  2-—p

Dés lors, pour prouver la borne supérieure (proposition , il suffit de savoir que
We2 <(QN) C W, s (Q, NV). Cela suit de I'écriture de " en coordonnees polaires (confer

(4.21) de la propos1t10n 4.16).
Démonstration de la proposition[5.1 Par (5.4), notre hypotheése (5.2) et le fait que
1,2 1,
Wreng(Q/N) C Wg p(Q’N)’

nous trouvons

8ren( ) h |Du|p i )L(Tracea]Bp(ai)u)P (27.[)2_19

p2Ja P i=1 2p7‘( 2— p
Du,|? Kk, A(Tracey P (2)2-p
hm/‘ y Z( ]B())(n) + €p.
p12 = 2pm 2—p
Par les propriétés de la limite supérieure, le dernier membre vaut le résultat annoncé. ]
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Chapitre 6

Densité dans W17 (Q5, N) de la classe
R12(Q5, N)

Pour établir la borne inférieure, nous allons la construire pour une classe dense de fonc-
tions de WP (Q, N) puis passer a la limite. Cette classe dense de fonctions consiste en les
fonctions W12 sur tout le domaine a I'exception d’un nombre fini de points. Pour des raisons

techniques, a partir de maintenant, nous pensons les applications de W;’p (Q, N') comme des
applications définies sur

Os = QO+ B(0,6){x € R? : dist(Q), x) < J}.

Par la surjectivité de la trace (proposition , pour tout g € W'2(0Q), N), il existe § > 0
et U € W2(Qs — O, N) de trace Traceynu = g. Nous étendons alors u € W;’p(Q,N)

par
u  sur ()
u= (6.1)
U sur Qs — Q.

Les traces coincidant, u € WP (Qs, N'). Notons que la correspondance g +— U n’est pas
canonique mais dés lors que nous avons construit U (confer la preuve de la proposition [3.15)
a partir de g, cette association ne fait pas de choix. Des a présent, a § € Wl/Z(BQ,N),
nous associons 6 > 0 et U via la construction que nous venons de décrire. Au regard du
probleme que nous venons de décrire, ceci ne pose pas de probléme car g est une donnée du
probléme.

Voici une définition précise de la classe dense :

Définition 6.1 (La classe R?(Qs, N )). Pour une variété riemannienne N, sur un ou-
vert régulier et borné O C IR? et une donnée ¢ € W'22(3Q), N'), nous disons que
u € R72(Qs,N) sl existe k € N point ay,...,a; € Q tels que u € W2(Q5 —
{111, .. .,ak},N).

La présence de ¢ dans la définition a pour but de fixer § > 0.
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Notons que si v € R(Q,N) alors v € WYP(Q,N) dés que p < 2 par le lemme
de perturbation sur des ensembles de mesure %, lemme En particulier, v posséde un
gradient faible sur tout ().

La proposition de densité s’énonce comme suit :

Proposition 6.2 (Densité de la classe ‘Rl'z(Q(s, N)). Fixons une variété riemannienne N, un
ouvert régulier et borné ) C R?, p < 2 et g € W'/>2(aQ), N'). Considéronsu € WP (Q, N')
de trace Traceynu = g € Wl/sz(BQ,N) étendu par (6.1). Pour tout € > 0, il existe v €

R12(Qs, N) telle que
/ ]u—v|7’+/ |Du — Do|? < e.
Q; Q5

De plus, Traceynv et Traceynu sont homotopes dans VMO(0Q, N).

La stratégie de la preuve est la suivante : pour un 7 > 0 petit, nous recouvrons le
domaine () de boules de rayon 7. Par compacité, il y en a un nombre fini. Nous distin-
guons alors les boules en deux classes : les bonnes boules qui satisfont une estimation du

type
/ |Du|P < Ay>~P
2B

pour un A > 0. Ici, 2B désigne la boule B dont le volume a été doublé. Les mauvaises boules
vérifient

qu—Pg/ |Du|?.
2B

Sur les bonnes boules, le choix d'un A > 0 suffisamment petit va nous permettre de projeter
des régularisation du u sur la variété N tandis que sur les mauvaises boules, dont I’aire est
controlée, on proceéde par extension radiale.

L’approche que nous venons de décrire remonte a Béthuel [3, Theorem 2] et fut adaptée
par PONCE et VAN SCHAFTINGEN [52]] puis avec BousQUET [9, 8]]. Cette méthode apparait aussi
chez GAsTEL et NERF [28]]. Notre contribution est ’homotopie des traces dans ce contexte.
Notons que la classe R qui apparait dans les articles sus-mentionnés consiste plutét en
des fonctions lisses sur () en dehors d’'un nombre fini de points plutét que des fonctions de
régularité W12,

Afin de ne pas alourdir les énoncés qui suivent nous allons fixer une application u qui
vérifie les hypotheses de la proposition [6.2] ainsi que le domaine () et la variété N. Nous
étendons u via (6.1).

6.1 Changer les valeurs de u sur des boules

Voici deux lemmes que nous allons admettre.
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Lemme 6.3 (Changer u sur les mauvaises boules). Fixons A > 0. Il existe une constante
Cp > 0 telle que, pour toute boule B, (a) C Qs telle que

AP > / |Dul|?.
]BZW(‘Z)

11 existe une applicationv € WP (Qs, N') etyy’ €]31,21] telle que
(i) v est de régularité W' sur By (a) — {a}.
(i) u = v sur Q5 — By (a).

(iii)/ |Du — Do|P < Cp/ |DulP pour un ouvert A C By, qui vérifie |[A| <
0, A

CP

P p

L7 [ |l

(iv)/ \u —ol|P ngiyp/ |Du — Do|P.
Qs BZV](“)

Ce premier lemme se base essentiellement sur la proposition d’extension radiale
continue autour de 4. Ensuite, un argument d’approximation donne une fonction lisse et donc
en particulier W2 sur la boule. Ce lemme est écrit pour W7 (Q,SN) chez [52, Proposition
4.1] et WEP (M, N) chez [28, Lemma 2].

Voyons le second lemme. Dans I’énoncé, le nombre Conv (N C IR") désigne le rayon de
convexité de la variété N quand elle est plongée dans IR". Il référe a un nombre strictement
positif qui donne la taille du rayon maximal qu’une boule géodésique peut avoir pour que
I'enveloppe convexe dans IRY soit contenue dans le voisinage tubulaire de NV. La compacité de
la variété N\ garantit que ce nombre soit fini. En particulier, ce nombre dépend du plongement
choisi.

Lemme 6.4 (Changer u sur les bonnes boules). Il existe A = A(p) > 0 et une constante
Cp(N) > 0 qui dépend de p et de N, tels que pour toute boule B, (a) C Q) qui satisfait

APPP < / |Dul?
2

B 11(“)

et

2n < Conv(N C R"),

il existe une applicationv € WP (Qz, N) telle que
(i) v est W2 sur B, (a).
(i) u = v sur Q5 — By, (a).

(iii) /Q |Du — Do|P < CP(N)/A|Du|p pour un ouvert A C By, qui vérifie |A| <
5

Cpiyp/ |Dul|P.
A
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(iv)/ |u-v|ﬂ<cp(/v);7p/ Dut — Dol?.
Qs

By

Le choix de A > 0 est choisi de sorte a ce que u soit suffisamment proche de la va-
riété N, permettant ainsi de mollifier et projeter 'application sur la variété N. Ce lemme
est écrit pour W7(Q,SN) chez [52, Proposition 5.1] et W*? (M, N) chez [28, Lemma
3].

6.2 Démonstration de la proposition de densité

Nous suivons larticle [52, Theorem 1.7] pour ce qui concerne ’approxima-
tion.

Démonstration de la proposition[6.4 Nous commencons par recouvrir 'ouvert ) par des
boules d’une facon précise.

Fixons 77 > 0 tel que
2y < Conv(N CR") et 4y <od. (6.2)

La premiere condition va nous permettre d’appliquer le lemme des bonnes boules (confer
lemme tandis que la seconde condition assure qu'une boule de rayon 27 centrée dans ()
est contenue dans (). Plus tard dans la preuve nous le choisirons plus précisément.

Par une variante du théoréme de recouvrement de Besicovitch [[7, Theorem 5.8.1], nous
pouvons recouvrir le compact () par un nombre fini de boules B, (4;) qui consiste en § € IN
familles finies de boules 87, ..., B8P telles que si By (a;) et By, (a]-) appartiennent a la méme
famille alors

Il est important de noter que le nombre 8 ne dépend ni du compact ni du choix de #. Aussi,
nous pouvons supposer que toutes les boules sont centrées dans I'ouvert (). En effet, si une
boule est centrée en un point du bord, il suffit de la recouvrir par des boules qui ne sont

pas centrées sur le bord. Enfin, par simplicité, nous supposons que chaque famille contient
k € N boules.

Fixons A > 0 comme dans le lemme Sous cette condition, la conclusion des deux
lemmes est la méme selon que la boule soit bonne ou mauvaise. Posons 1y = u nous allons
construire inductivement une suite d’approximation u1, . . ., ug. Pour construire u; & partir de
Uj—1 nous appliquons les lemmes etinductivement aujavec les boules de la collection
BJ. Nous obtenons apres itération des boules de B;, une application u;,1 € WLP(Qy,N)
telle que, si nous posons

koo
Al =] Al
i=1
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ou les A; sont les ensembles A donnés par les lemmes, nous obtenons
(i) ujyq est de régularité W2 sur Ug.gi (B, (a) — {a}).
(ii) M]'_H = u]- sur 05 - U]BEBf ]Bﬁ (a)

(iii) / |Duj 1 — Duj|P < Cp(N)/'|Du]-|p pour un ouvert A/ C Q) qui vérifie
0, A

AT < Cy(N )P /Q |Du|P.
)

@) [ Ju =l < CN)? [ 1Du Dol
Qy Qy

6

Pour écrire le point (iii), nous avons utilisé le fait que la famille 8/ consiste en des boules
disjointes pour observer que

R k
Al =LAl <G [ (pulr
i=1 i=17 B, (a)

o

DU <Gy [ Du
Uiz By, (4) Qs

Maintenant, nous montrons inductivement que pour tout ] =1,..., ﬁ, nous avons
(i) uj est de régularité W'2 sur U)_, Upcg (By(a) — {a}).
(ii) uj = ug sur Qs — Ul_; Upegi By (a).

. 1
(iii) / |Duj — Dug|P < CL(N) / |Dul|? pour un ouvert B! = U Al ¢ Q) tel que
Qs B! j=1

Bl <chWr [ Dul

Qs

(iv)/ ]uj—u0|P<C{,(N)17p/ |Du — Do|P.
05 0

Sil = 1, cela suit de la construction de 11 a partir de 1. Supposons donc que la propriété
est vraie pour un j € [1, 3 — 1] et montrons-la pour j + 1. Les propriétés (i) et (ii) suivent
de la définition de u; 1, la propriété (iv) de I'inégalité triangulaire. Il reste la propriété (iii) a
prouver. Observons par 'inégalité triangulaire et notre hypothése d’induction que

; ;
/ |Dujiq — Dug|” | < / |Dujig — Duj|? | + / |Duj — Dugl|?
Qs Qs %
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qui est majoré par

(/7(/ \Du]|f’) +( \Du] Duo\p)p
W(/ \Duo|P) + (14 {/Cp(N)) (/ ]Duj—DuOI”);
F(/ |Duo|r’) 1+ {/c) (/ |Du0|P)

Nous posons
1 i p
V) = ({/CoN) + (1+ {/CIN)CHN) )
1 G
+1
(/Q |Dujyq —Duo\p) <{/C (V) (/BMA !Du0|p> :
6 i

Or, BTl = BIU A/, ce qui montre I'estimation sur la différence des gradients. Il reste a
estimer

de sorte que

B < |BI| + | A
<c;;(/v);7r’/ |Du|p+Cp(N)177’/ IDuj P
0y 0y

<C£(N)i7p/ [Dugl? + Cp(N)y"2" (/ |Duo|p+/ \D“j—Duo\p)
ng Q(S Qg

< (c;;(N)+Cp(N)2P(1+C{;(N)) 17”/0 | Dug |

)

par notre hypothese d’induction et ’estimation sur la différence des gradients que nous ve-
nons de montrer. Nous supposons, quitte a redéfinir C;rl (N) que la quantité entre crochets

est égale a Cifrl (N).

Posons v = ug. Apres f itérations nous obtenons, vu que 1y = u, et que la collection
de boules recouvre (),

(i) v est de régularité W2 sur Q5 — {ay,...,a,} ot {ay,...,a,} C Q consiste en les
centres des boules.

(i) v = usur Qs — OQs/,.
(iii) / |Dv — Du|? < Cﬁ(N) /ﬁ |Du|? pour un ouvert B C ), tel que |Bf| <
0y B

CHN )P [, |Dul?
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(iv)/ ]v—u|7"<C5(N)17p/ |Du — Do|?.
o) 0

Le premier point suit du fait que u est de régularité W2 en dehors de Q). Le second point se
justifie par le choix du rayon 7 des boules.

Observons par la régularité de I'intégrale que quand | 0, les membres de gauche

des points (iii) et (iv) tendent vers zéro. Comme Cg (N) est une constante universelle, étant
donné € > 0, il existe 7 > 0 qui satisfait (6.2) tel que

/|v—u|”—|—/ |Dv — Du|? <e.
0y 0y

Ceci montre la conclusion d’approximation.

Pour I'argument d’homotopie, observons que Traceynu et Traceyn,u sont homotopes.
En effet, la fonction est de régularité W2 sur Q5 — Q. Cet ouvert est bilipschtizien et il
existe un difféomorphisme bilipschitzien entre Qs — ) et 9Q2 X [0, 1]. La lecture de u le long
de 0Q) x {t}, t € [0,1] définit I'homotopie dans VMO désirée pour peu que la lecture soit
localement constante prés de t = 0 et t+ = 1. Ensuite, la construction de v € WLZ(Q(g —
{ay,...,an},N)oud{ay,...,a,} C Q,apermis de préserver les valeurs de u sur Q5 — (s,
et en particulier

Traceyn,v = Traceyn,u.

Comme U’QrQ c W2(Qs — O, N), Traceyn ,0 et Traceynv sont homotopes par le méme
argument que plus haut. Enfin, par la transitivité de I’homotopie

Traceynu et Traceynv

sont homotopes, concluant ainsi la preuve. O
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Chapitre 7

Bornes inférieures

Dans cette section, nous voulons établir une borne inférieure pour la p—énergie qui
coincide avec la borne supérieure quand p 1 2. Voici I'inégalité que nous voulons établir
(confer proposition [7.7) : il existe une constante Cp qui tend vers I'unité quand p 1 2 telle

que

[ o g, W

- = %“p 5 -
o, P 2—-p

Nous posons Qs = Q) + B(0, 6). Pour montrer une telle borne nous suivons I'approche qui
fonctionne dans le cas de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau (confer SANDIER [54] et SER-
FATY [55, Chapter 4], MONTEIL, RODIAC et VAN SCHAFTINGEN([45, Proposition 6.9]). L’idée
est de borner d’abord sur de petites boules qui contiennent une charge topologique A et,
ensuite, de laisser grandir cette famille de boules selon un parametre temporel. Par boules,
nous entendons des disques B,(a) C IR?. On obtient dans notre cas la proposition sui-
vante :

Proposition 7.1 (Expansion de boules). Fixons p €]1,2[, ¢ € W'Y22(dQ,N), u €
R12(Q4, N) de trace Traceynu = g. Supposons qu’il existe c > 0 tel que

p
o P

Pour tout 17 €]0,9/2[, posons
TP—1 — s
-

Pour chaque t € |0, T|, il existe une collection finie de boules fermées B(t) telle que

(i) Pour toutt € [0, T] et pour chaque boule B € B(t), B C Q5 et

Y diam(B) < 27.
BeB(t)

(ii) Pour toutt € [0, T[, les boules de la collection B(t) sont deux a deux disjointes.
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(iii) Pour touts,t € [0, T|, tels que s < t, U B C U B.
BeB(s) BeB(1)

(iv) Pour tout t € [0, T], pour toute boule B, € B(t),

1

t
27po(t) = / Y. (&F(Traceypu)) ™' ds.
0 ]BGB(S)Q]BP(”

(v) Pour toutt €]0, T|, pour toute boule B, € B(t),

p
c=(2-p) / 2l
By P

La preuve montre aussi que l'intégrande du point est une fonction en escalier
(fonction simple) et donc intégrable. Le point implique que quand t = 0, la collec-
tion de boules B(0) est un ensemble fini de points dans (); ce sont des boules dégéné-
rées.

> (2mp(t))f .

Plus tard, dans la proposition nous allons faire tendre 77 | 0. Il peut alors paraitre
paradoxal d’étudier un processus d’expansion de boules. L’idée est que cette construction
donne un temps qui dépend de ¢ et non de la fonction u. Le choix de ¢, dans la preuve de la
proposition (8.1 sera de la forme

Dy |P
c= sup(2—p)/ | up|/
pelL2 o P

ou up est une suite de presque minimiseurs de la p-énergie de Diri-

chlet.

Pour la preuve nous collectons quelques résultats techniques tout en expliquant les idées
principales de la proposition

7.1 Croissance du rayon de boules

La preuve de la proposition[7.1]repose sur une construction d’une famille de boules qui
grandit en fonction du parametre temporel t. Au temps ¢, le rayon d’une boule ]B:7 (1) Sera

choisi comme

Ceci implique que seules les boules qui contiennent une charge grandissent. Toutefois, le
rayon ne peut étre défini de cette maniere, puisqu’il apparait de part et d’autre de I’égalité. La
preuve utilise le fait que I’énergie singuliere d’une boule qui grandit avec ¢ est constante tant
que ’ensemble des singularités que contient la boule reste le méme.
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Comme nous imposons une taille maximale aux boules de la proposition[7.1] les boules
ne peuvent grandir indéfiniment. On peut estimer le temps T minimal pour qu'une telle
collection existe. Tout d’abord, supposons que la somme des rayons satisfait, au regard du

point [(i)]:
Y diam(B) = 2.
BeB(T)
La condition ne donne qu’une inégalité; nous supposons qu’elle est satu-

ree.

Deés lors, en sommant sur les boules de la collection B(T), on ob-
tient

Dul|P DulP
cze-p [ PEse-p [ M
Qs P UpesnB P

>m Y diam(B)T'"F = myT" 7
BeB(T)

\

montrant ainsi que T doit satisfaire

TP-1> ? (7.1)

Dans la preuve, nous montrons que le processus de croissance de boules s’arréte précisément

quand TP~ ! est égal au membre de droite de (7.1).

7.2 La croissance de la fonction =

Dans la preuve de la proposition d’extension de boules (proposition [7.1)), nous faisons
croitre le rayon en fonction du temps et proportionnelement a I’énergie singuliere de la fonc-
tion u sur cette boule. Nous aurons besoin de savoir qu’une certaine fonction qui dépend du
rayon et de I’énergie est croissante dans le temps.

1
Lemme 7.2 (Croissance de la fonction E). Fixons p €]1,2[. Posons E(= &,%(g)7 1) > 0.

Pour toutt > t, > 0, on définit
2mp(t) = 2mp(ts) + (t — t4)E
Supposons que pour tout t > t,, 27tp(t) > tE (c’est-a-dire 27tp(ts) = t«E). Alors la fonction

Bt € [ty, +00) — Epfl(zﬂp(t))z—p _ 2;(1(175)

est croissante.
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Démonstration. On dérive pour observer que

2(t) = 2 p)EP2mp(t) PE + (p— 1) ()P — .
Observons que

1

définissent des exposants de Young. Nous sommes donc invité a poser

AZF = 2rp(t)PEP et BFT = (2mp(t))t 7,
ou encore
A = EPC P 27p(1))1-PC=P) et B = (2mp(t))P PP,

Ainsi par I'inégalité de Young, et par notre hypothese

TN S AB — —E — P (ap(p) 1P p) (1) pp(p-1) _ _E
(t) = i (27tp(t)) 1
tP— -
— EP(Z—rJ)(znp(t))(p—l)Zt—P(p—l) _ tpi_l
S pP@-p+ (-1 -17—p(-1) _ B _ g
tp—1

On note I'importance de ’hypothése p €]1,2].

La croissance des rayons pourrait aussi impliquer que deux boules s’intersectent apres
un certain temps : ce cas est traité par un processus de fusion de boules que nous présentons

maintenant.

7.3 Fusion de boules

Décrivons le processus de fusion de boules élaboré par SANDIER [54, p.386] depuis repris
maintes fois (confer [45, Lemma 6.4][55, Lemma 4.1][63, Lemma 4.3]). Nous y avons ajouté
une condition de débordement. En effet, apres fusion de boules, il convient de vérifier que la

collection résultante ne déborde pas trop de 'ouvert Q).

Lemme 7.3 (Fusion de boules dans 'espace euclidien). Considérons B, une collection finie de

boules B = B, (a;) dans IR?. 11 existe une collection B* de boules telles que

1. () B #o.

IBEB*
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2. B* recouvre B au sens oul U B C U B..
BeB, BeB*

3. La somme des rayons est conservée : Z p= Z 0.
B, < B, B,cB*

Si de plus, étant donné un ouvert () régulier,

(i) pour toute boule B € B, B C )5,
(ii) pour toute boule B € B8, BN Q) # &,

(iii) ) diam(B) < é.
BesB

Alors, apres fusion de la collection B, la collection fusionnée B*, satisfait encore les trois points

(i)~ (i)

Démonstration. Sila collection de boules 8B, ne contient que k = 2 boules B,, (a1) et By, (a2)
dont les adhérences ne sont pas disjointe, on pose

_ P14 + 0242

B*={B )
{ p1+p2(c)} ou ¢ 01+ 02

Dans ce cas la somme des rayons est clairement conservée. Il reste donc a montrer que la
boule construite recouvre les deux autres. Supposons que x € B, (a1). Onadonc [a; — x| <
P1. On observe alors que
P2
lc—x| < |c—ay|+ |ag — x| < —=—|ay — a1| + p1.
p1+ P2

Les deux boules s’intersectant, on a que la distance entre les rayons des boules a1 — ap| <
p1 + p2. Cette observation nous permet de voir que [¢ — x| < p1 + p2 et donc que x €
By, (a1). Le cas symétrique ot x € BB, (a2) est analogue.

Sila collection de boules B, contient k > 2 et qu’elle ne satisfait pas le point[1] alors elle
contient au moins deux boules dont les adhérences s’intersectent que ’on fusionne comme
au point précédent. On obtient alors une collection de boules avec k — 1 boules. Si elles sont
d’adhérence disjointe alors on appelle cette collection 8*. Dans I’autre cas, on a k — 1 boules
dont au moins deux s’intersectent.

Enfin, si la collection B, possede d’emblée des boules d’adhérence disjointe, alors on

pose B* = B,.

Au vu du processus d’induction du lemme de fusion, il suffit de prouver que les trois
points (i)—(iii) pour le cas ou il y a deux boules

]Bl = IBPl (al),]Bz = sz(az) C Q(g

telle p1 + p2 < 9/2.
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Comme la boule Bf résultant de la fusion, contient les deux boules précédentes en par-
ticulier elle satisfait encore le point (ii). Il existe donc x € ) N Bf. Le point (iii) est satisfait
parce que la fusion diminue le diametre total. Montrons le point (i) : siy € Bp,

dist(y, Q) < |y — x| < diam(Bp) < 6

ce qui conclut la preuve. [

7.4 Preuve de la proposition 7.1/ d’expansion des boules

Nous passons a la preuve de la proposition[7.1|qu’on subdivise en trois lemmes. Les deux
derniers sont des routines que nous itérons pour obtenir la conclusion.

Démonstration. Par hypothese, il existe une ensemble de k points a; € () tels que u €
Wl’z(Q(s — {al,. . .,ak},N).

Lemme 7.4 (Amorcage). Il existe t,. €]0, T| tel qu’il existe une collection B(t),t € [0, t.[ qui

satisfait les points[(iH(v)

Démonstration. Fixons p €]0,0(ay,...,ax)], de sorte que les boules B, (a;) ne s’intersectent
pas et n’intersectent pas le bord d(). Par invariance homotopique, la fonction

p €]0,p(ay, ..., ar)[— A(Traceyp,u)
est constante. Appelons A(Traceyp,u) sa valeur quand p | 0. On observe aussi que

A(Traceyp, (q,)1)P

N

&F (TraceaBpi (a;) 1) opr

Nous définissons alors pour tout ¢ > 0,

1

t 1
27mp;(t) = t(SZg(Tracea]Bpi(ai)(u))l’*l = /0 (S]Zg(Tracea]Bpi(al,)u))P*1 ds.
On définit t, comme le dernier temps f ou les boules ne s’intersectent pas. Précisément,
te = sup{t >0: ]Bpi(t) (ﬂi) N ]Bpi(t) (ai) #+ O, ]Bpi(t) (ai) NaoQs # @}
On pose pour tout t € [0, t,]

B(t) = {pri(t)(a,-) 1= 1,. . ,k}
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Les conditions [(i) sont satisfaites. Pour la[(v)| on a par la proposition [4.8| que pour tout
t €]0, t.] et pour chaque o €]0, p(t)],

|Du|P _ A(Traceyp,u)? ” ,
2-p) [ > L (2mpy ()27 = (270 7),
By, () ~Bola) P 2pmt 1

Par théoreme de convergence monotone, on passe a la limite ¢ | 0 et on trouve par le choix

de p;(t),

p A(T p
e [ D AT o ) < o)
]Bpi<t)(ﬂi) p zpn

ot on a employé (7.2). Cela prouve le point [(v)| et conclut le lemme d’amorcage. O]

A la suite de ce lemme, il y a plusieurs options :
— D’une part, t, = T, alors on aréte le processus de construction.

— D’autre part, t, < T. Dans ce cas, on peut continuer le processus. Il y a, 1a aussi, deux
situations,

— Soit en t 1 t,, deux boules (ou plus) deviennent tangentes c’est-a-dire que la
condition n’est plus satisfaite. Dans ce cas, le lemme de fusion (lemme
permet d’étendre le domaine de définition (0, t.) de B(f) a (0, t.].

— Soit en t = t,, les cinq conditions sont satisfaites. On pose alors B(t,) =
{]Bp(t*)} avec les notations du lemme d’amorcage. On a donc un intervalle de
la forme (0, ¢ et on peut étendre cet intervalle d’existence avec le lemme d’ex-

tension (lemme [7.6).

Lemme 7.5 (Fusion). Supposons qu’il existe une collection de boule B(t) qui satisfait les condi-
tions|(iH(v) pour tout t € [0,t.[, t. < T. Supposons qu’en ent 1 t,, seule la condition|(ii) n’est
plus valide. Alors, on peut définir B(t.) de sorte quel(i}H(v) soient satisfaites pour tout t € [0, t.].

Démonstration. Appelons B(t*)* la collection de boules en t 1 t,. L’union U]BeB(t*)* B
consiste en un nombre fini de composantes connexes. Le lemme de fusion de boules (lemme
[7.3), il existe une collection que nous appelons B(t.) telle que les boules de B € B(t.) sont
disjointes. En particulier, cela montre les conditions |(ii)| et Supposons que deux boules
alent fusionné : B,; )(s,) et By, (1,)(a,) €n une nouvelle boules By (c) ou, p = p1 + p2. Si
bien que les conditions et sont satisfaites en f, en sommant simplement les inégalités
ent T t,.

Pour le point (i)l comme 77 < 20, le lemme [7.3| assure aussi que les boules fusionnées
restent bien dans ’ensemble élargi (). ]

Maintenant que la collection est définie sur un intervalle (0, £.], on prolonger cet inter-
valle d’existence avec le lemme qui voici.
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Lemme 7.6 (Extension). S’il existe une famille de collection B(t) satisfaisant les conditions
pour toutt € [0,t,], tx # T alors on peut prolonger I'intervalle d’existence de B(t) a
(0,1%), t. < t < t* < T en satisfaisant les cing conditions.

Démonstration. Considérons B(t.) = {B,,,(b;) : i = 1,...,1}. Pour la prolonger, on
pose pour tout f > £,

1

27'(pi(t) = 27TPi (t — ty )(SSg(Bpi(t*) (bz))> Pt
En d’autres termes, seules les boules portant de 1’énergie sont agrandies. On définit
B(t) = {pr,-(t)(bi) i=1,...,1}
pour tout t € (t,,t*) ou

t* :sup{t E]t*,T[I ]Bpl()(b)ﬂ]B ( ) #+ O, IB )(bz)ﬂaﬂg#@}

Montrons que pour tout t € (t,,t*), les cinq conditions sont satisfaites. Les conditions
(i) — (iii) le sont par construction. Pour la conditon (iv), nous observons que

1

27p;(t) = 2mp; + (t — tx) (SZg(Tracea]Bpi(t*)(bi)u)) p-1

by 1
= / ) (&% (Traceapru)) 7 ds
0 BIEB(S)ﬂBpi(t*)(bi)

1

t
+/t (S;g(Trace]Bpi(t*)(bi)u))1H ds.

. . . sg _ osg
Par invariance homotopique, &, (Trace]BPi (t*)(bi)u) =&, (Tracepri (S)(bi)u) pour chaque s €

[£+, t[ et par construction
{]BIEB( )ﬂ]B }U{]B ﬂi)}: {B/EB(S)ﬂBpi(S)(bi)},

si bien que 'additivité de I'intégrale
f 1
2mp;(t) = / Y. (8,5 (Traceapru)) 77,
0 ]BIEB( )ﬁ]B ( )(bl)

ce qui est la condition [(iv)|

Pour montrer la condition au temps t, on utilise, dans l'ordre, 'additivité de I'in-
tégrale, la proposition la validité de la condition [(v)| au temps t, et la croissance de la
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fonction Z (lemme|[7.2). En effet,

Dul?
e-p[ Bloeop| 104
By (b)) P By, (0) =By, ey (1) P

> (2mpi (1) 7,
ce qui prouve [(v)| O

Apreés le lemme d’extension, il y a deux cas :
— Soit t* = T, et alors on arréte le processus,

— Soit t* < T, et deux boules ou plus sont sur le point de devenir tangentes. On peut
alors appliquer 'opération de fusion et réitérer le lemme d’extension. Nous obtenons
donc une suite croissante d’intervalle (0, t]*) j=1,..,1) en répétant le processus.

— Soit pour un /, tf = T, et dans ce cas, on cesse le processus.

— Si le premier point n’arrive pas, cela contredit le fait qu’il y a un nombre fini
de boules. En effet, a chaque opération de fusion, le nombre de boules décroit
strictement, si bien qu’on ne peut répéter indéfiniment le processus du fusion et
donc d’extension. Seul le premier cas survient donc.

Nous avons donc construit pour tout t € [0, T], une collection finie de boules B(t) qui
satisfait les cinq conditions annoncées. O]

7.5 Borne inférieure globale

De la proposition d’expansion des boules, on déduit la borne inférieure glo-

bale :

Proposition 7.7 (Borne inférieure globale, cas de R?(Qs, N')). Considérons {a;}i—1 _x C
Q et fixonsu € WY2(Qs — {a;}i—1. x, N) de trace g € W'/>2(dQ, N') c’est—a~dire u €
R12(Qs, N'). Fixons c > 0 tel que pour un p €]1,2], on ait
Dul?
e-p [P <.
Q P

Alors, pour tout 0 < 17 < 9/2, il existe une collection de boules ouvertes B telle que

1. Leur intersection deux a deux est vide.
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2. Leur rayon est plus petit que1].

3. Pour toute boule B € B, B C ()5 et

2-p

: 2 (5yel \ 7T
/|Du| 7'[17),; (%) SZg(Tracea]Bu). (7.3)
Enfin, nous avons la borne inférieure
( 2-p
Sy ) " s
|Du|P | =k 27ty p &
2-p) > (—)P T x (7.4)
p Z 7 1
0 7 Sysh " g
|\ 27tp

Démonstration de la proposition[7.7 Par la proposition [7.1] il existe, pour tout t € [0,T =

Py 77] une collection de boules fermées B(t) qui satisfont les conditions . Nous

allons montrer que
B = {int(]Bp(T)) : IBp(T) € ]B(T), 8 (TraceaB ) # 0}

satisfait la conclusion de la proposition.

Les conditions|(i) et[(ii)] impliquent respectivement les conditions (1) et (2). Pour la 3, on
concaténe[(iv)| et [(v) pour trouver

Du|? 1 T 1
(2— p)/ | D] > T Z (8;%(Traceypu)) 71 (7.5)
By(r) P 0 Bes(s By(1)

Nous avons »
Sysy, ) Catd .
2pmt

Si &% = (, c’est vrai. Dans l'autre cas, on utilise le fait que 1/p —1 > 1, si bien que

1
—1

(8,8 (Traceapu)) 71 > &5 (Traceypu) (

_1
-1

(8% (Traceypu)) 7

N

sg sg %}7 sg Sysi( 2—p
= (&) (Traceypu)) (&,° (Traceypu)) -1 > &,°(Tracesput) (

2prt
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Ainsi, pour tout s €]0, T],

sg 7T
Z (&p (Traceypu))”
]BGB(S)D]BP(T>

Sysh, 2-p
> ( 2y Nyp=t SZg(Tracea]Bu)
pn ]BGB(S)Q]BP(T)
Sysh, 2-p
> (M) P 8;g(TraceaBp(T)u).

2p7t
De (7.5)), on trouve donc

Dul? Sysh, 2-»
(2—7p) / | D] > TZ_F’(M) = SZg(TraceaBp(T)u).
B

oy P 2pm

Nous avons donc montré (7.3) grace a la définition de T. Pour montrer (7.4), on somme l'in-
égalité précédente sur les boules B,(7) qui satisfont 8;g (Tracea]Bp<T)u) # 0 (> 0), cela
donne

|Dul?

2 /_

(2-p) o 7
|Du|? | b 2-p

2-p Sysh, 2-p s
>e-p) | > (TR ) ¥ g8 (Tracean, , ).
U]BP(T)EB]BP(T) p ¢ 2pr By, (r)€B o

=

Nous concluons en remarquant que

&,°(9)
sg p
&) (Traceapr(T)u) > Sysjy, i
B, €8
p(T) 27tp

En effet, la premiére inégalité suit du fait que (Traceapr (T)u)]Bp(T cg forme une résolution

)
topologique de ¢ car u € WV2(Qs —ay,..., a5, N); la seconde suit de la définition de

I'énergie singuliére &,°(g). O

Maintenant que nous avons démontré la borne inférieure pour la classe dense
R12(Q), N) nous voudrions par un procédé de limite I'obtenir pour les fonctions
WLP(Q, N). L'obstruction majeure est que nous devons passer a la limite sur la col-
lection de boules de la proposition ce que nous faisons dans la section sui-
vante.
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7.6 Compacité de familles de boules

Le lemme suivant assure qu’'une collection de familles de boules admet une collection
limite de boules telle que les centres et les rayons convergent. La formulation n’est pas évi-
dente.

Lemme 7.8 (Compacité de familles finies de boules). Dans un compact K C RN, considérons,
pour chaque n, une collection finie de boules fermées notée

By = {Byi(a]) :i=1,...,ky = #B,)}

Supposons d’une part que c = sup, #8B,, < +oo et d’autre part que pour chaque n et chaque
i = 1,. . .,kn, Bp?(a?) C K

Alors, il existe une collection limite
B = {]Bpl.(ai) i=1,...,k=#8}

telle que, #B < c et pour toute boule B € B, on a B C K. En outre, il existe une sous-suite
(ng )i telle que #8B,, = #B et pour touti =1,...,k

Mg

a;

——a; et p?" — ;i
k—o0 k—o0

Si de plus on suppose que, pour chaque n, la collection B,, consiste en des boules d’intérieurs
disjoints deux a deux alors la collection limite B hérite de cette propriété. De plus,

’]Bp? (af )ABy,(a;)| =0 et ]Bp?(a?) — By, (a;)
au sens de Hausdorff.

Ici, B, (a]' ) ABBy, (a;) désigne la différence symétrique des deux boules; la convergence
1
au sens de Hausdorff est explicitée dans la preuve.

Les ingrédients essentiels de la preuve sont la propriété de Bolzano-Weierstrass (de toute
suite réelle bornée, il est possible d’extraire une sous-suite convergente) et le fait que la fonc-
tion «distance a un ensemble» est (uniformément) continue (confer WiLLEM [67, Proposition
1.3.17]). Ce type de résultat est souvent inclus dans les preuves; nous avons décidé de I'ex-
pliciter. Ce lemme peut étre pensé comme une version précisée pour des familles de boules
du principe de sélection de Blaschke [23| Proposition 6 — Lemma 8].

Démonstration du lemme[7.8 Par la propriété de Bolzano-Weierstrass, on peut supposer
quitte a passer a une sous-suite que k = #8,, est constant. Ce faisant, on observe que pour
chaquei =1,...,k, (al), et (o), sont des suites bornées. En effet, la premiére est une suite
contenue dans le compact K, la seconde car |By:(a}')| < |K|. Ainsi, on peut supposer que
ces deux suites convergent. Appelons a; et p; leurs limites respectives.
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Nous avons donc une collection de boules By, (4;). Eventuellement, le rayon limite p;
est nul. On définit la collection limite comme

B={Bp(a):ac{a,...,ax} et p= 1 min diam (B, (a;)) }.

ira;=a

La notation ensembliste assure qu’il n’y a pas de doublons tandis que le minimum choisit le
plus petit rayon si a; = a;.

Montrons que chaque boule de la collection limite est bien dans K. Le centre a; est dans
K car K est compact et donc fermé. Comme pour chaque 7, B (al') C K, onaque
1

pi < dist(9K, ay)

qui est une inégalité qui passe a la limite grace a la continuité de la fonction «distance a un
ensemble».

Sil’on suppose que la collection B, est constituée de boules disjointes deux a deux alors
pour touti,j =1,...,ktels que i # j, on a que

piai +pjaj
pi + 0]

n

i < ou (of +p7)p; < piai + pfai — (o} +pj)aj|

qui passe aussi a la limite. Quand p; et p; ne sont pas simultanément nuls, cela implique que
les boules sont encore disjointes.

On veut maintenant estimer

diSt(]Bp? (a?)’]BPi(ai))
= inf{e > 0: By, (a;) C (B, (ai') + B(0,€)) et By (ai) C (By,(a;) + B(0,€))}

En se basant sur le fait que Byi(af) + B(0,e) = B(a],p] + €), on trouve que
dist(Bpx (), By, (a1)) < |0} — pil + [} — ai.

La différence symétrique,
|]Bp}1 (a?)A]BPi (ai) |

n

est majorée par le volume de la différence deux boules centrées en la moyenne p;'a}' + piai /o + p;
de rayons respectifs

pial + pia; p;a; + pia
R, = max | ¢ —a;| + p;|, |Z———— —a’*| + o"
o= max EL O g ) [P g g
et
plal' 4+ p;a; pilal + pia;
rn = max )2 L —ai|, (| (0})? + |F——— —a
n <\/(Pz) o+ p; i (PZ) o'+ pi i
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par le théoréme de Pythagore. On observe que les deux rayons tendent vers p;, si bien que la
différence symétrique tend vers zéro. [

7.7 Borne inférieure globale : cas de Wip

Proposition 7.9 (Borne inférieure globale, W'). Fixons u € WVP(Q,N) de trace § €
W'2(3Q), N'). Nous étendons U'application u par U € W?(Qs — Q, N') comme donné dans

la surjectivité de la trace. Fixons ¢ > 0 tel que pour un p €]1,2[, on ait

p
2-p [ B <
o; P

Alors, pour tout 0 < 1 < 0, il existe une collection de boules fermées B telle que

1. Leur union est contenue dans ().

2. L’intersection de l'intérieur de deux boules est vide.
3. Leur rayon est plus petit que 1.

4. Pour toute boule B € 8, B C () et

DulP _ g\ ih (Sysy )\ s
— > — . :
e-n BRG] & &
Enfin, nous avons la borne inférieure
(2- )/ D\ ey (Y ) g (7.7)
P 0, P “ e 27tp ' '

La différence entre cette proposition et son analogue pour la classe dense R'2, ,propo-
sition [7.7| est que I'on perd I'estimation inférieure boule par boule. Il n’est en effet pas clair
de savoir comment SZg(TraceaBu) passe a la limite dans W' en u.

Démonstration de la proposition[7.9 Considérons, par la proposition de densité[6.2] une suite
de fonctions (vy), telle que pour chaque 7, il existe k, € N points {ay,...,a;, } C Q, de
sorte que

vy € W1'2(05 —{ay,...,4, 1, N),

Traceynv, est homotope a Traceynu = g et

/ |u — vy|P + |Du — Do, [P —— 0.
0O n—,oo

104



Comme les traces sont homotopes, E;°(g) = &,°(Traceynuvn). En effet, une résolu-
tion topologique de ¢ est aussi une résolution topologique de Traceynvy, : il suffit de réaliser
I’'homotopie entre Traceynv), et ¢ sur un voisinage du bord, puis d’utiliser la résolution to-
pologique de ¢ sur le reste du domaine.

Ensuite, par la borne inférieure, cas de Wbz, (7.4), il existe pour tout 1, une collection
de boules B, telle que

p—1 P
| Do, |P T 2y [ SYSk
— p)su =nl > (5202 [ 22N ) 4g
<(2 P)i;g o; P ( C) 27tp "

Dés lors par le lemme de compacité de boules, quitte a passer a une sous-suite, nous savons
que la collection B, tend au sens du lemme, vers une collection limite 8 qui satisfait les
conditions 1,2 et 3.

Enfin, il convient de montrer (7.6). De son pendant R2, (7.3), nous savons que pour tout
n,

Duv,|P
e-p [ 1P
U]BE.'Bn B p

o\ ot (Sysk )" ass o\t (Sysk )T s
> (%) (W) & (Traceanvn) = (') <2np> &rz) 79

—
=

<N
=N

L’inégalité est justifiée par le fait que v, € R?(Q;, N) et que (Traceyy,., BUn) est une
résolution topologique de Traceynv,, qui est homotope a g, expliquant I'égalité de (7.8). Il
convient de s’assurer que le terme de gauche tend vers

DulP
2-p) / |Duf?
UpesB P

quand n — oo. La convergence forte de gradients implique, par la réciproque partielle du
théoréme de convergence dominée [67, Proposition 4.2.10], la convergence presque partout
de ceux-ci a la sous-suite et 'existence d’'un ¢ € L? tel que pour chaque #, |Du,| < g. Nous
observons alors que, pour £ > 0 donné,

/Q ‘XUIBGBH BDvy — XUpes pDul? =
/{w - |XU]BeBn BDvn — XUpes BDul?

+ / |XU]B€8n BDUn — XUpes pDul? (7.9)
{w, <t}
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ou nous avons posé
Wy = |XU]BeBn BDvn — XUJBeB]BDu|

qui converge vers zéro en mesure car le produit de deux suites convergeant presque partout
convergent presque partout. Reprenant (7.9), nous majorons

/Q |XUBanBDU” — XUpes BDU[P < 2p/ (117 + [Du|”) + t7|Q

wy >t

et donc, par la convergence en mesure et la régularité de I'intégrale,

n— 00

T [ [XUscs, 80% ~ XgeamDul? < 0+ 17]00,

Or, t > 0 était arbitraire. Cela montre que

14 p
e-p[ Bol_pp [ B
Upes, B P e UpesB P

concluant ainsi la preuve. ]
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Chapitre 8

Compacité et convergence de
presque—-minimiseurs

Dans cette section, nous montrons que les suites bornées au sens de la borne supérieure
(proposition [5.1) admettent une sous-suite convergente vers une application renormalisée
1,2
Ui € Weén o (Q,N).

8.1 Existence d’une sous-suite convergente quand p 1 2,

WA (UN) = @

Proposition 8.1 (Existence d’une sous-suite convergente quand p 1 2, Wg’Z(Q, N) = o).
Sur un ouvert régulier et borné Q) C R? et un variété riemannienne plongée N C RV. Fixons
g € W'22(Q), N). Considérons deux suites (p,), et (i), telles que p,, 1 2 est croissante et
pour chaque n, u, € WiPn(Q, N) et de trace Traceynuy, = g.

Supposons également que la suite u, vérifie pour toute famille de charges
(A(71),- -, A(x)) formant une résolution topologique de la donnée g telle que

k »2
A% (1) sg
= .1
Ly —&W@ (8.1)
la limite supérieure
- Pn Z*Pn k \Pn
n—=e | fo Pn (2—pn) = 27tpn

Alors, il existe une application u, € ere’rzl(Q,N ) de trace Traceynu. = g telle qu’il existe
a,...,ac € Q) de sorte qu'une sous-suite encore notée (i) satisfait pour p €]0, p(a;);[ et
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ouvertw C Q) — Ui By (a;),

2 Pn
/'Du*| <li_m/ [Dinl
w 2 n—o0 Jw Pn

et U, converge vers U, en mesure, presque partout sur () et a travers les L? :

/ |un—l/l*‘p” %O.
@) n—o0

Le nombre de points satisfait

4mTE®
—(g) (8.3)
Sys> N
Prés des points (a1, . .., ax), nous avons pour touti = 1,...,k etp € [0, p(a;);],
A?(Trace U
/ / |Du* 4l ( 3B, (a;) ) 4
4rmr
pn APr(Trace A/ 2=pn

< lim |Dun|Pr ( 9B, (a;) <) (27tp)  (84)

n—o0 JB,(a;) Pn ZPnT( 2 — Pn
De  plus,  lapplication  u, résout §¢ le long des  singularités

(Traceyp, () U+, - - -, Traceyp (4,)1x) et vérifie pour tout pour p € [0, p(a;)i.
k A?(Traceyp (a;) )
pA\Hi _ ©58
=&°(3). (8.5)
= 47
Il s’agit donc d’une résolution topologique de Sobolev 2—minimale.
Enfin, u, € erérzl,g(Q,N) et
Du,, |Pr ) 2 pn k APn(Trace AU
&y (ux) < im [Dun|P _ (27) ) ( 9B () ). (8.6)
n—ooJO  Pn 2 — pn =1 2puTt

Rappelons que si p = 0, la charge topologique )\(Tracea]Bp(ai)u*) s’interprete

comme

AMuyg,a lim A(Trace
(us, a;) = irn (Traceyp, (4;) )

comme expliqué en (4.18). Cette proposition est un analogue de la proposition [1.3|sous I'’hy-
pothése W;’z((), N) =
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Dans le cas du cercle, N = S!, nous retrouvons des idées de cette proposition chez
HARDT et Lin [32, Section 3 et 4] et aussi chez STERN [60, Section 5.2]. Nous adaptons la
preuve de MONTEIL, RoDIAC et VAN SCHAFTINGEN [45, Theorem 7.1] développé dans le cadre
de I'analyse de la fonctionelle de Ginzburg-Landau.

8.2 Quantifier I'inclusion a € ()

Dans la preuve, nous allons identifier les points a;, 1 = 1,...,x. IIs seront construits
comme limite de points (a!'), inclus dans ). Ce domaine étant par hypothése ouvert, la
limite appartient a (). Toutefois, le lemme suivant ainsi que les estimations développées dans
le mémoire nous permettrons de conclure que a; € ().

Lemme 8.2 (L’inclusion a € Q). Considérons un ouvert borné et régulier Q0 C R? et une
variété riemannienne compacte N. Fixonsa € R?, et0 < 0 < 7. Siu € W'?(B(a) —
By (a), N), alors,

/ |Du? AZ(Tracea]BT(a)u) T
> = In —x
(Be(a)—Bo ()N 2 4rvg (a) o
2
V21 1 ’
1- 7 | Dul
A(Tracegp, (o)1) \InG Ji(0)-(B, (a)u0)
ou 1
ve(a :—/ x —a| 2 dx.
=2 S mapen
Observons que 19(a) < 1 et que v2(a) = 1 si et seulement si 'anneau B (a) —

B,(a) C Q. En particulier, v7(a) = 1 implique 2 € Q). Dans la preuve de la proposi-
tion [8.1, nous appliquerons le lemme quand v € W'2(Qs — {ay,...,ax}, N). En utilisant
)\(TraceaBT(a)u) = Sys,,, nous minorons le terme entre crochets par

192
Y 5\ 2
[1— e (mg /05_011374 ) ] (8.7)

qui al’avantage de ne pas dépendre des valeurs de 1 a 'intérieur de ().

Ce lemme est tiré de [46, Lemme 6.2].
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8.3 Démonstration de la proposition

Démonstration de la proposition[8.1 Nous étendons chaque terme de la suite (1), a l'ouvert
()5 comme décrit en (6.1) : pour chaque 7, Papplication u,, devient u, : (5 — N en posant
pour U € W2(Q5 — O, N) de trace TracegnU = g

U, sur ()
Uy = (8.8)
U surQy—Q.

Comme les traces coincident, 1, posséde un gradient faible sur tout ().

Ensuite, considérons une suite (7, ) telle que pour chaque m, 77, > 0, 77, | 0 et

17,%_;7” — 1.

Etape 1 : Identifier les point singuliers (a1, . ..,dx) de u,. Par notre hypothése (8.2),

- Dunl?* _ o ¥ M) _ s
lim (2 — / |—"<0+ L =8%(g). 8.9
nﬁoo( Pn) 0, Pn ; 4 2 (8) (8.9)
Par conséquent,
Duy, |Pr
c:sup(Z—pn)/ ﬂ<oo.
n 05 Pn

Par la proposition [7.9| appliquée a la constante c, pour tout m et pour tout 7, il existe une
collection de boules ouvertes B, , telle que les boules sont d’intérieurs disjoints, pour tout
m, pour tout 1 et pour chaque B € By, ,,, B C Qy, diam(B) < 27, et

Z—pn

| Duy, |Pr Tt e SYSK’; e
o > Y & 8.10
( pn) /L:J]Beﬁm,n]B Pn ( C ) ann Pn (g) ( )
et p
Sys'”
¢ = (7ym)> P % (23;;\;) #Bo n (8.11)

qui se déduit de

|Duy |Pr . Ttm \2— Sysﬁ,
_ e > (. Pn
((2 pn)/n(g Pn > c ) 27Tpy #Bmn (8.12)

Par la borne (8.11), on observe que pour tout 11, le nombre de boules satisfait

sup #8By,m < +0co
n
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Par le lemme de convergence des boules (lemme|7.8), la collection B, ,; admet une collection
limite B,, dont la des rayons des boules n’excede pas 21, et qui est contenue dans (). De
plus, quitte a extraire pour chaque m, une sous-suite en 7, on a la convergence des centres et
des rayons de la collection B;, ;,;, vers ceux de la collection $B;,. Un argument diagonal, nous
permet de supposer que la sous-suite ne dépend pas du choix de m. En sus, nous observons
que

4crt
Sys/ZV
en vertu de . En particulier, le nombre de boules de la collection limite est uniformément
borné en m. On peut donc extraire une sous—suite en m pour obtenir une suite de boules 8,
qui converge vers une collection limite 8. Comme 7, | 0, nous savons que 8 consiste en
x € IN points que nous appelons

#B, = lim #8,, < (8.13)
n—oo

{ay,...,a¢} C O

ou k < 4c7/Sys2, au vu de (8.11). Plus tard, nous montrerons que a; € () pour chaque i =
1,...,k.

Observons que par et (3.9),

4 — D Pn 4
1n—00 =500 1—00 Sys2, n—eo 0, P Sys2,

car, par la continuité de la norme,

- [Dun|Pr . / DUl
lim (2 — / = 1lim (2 - — =0
Tl—>00( pn) 0570 pn }’l—)OO( pn) Q&*Q pn

Cela montre 'estimation sur le nombre de points (8.3).

Etape 2 : Existence de u... Fixons p €]0,p(a;);[. Par la convergence de boules, si 7 est
suffisamment grand et n > no(m) est suffisamment grand par rapport a m, nous avons les

inclusions suivantes :
k

UBe(a)> |J 2BD> |J B.

i=1 BEB,, BEByn
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Pour tout m suffisamment grand, par la monotonie de I'intégrale, la borne inférieure

(8.10) et notre hypothese (8.2)), nous observons que

_ Du,, |Pn — Du,, |Pn
im / [Dun[r [ D[P (8.14)

n—oo pn n—oo Q§7U]BEB ]BIB p?’l
Q;—UiZ Bp(a:) "

_ Pn Pn Pn
< Tm |Duy| +/ |Dun| _/ | Dy, |
= jo,—0 Pn Uses,, B Pn
I pfl I Pn 2— Pn N\ Pn
< Tim DU / IDunI _(@n) ZA(%) N
(2— pn) ~ 27py,

n—o00 Qo‘—Q pi/l 7’14)00
27)2 7P EA(yi)Pr 2;”" Sysy \ Pt s
4 (27) (71) _< Ul )P 1 ( N) s g(g)

(2—pn) & 2mpn c 2p, Tt Pr
DU|?
< / Ipuf® , - (8.15)
0;—0 2

Rappelons que les (7;)i—1 .k satisfont

Affirmation. 1l existe des constantes A, B > 0, pour tout m, telles que le terme entre

crochets de (8.15), noté C(#7,,), est majoré par

Cm) < A+EF(g)In 5 (8.16)

Nm

Preuve de laffirmation. Par le lemme algébrique 4.12} le terme entre crochets est majoré par

_ 2-pn 2
1 (27T)2_p"Pn sg Ttm ;npri Sysy ”” Pt [1/2pn]P sg L
2 _ Pn Sys2 Pn 82 (g) - ( c ) 2p1’l 1/an (8 (g))

- 2—pn
_ Q) | P (T (SYSN) e 1] (5()) ™
T 2—pa SYS/ZV_p"Z ¢ 2puTt 1/4n 2

L EB(g)A + EB(g)In

n—00 171’1’1
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Nous prenons A = max(&55(g)A’,1). O

De (8.14), (8.15) et (8.16), pour chaque m,

| Duy, |Pr
sup -

/ < +o0. (8.17)
nzng J Qs—Ui_ Bay,, (a;) Pn

Comme la variété N est compacte, la suite u, est bornée sur ()5 dans L*. En particulier la
suite, U, satisfait pour chaque m, ’hypothése de la proposition de compacité a travers les L7,

proposition

Dés lors, par la proposition nous trouvons par un argument diagonal détaillé ci-
dessous que, pour tout p E]O,p(al,...,ak)[, quitte a passer a une sous-suite en 7, Uy
converge vers U, sur {5 en mesure et presque partout vers une une application u, €

W12(Qs — U1 Bo(a;),RY). Aussi,

/ |t — uy|Pm —— 0. (8.18)
Q

n—00

De plus, pour tout p €]0, p(a;);[ et ouvert w C Qs — Ui_; By(a;),

Du.|? Du,, |Pr
/ D™ i / | D[P (8.19)
w 2 n—ooJw  Pn

Par la convergence presque partout u, prend presque toutes ses valeurs dans la variété N.
Enfin, Traceynu, = g et u, vaut U sur (5 — () par la définition de u, en (8.8). Notons
que la suite Du,, + Du, satisfait aussi une borne uniforme telle que (8.17). Nous avons donc

montré (83).

Preuve de I'argument diagonal. Comme la variété N est compacte, sup,, ||un || =) est fini.
Pour tout m, nous avons donc, par (8.17),

p | Duy |Pr
sup |ty | P + < oo
n=ng J Qs—U_; Bay,, (a;) Qs—UL By, (a;)  Pn

Pour chaque m, par la proposition [1.3] il existe une sous-suite i, », de u; et une limite 1, €

Wi2(0; — U, By, (a;),RY) telle que est satisfait

/ |u* - um’n pn % O.
Qs—UL; Bayy, () n—reo

Nous choisissons comme sous-suite i, ,, et nous la notons encore (u,,). Quitte a passer a une
sous-suite, #,; — U, presque partout sur (5. En particulier u, posséde presque toutes ces
valeurs dans N.
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Pour montrer (8.18), nous notons que, pour tout m, n

/ it — ity [P
Qs

</ |t — | P+ 2Pn
QJ_ngl Boy, (a;)

A la limite supérieure,

U Bzﬂm )

i=1

(sup f[ttnll () + ltello(e0)-

Im [ |ue — uy|Pr <0+ 22

n—oo Q()

U ]B217m )

i=1

(sup f[un[[1o(y) + Nt llz=())-

Nous pouvons alors faire tendre m — oco. Le terme restant tend vers zéro. Cela montre (8.18).
Fixons w C Q) — {a;}. Par la proposition [1.7] nous obtenons (83). O

Etape 3 : pour touti =1,...,x,a; € Q
Nous savons du lemme [8.2] et sa variante (8.7) que

K /\2(Trace3152 (a;) *)

Duwf . p ¥ "
>in L 1 D) 1 (8.20)
/s)—ugfl Boyy (a;) 2 20m [ " ] ;{ 47‘(1/;77'"(611')

ou 5
T
D = Do|?
(1m) Sysi, In —UCm /05—0 Dol

, - . . 2
tend vers zéro quand 77,,, | 0. Ici, p = p(a;); est le rayon de non intersection et 1/-77'"( ;) est

un nombre, calculé par une intégrale, plus petit que 1 tel que si vg( a;) = 1,alors a; € Q.

Par (8.19) et la limite supérieure de la majoration (8.14)—(8.15) ainsi que le calcul de limite
(18.16),

Du.|? B
/ D | <A+88(g)In—. (8.21)
O-UL, Boyy (a1) 2

Nm

. 21
Concaténant (8.20) et (8.21), nous trouvons comme v; "(a;) <1,

x_ A?(Traceyp (a;) Ue)
&)<Y -
. 47
=1
<fﬂmmmwﬁd A+ (g)ng » E5(3)
= i=1 471’1/p17m(ﬂ1) ln2i7im . [1 — D(T]m)%] m—eo 2
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Ainsi, 1/2((11') = 1 pour chaque 7, ce qui montre 4; € (). On obtient aussi, I'existence d’un

tel que si m > my,
/\Z(Tracea]qum(ai)u*) _ &5%(g)
477 - 8)-

K
i=1
En effet, cette identité est vraie a la limite m — oo et le spectre de longueur est discret. Nous
avons donc prouvé que (TraceaBp(a SLERRRY Tracea]Bp(ak)u*) est une résolution topologique
2-minimale de g : en effet, par invariance homotopique, pour chaque =1,...,x

A(Tracea]Bp(ai)u*) = /\(TraceaIB,m (a;) U )

Etape 4 : Affirmation. Par le théoréme de Fubini et lemme de Fatou, pour presque tout
0 €10, p(a)il;

2 Pn
/ M < h_m M < +o0. (8.22)
aBy(a) 2 n—co JoBy(a)  Pn

Preuve de I'affirmation. Dans (83), nous prenons w qui est un anneau By, (a;) — By, (4;),
0 < 01 < 03 < p(a;); autour d’un point 4;. Par lemme de Fatou,

2 |Du, |Pr , %2 | Dty |Pr
lim ——— < lim —— < oo
o1 n—00 JoB,(a;) Pn n—eo oy JoBy(a;) Pn

Par le théoréme de Fubini, pour presque tout p € |07, 03],

. | Dutyy | P
llm — < Ho00.
n—oo E)]Bp(u,«) p”l

Par une variante de la proposition[1.7}

2 Pn
/ D™ i [DunlP o
By (a;) 2 n—oco J OBy (a;) Pn

Le choix de 07, 0 étant arbitraire, il est possible d’écrire I'intervalle

10, p(a;)il= go[giﬁii,fﬂzajf[

et de répéter 'argument pour chacun de ses intervalles. O]

Etape 5 : Preés des singularités Pour montrer (8.4), nous partons de (8.22).
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Ainsi, pour chaquei =1,...,x,

2
/P/ |Du|? 4l A% (Traceyp, (a,)U+) &
B, 2 4r

o Pn A2(Trace AU
</ lim/ —|Dun| dz! — ( 9B (a;) ) dr.
0 B,

n—co J9 Pn 4rtr

Par les propriétés d’additivité des limites inférieures et supérieures,

Duy,|Pn Duy,|Pn
lim Mdgﬂ < lim / ’u—’”d%l
n—oo JoB,(a;) Pn n—oo | JoB, (a;) Pn
)U"”(Tracea]By(ai)u*)(27Tr)2_P” /\P”(Tracea]By(ai)u*)(2nr)2_p"
N 2ppTr * 2pumTr
Pn AP (Trace AUy ) (27TF)2Pn
< lim / |Dun‘ do! — ( B, (a;) )( )
n—oo | JoB,(a;)  Pn 2pnrr
AP (Trace <) (27tr) 2 Pn
T ( 3B, (a;) U ) (27T7) .
n—oo 2pymtr

Par conséquent,

| Dty | Pr 4! /\Z(Tracea]Br(ai)u*)

lim

n—eo JoB(a;)  Pn 47ty
lim / M d#z! — AP (TracealBr(ai)u*)(27'C7’)2_pn
ﬂ—>_00 a]Br( ) pn annr

Dés lors, par (8.24) et[8.23]

/ / |Du*| a7l _ )\Z(Tracea]Br(ai)u*) dr
47tr
Pn A2(Trace AUy
</ li_m/ Dualf” g ATraceom 1) o,
0 n—ooJo » 47-[7
o [ Pn APn(Traceyp (o iy ) (2707)2 P |
<[ im |/ Dutn]P g A (TraCC0, 0 02) RTTVTI |
0 n—o | JoB,(a;) Pn 2pyrTr |
o[ Pn AP (Trace i) (27Tr) 2P ]
< lim / |Dun‘ do! — ( 0B, (a;) )( ) dr
n—o0.J0 oB,(a;)  Pn 2py Tty |
~ lim [Duy|Pr AP (Tracegp, 4 4-) (271p)* P
n—co JBy(a)  Pn 2paTt 2= Pn
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Cela prouve (8.4).

Etape 6 : Limite inférieure et énergie renormalisée

Observons que par Iétape 3 et 6 (8.25)—(8.26), que

2 A2(Trace AU
/ |Du*| / / |Du*| 4 (Traceyp, (4;)1+) ” (627
Q—-UL; By(a;) i—1 9B, (a;) 47y

-y AZ(TraceaB”(”")u*) Ini (8.28)
4 .
i=1 P

< lim | Dy, | P N K . |Dun|Pr AP (Tracegp, (4,)Ux) (2710)2Pn

== O-U Bp(a;)  Pn im1n—oo Bp(a;)  Pn 2pu Tt 2—py
+ lim - /\p”(TraceaIBp(a,-)“*) (27p)2 7P — (277)2Pn

< th/ | Dty |Pr B K APn(Tracea]Bp(ai)u*) (277)2Pn
n—eo Q- Pn i=1 2pnTt 2—pn

par les propriétés des limites inférieures et ’additivité de 'intégrale. Or, par 'expression en
coordonnées polaires de I’énergie renormalisée E3°", proposition |4.16} nous savons que (8.27)
vaut aussi E5°" (1 ). Cela montre

Cela conclut la preuve. O

8.4 Convergence des presque-minimiseurs vers une
application renormalisable

La compacité des suites bornées assurée, nous pouvons conclure avec les
suites de presque-minimiseurs quand p 1 2. Pour alléger les notations, nous po-
sons

Winin (14+) (8.29)
— inf{é};en(v) c v € Wia(Q,N), Trace;qv = g, les singularités (vy;); .«

de v forment une résolution topologique 2-minimale de g. De plus, si I'on note
(4i)i..x les singularités associés a u, alors le le k—tuplet (A(7y;)); . x est une

permutation de (A(¥;)); . & }

Théoréme 8.3 (Convergence de presque-minimiseurs quand p 1 2, Wé}’z(Q, N) = @). Sur
un ouvert ) C R? régulier. Considérons une suite croissante (p,) de nombres réels telle que
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pn 1 2 ainsi qu’une suite de presque—minimiseurs u, € W'Pn(Q, N') tels que Traceynu, =
g € WY22(Q), N) qui satisfont

Pn Pn
[/ |DZ}’[| . lnf{ |D'U| o= erlﬂn (Q,N)’Tracean’(] = g}:| E— 0 (830)
O n

[e) pn n—oo
Sous ces hypotheéses, il existe U, € ere’rzl(ﬂ, N) de trace Traceynus = g tel que
EXM(Uy) = Winin(U). (8.31)

De plus, il existe (a1,...,ax) telle que pour tout 0 < p < p(a;);, la restriction de us l'ou-
vert OO — Ji_ By (a;) est une application harmonique minimisante par rapport d ses propres
conditions au bord :

v e W2(Q— UL, Bp(a;),N)

|Du| —inf |Do|? Traceynv = g,
2 2 TraceaBp(ui)v = Tracea]Bp(ai)u*
Q-UL; Bp(a) O-U; By(a;) pour chaquei =1, ...,x.

(8.32
. . . 1, L
En outre, il existe une sous-suite de u, € Wy P (Q, N) telle que, comme dans la proposition
précédente, u, converge vers U, en mesure, presque partout sur () et a travers les LP:

/an m/0|u*|z. (8.33)

Pres des singularités, nous avons pour touti =1,...,x,

i Dy, |Pr AP (Tracegp, (q,)Ux) (2710)2Pn
n—00 ]Bp(aj) pn 2pn7t 2— pn

P 2 A2(Trace AU
_ / / [Dul” 4ot _ (Traceos, o, 14+) dr. (8.34)
o |JoB,@a) 2 4rtr

Le nombre de points satisfait
58
K < 4né, 2(8' )‘
Sysy,

De surcroit, I'application i, résout g le long de (Tracea]Bp(al)u*, e, Tracea]Bp(ak)u*) et vérifie

(8.35)

x A?(Traceyp (a;) ) .
I d = &°(g). (8.36)

i=1

Il s’agit donc d’une résolution topologique de Sobolev 2—minimale.
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Aussi,

Du |Pr Duy, |Pr
/ [ D[P —/ | Dty > 0. (8.37)
Q Pn Q PnmT®
En particulier, notant I, les infima qui apparaissent dans notre hypothése (8.30),
Du|Pn
/ [Du P I, — 0. (8.38)
o) pn n—o00

Ensuite, nous avons pour tout p €)0,p(a;);[, Duy, — Du, en mesure sur Q) et pour chaque

p €10, p(a;)i[

|Duy|Pr —— |Du |%. (8.39)
O-UL; By (a;) e JO-UL, Bo(a;)
Enfin,
sup t7|Q N {||Duy| % — |Du| 7| > £} — 0. (8.40)

>0 n—oo

Comme dans [45, Theorem 7.3], nous déduisons ce théoréme de la proposition de com-
pacité quand p 1 2, proposition I généralise 'approche de HARDT et LIN au cas d’une
variété compacte N et de suites de presque-minimiseurs [32]].

Ce théoréme donne une premiere réponse au probléme posé dans ce mémoire (confer
page [13) : nous obtenons une limite #, qui consiste en une application renormalisée (défini-
tion et nous obtenons diverses convergences. Tout d’abord, notons que et
constituent un analogue de dans la proposition |1.2 o Wé}’z(Q,N ) était supposé non
vide. En outre, nous avons la convergence a travers les L pour la suite u,, étudiée
dans le chapitre 2| Ensuite, la convergence a travers les L¥ des gradients faibles loin des sin-
gularités (8.39). Prés des singularités (8.34), nous avons identifié une quantité qui tend vers
I'infini quand p 1 2 qui permet d’observer une sorte de convergence renormalisée. Enfin,
donne une convergence plus faible pour la norme de Frobenius des gradients qui a
I’avantage de s’affranchir des singularités.

Démonstration du théoréme[8.3 La borne supérieure (proposition implique I’hypothése
de la proposition précédente, proposition(8.1} Par la proposition d’existence quand p 1 2, pro-
position il existe une sous-suite (1, ), de (1), qui converge vers un i, € Wia (O, N)
et

Pn k APn(Trace AU 2—py
&2 (11,) < lim | Dy, | _ ( 0B, (a;) )(27‘[) .
n—oo J Q) Pn i— ZPnT( 2 — Pn

Du fait que u;, est une suite de presque-minimiseurs par notre hypothése, nous avons aussi
pour tout v € ere’rzl,g(Q, N).

Pn k  APn(Trace U 2-p
() < tim [ 1P (Tracea, (o, 4+) (27)>Pr.
n—ooJQ Pn = 2puTT 2—p,
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Si les singularités (7y;);—1 .k associées a I'application renormalisable v forment une résolu-
tion topologique 2—minimale, qui satisfait la condition décrite par “Wiin (14, ), nous avons
donc, au vu de l'expression qu'admet &, (5.4), et le fait que &7 — & quand p T 2

(proposition [4.17)),

D Pn 2 Z_Pn K Apn .
& (u.) < tim [ 129" 21) ) _ i gzen(0) = &30 (0). (8.41
n—ooJO Pn 2 — Pn i3 27‘Cpn n—oo

Cela montre que E5™(ux) < Winin (). Or, 1, est également admissible dans I'infimum

Winin (1 ). Cela prouve 5™ (114) = Winin (1+).

La proposition précédente, proposition [8.1] implique aussi (8.33), (8.35) et (8.36).

Considérons les points (a1, ..., ax) associés & . Pour 0 < p < p(a;);, nous considé-
rons une application v qui satisfait les propriétés suivantes :

v e WL2(Q— UL, Bo(a;), N)
Traceynv = g,
Tracea]Bp(ai)v = Tracea]Bp(ui)u* pour chaquei =1,...,x.

Sur i1 By (4;), nous posons v = u,. Ainsi v € ererzlg(ﬂ N). De plus v satisfait la condi-
tion décrite par (Wmm(u*) Par 'expression en coordonnées polaires de I’énergie renorma-

lisée, proposition [4.16} et, 8" (144) = Whnin (144),

Du.|? Do|?
0> 8£en(u*) _ 8£en(v) _ / ‘ Z*’ o / | ZU‘ .
0-UL, By(a) Q-UL, By(a)
Cela prouve (8.32).

Ensuite, évaluant (8.41) en v = u,, nous trouvons, d’une part,

|Dun|pn K /\p"(Tracea]B( JUx) (27)2Pn

EM(uy) = lim 8.42
n—00 :1 2pn 2 — Pn ( )
et d’autre part,
Du.|pn X, APr(Trace Uy ) (277)2~Pn
8ren( ) — lim | u*| _ ( 9By (4;) *) ( 7-() (8.43)
n—eo [ Pn = annj 2 — Pn

que nous aurions aussi pu déduire de (5.4) et de la proposition La différence entre (8.42)

et (8.43) s’écrit
: |Du*|’”” |Dun|””
0= lim
n—o00

Cela montre et par conséquent -
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Montrons maintenant que pour tout 0 < p < p(a;);,

/ |Duy, |Pr —— |Du, |? (8.44)
0-UL By(a;) n=e Jo-UL, By(ay)

en vue de démontrer la convergence forte du gradient. De la proposition [8.1] précédente, en
particulier (83), nous savons que

Du,|? Du,, [P
/ [Du.” lim | D[P (8.45)
Q Uf 1]Bp( ) 2 n—oo J)— U ]Bp( ) pn

Il convient de montrer que I'inégalité inverse a lieu pour obtenir (8.44). De 'expression de
I’énergie renormalisée en coordonnées polaires (proposition [4.16)), nous avons que

‘Du*’2 B 8ren( ) N i AZ(Tracea]Bp(,li)u*) ! 1
‘ 2 2k ar n
Q-Ui—; Bp(a;) i=1 P

9B, (a;) 2 47tr '

— lim / \Dunl”“ 3 AP (Tracegp, (q,) ) (277)2P»

n—00 = 1 27Tpn 2—pu
+ lim £ AP (Traceyp, (a,) 1) (270)2Pr — (27p)2 P

n—eo — 2pumt 2—pu

_i p / Dy dort — A(Tracegp, (s, 1+)? dr.
i=1J0 OB, (a;) 2 47ty

en utilisant (8.42). Donc, par la somme de limites,

2 Pr
/ |Du| > lim [Duy|P
O-Ut By(a) 2 n—oo JO-Uf Bo(a;)  Pn

[Dun|Pr & AP (Traceyp, (4, Ux) (2710)2 P

+ lim

n—eo JUS  Bp(a;)  Pn i=1 2puTC 2—py
ke A?%(Trace Uy
B Z/ / |Du | 4 ( 3B, (a;) U+ ) 4
i=1Jo |JoB,(a) 2 47ty
Pn
llm M+O

7 oo O-U By(a;)  Pn
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ou, pour la derniére inégalité, nous avons utilisé Cela montre (8.44). Du dernier calcul,
nous obtenons également

| Dy, |Pn ¢ /\p"(Tracea]Bp(ai)u*) (2mp)2 P

lim

n—ro0 Ui'(:l By (a;) Pn i=1 2puTt 2 — pn
2 A2 (Trace AUy
Z [ / " |D2” = et — ( 4:]:’3(“1) )] dr. (8.46)

Fixonsuni = 1,...,«. En appliquant[8.4/a (8.46) pour j # i, j = 1,...,k, nous obtenons

lim [Duy, [Pr AP (Tracegp, (4, ) (277p)2 P
e JBp(as) P 2p,T 2= pn

p 2 A% (Traceyp (o) Usx
/ / 1Duf? g ATraceom, @yts) | (8.47)
0 |JoB,(a;) 2 47y

Cela montre la convergence prés des singularités (8.34).

Nous prouvons maintenant la convergence a travers les L” du gradient Du,, vers Du
sur Q — X, B, (a;). Nous avons

4/ D, 2 < lim Dty + Di.|P»
Q-UL, By(a) n—o0 JO-UL, By(a;)

qui résulte de la convergence presque partout de u,. De cette limite inférieure, de (8.44) et
de I'inégalité de Hanner (1.21), nous trouvons : pour chaque n,

<||D nlm Q-Us By (a;) +||Du*||L,,n 0-U, B (am) z

Pn
(||Dun =+ DuHLPn _Uk 1 ; ‘|‘ ||Dun - DM*HLP”(Q—U;;l Bp(“i)))
Pn

+ [IDw, + Du*nm Ut By — 1DHn = Dl ey i, (ay)
Cela donne, apres un éventuel passage a la sous—suite, confer (1.26),

Jim, 1 Dtn = Ditell om0, By () < O
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Pour la convergence en mesure des gradients, nous avons, par I'inégalité de Tchebychev, pour

tout p €10, p(a;);]

10N {|Duy — Dul > t}]
K

<|(a- U]Bp )) N {IDu, — Dul > t}’+K\pr]

1
< / Dity — Duty |P" + x|B,).
thr Jo—ye, B, (a)

A la limite supérieure,

lim [Q N {|Du, — Du| > t}| < 0+ «|B,|

n—o0

mais p > 0 était arbitraire. Nous avons montré (8.39) et la convergence en mesure des gra-
dients.

, . 3 e e ee s 5. ’ PP pl
Pour tout 71 et pour tout f nous écrivons par I’additivité de la mesure, 'inégalité ||a| 2 —

b|'? |7’n ||a| — |b|| ainsi que 'inégalité de Chebichev,

{0 ||Dug|F —[DulF | > 7} (8.48)

n

K
= t"[{Q — | JBp(;) : || Du|F — |Du|?| > t7} (8.49)

i=1

Pn

K
pn Pn
+{{J Bo(ay) : ||Dun| T — [Dul 7| > £7}]

K
< {Q — (J By(a) : [|Duta] — |Dul| > 1}
i=1

K
pn n P
+tP[{ U Bp(a;) : ||Dun|z — |Dul 2| > t2}|

g/ ||Dts] — | Dl
Q*U;'Czl ]Bp(az')

Définissons une fonction U : () — R par

K
Py 1| {{ Bo(a) : || Duu| — [Dul| > £}]
i=1

U i/\(Tracea]Bp(ai)u*)
i=1

|x — a pla);
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Nous avons alors
K
7 [{{U By(ai) : ||Dun| T — |DulF | > £7}

> tpT"/2}|

K
Pn pPn
< 7| {{U By(a) : | Du| ¥ — 1]’

K
+ P {| By(a) : ||U|F — |Du|Z| = 1% /2}|. (8:50)
i=1

Par I'inégalité de Chebichev (cas de g = 2) et le choix de U,

K
>} <) | (IDml ¥ - )’
i=17Bp(a;)

)\P"(Tracea]B (a;)Ux) (2707)2Pn

|D”n|p o (4
_4pnz / /S1 - L —dr (851

Un résultat analogue est valide pour le second terme (8.50) ou u,, et formellement remplacé
par u,. En reprenant, les majorations (8.48) et (8.51), nous trouvons, par la limite (8.46),

tp"\{U By (a;) : ||Duy|? —

> 17} (8.52)

T pn pn
i sup #7{0: | |Du| * — D

< lim ‘|Dun| -
e Jo-UL 1Bo(a;)
AP (Traceyp, (4, U« ) (271r)2~Pn

h |Dun|Pr 1
—|—11m4pn2/ /S1 | —d% — 270 ——dr

n—oo
AP” (TraceaBp(ui)u*) (2717 )2 P 4

IDM*|p
+ hm 4]911 2/ /81 27TPn »

n—00

|Du*|2 | AX(Tracesm, g th:)
_O+16Z [/ans,(az) 2 dz 47y

Or, nous savons de la proposition [4.16, que le terme entre crochets est intégrable sur
[0, p(a;);]. Par la continuité de I'intégrale, nous obtenons (8.40), quand p | 0.

dr.

Ceci conclut la preuve. O]
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons formulé une premiere réponse au probléeme que nous nous
étions posé : nous avons donné plusieurs notions raisonnables de convergence pour les ap-
plications p-harmoniques quand p 1 2 vers des applications renormalisables. Ces idées se
trouvent synthétisées dans le dernier théoréme de ce mémoire. Nous avons ainsi généralisé
I'approche existante de la convergence des applications p—harmoniques. Cela nous a emmené
sur quelques domaines des mathématiques remarquables : ’homotopie des applications a os-
cillation moyenne évanescente, ’approximation d’applications de Sobolev a valeurs dans une
variété et les méthodes utilisées pour I'étude de la fonctionelle de Ginzburg-Landau avec, en
filigrane, la théorie de I’homotopie et de la géométrie riemannienne.

De prime abord, 'approximation par applications p—harmoniques devait étre simple
car les applications étudiées conservent leurs valeurs dans la variété. Or, les difficultés sont
survenues quand il a fallu considérer des limites en p dans des quantités venant de la théorie
des espaces de Lebesgue LP. Aussi, cette approche nous a obligé a conserver une forme tres
explicite des constantes apparaissant dans les inégalités;; il était, en effet, nécessaire de savoir
si elle passait a la limite quand p 1 2 : ceci a alourdi considérablement I’écriture. Enfin, la
convergence a travers les L¥ n’est ni topologique ni linéaire : il n’y a pas d’espace topologique
linéaire sous-jacent; nous avons dit modifier les preuves de I’analyse fonctionelle a notre
cadre non-linéaire.

Ce mémoire pose plusieurs questions : tout d’abord, concernant la variété, la compa-
cité est-elle nécessaire ? Nous pensons que des hypothéses sur le spectre de longueurs pour-
raient remplacer cette hypothese. La compacité de la variété implique que le spectre des lon-
gueurs est discret et est utile car les applications sont bornées mais ce dernier fait pourrait
étre supplanté par une inégalité de type Poincaré. Aussi, nous pensons que la convergence
peut encore étre améliorée en considérant I’équation d’Euler-Lagrange des applications p-
harmoniques.

Ensuite, la question des applications p—harmoniques stationnaires quand p 1 2 a été
traitée par STERN pour le cas du cercle : notre méthode permet-elle traiter ces applications
stationnaires ?

Enfin, de fagon plus conjecturale, I'ouvert, source des applications p-harmoniques, pour-
rait lui aussi étre une surface ou méme une variété de dimension supérieure avec ou sans bord.
La variété pourrait alors étre un fibré de cette surface ou variété. Comment se généralisent
les idées présentées dans ce mémoire ?
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