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Introduction

On peut associer a certaines variétés riemanniennes, appelées variétés spin, un triplet
spectral (&, #, D) qui encode toute I'information géométrique. Un peu plus explicitement,
soit M une variété riemannienne spin, compacte et lisse. On définit «f = C°°(M) I'algebre
des fonctions lisses a valeurs réelles sur M. Ensuite, un des éléments issu de la structure
spinorielle de M est un fibré S appelé fibré des spineurs. Les sections L? de ce fibré défi-
nissent un espace de Hilbert # = L2(S). Enfin, il existe un opérateur différentiel, agissant
sur les sections du fibré des spineurs, et en particulier sur #, qui encode la métrique de la

variété. Il s’agit de 'opérateur de Dirac D. On obtient ainsi le triplet spectral associé a M :

(o =C®(M), 7 =L%(S), D).

La propriété remarquable de ces triplets est que, sous certaines conditions sur # et D
exposées par A.Connes [8]], tout triplet («f,.#°,D) avec </ commutative et unitaire, est iso-
morphe au triplet spectral d’'une unique variété spin. En bref, il est possible d’encoder de
maniére algébrique et opératoire toute 'information géométrique de certaines variétés rie-
manniennes. Qu’en est-il des variétés spin pseudo-riemanniennes? Pourrait-on également
les associer une a une a des triplets spectraux? La réponse ne se trouve malheureusement
pas dans ce mémoire, et pour cause, personne ne la connait encore.

Dans le cas riemannien, il existe une structure canonique d’espace de Hilbert sur les
sections du fibré des spineurs telle que I'opérateur de Dirac a toutes les propriétés néces-
saires, et en particulier, est essentiellement auto-adjoint. Dans le cas pseudo-riemannien,
une telle structure n’existe pas. L'approche la plus courante pour parer a ce probléeme dans
la littérature actuelle consiste a considérer un triplet spectral identique au cas riemannien
auquel on ajoute une involution J qui donne a / une structure d’espace de Krein (voir
[19]). Lopérateur de Dirac est alors Krein-auto-adjoint et, méme si on est encore loin d’'une
caractérisation compléte des variétés pseudo-riemanniennes, certaines spécificités de la va-
riété sont encodées dans le triplet spectral augmenté (¢, #,D, ).

De notre point de vue, un défaut important de cette structure est que, si on considére
un espace homogene G/H, I'involution J n’est pas G-invariante. De ce fait, on perd tous
les outils de théorie de Lie et d’analyse harmonique développés pour ’étude des opérateurs
invariants. Il serait donc intéressant de définir une nouvelle notion d’opérateur de Dirac
sur les espaces homogénes pseudo-riemanniens.
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Dans ce contexte, I'idée initiale de ce mémoire était de définir un nouvel opérateur de
type Dirac, compatible avec la théorie des espaces homogenes, sur des variétés pseudo-
riemanniennes. Un des objectifs de cela est de réaliser une analyse spectrale de cet opé-
rateur sur un espace lorentzien présentant une structure causale singuliére, le trou noir
BHTZ. Ce travail a été mené sur deux fronts; d’'une part, une analyse du trou noir BHTZ
et d’autre part, la construction d’'un nouvel opérateur de type Dirac. Ainsi, ce mémoire
contient deux volets. Le premier, composé des chapitres 1, 2, 3 et 5 a pour objectif la défini-
tion d’'un nouvel opérateur de Dirac, et présente les notions nécessaires a sa construction.
Le deuxiéme, le chapitre 4, est une étude géométrique du trou noir BHTZ. Nous espérons
que ces deux parties se rejoindront dans le futur.

Le résultat principal du premier volet, est la définition d’'un nouvel opérateur de type
Dirac sur 'espace anti-de Sitter de dimension 2, considéré en tant qu’espace homogene
AdSy := SLo(R)/Spin(1,1). L'idée centrale est de construire cet opérateur comme agissant
dans les sections de carré sommable d’un fibré de rang infini associé a une représentation
unitaire de SLo(R). Nous démontrons que cet opérateur est G-invariant et, grace a I'uni-
tarité de la représentation, symétrique. Ces propriétés permettent d’étre optimiste concer-
nant la possibilité de réaliser une analyse spectrale. Une construction similaire est réalisée
par K.Habermann afin de définir un opérateur de Dirac dans un cadre symplectique [15].
Il serait intéressant de déterminer quels outils de la théorie dHabermann peuvent étre
transposés dans notre contexte des espaces homogenes.

Les trois premiers chapitres du mémoire sont un long cheminement vers cette construc-
tion. Chaque chapitre présente, aussi clairement que possible, certaines de ses composantes.
Ainsi, le premier chapitre est consacré aux algebres de Clifford, aux groupes Spin et a la
représentation spinorielle. Le deuxiéme chapitre introduit les notions de fibrés vectoriels,
principaux et associés et définit les connexions sur ces fibrés. Il se conclut par la propriété
de construction, qui établit que tout fibré vectoriel s’obtient & partir d’'un fibré principal
par représentation. Le troisieme chapitre a pour objectif de définir 'opérateur de Dirac rie-
mannien. Pour ce faire, on passe par trois étapes inévitables : la structure spinorielle, le
fibré des spineurs et la multiplication de Clifford. Nous démontrons également la formule
de Lichnerowicz-Weitzenbock qui réalise 'opérateur de Dirac comme une racine carrée du
Laplacien a un terme de courbure pres. Enfin, nous présentons la structure hermitienne de
I'espace L2(S) des sections L? du fibré des spineurs et démontrons que 'opérateur de Dirac
est symétrique par rapport a celle-ci. Le chapitre 5 est consacré a la construction et aux
propriétés de notre opérateur de type Dirac présenté plus haut.

Le deuxiéme volet consiste en une étude géométrique du trou noir BHTZ non-rotationnel
en dimension 2+1. Comme découvert par Bafiados, Henneaux, Teitelboim et Zanelli [1][2],
ce trou noir s’obtient par identification de I'espace anti-de Sitter de dimension 3 par un sous-

groupe discret de son groupe d’isométries. Dans le chapitre 4, nous réalisons I'espace AdSs



comme un feuilletage en espace AdSy et étudions I’évolution de I'horizon du trou noir a tra-
vers ce feuilletage. Certains problémes de revétements doubles, présents dans la littérature
existante, ont été corrigés. Nous présentons également un nouveau systéme de coordonnées
plus global et une maniere plus lisible d’écrire I’horizon.

Le chemin est encore long avant de réunir les deux volets de ce travail. Premiérement,
pour espérer une analyse spectrale satisfaisante, il ne suffit pas que notre opérateur soit
symétrique ; il faut également qu’il soit essentiellement auto-adjoint. Ensuite, il faut déter-
miner comment effectuer 'analyse spectrale sur notre fibré de rang infini. Pour ce faire,
il est peut-étre possible de tirer parti des outils développés par K.Habermann dans son
approche symplectique de 'opérateur de Dirac. Si 'on parvient a réaliser cela, on pourra
effectuer I'analyse spectrale sur ’espace AdSs et découvrir quelles informations sur le trou

noir sont encodées par notre opérateur.






Chapitre 1

Groupe spin et représentations spinorielles

Les trois premieres sections de ce chapitre présentent de maniere succincte quelques
résultats et définitions qui s’avéreront utiles dans la suite de ce travail. Pour un exposé
plus détaillé sur ces notions, le lecteur est invité a consulter les notes de Combet [7]], le livre
de Chevalley [6] ou encore 'ouvrage de Friedrich [13] sur lesquels ce chapitre est basé. La
quatriéme section est une description détaillée de Spin(2,1) et de son algebre de Lie. Elle

contient une preuve de I'isomorphisme entre Spin(2,1) et SLo(R).

1.1. Algebres de Clifford

On consideére un corps commutatif K de caractéristique différente de 2 et un espace
vectoriel V de dimension m sur K. On définit une forme quadratique @ de signature quel-

conque sur V avec B la forme bilinéaire associée :
QAx)=1%Qx), YAeK, xeV

B(x,y) =Q(x+y) - Qx) - Q(y)
B(x,x) = 2Q(x).

DEFINITION 1.1. On note T(V) lalgébre tensorielle de V et I(Q) I’idéal bilatére engendré

dans T(V) par les éléments de la forme
x®x—Q(x).e, xeV.

Lalgébre quotient € = T(V)/I(Q) est appelée Ualgebre de Clifford de @ sur V.

REMARQUE 1.2. ¥ se décompose en une somme directe de deux sous-espaces. On note
o la projection canonique de T'(V) dans € et on pose €* = a(T*(V)) ou T*(V) et T~ (V) sont
respectivement les sous-espaces des tenseurs d’ordre pairs et impairs dans T'(V). Alors, €™
est une sous-algebre de ¥ et

E=6"o6".
On définit Papplication linéaire
a:€—%€

para(x)=xsix€ €" et a(x) = —x six € €. Clairement, a? =1d ou Id est I'identité sur €. On

appelle Pautomorphisme a I'involution principale de €. De plus, ’anti-automorphisme
B:6€—%€

est défini par B(x1...x,) = xp...01 OU X1,X9,...,X, € V. On a également ,62 =1Id et, pour {,{’' €€,
B = B(CHB). On appelle § Panti-automorphisme principal de €.
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REMARQUE 1.3. Pour x,y € V et par définitions de @, B et €, on a les relations
x> =Q(x).e; xy+yx=DB(x,y).e

pour e = g(1). Alors, si {eq,...,e,,} est une base de V, une base de ¥ est donnée par I'ensemble
{ei,..e;, : 1<i1<iz<..<ip<m}etl'élément e. Ainsi, 'algebre € peut étre vue comme un

espace vectoriel de dimension 2™ et 6* des sous-espaces vectoriels de dimension 27

Le résultat suivant permet d’étendre certaines applications linéaires d’un espace vectoriel V
vers une algébre o en homomorphismes d’algebres entre € et «f. Une preuve est présentée

dans le livre de Chevalley [6].

THEOREME 1.4. Soit ¢ une application linéaire de V vers une algébre «f sur K. Si
¢ respecte la relation de Clifford, i.e. si ((,b(x))2 = Q(x).e pour x € V, alors ¢ s’étend en un
homomorphisme de € dans <f. De plus, si (V) engendre </, alors p(€) = .

COROLLAIRE 1.5. Si dim<f = 2™ et (V) engendre <, alors ¢ s’étend en un isomor-
phisme de € dans <.

1.2. Le groupe Spin

Dans la suite, on suppose que V est un espace vectoriel réel muni de la base orthonor-

mée {e1,...,en}. On note €. le groupe des éléments inversibles de €.

DEFINITION 1.6. On appelle respectivement groupe de Clifford et groupe de Clifford

spécial de Q les groupes
I'= {sE‘g* :sVs_1CV} et T"=T'né".
On définit I'application
1:I—=GL(V); s— x(s)

telle que, pour x € V et s €T, y(s)(x) = sxs~ 1. On calcule

Qx(s)x)).e =Q (sxs™1).e = (sacs_l)2 =sx2s 1 =Q(x).e.
Donc, y est un homomorphisme de I' dans le groupe orthogonal O(V,Q) :

1:T—-0WV,Q).

REMARQUE 1.7. Le noyau de y est 'ensemble Z N % . ou Z est le centre de 6. En effet,
si x(s) =1d, alors x = sxs~! pour tout x € V et s € ZN%€.. Réciproquement, si s € Z N €,
alors s est inversible et sVs ' c V donc s €T et il est clair que y(s) = Id. Cette observation
est peu intéressante sans une description de Z. Heureusement, ce probleme est vite résolu.

En effet, soit {e1,...e,,} une base @-orthonormée de V. On considére les applications

AN:€—€; N(= %(C+ei(ei)~
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On observe que ( € Z si et seulement si A;({) = { pour e? =1 et A;({) =0 pour 2 = -1,

pour tout i = 1,...,m. En calculant A; en les vecteurs de base de €, i.e. {e;,...e;, : 1=<i1<

ig <..<1, <m} et ’élément e, on se convainc facilement que Z = R.e si m est pair et

Z =R.e+R.ej...e;; si m est impair.

REMARQUE 1.8. On va montrer que V NI est I’ensemble des vecteurs non isotropes de
V et que, pour x € VNI, —y(x) est la symétrie par rapport a 'hyperplan orthogonal a x.
Puisque x € T, x est inversible et donc non-isotrope. En effet,

x2= QR(x).e > x =

X
Q)

De plus, pour xe VNI et yeV, on calcule

@) =xyx !l =xy.Q @).x = ﬁ(_xy +B(x,y).e) = — (y —B(x,y)ﬁ)

(voir remarque 1.3). Donc, y(x) =071, ol 0 est la symétrie x — —x de V et 7, la symétrie par

rapport a ’hyperplan orthogonal a x.

THEOREME 1.9. (Cartan-Dieudonné) Tout élément A € O(Q) peut s’écrire sous la forme
A=11..T, ou n <metoules t; sont des symétries orthogonales par rapport a des hyperplans

orthogonaux & des vecteurs non isotropes.

THEOREME 1.10. Pour m pair, on a y(I') = O(Q) , y(I'") = SO(Q). Pour m impair, on a
¥(D) = x(T") =S0@).

DEMONSTRATION. Par le théoréme de Cartan-Dieudonné et la remarque 1.8, tout élé-
ment de A € O(Q) s’écrit
A=1y .7y, =0" x(x1...27).
Par conséquent, det A = (—1)" et A € SO(Q) si et seulement si n est pair et SO(Q) < y(I'*). On
note {e1,...,e;,} une base @-orthonormée de V. Dans le cas ou m est pair, on a o = y(ej...e ).

Donc, pour n impair,
A=0"y(x1..x,) = 0x(x1...0,) = y(e1...e X1...X7)

et donc y(I') = O(Q). De plus, pour tout A € y(I'*), det A = 1. On en déduit que y(I'") = SO(Q).
Dans le cas ou m est impair, o ¢ y(I'). En effet, si o € y(I'), alors on a y(s) = o pour un certain

1

selete;...e;, =sej...e;;s " = —ej...e, ce qui est absurde. D’ou, A € y(I') dés que detA =1,

et donc, y(I') = y(I'*) = SO(Q). O
Considérons I'application Y : s — fB(s)s, ou s € I" et f est I'anti-automorphisme principal de
% introduit dans la remarque 1.

PROPOSITION 1.11. Y est un homomorphisme de I" dans R.e.

DEFINITION 1.12. Le groupe Spin ou groupe de Clifford spécial réduit, noté Spin(Q)
ou I'§, est le noyau de ’homomorphisme Y* :T* — Re défini par s — B(s)s oir B est anti-

automorphisme principal de 6.



PROPOSITION 1.13. Pour m > 2, le groupe Spin(Q) = Fg est connexe et )((Fg) =S00(®)

ot SOy(Q) est la composante connexe de SO(Q) contenant l'identié.

THEOREME 1.14. Le groupe Spin(Q) est un revétement double de SOy(Q) et on a la
suite exacte

1— 73 — Spin(@) — SOo(Q) — 1.

DEMONSTRATION. Il suit de la remarque 1.7 et de la définition de I'| que le noyau de
’homomorphisme y : '] — SOn(Q) est donné par kery = *e. O

COROLLAIRE 1.15. Si @ est définie positive, Spin(Q) est compact.
On définit naturellement une structure de groupe de Lie sur Spin(®).

THEOREME 1.16. Le groupe Spin(®) est un groupe de Lie de dimension w Son

algeébre de Lie, notée spin(Q), est engendrée par {e;e; :i < j} avec le crochet [x,y] = xy — yx.

DEMONSTRATION. Soit la représentation p : € — End(€¢) = End(R?") définie par p({)(n) =
{n. Lapplication p est linéaire et injective donc p : € — p(%) est un isomorphisme et p(%¢)

est un sous-espace vectoriel de End(%). De plus, GL(€¥) est ouvert dans End(%¥) et le groupe
€« = GL(€) N p(6)

est fermé. Comme tout sous groupe fermé d’'un groupe de Lie est un sous-groupe de Lie, 6 .
est un sous-groupe de Lie de GL(%). De plus, Spin(®) est fermé dans % .. Par conséquent,
Spin(Q) est un groupe de Lie et sa dimension est une conséquence directe du théoreme 1.14.

Les détails du calcul de I’algébre de Lie se trouvent dans les notes de Combet [[7]]. ]

1.3. Représentations spinorielles

Une représentation d’'une algébre ou d’'un groupe permet de manipuler ses éléments
comme les endomorphismes d’'un espace vectoriel, i.e. des matrices! On utilisera plus loin
la représentation spinorielle pour décrire I'algébre de Lie de Spin(2, 1) et sur le chemin pour

définir 'opérateur de Dirac.

DEFINITION 1.17. Une représentation d’une algébre «f sur un corps K dans un espace
vectoriel V sur K est un homomorphisme d’algébres p : of — End(V).

1.3.1. Considérations générales. Soient (R?'? Q) avec p+q =n et {eq,...,e,} la base
canonique de R et ¢'P-9) I'algebre de Clifford de (R??,Q). On note

cggp,q) = P9 ®rC

le complexifié de €2, En particulier, <€(cp D est P’algebre de Clifford de (C?9,Q.) ou Q. est
Pextension C-bilinéaire de @. En passant au complexifié, la forme quadratique n’est plus
définie par sa signature et on peut écrire

€V =€" 9xC=€".
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En particulier, pour n =2, ng =¢2 @R C o1 algebre €2 est engendrée par e, es tels que
e%:egz—l ei1eg+ege1 =0.

On a supposé ici que @ avait une signature négative, ce qui n’a plus d'importance lorsqu’on
passe au complexifié. D’autre part, 'espace vectoriel sous-jacent a ’algébre complexe Mo(C)

admet pour base

(i o0 [0 i B (U IR £ B
gl_O—i’ gz_i07g3_107 _01

avec les relations
gi=g5=-1 gig2+8281=0.

Par le théoreme 1.4 et le corollaire 1.5, ‘6% = €2 er C = My(C). Cette observation est impor-

tante car elle permet d’écrire
€72 =" ¢ €2 = €" ®c Ma(C).

Par récurrence, cela implique
— pour n=2r : €" = M2(C) & ... ®c M2(C) = End (C?').
— pour n=2r+1:€" = €L ®c M2(C)®¢ ... ®c M2(C) o1 €. = 61 ®r C = C& C et donc
€™ = (M2(C) &c ... ®c M2(C)) & (M2(C) &¢ ... 8¢ M2(C)) = End (C?') @ End (C?).
On note S,, = C? lespace vectoriel des n-spineurs complexes pour n = 2r et n =2r+1 et on
obtient

€% =End(S,) pourn=2r
€67 =End(S,)®End(S,) pourn=2r+1.

La représentation spinorielle de 'algebre de Clifford €7 est donnée par
x: 6" = End(S,)

pour n pair et

Kk :€" = End(S,) ® End(S,) 2> End(S,,)

pour n impair. Par restriction, on obtient des représentations de €™ et Spin(n)
p:= 1<|Spin(n) :Spin(n) — Aut(S,).
PROPOSITION 1.18. Les représentation s
x: €7 = End(S,)

et
Kk :€" = End(S,) ® End(S,) 2> End(S,,)

sont fideéles.



1.3.2. Construction explicite. On considére R?-? tel que p + ¢ = 2r, avec une base

orthonormée {e1,...,e9,}. Comme ci-dessus, ngp’q) = %?r = €(C?").

REMARQUE 1.19. En général, la forme quadratique @ n’est pas forcément non dégé-
nérée. Si @ = 0 sur un espace vectoriel V, alors xx = 0 et xy = —yx pour tout x,y € V et
€ (V,0)= AV, l'algebre extérieure de V.

On peut écrire C2" comme la somme directe de deux sous-espaces totalement isotropes de
méme dimension,
(:27‘ — W/ ® W/I
On construit les bases {f],..., f/} et {f{, ..., f;'} de W' et W" telles que Bc(fi’,fj’.’) =§;j, et 'idéal
a gauche
I =6 %
ou X = f{..f}. Puisque W' est totalement isotrope, 'algebre de Clifford restreinte a W' est
EW') = AW, comme dans la remarque 1.19. En comparant les bases de .# et €(W’') on a
directement I'isomorphisme
F=eW)=/ \W".
Considérons la représentation linéaire de %gr donnée par I'isomorphisme d’algébres
p: 6% —Endc(.#); a— pla)
ou p(a) est 'action a gauche de a sur l'idéal .# :
p@): 5 —7; pla)x)=ax.
Cela induit les équivalences suivantes :

6% ~Endc(#) =~ Ende (\W') = End(C?).

On note S, = AW' et on appelle S,, I'espace des spineurs. La décomposition en somme

directe de 62" induit la décomposition
F=¢¥3=(¢¥)" 2e(€¢¥) 2= /+\W’ o AW’
et 1a restriction de p & (¢2")" donne l'isomorphisme
p*:(6%)" — Endc( /+\ W') x Endc(\ W).

On note A\*W' =S et on appelle S}’ et S;, les espaces de demi-spineurs. Il est clair que la

dimension de €™ ! est égale a la dimension de (¢™)*. Par conséquent, 'application linéaire
R (€™)7 e —ejen

g’étend en un isomorphisme d’algébres par le théoréme 1.4 et le corollaire 1.5,

0:6™1 S (6™m)".

On a 352”_1 =~ (%?)Jr et cette construction simple permet de passer de la dimension paire a
la dimension impaire.
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1.4. Spin(2,1)

Nous allons appliquer la construction de la section 1.3.2 pour donner une représentation
de spin(2,1). Nous démontrerons également I'isomorphisme Spin(2,1) = SLy(R).

Considérons R?2 muni de la base canonique {e1,eq,e3,e4} avec la métrique

1 0
o1
Q=10 0 1
00 0 -1
Les vecteurs
o1 , L1 ,
fi= §(e1 +ieg) e §(e1 —ieg)

1. 1
fa=lies+es)  fy=_(ies—eq)
2 2
vérifient les propriétés suivantes :
(1) {fl,f4 fl.fy} est une base de C22 =4

(2) ils sont isotropes par rapport a Q. et {f,f}, {f{,fs} engendrent deux sous-espaces

totalement isotropes, respectivement notés W' et W”
(3) Bc(fi',f;') =§;j, pour i,j=1,2.
On pose X = f{'f4 et on définit 'idéal a gauche .¥ = ¢?%%. Une base de .# est donnée par
{F1 1o, FLfL S Faf i s Fifaf1 3}
Puisque W’ est totalement isotrope dans V', I'algébre de Clifford coincide avec 1’algébre

extérieure sur W' et {1, f, f3, f{f,} est une base de €(W’). Par conséquent, on a I'isomor-

phisme
F=eW)=/ \W".
On consideére la représentation donnée par 'isomorphisme d’algébres
p:€%—Endc(£); a~—[pla)x— pla)x = ax].

On souhaite calculer explicitement les matrices p(e;) qui définiront la représentation de
622 Par exemple, on obtient la matrice p( f1) en appliquant p(f]) aux éléments de la base
de .. Pour ce faire, on utilise les regles de commutation induites par les relations de Clifford

et on obtient

p(FDfL fs = fif1 1y
PUDff s = fifififs =0
p(fDf1f3f1fs =0
p(FDfof1 e = f1Faf1f
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d’ou

0000
|t 000
PI=15 6 0 o

0010

On procede de méme pour p(f]), p(fy) et p(fy) et, comme p(e) = p(f] + 1) = p(f]) + p(f]),
on obtient

0100
1000
ple1) =
0 0 01
0 010
De la méme maniere, on obtient les matrices
0 -1 0 O 0 0 1 0O 0 -1 0
J1 0 0 O 0 0 0 -1 0 1
(=1) , (=1) ,

0 0 0 -1 1 0 0 O 1 0
0 0 1 o 0 -1 0 O 0 -1 0

respectivement pour p(eg), p(es) et p(eyq). On vérifie que ces matrices vérifient les relations
de Clifford et on obtient une représentation de €22 Pour passer de cette représentation a
celle de €%V, on considere Papplication
n
¢:R®D - (%(2’2)) ; ej—ejeq, j=1,2,3
décrite a la fin de la section précédente et on définit une nouvelle représentation p®1 telle

que
p®D(e;) = plej)ples).

On pose y; = pZD(e j) et les matrices y1, y2 et y3 sont respectivement données par

00 0 1 00 0 -1 (10 o
0 0 -1 0 Jo o -1 o 01 0
o100 o1 o ol loo 1
1.0 0 0 10 0 0 00 0 -1

Les matrices Id, y1, Y2, v3, Y172, Y1Y3, Y273 et Y1Y2Ys donnent une représentation de 1’al-

gebre de Clifford €(R2V). Par restriction, les matrices y; = y1y2, to = Y13 et U3 = Y2Y3,

respectivement
1 0 0 O 0 0 0 -1 00 01
0o -1 0 O o 0 1 0 0010
(1) , (=1) , (=1 ,
0 0 1 0 0 -1 0 O 0100
0 0 0 -1 1 0 0 O 1 000

donnent une représentation de spin(2,1), 'algeébre de Lie de Spin(2,1). A T'aide de celle-ci,
nous allons montrer que Spin(2,1) = SLo(R).
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Tout d’abord, nous allons construire un isomorphisme d’algebre de Lie
¢ : s5la(R) := Lie(SLa(R)) — spin(2,1).

Pour ce faire, considérons la base de slo(R) donnée par

ooy %) oot 2 )
0 -1 1 0 -1 0
et définissons 'application ¢ par ¢p(H) = 1, G(J) = p2, ¢(S) = us. On rappelle que le crochet
de Lie pour un groupe de matrice est simplement le commutateur [X,Y]=XY -YX. On
vérifie facilement que ¢ respecte le crochet de Lie, i.e. ¢([X,Y]=[p(X),Pp(Y)], et comme les
deux espaces sont de méme dimension, ¢ est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Ensuite, nous allons montrer que SLy(R) est également un revétement double de SOg(2, 1).
Considérons ’'homomorphisme de groupe donné par I’action adjointe de SLo(R) sur son al-

gebre de Lie
Ad : SLa(R) — Aut(sla(R)),

Ad (X)=gXg .
On rappelle que la forme de Killing sur une algébre de Lie est donnée par
BX,Y)=Tr(adx cady)

ou adyx(Y)=[X,Y] et que pour slo(R) elle prend la forme

1 0 O
B=]10 1 0
0 0 -1

apreés normalisation. De plus, la forme de Killing est invariante par automorphisme et en
particulier

B(AdgX,Ad,Y)=B(X,Y).
Cela implique Adg € O(2,1), Vg € SL2(R). Or, on sait que SLa(R) est connexe et comme Ad
est un homomorphisme de groupes, Ad(SLy(R)) doit également étre connexe. Donc, pour
tout g € SLo(R), Ad, appartient & la composante connexe de I'identité de O(2,1), c’est-a-dire

SO¢(2,1). Il nous reste a montrer que
Ad:SL2(R) — SO¢(2,1)

est surjectif et de noyau ker(Ad) = {+Id}. Un simple calcul suffit a vérifier ker(Ad) = {+Id}. La

surjectivité demande un peu plus d’efforts. Considérons la différentielle de I’action adjointe
Ad. =ad:sla(R) —500(2,1); adx(Y)=[X,Y]

ou 50¢(2,1) est 'algebre de Lie de SOg(2,1). Cette application définit un isomorphisme d’al-
gebres de Lie. En effet, les seules matrices qui commutent avec une base de slo(R) sont des
multiples de I'identité, d’ou ker(ad) = {cId : ¢ € R} nsla(R) = {0}. De plus s50¢(2,1) et slo(R)
sont toutes deux de dimension 3. On conclut que ad : slo(R) — 50¢(2,1) est un isomorphisme
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d’algebres de Lie. Par le théoreme d’inversion locale, il existe un voisinage U de Id dans
SLa(R) et un voisinage W de Id dans SO¢(2,1) tels que Ad: U — W est un isomorphisme de

groupes de Lie. On utilise le résultat de théorie de Lie ci-dessous.

PROPOSITION 1.20. Si G est un groupe de Lie connexe, alors tout voisinage ouvert d’'un

point de G contient un ensemble de générateurs de G.

La surjectivité de Ad : SLa(R) — SO¢(2,1) suit directement de la proposition 1.20 et on
conclut que SL2(R) est un revétement double de SOy (2, 1).
Résumons ce que nous avons obtenu depuis le début de cette section; d’'une part, on a

un isomorphisme d’algebres de Lie
¢ :sla(R) — spin(2, 1),
d’autre part, SLa(R) est un revétement double de SOy(2,1)
SLy(R) 22 S0,(2,1).

Grace au théoreme 1.14, on sait que Spin(2,1) est également un revétement double de

S0¢(2,1). On conclut comme souhaité que
Spin(2,1) = SLa(R).
EXEMPLE 1.21. Les isomorphismes entre certains groupes Spin de basses dimensions

et des groupes de Lie connus sont appelés isomorphismes accidentels. A toutes fins utiles,

nous retranscrivons ici une liste de quelques uns de ces isomorphismes.

Pseudo-riemannien Riemannien

Spin(1,1) = GL(1,R) = Ry Spin(1) =0(@1) = {+1,-1}
Spin(2,1) = SL(2,R) Spin(2) = U(1) = SO(2)
Spin(3,1) = SL(2,C) Spin(3) = Sp(1) = SU(2)
Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,R) | Spin(4) = SU(2) x SU(2)
Spin(4,1) = Sp(1,1) Spin(5) = Sp(2)
Spin(5,1) = SL(2,H) Spin(6) = SU(4)
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Chapitre 2

Fibrés et connexions

En toute généralité, un fibré est un espace topologique E, qui a localement une struc-
ture de produit A x F'. Liidentification locale de £ au produit A x F se fait via une appli-
cation 7 : E — A qui, sur de petites régions de E, ressemble a la projection de A x F sur
A. Plus précisément, pour tout x € A, il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme
¢o: n Y U) — U x F. La paire (U ,¢) est appelée trivialisation locale de E. On appelle E

I’espace total, A la base et F' la fibre, accrochée en chaque point de A. Dans ce chapitre, les

fibre

base manifold

fibre bundle

FIGURE 1. Représentation graphique d’un fibré

fibrés que nous allons considérer auront toujours pour base une variété riemannienne C*
notée M, mais la nature des fibres changera en fonction du type de fibré considéré :
— dans un fibré vectoriel, F' sera un espace vectoriel
— dans un fibré principal, F' sera l'orbite d’un point de I'espace total par ’action d'un
groupe de Lie G
— dans un fibré vectoriel associé (construit a partir d’'un fibré principal, d’ou le nom),
F sera un espace vectoriel obtenu par représentation du groupe de Lie G.
Ce chapitre a pour but de définir rigoureusement ces objets et d’exposer certaines de leurs
propriétés. Quelques exemples importants sont présentés ainsi que les définitions des dif-
férentes connexions sur ces fibrés. Le lien entre fibré vectoriel et fibré principal est égale-
ment mis en évidence. A chaque fibré vectoriel de rang & on peut associer un fibré GL(%,R)-
principal. Via la représentation naturelle GL(%k,R) x R¥ — R* un deuxiéme fibré vectoriel
est associé a ce fibré principal. Le fait est que le fibré vectoriel de départ et le fibré associé
d’arrivée sont isomorphes.
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Les chapitres 2 et 3 sont principalement basé sur I'excellent exposé de Thibaut Grouy.
Les références utilisées sont le livre de T.Friedrich [13] ainsi que les notes de A.Mathew
[18], S.Gutt [14] et S.D.Freed [12].

2.1. Fibrés vectoriels

Dans les chapitres deux et trois, sauf indication contraire, M désignera une variété

Riemanienne de dimension n et g la métrique riemannienne associée.

DEFINITION 2.1. Soit M une variété C*. Un fibré vectoriel de rang k sur M est la
donnée d’une variété lisse E et d’une application C* surjective n:E — M tels que

(1) les fibres sont des espaces vectoriels de dimension k : E, = n~(x) pour tout x € M.

(2) pour tout x € M, il existe un voisinage U de x et un difféomorphisme
¢ U)— U xRF

tel que, si £ € 1~ 1(y), P0) = (y,py(0)) o ¢y :E, — R est un isomorphisme d’espace
vectoriel.

La paire (U, ¢) est appelée trivialisation locale. On appelle également M lespace de base, E

lespace total et 7 la projection.

EXEMPLE 2.2. (1) Lexemple le plus basique est le fibré trivial E = M x R* ou 7 est

simplement la projection sur le premier facteur.

(2) Un autre exemple facile a visualiser est le fibré tangent. L'espace total TM = [] T..M
est 'union disjointe de tous les espaces tangents a une variété M et 1’ap13)61€i1(‘:/[ation
7:TM — M est telle que n(v) = x pour v € T, M. Intuitivement, a chaque point x de
M est accrochée une fibre qui est I’espace tangent 4 M au point x. Le fibré tangent a
un role central en géométrie riemannienne vu que c’est sur les espaces tangents que

la métrique est définie.

(3) 1l existe un autre fibré vectoriel important sur une variété M. Il s’agit du fibré co-
tangent 7* M, le dual du fibré tangent. Ainsi, en chaque point x e M, Ty M = (T M)*.

Le fibré tangent est isomorphe au fibré cotangent via I'identification
X,eTpyM —g(X,,-)eT*"M.

Cet isomorphisme et son inverse sont habituellement notés b et ff et on les appelle

les isomorphismes musicaux.

REMARQUE 2.3. Si on a deux trivialisations locales (U, ¢4) et (Up, ¢p) 'application
Pao Py UaNUpxR* = Ug nUp xR ; (x,0) = (x,8ap(x).0)
induit une application gqp: Uy NUp — GL(E,R) appelée fonction de transition. Les fonc-
tions de transition respectent les conditions de compatibilité suivantes :
8apo8py°8ya =Idsur Uy nUpnUy et gqq =1d.
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DEFINITION 2.4. Une section d’un fibré vectoriel E 2> M est une application C*
s:M — E
telle que mos =1dyy, i.e. m(s(x)) = x pour tout x € M. On note I'°(E) l'espace des sections de E.
DEFINITION 2.5. Les sections du fibré tangent sont des fonctions
X M-TM; x—-X,eT .M

qui associent un vecteur a chaque point de la variété. On les appelle champ de vecteurs et

on note y*°(M) l'espace des champs de vecteurs lisses sur M.

EXEMPLE 2.6. — La section nulle est la fonction qui envoie chaque x € M sur I'é1é-
ment nul de 'espace vectoriel 7~ 1(x). Cette section est définie sur toute la variété
M, par conséquent on la qualifiera de globale, par opposition aux sections locales,
définies sur un ouvert U c M.

— Les sections lisses du fibré cotangent sont des 1-formes différentiels. C’est-a-dire des
fonctions lisses w € Q1 (M,R) = I'°(T* M), qui donnent une application w, : TxM — R

en chaque point x € M.

DEFINITION 2.7. Une connexion linéaire V sur un fibré vectoriel E = M est une applica-
tion bilinéaire
Vi yPM)xTP(E)->TE); (X,s)— Vxs
respectant les conditions suivantes
(1) Vexs=fVxs; feC®WM), X € (M), s T™(E)
2) Vx(fs)=(X.f)s+fVxs; [feC®M), X € y>°(M), s e T®(E).

Lapplication Vx :T°(E) — I'°(E) est appelée dérivée covariante le long de X.
REMARQUE 2.8. Les connexions définies sur le fibré tangent T'M
V(M) x y°(M) — x*°(M) ; (X,Y)— VxY

sont appelées connexions affines. Le théoreme fondamental de la géométrie riemannienne
(voir par exemple [17]) nous dit que sur chaque variété riemannienne ou pseudo-riemannienne
(M, 8), il existe une unique connexion affine

— qui préserve la métrique, Vg =0ie. X(§(X,Z))=g(VxY,Z)+g(Y ,VxZ)

— sans torsion, i.e. VxY - Vy X =[X,Y]

appelée connexion de Levi-Civita que 'on notera VEC.

REMARQUE 2.9. On peut écrire localement, c’est a dire dans une paramétrisation locale,
les objets définis jusqu’ici. Soient M une variété lisse de dimension n et ¢ : 7~ 1(U) — U x R*
une trivialisation locale de E. Soient également (U, @) une carte de M munissant U du
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systéeme de coordonnées locales (x1,...,x,) et {e1,...,ex} une base de R*. Les coordonnées

locales sur U, induisent une base de T.M en chaque point x € U

0 0
6x1|x:(a—961) ,,Gxn|x:(a) .
x x

On obtient une bijection

n
Y:UxR" = JTM; w(x,y1,....00) = ) yi0x;|,
xeU i=1

ou encore

7 =(p,Id)oy ™ : | JT:M — oU) xR
xeU

qui définit une structure de variété C> de dimension 2n sur le fibré tangent. On appellera
les champs vecteurs {0x1,...,0x,} un repére local sur TM. De maniere similaire, on pose
éqlx) = gb_l(x,ea) de sorte que €, est une section de E et {¢7,...,€;} un repére local sur E.
Alors,

Vox,8a = 0%,
ou O représente la 1-forme locale

0:TM| —gik,R); X, = X{oxj|, — (X107, )

a,
En particulier, pour la connexion de Levi-Civita VL€, on note
of =1’
ja ja
etles Ffa sont appelés symboles de Christoffel. On remarque également que, pour 1 € ['*°(E),

. XjVaxjn = Z 8(0x;,X)Voy,n.

n n
VX77|U =
J=1 J=1

Cela implique qu'une connexion linéaire sur E peut se voir comme une fonction a valeur

dans les sections de T"M o E

n
V:I®E)->T(T*"M®E); n— Z 8(0xj,—)® Voy;1.
j=1
DEFINITION 2.10. Pour tout X,Y € y*°(M) et pout tout o € T*°(E), on définit Uapplication
RY(X,Y)o =VxVyo—-VyVxo-Vixy]o.

On appelle RY le tenseur de courbure associé a V sur E.

2.2, Fibrés principaux

Dans ce qui suit,
R:GxG—G; Rggh=g'g
L:GxG—G; Lggh=gg

dénotent la multiplication, respectivement a droite et a gauche, dans un groupe G.
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DEFINITION 2.11. Soient G un groupe de Lie et M une variété C*. Un fibré G-principal
sur M est la donnée d’une variété lisse P, avec une application C* surjective [1: P — M, et

d’une action a droite de G sur P telles que

(1) l(p.g)=I(p) pour tout p € P et tout g € G et les fibres
P.:=T"'x)={p.glgeq, pour pe I (x)} =G
sont les orbites de points p € P sous l'action de G
(2) pour tout x € M, il existe un voisinage U de x et un difféomorphisme.
oM U)-UxG
tels que, si p € IT71(x), $(p) = (x,P<(p)), oit ¢y : 17 1(x) — G est un difféomorphisme.

De plus, ¢ est G-équivariant, i.e. p(p.g) = Pp(p)g ot laction & droite de G sur U x G

est donnée par
Ux@xG—-UxG; (x,8).8=(xgg).
La paire (U, ¢) est appelée trivialisation locale.

REMARQUE 2.12. — DLanalogie avec la définition de fibré vectoriel est immédiate.
Ici, ce sont des copies de G données par les orbite des points p € P qui jouent le role
de fibres et P est ’espace total. On peut définir les fonctions de transition de la méme
maniere.

— Le difféomorphisme P, = G implique que le groupe G agit librement et transitive-
ment sur les fibres et

M =P/G :={pG|p € P}.

EXEMPLE 2.13. Les exemples 2, 3 et 4 ci-dessous seront d’'une grande importance dans
ce qui suit.
(1) Lexemple le plus simple est le fibré trivial P = M x G, ou Il est simplement la pro-
jection sur le premier facteur et ’action a droite est triviale :

MxG)xG—MxG ; ((m,g),8")— (c,gg".

(2) Soit un groupe G agissant transitivement sur un espace topologique X. On appelle
alors X un espace homogene. En fixant un point xg € X et en définissant le stabi-
lisateur H de ce point pour l'action de G, on a X = G/H. En particulier, si X est une

variété lisse, on a une structure de fibré H-principal sur X :
n:G - X=G/H
avec l'action a droite
GxH — G; (g,h)—g.h
et les fibres
M '(x)={g.h|he H pour ge 1" \(x)} =gH ~H.
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Si G est un groupe de Lie et H un sous-groupe de Lie, G/H aura une structure de

fibré H-principal de la méme manieére.

(3) Soit un fibré vectoriel de rang &, E Im ,on définit F(E)= [] F(E), ou
xeM

F(E), = { p: R —E, : p est un isomorphisme linéaire}.
Cette construction définit un fibré GL(%,R)-principal F'(E) LY , avec ’action a droite
p.g:=pog:R" = Enp
pour g € GL(E,R) et p € F(E). Une construction similaire est possible sur tout fibré

vectoriel. On appelle F(E) le fibré des bases. Intuitivement, en chaque point x € M,
on attache le groupe des bases de la fibre E,, i.e. GL(%,R).

(4) Sur le fibré tangent d'une variété riemannienne orientée (M, g), la métrique per-
met de définir le fibré SO(n)-principal des bases orthonormées orientées. On définit

SOM) := I SO(M), ou
xeM

SOM), = {p:(R"(.,.)) = (T:M, &)}

ou p est une isométrie bijective préservant l'orientation. Intuitivement, en chaque

point x € M, on attache le groupe des bases orthonormées orientées de 7', M.

DEFINITION 2.14. Soit P LR M un fibré G-principal et TP le fibré tangent a P. Une

connexion G-principale sur P est une 1-forme
w:TP — g:=Lie(G)
telle que
* by * d —_
(1) pourtout Acg, wy(Ap)=Aou Ay := g O(p.exp(tA)), peEPetw,= ‘”|T,,P' On appelle
A* le champ fondamental associé & A.
(2) west G-équivariant, i.e. pour tout g € G et pour tout X € y°(P), o(R g+ X) = Ad g-1(0(X)).
THEOREME 2.15. Tout fibré principal P I M admet une connexion principale si M est

précompacte.
Le lecteur peut trouver une preuve de ce résultat dans le livre de Kobayashi et Nomizu [[17]].

REMARQUE 2.16. Notons tout d’abord que I'application w, est surjective pour tout p.
Ensuite, on définit 'espace
H, :=ker(wp)
et 'espace
Vy:={A;: A g} =ker(L,)
isomorphe a g, ou Il : T, P — Ty M. Légalité V), = ker(Il.) vient du fait que les fibres de
P sont les orbites de G et I1(p.g) = 1(p). Par conséquent,

h_ 4 _4
ILp(A}) = dt’O(H(p.exp(tA))— =

(II(p))=0
0
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et V}, est inclus dans ker(Il, ). Cargument dimensionnel dim(ker(Il.)) = dim(P)—dim(M) =
dim(g) implique I’égalité. L'espace V), est 'espace tangent a la fibre contenant p (i.e. lorbite
pG) en p. 1l est appelé ’espace vertical. On remarque également que V), et H), sont tous
deux contenus dans T, P. De plus, par définition de w, il est clair que H, NV, = {0}. Par

surjectivité de w,
dim(H ) = dim(ker(w,)) = dim(T, P) — dim(g) = dim(7', P) — dim(V},),
d’ou
VeyeH,=T,P.
Par conséquent,
Waplg, : Hp = TrpM

est un isomorphisme linéaire et on appelle H, I'espace horizontal. Cet isomorphisme
implique que pour tout x € M et tout X, € T, M, il existe un unique )_(p € H, tel que
I1, p(}_(p) = X,, pour p € [I"1(x). On appelle }_(p le relevé horizontal de X, en p. La conclu-

sion de cette remarque est que [[ H), définit une distribution G-invariante sur P appelée
peP

distribution horizontale. En fait, on peut montrer qu’on a une connexion G-principale

sur P si et seulement si on a une distribution horizontale G-invariante sur P.

DEFINITION 2.17. La 2-forme de courbure associée & w, notée Q) € Qz(P,g), est donnée

par

Q:=dw +[w,w]
ou dw est la dérivée extérieure de w, définie pour tout X,Y € y®(P) par
do(X,Y) = X(0(Y)) - Y (0(X)) - o(X,Y]
et [w,w] est la 2-forme définie par
[w,w](X,Y) = [w(X),w(Y)].
REMARQUE 2.18. Pour tout X,Y € y*°(P),
QX,Y)=doX,Y) +[wX),w(Y)]
=X (0(Y))-Y (X)) - o((X,Y]) +[0(X),w(Y)].

En particulier,
Q,(Xp,Y p)=-w,(X,Y1,)
et donc,
QUX,,Y,)=0=I[X,Y], € H,.
Cela revient a dire que la courbure est nulle sur les espaces H), si et seulement si la distri-

bution horizontale est involutive.

21



REMARQUE 2.19. A chaque fibré vectoriel de rang k, E = M, on peut associer le fibré
des bases F(E) LM de Pexemple 2.13. De plus, la connexion linéaire V sur E induit une
connexion principale w sur F(E) et donc un lien entre leur tenseurs de courbure. Dans cette
remarque, on montre comment se construit une connexion GL(%,R)-principale sur F(F) a
partir de la connexion sur E et on donne le lien entre les courbures associées a ces deux
connexions. Soit ¢ : 771(U) — U x R*, une trivialisation locale de E. Cela nous donne direc-

tement une trivialisation locale de F(E) :
(@):T7Y(U) - U xGL(k,R); p— (H(p),¢>|En<p> °p)

ol p :R" — T'ryp)M est un isomorphisme linéaire. On définit également la section locale sur
F(E),
o:U—-TYU); x—¢ Lx,Id)
telle que pour tout p € F(E),, p = o(x).g o g € GL(n,R) et $(p) = (x,g). On cherche une
application
wp : TpF(E) — gl(k,R) := Lie(GL(%,R))

respectant les conditions de la définition 2.14. Il semble raisonnable de considérer le difféo-
morphisme

Gsp : TF(E) — T:M & T,GL(E,R).

Pour tout A € gl(n,R) et tout X, € T, M,
Wo(x).g (&;(:Ec’g) (Xx +Lg*1dA)) =wp (Rg*zx(x)U*xXx +A;) = Adg-1(9(Xx)) +A

ou O est la 1-forme locale associée associée a V (voir remarque 2.9). La premieére égalité

vient de R (0(x)) =0(x).g =p =¢ x,g) et

$_l(x,g. exp(tA))
0

~ d
-1 _
‘P*(x,g)(Lg*mA) T

d

— | 71 _ A%
=3 ¢ (x,g).exp(tA)—A$

_ *
“x.g) AP'

0
La deuxieme fait de w une connexion GL(%,R)-principale. En effet, on peut vérifier que cette
expression est invariante par changement trivialisation locale et respecte les conditions
de la définition 2.14. On appelle w € QY (F(E), gl(k,R)) la connexion GL(%,R)-principale
associée a V. Cette construction implique la relation suivante entre les courbures de V et de

w.
PROPOSITION 2.20. Pour tout X,Y € y®°(M), e T°(E), x € M et p € 1" 1(x),
RY(X,, Yon() = p (Qp (X, Y p)p~ (1(x)).

En particulier, si on considere le fibré des bases, F'(M) associé au fibré tangent d'une variété
lisse M, on obtient la méme formule que dans le cas général mais V est une connexion affine
sur le fibré tangent. Sur une variété riemannienne (M, &), on peut considérer le fibré SO(M)
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des bases orthonormées orientées. Les calculs du cas général tiennent toujours mais on peut

choisir V comme la connexion de Levi-Civita V€ définie par les symboles de Christoffel

LCs _ 1P
Vaxjea—rjaep

avec &4(x) = ¢ 1(x,eq) et ¢ : IT71({U) — U x SO(n). La condition métrique de la connexion
de Levi-Civita, VLC§ =0, et le fait que {eq,...,e,} soit un repere orthonormé impliquent
l“fa + l“j.‘ﬁ =0. Alors, pour tout x € U,
B
(rja(x))a’ﬁ € s0(n)
ou s0(n) est ’'algebre de Lie de SO(n), donnée par 'ensemble des matrices antisymétriques.
2.3. Fibrés vectoriels associés
DEFINITION 2.21. Soit P % M un fibré G-principal et soit
p:GxV—V; (g,0)— p(gv

une représentation de G sur un espace vectoriel réel V de dimension finie. Le fibré vectoriel

associé, noté E:=P x,V M est défini via laction
(PxV)xG—PxV; (p,v).g:=(pg, p(g )

par
E=PxV)G={p,vl:peP,veV}

ot [p,vl={(p, v).g, g € G}. Alors, E est un fibré vectoriel de rang dim(V') sur M avec
M:E—M; [p,v]l—T(p).

REMARQUE 2.22. Cette définition nécessite quelques explications. Elle introduit un fi-
bré vectoriel E =P x,V I M associé a un fibré G-principal via une représentation p du

groupe G. Lespace total est E et les fibres
I1Y(x) = {[p,v]|v €V, pour chaque p e [T }(x)} =V
héritent de la structure d’espace vectoriel de V :
alp,vl+blp,wl=I[p,av+bwl.
De plus, une trivialisation locale de P dans le fibré G-principal de départ
¢:I7 W)~ UxG; p—{p),a),
induit une trivialisation locale de E dans le fibré vectoriel associé par
¢ U)-UxV; p— I(p),pla).

PROPOSITION 2.23. On peut voir les sections de E = P x, V comme des fonctions lisses a
valeurs dans V via l'isomorphisme
(P x, V)= C‘;O(P,V) ={geC®P,V)|do(p.g)= plg™Ha(p),VpeP,Vge G}.

23



DEMONSTRATION. Si G € C‘;O(P,V) on définit o(x) := [p,5(p)] pour tout x € M et un
peP,ie Il(p)=x. Lapplication 0 : M — E est bien définie car
[p-g,5(p.&)1 = p.g,p(g”3(p)] = [p,3(p)].

De plus, on a
(o(x)) =([p,6(p))) =I(p) =x,
et o est une section de E. Réciproquement, on associe a une section ¢ : M — E la fonction

0 : P — V définie par o(Il(p)) =[p,5(p)]. O

DEFINITION 2.24. Soit w € Q'(P;g) une connexion G-principale sur P. La connexion
linéaire V sur E = P x, V satisfaisant, pour tout n € I'°(E) et pour tout X € y*°(M), l'identité,
Vxn(p):=7.,X,) ow, X,€cH,

est appelée la connexion associée i w sur E.
REMARQUE 2.25. Soit M une variété de dimension m. Considérons un fibré G-principal
pLlum et un fibré associé E :=P x,V LY ou V est un espace vectoriel de base {eq,...,ez}.

Lobjectif de cette remarque est d’étudier le lien entre la connexion G-principale w dans P

et la connexion linéaire associée V dans E. On définit une trivialisation locale de P,
¢: W) —U =G,

et la trivialisation locale induite sur E au sens de la remarque 2.22,
$: Y U)-UxV,

avec (x1,...,x,) des coordonnées locales sur U et les sections locales e, € '°(E |U), ae{l,. .k}
définies par

e U—TTTHU) ; eux):=¢ Hx,eq)

Par la remarque 2.9, on a une expression locale pour la connexion linéaire V sur E
~ B~
Vox€qa = Bjaeﬁ,
ou O est la 1-forme locale

0:7M| —gik,R); X =X/0x; — (X70, | .

Cependant, par définition de connexion sur un fibré associé, on a la condition supplémen-

taire

Vo, €a(p)i= &ax, (0x;|,) o0 0y|, € Hp:=ker (wp).
Pour rappel, 6_xj| pest I'unique vecteur tel que Il (@L’) = Oy, |x avec p € [T"1(x). On observe
bup : TpP|poaqyy = TxM & Ty, ()G
et donc

(rb*p (alp) = a’Cj|ac +Lg*eA
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ou A € g. Grace a laremarque 2.19, et puisque 6_ij p €ker(wy), on peut écrire, pour p = o(x).g

ou o est la section locale de P définie par o(x) := (b‘l(x,e),
Wp (a_xj|p) =wp ((p;(lx,g) (6xj |x +Lg*eA)) =Ad(g1)We(x) (U*xaxj |x) +A=0
d’ou,
bup (a_xj|p) = axj |x _Lg*eAd(g‘l)wU(x) (U*xaxj|x) .

Par définition, &, : P — V est I'unique fonction G-équivariante telle que é,(II(p)) = [p, e4(p)].

De plus, pour x € U,
o) :=¢ ' (x,e0) = [¢ 7 (x,€),e0] = [0(x), €ql.
Donc, pour II(p) =x et p =0(x).g,
ea(p) =[o(x),eal = [0(x).g,p(g M eal =[p,p(g Heql

et
goc(p) = p(g_l) €q-

On calcule
= — d = — —
Fony (#ip (X Lige ) = 3| (Bal07 00 gex004) = (poct) e e

ol ¥y :[-1,1] = M est un lacet C* telle que y,(0) =x et 7,(0) = X,.. On obtient
ga*p (0_xj|p) = gva*p (‘P;(lx,g) (03], = Lg., Ad(g1y 00w (U*xaxj|x)))

= pe (Adg 0o 0 <z (9x7],)) (0(g™Dea)

= p(g V) (pre (Wow)T+x (0x5],)) €a)-

Des lors,
Vox,8a(x) = [0(x), Var,8al0(x))]
= [0(),2a, (951,
= [0(x), pse (0o T 42 (0x;],)) €a]
= [0, (pre (o0 (071,))) 5]
= (pre (Wot0+x (0x],))) , s €p(x)
implique

0, = (pre(@(0.0x)), 5
ou O est la 1-forme associée a V (voir remarque 2.9)
0 =pie(w(o.)): TM|U — gl(V) = gl(%,R).
Cette expression définit le lien entre la connexion principale w sur P et la connexion linéaire

V du fibré vectoriel associé, E.

La propriété suivante donne un lien entre la 2-forme de courbure sur un fibré principal et
le tenseur de courbure d’un fibré vectoriel associé.
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PROPOSITION 2.26. Pour tout X,Y € y*°(M) et pour tout o € I'*°(E),
RYX,Y)o(p) =5, (Qp ()_cp,?p);)
pour tout p € P.
DEMONSTRATION. Par définition,

Veo(p)i=6.p (X,) =X (@)p)

d’ou
VxVyo(p) = Vyo., (X,) =X (Vyo) (0) =X (Y @) ().
Par conséquent, le terme de gauche de 'énoncé se réécrit
RY(X,Y)o(p) = (VxVyo —Vy Vxo - Vix.y10) " (p)

=X (Y@) @) -Y (X@) () - X,YI@)p)

=[1X,Y]-[X,Y16)p).
Par la remarque 2.18,

QX p,Y ) = —w,(X,Y 1p).
Comme détaillé dans la remarque 2.16, T,P = H, @V, ou H, := ker(w,) et V,, = ker(Il,,) =
{A;‘, tAe g}. On peut écrire [X,Y ], =u, +v, avecu, e H, et v, €V, et on a
., (X, 71, = MLX, L ¥ Iy = X, Y.
Cela permet d’écrire
[X,Y1,=[X,Y],+A4,
ot w, ([X,Y1,) =A€g. Dot
QX,,Y ) =-0,(0X,Y],)=-A
avec (—Qp(yp,?p)); =A;= [X,Y], —[X,—Y]p. On conclut la preuve en combinant nos deux
observations. O
2.4. Propriété de construction

Dans cette section, nous allons fusionner la remarques 2.19 avec la définition de fibré
associé. Tout d’abord, a partir d'un fibré vectoriel, nous allons construire le fibré des bases
comme dans la remarque 2.19. Ensuite, nous considérerons le fibré vectoriel associé via la

représentation naturelle
GL(k,R) x RF — R”.
Le fait remarquable mis en évidence par la propriété est que le fibré ainsi obtenu est iso-

morphe au fibré vectoriel de départ.
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DEFINITION 2.27. Soient E 22 M et F ™5 N deux fibrés vectoriels. Un morphisme de
fibré est la donnée de deux applications continues f et g telles que le diagramme suivant

commute,
E-LsF

g 52
|l
M — N.
l.e. gong =npof. De plus, pour tout x e M,

foi= f|Ex gt () — R (g(x)

est une application linéaire entre espaces vectoriels. Comme g est surjective, g est unique-

ment déterminée par f.

On a un isomorphisme de fibré si f est un difféomorphisme et f, est un ismorphisme sur

les fibres pour tout x € M. Dans le cas ou M = N, g est simplement l'identité.
PROPOSITION 2.28. Soit E 2 M un fibré vectoriel réel de rang k, alors
E =F(E) xgL R

ou F(E) L M est le fibré des bases associé a E et F(E) x gy, R L Mie fibré vectoriel associé

via la représentation naturelle
GL(k,R) x R* — R¥; (g,u) — g(u).

DEMONSTRATION. La preuve consiste simplement & construire cet isomorphisme de
fibrés vectoriels, i.e un difféomorphisme C®, f : E — F(E) xg1, R* tel que pour tout x €
M, fo:=f | E, :E, — (F(E) xg1, R*), est un isomorphisme linéaire et tel que le diagramme
suivant commute

E —15 FE)xo R

g In
M— M
Sans entrer dans les détails, pour tout x € M, on définit 'application linéaire

feiEx— (FE)xGLRY) 5 no—Ip,p ),

avec p : R* — E, un isomorphisme linéaire dans F(E),. Cette application est bien définie

car pour tout g € GL(k,R), on a

[p.g,(p.8) ) =Ip.g,g {p tn N =p,p ()l

On vérifie facilement que f, est un isomorphisme linéaire. Ensuite, on montre via les tri-

vialisations locales que f : E — F(E) xgr, R¥ est un difféomorphisme. O

REMARQUE 2.29. Cet isomorphisme de fibrés implique un isomorphisme de sections de

fibrés donné par
[°(E) — I®(F(E) xgR*) = CZ (F(E);RF) ; n—17

avec 7i(p) := p~In(II(p)).
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Qu'est-ce que ce résultat implique pour les connexions dans E et F(E) xgr, R* ? Soit w la
connexion GL(%,R)-principale sur F(E) associée & V au sens de la remarque 2.19 et V la
connexion associée a w sur F(E) xgr, R¥ au sens de la remarque 2.25. Il est tentant de sup-
poser que V =V a travers 'isomorphisme de fibrés E =~ F(E) xgp,R*. C’est exactement ce que

signifie la proposition suivante.

PROPOSITION 2.30. Pour tout X € y*°(M) et pour tout n € '*°(E),

V/X\U(P) = ﬁ*p ()_(P)

ol )_(p est le relevé horizontal de Xty(p) par rapport a w et 1) =:= p~In(I(p)).

DEMONSTRATION. Le résultat est prouvé localement. Soit

G U)— U x R*,
une trivialisation locale de E, et
$: T U) ~ U xGLER);  ¢(p) = (TP, |5, 0P

la trivialisation locale de F(E) induite par ¢, avec les coordonnées locales (x1,...,x,) sur un
ouvert U de M. On note {e1,...,e;} la base canonique de R* et &,(x):= (p‘l(x,ea). On définit

également la section locale de F'(E) :
o:U-TT"YU); x— ¢ Lx,id).
On remarque en passant que
¢|Ex oo(x)=Id = o(x)= (¢|Ex)_1 = o(x)eq = eq(x).

On pose X = Xjaxj, un champ de vecteur sur M, p = ¢~ 1(x,g) = o(x)g un point de P et pour
1€ T°°(E) on peut écrire 7|; = (%) €4. On calcule
YRR |
Vxn(p)=p (VXn(x))
—p! (X,{axj |, (7%) Eal) +X,{ngefa(x)5ﬁ(x))
- g o) (Xj;axj |, (7%) Ealx) +Xj;ngefa(x)aﬂ(x))

= (g7 (xdox, |, (1) eatw) + X0,

a

(x)e ﬁ(x)) .

De plus, on sait grace la remarque 2.19,

)_(p = ‘ng,g) (Xx - Lg*idAd(g_l) (X’J;Hfa(x))aﬁ)
= Rgm(x) (i*(lx,id) (Xx - (Xéejﬁa(x)) aﬁ))

= Rg*a(x) (U*xXx - ((Xa]c.ejﬁa(x))aﬁ) ( )) .
olx
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Donc,

N«p ()_(p) =Msp (Rgmx) (U*’CX’C B ((Xief“(x))dﬁ)* ))

o(x)
*
AT Jnb
=g n ()(U*X—(Xe-(X) ) )
(7)ot |72 | (X200, 0), )
ou on peut écrire, d’'une part,

d
Mo (0 Xy) = a@& (o (rx,®))
0

d _

= a OU(YXx(t)) 1 (UYXx(t))
d a -1/~

= a1, Trw? rx0) ™ (@a (rx. )
d o .

- a on?’xx(t)e“ =X(n%)eq

et d’autre part, en posant
*

A= (Xiefa(x))aﬁ)

a(x) ’

d
f(o(x).exp(tAy)) = d—’oexp (—tA,) (M (o(x))

d
o) (Ay) = —
Nxo(x) (Ax) dt|0 ;

d
= aL)exp(—tAx) (nSeq) =—Ax(nSeq)
= -n2XxJ00 (Wep.

a

On déduit, comme souhaité,
Nep (Xp) = (67) (Xetn™ea + 12 X107, (e ) = (Vx1) ().
O

On conclut des deux derniéres propositions que tout fibré vectoriel est le fibré associé
a un fibré principal et toute connexion linéaire est la connexion associée & une connexion

principale. Par conséquent, il est suffisant de considérer uniquement les fibrés principaux.

EXEMPLE 2.31. Nous cléturons ce chapitre par un cas particulier important. Soient
(M, 8) une variété riemannienne orientée et VC la connexion de Levi-Civita correspondante
et soit SO(M) I M le fibré des bases orthonormées orientées sur M. Il y a un isomorphisme
de fibrés entre le fibré tangent T'M et le fibré associé a SO(M) via la représentation naturelle
SO(n) x R* — R™ :

TM =SO(M) xgo R".
En effet, on a I'identification
Xy —[p,p (X2
ot p: R* — T, M est une isométrie linéaire préservant l'orientation et p € II"1(x). Cela

induit également I’isomorphisme

X (M) — T(SO(M) xg0 R™) = CZ,(SO(M), R") ; X — X
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sur les sections, avec X'(p) = p_1 (Xn(p)). De plus, si w € QL (SO(M);s0(n)) est la connexion
SO(n)-principale sur SO(M) associée & VEC | alors pour tout X,Y € y>®(M),

Vg}CY(p) = ?*p()_(p)

ou )_(p est le relevé horizontal de Xty(,) par rapport a w.
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Chapitre 3

L’opérateur de Dirac dans le cadre riemannien

Lopérateur de Dirac est un opérateur différentiel linéaire du premier ordre défini sur
une classe de variétés riemanniennes appelées variétés spinorielles. Il agit sur les sec-
tions d’un fibré vectoriel particulier associé a la variété et appelé fibré des spineurs. Une
propriété remarquable de cet opérateur réside dans la formule de Lichnerowicz-Weitzenbock

qui établit un lien direct entre 'opérateur de Dirac et le Laplacien :
D?n=An+Cs()

ou C est une constante, s la courbure scalaire et 7 une section du fibré des spineurs. En sub-
stance, le carré de 'opérateur de Dirac est exactement le Laplacien a un terme de courbure
preés.

Avant de considérer le cas général, regardons ce que 'on obtient dans un cas simple.
On considere R®3 avec la métrique définie négative et la base canonique {e1,eg,es}. Le

laplacien prend alors la forme bien connue
2 52 A2
A=-0y, — 0y, —0x,.
Considérons un opérateur différentiel du premier ordre
D =710, +7?0x, +7°0u,

et essayons de voir §’il peut satisfaire la formule de Lichnerowicz-Weitzenbock. Ici la cour-

bure est nulle et D? = A si et seulement si les 1/ sont constants et tels que
aP=-1  yy ety =0,k

Ces équations n’admettent pas de solution complexe. Cependant, on reconnait ici les pro-

priétés d’'une algebre de Clifford et on a la solution matricielle suivante

i 0 0o -1 0 1
y'= 1, rP= , Y=
0 —1 1 0 1 0

qui s’avére étre une représentation de ¢>® donnée par
er—7Y1, e2x—7Y2, e3—7Ys.
Par conséquent, nous allons devoir définir I'opérateur D comme agissant sur des fonctions
C®, v :R? — C2, appelées champ de spineurs, et tel que
3 3
Dy:=) yoxjy:=) ejedxy
j=1 j=1
ollejev:= y/v, pour v € C2, est la multiplication de Clifford.
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Ce cas simple permet d’identifier les ingrédients nécessaires a la construction de 1'opé-
rateur de Dirac. Premiérement, nous clarifierons 'appellation "champ de spineurs" en iden-
tifiant les fonctions ¢ comme des sections du fibré des spineurs, noté S. Deuxiémement,
nous donnerons une définition générale de 'opérateur différentiel dx; qui deviendra une
connexion linéaire VS sur le fibré des spineurs. Troisiémement, nous définirons la multi-
plication de Clifford u sur le fibré des spineurs. Ces trois étapes permettront de définir
Popérateur de Dirac comme

D ::,roS

et de démontrer qu’il satisfait 1a formule de Lichnerowicz-Weitzenbock. Enfin, ce chapitre se
conclut par la construction d’'une structure hermitienne sur les sections de carré sommable

du fibré des spineurs, telle que 'opérateur de Dirac est symétrique.

3.1. Structure spinorielle et multiplication de Clifford

3.1.1. Variétés Spin.

DEFINITION 3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée. Une structure spino-
HSpin HSO

M tel que, si SO(M) —— M est le

fibré des bases orthonormées orientées sur M, on a le diagramme commutatif suivant

rielle sur M est un fibré Spin(n)-principal Spin(M)

Spin(M) x Spin(n) —2 Spin(M)

(A,A)\L \LA

SO(M) x SO(n) —2— SO(M)

ot A\ et A sont des revétements doubles de SO(M) et SO(n).

Toute variété riemannienne orientée n’admet pas de structure spinorielle. Une condition
nécessaire et suffisante pour I'existence d’'une telle structure est que la seconde classe de
Stiefel-Whitney soit nulle, comme détaillé dans [13]. On appelle variétés Spin les varié-
tés munies d’'une structure spinorielle. Notons aussi qu'une structure spinorielle sur une

variété n’est en générale pas unique a isomorphisme pres.
EXEMPLE 3.2. Méme si toute variété riemannienne n’admet pas de structure spino-
rielle, cette classe contient de nombreuses variétés usuelles dont les exemples ci-dessous :
(1) les sphéres $”, pour n =1
(2) toutes les variétés compactes et orientées de dimension inférieure ou égale a 3
(3) 'espace projectif complexe CP” est spin pour n impair et non-spin pour n pair.
REMARQUE 3.3. Le revétement double A : Spin(n) 21 SO(n) de la définition 3.1 est
identique a l'application y défini dans la section 1.2, i.e. pour s € Spin(n) et x € R”,

AS8)x = sxs™L.

En particulier, on a une représentation A : Spin(n) x R* — R™.
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REMARQUE 3.4. Cette remarque prolonge I'exemple 2.31. Soit (M, g) une variété rie-
mannienne orientée de dimension n. On peut alors définir le fibré principal SO(M) Tlso,
M. Supposons que M soit muni d’'une structure spinorielle, i.e. d'un fibré Spin-principal
Spin(M) 25
3.1 commute. Alors, on a I'isomorphisme de fibrés

Spin(M) x ) R" — SO(M) xgo R"

M avec les revétements doubles A et A tels que le diagramme de la définition

[q,ul—I[q,ul
ou q := A(q). Cette application est clairement surjective et elle est injective grace a la défi-
nition des classes d’équivalence. En effet, si [g1,u1] =[q2,u2], alors g1 et g9 appartiennent

4 la méme fibre 151

Spin(x) = Spin(M),. Des lors, il existe g € Spin(n) tel que g1 = qo.g. Par

conséquent,
[q1,u1]=[g2, A(g)u1l =[Gz, usl
d’ou A(g)u1 =ug et
lq1,u1] = [g2.8,A(g™ uzl = [q2,uz].
En fusionnant cette remarque avec on a 'exemple 2.31, on a la chaine d’isomorphismes de
fibrés
Spin(M) x ) R" = SO(M) xgo R" = TM. (3.1)

3.1.2. Fibré des spineurs.
DEFINITION 3.5. Le fibré des spineurs est le fibré vectoriel S := Spin(M) x, S, associé
a Spin(M) via la représentation spinorielle
o : Spin(n) — Aut(S,),
ou p= 1<|Spin(n) et k : C7} — End(S,) est la représentation introduite dans la section 1.3.
DEFINITION 3.6. On appelle champ de spineurs les sections du fibré des spineurs; c’est-
a-dire des fonctions C*, v : Spin(M) — S,,, Spin-équivariantes (voir proposition 2.23).

REMARQUE 3.7. La connexion de Levi-Civita VL€ sur (M, g) induit naturellement une
connexion sur le fibré des spineurs. Si w € QL (SOM), SO(n)) est la connexion SO(n)-principale
sur SO(M) associée a VEC (voir remarque 2.19), alors la connexion Spin(n)-principale sur

Spin(M), qu’'on notera , est donnée par le diagramme commutatif

TSpin(M) —2— spin(n)
N .
TSO(M) —=— so(n)
c’est-a-dire,
Dq(Zq) = Mue) 0 (ArgZq) .
On vérifie facilement que cette expression définit bien une connexion Spin(M)-principale.

De plus, on peut définir la connexion linéaire VS associée & @ sur S par

VEN(G) =Tq(Xg)
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pour tout X € y*°(M) et tout n € I'*°(S).

REMARQUE 3.8. On peut établir un lien entre les tenseurs de courbure RY sur le fi-
bré des spineurs et R sur TM. En effet, si on part du fibré tangent M muni de la
connexion de Levi-Civita et qu’on considére le fibré principal SO(M) avec w la connexion
SO(n)-principale associée au sens de la remarque 2.19, on a la relation entre les courbures

donnée par la proposition 2.20 :

vLC

RY" (X, YZ: = p (%X, Y p)p ™' (Z)

pour p € Hé(l)(x), x € M. De plus, pour q € Hééin(x), les relevés horizontaux sur SO(M) et

Spin(M) respectent la relation
Hpg) = Nig (ﬁq) .

Par conséquent,

RY" (X, Yo)Zo = p (X, Y p)p ' (Z)

= A(q) (Q AQ) (A*q)_(q,/\*q?q) A(q)_l(Zx)) .

Si on note @ la connexion Spin(n)-principale sur Spin(M) et Q la 2-forme de courbure asso-

ciée, la proposition 2.26 nous donne I’égalité suivante, pour tout n € I'*°(S),
RY (X, Y)0(@) = ~7vq (04 (X4, V) )
avec q € Spin(M). Par définition de w (voir remarque 3.7),
ﬁq ()_(q’?q) = (’T*e)_l (QA(q) (A*q)_(qu*q?q))

donc,

RY (X, Y)1(q) = ~Tieg (O (X4.¥4) q) = %

Oﬁ(q.exp(tﬁ ()_(q,?q)))

= %‘Op (exp (tﬁ (}_(q,Yq)))ﬁ(Q) = Pre (ﬁq (}_(q,?q))ﬁ(q)
= Due ((A*e)_l (QA(q) (A*q)_(q,A*q?q)))ﬁ(q)

= poe (o) TATHQRY (X, YOAQ)) ).

Localement, on considére une trivialisation locale de Spin(M)

¢ Hé;in(U) — U x Spin(n).
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On pose o(x) := <p_1(x,e), x €U et ey(x) := Alo(x)) eq ou {eq,...,e,} est la base canonique de
R”™, alors {€1,...,€,} est un repere orthonormé local sur T M. Pour g € Spin(M), si ¢p(q) = (x, 2),

alors g = g(x)g. D’ou, avec g = A(g) € SO(n),

RV (X,Y)1(@) = pre (1o ATH@ 0 @IRY (X, YA G () (@)

= pee (A2 T AAEH (A HO@IRY (X, YA ) | lq)

= pee [Ad(g™H(Rue) ! (A HO@IRY (X, YO MO 0)) | lq)

= plg Dpee (o) (A0 @) BY ™ (X, YO MO o) (@)
On se rappelle que A est ’homomorphisme

A:Spin(n) — SO(n); A(s)x =sxs™ !
et on calcule
Aeolegep) ey = eqepey —eyeqep

ce qui donne 2eg, —2e, et 0 respectivement pour y = a, y = f et y # a, . En bref,
A*e(eaeﬁ) = 2Ea’ﬁ

ou E 4 est une matrice telle que toutes les entrées sont nulles a I'exception de aff et fa qui

valent respectivement —2 et 2. Comme énoncé dans le théoreme 1.16,
spin(n) = Spang{eqepla <}

et on remarque
so(n) =Spang{E.sla<p}.
Par conséquent,

Ase - Spin(n) — so(n)

est un isomorphisme d’algébres de Lie. Finalement, on a
RY (X,Y)1(q) = pue (Ad (7)Ao ( > RXLC(Xx,Yx>£.Eaﬁ)) 7(q)
a<p
ou

RY (X, Yo) &) = RY (X, Yo &p(x).

et, avec un systéme de coordonnées locales (x1,...,x,) sur M

Rvsmk)n(q) = Pxe (Ad (g_l) (A*e)_l ( Z ij]j;ﬁ (x)Eoc,B)) n(q)

a<f

ou
VLC

Y (0n,| 20 |,) Za) =RY, P(x) Ep(2).
Jlx x Jk

[e4

R
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3.1.3. Multiplication de Clifford.

DEFINITION 3.9. Lapplication linéaire u:R™ x S, — S,, définie par u(x,y) = x(x)y est
appelée multiplication de Clifford. On notera souvent pu(x,w)=xe .

REMARQUE 3.10. Pour compléter cette définition, trois faits importants doivent étre
soulignés. Tout d’abord, cette application est Spin-équivariante. Pour tout s € Spin(n), on a

x(s) = p(s) et donc
pi(s.(w,9)) = pA(s)u, p(s)y) = k(sus ™ Hp()y = p(s)x(wy = p(s)p(u, y).
Ensuite, elle induit le morphisme de fibrés associés
©: (Spin(M) x,R*)® S — S, (3.2)
ou S est le fibré des spineurs, via
ulg,x1@lq",wl) :=[q,mx® p(g )]
avec Igpin(q) = Igpin(q’) et ¢’ = ¢.g". En particulier,
wlg,xlelg, v :=lg,k(x)yl.
Grace a I'isomorphisme (3.1) de la remarque 3.4, on peut réécrire (3.2) comme
w:TMeS — S
tel que pour tout X € y*°(M), n € I'*°(S),
Xeo=uX®0)eT™(S).
De plus, pour tout g € Spin(M),
X en(g):=X +7g):=x(X(g)g) = p(X 8 7)q)
ouX et 7] sont les fonctions C* données par la proposition 2.23 avec
1 (M) = T*(Spin(M) x ) R") = C3°(Spin(M), R")
et
I°(Spin(M) x, Sp) = C(Spin(M), Sy).
Enfin, on peut étendre la multiplication de Clifford a toute I’algebre de Clifford
L:E€RH®S, —S,.
Comme ci-dessus, cela induit le morphisme de fibrés
p: (Spin(M) x, €(R")) S — S.

On définit le fibré

C€(TM):= || €(T:M,g.)
xeM
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appelé fibré de Clifford. Lisomorphisme (3.1) implique € (T'M) =~ Spin(M) x ) € ,(R") et la
multiplication de Clifford s’étend au fibré de Clifford

p:€(TM)®S — S.

Cette construction donne a S une structure de module de Clifford sur € (T M) : pour tout
x € M, la fibre E, est un module sur I’algebre de Clifford €(T,M,g,).

Une propriété utile est que cette opération est compatible avec la connexion VS sur le fibré

des spineurs dans le sens de la proposition suivante.
PROPOSITION 3.11. Soient X,Y € y*°(M) et n € I'*°(Spin(M) x,, S). On a
VY o) = (VECY) o+ Y o (V3.

DEMONSTRATION. On calcule pour g € M,

VS(Y en)(q) =Y o1.q(X,)

ot Y e1(q) = Y, « 7i(q) = (Y (¢))ii(q). Avec y : R — M, tel que y(0) = q et y'(0)=X,, on a

d| ,— d ~
T @)= 5| (T00) = 3| u(

—

Y®) 2 (r®)

| &

Oﬁmmmmm

~u(F () g 700) +n
=4 (?q)ﬁ*q ()_(q) Ty (?*‘1 ()_(q)

= u(T,) VEn(g)+ (@?Yq) i)

[oW

t

—

n(q)
=Y « VSn(g) + (VECY,) e 1)

ce qui conclut la preuve. ]

3.2. Opérateur de Dirac

Dans la section précédente, nous avons construit le cadre suivant. Soit (M, g) une va-

riété Spin et S := Spin(M) x, S, le fibré des spineurs associé. A partir de la connexion de
Levi-Civita VL€ sur M, on a construit la connexion linéaire associée sur S
VS T®(S) = T™(T* M S).
On a également défini la multiplication de Clifford
w:TMeS —S

provenant de u:R” x S, — S, définie par u(x,w) = x(x) . Nous avons tous les ingrédients

nécessaires pour définir 'opérateur de Dirac.

DEFINITION 3.12. L'opérateur de Dirac est défini par

D :=po VS :T®(S) — I(S)
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ou, plus précisément,
S
D :T*(S) v, I(T*M & S)=T®(TM & S) & T(S)
ou T*M =~ TM est donné par l'isomorphisme musical b de l'exemple 2.2.

REMARQUE 3.13. Localement, soit U un ouvert de M et ¢b: Hg;in(U) — U x Spin(n) une
trivialisation locale du fibré Spin(M). Soit

o(x):=¢ '(x,e),
x €U, alors g € I'*°(Spin(M ))|U. Posons également
eq(x):= Alo(x)) eq

ou {eq,...,e,} forment une base de R" et A : Spin(M) 21 SO(M) est le revétement double de
la définition 3.1. On construit ainsi le repére orthonormé local {¢1,...,e,} sur TM. Pour tout
X = X*&, € Y>> (M),
Valy =Y XV n= 5 8(@0,X)VS n
a=1 a=1
d’ou,

n
Vnly =Y §@Ea,~)e Vs 1.
a=1

Par conséquent, pour tout n € I'*°(S),
¢ S ¢ S
Dn|U = Z u(ea ®V5a17) = Z eq* V3 1.
a=1 a=1

3.3. Formule de Lichnerowicz-Weitzenbock

Avant de nous attaquer a la formule de Lichnerowicz-Weitzenbock, il faut préciser la
définition de 'opérateur laplacien sur un fibré vectoriel et, en particulier, sur le fibré des

spineurs.

DEFINITION 3.14. Soit (M,g) une variété riemannienne, on définit le gradient grad(f)
d’une fonction f € C*°(M), pour tout Y € y*°*(M) par

& (grad(f),Y)=df(Y)=Y(f).

DEFINITION 3.15. La divergence div(X) € C®°(M) d’un champ de vecteurs X € y>°(M) est
définie par

div(X), :=Tr (Yx € ToM — Vi° Xx)

pour xe M.
DEFINITION 3.16. Lopérateur de Laplace est défini pour tout f € C*°(M,R) par

A(f) := div(grad(f)).
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Dans un systéme de coordonnées locales (x1,...,x,) avec X = X kaxk, les définitions 3.14 et
3.15 se lisent

of

grad(f) = Z(g_l)ija—axl' (3.3)
i xj
div(X) = 0x;(X7) + X*T,. (3.4)

En combinant (3.3) et (3.4), on obtient ’expression locale du Laplacien dans les coordonnées

(x1,.00,%5) ¢
1, 0f j -1, 0f
A=Y ox;|Y@EH—+Y17 |Y@E.H—|
f ; J(; g]k axk) %‘4 Jjk (; 8re 0x,
REMARQUE 3.17. Pour tout f € C*°(M) et V la connexion de Levi-Civita, on a 1’égalité
A(f) = Trg(V2f)
ou
Vxyf=VxVyf -V f = XX ()~ xY)Xf)

et
Trg(V2f):=Tr(Yy € T:M — Z,)

tel que g(Z,,Y,) = V%, x.f- En effet, par la condition métrique de la connexion de Levi-

Civita, on a pour tout X, € T, M,
g(vagTad(f)anx) =Y, (g(grad(f),, X)) - §(grad(f)x, vYx)(x)
= Yo (Xo(f) - Vy, Xe(F) =V} x f.
Cette remarque motive la définition suivante.

DEFINITION 3.18. Lopérateur de Laplace A sur le fibré des spineurs S, associé & la

connexion VS, est donné pour tout n € I°°(S), par
A1) := Trg((VS)? )
ot (VSx y)2n:=V5vin- V%cyn, X,Y € y°(M).
REMARQUE 3.19. En général si E = M est un fibré vectoriel sur une variété rieman-

nienne (M, g) et V une connexion linéaire quelconque sur E, I'opérateur de Laplace sur E

associé a V est défini, pour tout n € I°(E), par
A(m) = Trg(V?n)
ou V2xyn:=VxVyn—Vycyn, X,Y € y°(M).
Localement, avec {e1,...,€,} un repére orthonormé local sur un ouvert U c M,

n n n n
An|y =Y vga,gan =Y Ve, Ve,n-Vyez n= Y Ve, Ve,n+ 3 div(éa)Ve,n.
a=1 a=1 o a=1 a=1
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DEFINITION 3.20. Soit (M,8) une variété riemannienne, le tenseur de Ricci est défini
par

Ricy(Xy,Yy) :=Tr|Z, — RV (Xy, Z,)Y,
xeMet X,Y,Z € y*°(M). On appelle courbure scalaire la trace de l'opérateur de Ricci :

s :=Trz(Ric).

Le lemme suivant est un résultat bien connu de géométrie dont nous ne donnons pas de

démonstration. Le lecteur peut se référer, par exemple, a [17]].

LEMME 3.21 (Premiere égalité de Bianchi).

VX YZ+RY (2, X)Y +RVC (Y, Z)X =0.

THEOREME 3.22. Soit (M, g) une variété riemannienne spin et orientée et soient D et A
les opérateurs de Dirac et Laplace associés & la connexion VS sur le fibré des spineurs S,

alors, pour tout 1 € I'*°(S),
1
D?=An- 25-

DEMONSTRATION. Soit {€1,...,€,} un repére orthonormé local sur TM, on a

Par la proposition 3.11,

Z (V~ eﬁ,ey)(eaey)‘v~ 77+Z(eaeﬁ)‘vs 77
By @p

ou on a décomposé
VLC~ Zg(V~ ep, e )
et ou
eqey=¢égeey € 6(TM).

Dans €(TM, 8), &2 = §(64,84) = 1 et Pexpression devient

Y &(viCep.e )v~ n+ Y 8(VECepey)@atp) e vE n+ZvS VS n+ Y @atp) s VEVE p

a,p B.azy a#p
puis,

Zdlv(eﬁ)V~ n+ Y. g(V~ eﬁ,ey)(eaep)oV~ n+ZVS VS N+ > (eaeﬁ)-V V S
B.a#y a#p
par définition de la divergence. Le premier et le troisiéme termes donnent exactement I'ex-
pression locale du Laplacien de 1. De plus, par la condition métrique de la connexion de
Levi-Civita, on a
3 (020%55) = -2 510, + 20 66E0.,)

40



oll le dernier terme s’annule puisque g(eg,€g) = 6gy. Par conséquent on peut réécrire notre
expression comme

An- . g(eﬁ,V~ ey)(eaey)-V~n+ Y (EqEp)e VS v 0
B.a#y a#p

=An- Z(eaey)‘v LCg 77+ Z(eaeﬁ)‘vs &5l
a#ty

ou1 I’égalité suit de la bilinéarité de VS et du fait que
%é’(?ﬁ,véffy) ep=Vi ey.
Comme g(ey,ep) =045 et €,65 = —€pe, dans €(T M), notre expression devient
An - ();y(eae},)- V[vLC~ vics, ]77 + Z (eqep)e {vgﬁvgﬁa - V‘gavgﬁ}n.

Par la condition de torsion de la condition de Levi-Civita, VLC VLCea = [ea,ey] et par

définition du tenseur de courbure, on a
An- Y @aép)eRY @a,ép)n = An——Z(eaey) «RY (@4,85)7.
a<p aﬁ

VLC

En utilisant le lien entre les courbures de VS et exposé dans la remarque 3.8 et la

remarque ci-dessous, on obtient :
1 o~
RY'(X,Y)n=7 3 RV (X,Y)(@&e5) n.
Y<é

Donc, on obtient

1 -~ LCs .
D’n=An+5 Y Y @afp)*Ryp @80 en
a<fy<dé

RY(@,,2p) & =RV, 25,
c’est-a-dire,
Ry, % =R"" @ 2p)).
De plus, on a
Ry, = g(RVLC(aa,aﬁ)ay,ag) =RYy s
et

1 LC . o o
Dzn =An+ 3 Z Rzﬁyé(eaeﬁeyeg) e 7).
a,B,y,0
Par la premiere identité de Bianchi et le fait que

tous les termes tels que a, 8,y sont différents deux a deux s’annulent. De plus, le tenseur de

courbure est anti-symétrique en les deux premieres et les deux derniéres composantes. Par

conséquent, les termes tels que a = f s’annulent également. On écrit les termes restants

1 e 1 LC . o
An+— Z RZﬁya(eaeﬁeae5)on+— Z Rzﬁﬁ(s(eaeﬁeﬁeg)on.
8 a,B,a,0 8 a,p,B,6
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Les anti-symétries de R V¢ et les relations de Clifford Eza =1lete,es=—€pe,, impliquent la
simplification supplémentaire
1 e\ . 1 e | .
N O RRICETRRE Dol CERRY
B0\« as\ B

Par définition du tenseur de Ricci, on a

1 e\~

An—— ZRIC(eﬁ, es)(epes)en.

4 ﬁ’6

Comme Ric(eg,e5) = Ric(es,ep) et egep = —epeq il ne reste que les termes ou =

1 e e
An—ZZRlc(eﬁ,eﬁ)(eﬁeﬁ)-n.
p

La somme dans le deuxiéme terme est exactement la trace du tenseur de Ricci, i.e. la cour-
bure scalaire )
D2n =An—- Zs(n)

ce qui conclue la preuve. ]

REMARQUE 3.23. La représentation de I’'algebre de Clifford introduite au premier cha-
pitre est donnée par
K. an e End(Sn)

et elle se restreint a la représentation de Spin
p:= K|Spin(n) :Spin(n) — Aut(S,).

Alors,
px :spin(n) — End(S,); x~— p.(x)

P«(x):Sp —Sn; Y xx)y.

Gréce aux calculs de la remarque 3.8, si ¢(q) = (x, g) pour une trivialisation locale

¢ : Mgy, (U) — U x Spin(n),

on a

RY (X, Y)n(q) = pue (Ad (€ Aue)? ( Y RXLC<Xx,Yx)§.Eaﬁ)) i(q)

a<f

= x (Ad(g_l) ( Y %RXLC(Xx,Yx)ﬁ eqe ﬁ)) 7i(q)

a<p

1 LC _ _ N
= ER’Y X, Yohx (g eagg  epg)Alq)
a<p

1 LC = = ~
= Y S BY (Xa Yoo x (Cal@) (@) 7q)
a<pf
ou la derniére égalité vient de e, = A(g 1 )(eq) = g leqg. On obtient 'égalité souhaitée en
utilisant la notation e pour la multiplication de Clifford
1

RV X.Y)n=
’ Tl— 2

Y RV X, Y)i@aep) en.

a<p
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3.4. Structure hermitienne

En faisant attention aux signes, et en modifiant 1égérement la définition de structure
spinorielle (voir chapitre 5), tout ce que I'on a écrit jusqu’a présent est transposable dans un
cadre pseudo-riemanien. En particulier, la formule de Lichnerowicz-Weitzenbick reste vraie
pour des variétés spin pseudo-riemanniennes. Dans cette section, le caractére riemannien
prend toute son importance. En effet, il joue un réle crucial dans la définition d’'un produit
scalaire pour lequel 'opérateur de Dirac est symétrique. Nous commencons par définir une
telle structure hermitienne sur I'espace des sections L? du fibré des spineurs. Le produit
scalaire ainsi obtenu définit I'espace de Hilbert # du triplet spectral de M mentionné dans
Iintroduction. Ensuite, nous montrons que 'opérateur de Dirac est symétrique pour ce pro-
duit scalaire. Dans le cadre pseudo-riemannien, il n’existe pas de structure hermitienne
similaire de dimension finie et I'opérateur de Dirac, tel qu’il est défini dans ce chapitre,
n’est pas symétrique. Cette section est basée sur le livre de Thomas Friedrich [13] et sur
Particle de Joseph A. Wolf [20]].

Dans ce qui suit, nous reprenons les notations des sections précédentes, c’est-a-dire,
(M, 2) une variété riemannienne spin de dimension n avec Spin(M) Hspin, M et S son fibré

des spineurs muni de la connexion associée V5.

3.4.1. Définitions préliminaires. Soit L un opérateur différentiel linéaire défini sur
un espace de Hilbert # et tel que le domaine de L est dense dans 7, i.e. dom(L) = .#. Le
graphe de L, noté ¥(L) c /£ x A/ consiste en I’ensemble des paires (x,Lx) pour x € dom(D).
Lensemble 4(L) également contenu dans .# x # est le graphe d’'un autre opérateur L

appelé la fermeture de L. Alors, L est défini par
L(x) = lim L(x,)
n—oo

et son domaine est ’ensemble des x € /# tels qu’il existe une suite (x,) € dom(L) qui
converge vers x et tels que (Ax,) converge dans /. Pour tout, opérateur L comme celui-

ci, il existe un opérateur adjoint L* tel que
dom(L*)={x € # |3y e #, avec (Lz,x) = (2,), Yz € dom(L)}

et L*(x)=y.

DEFINITION 3.24. Lopérateur L est symétrique si et seulement si

(Ax,y) = (x,Ay)

pour tout x,y € dom(L).

REMARQUE 3.25. Si L est symétrique, alors dom(L) < dom(L*) et L* |d0m(L) =L.

DEFINITION 3.26. Lopérateur L est auto-adjoint si L = L*.

DEFINITION 3.27. Lopérateur L est essentiellement auto-adjoint si L = L*.
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DEFINITION 3.28. Une représentation
u:G — End(V)

est dite unitaire si V est un espace de Hilbert et que 1i(g) est un opérateur unitaire pour tout

g € G, Clest-a-dire,

w@u(g)" = g wg) =1d.

3.4.2. Un opérateur symétrique. Comme définie au premier chapitre, et largement

exploitée depuis, on a la représentation spinorielle
p:= K|Spin(n) : Spin(n) — Aut(S,)

o S, =C? avecr = |5 ]. Il s’agit d’'une représentation d’un groupe compact (voir corollaire
1.15) dans un espace vectoriel complexe. Par conséquent, il existe un produit scalaire her-
mitien Spin(n)-invariant sur S, qui induit de maniére canonique un produit scalaire sur

espace L2(S) :=T'(S) des sections L? du fibré des spineurs. En effet, soit
(., )0 :8Sax8S, = C,

un produit scalaire hermitien sur S,. Puisque Spin(n) est compact, on a directement un

autre produit scalaire Spin(n)-invariant sur S,, obtenu par centrage dans le groupe

(w1, v2):= Spin() (p(g N1, p(g ) ya), dg (3.5)

ou dg est une mesure de Haar sur Spin(n).

DEFINITION 3.29. Une mesure de Haar sur un groupe de Lie compact G est une mesure

dg invariante a gauche. C’est-a-dire telle que pour tout h € G,

fodg:fGL;‘lfdg.

Donc, par définition de la mesure de Haar

{p(ggHy, p(gal)uIz):fS )(p(g‘lgal)wl,p(g‘lgal)ll/z>0 dg

pin(n

=f ~ Aple w1, plg ) wz), dg
Spin(n)

= <W1 s W2>

La structure d’espace hermitien sur S, induite par (3.5), se transpose naturellement sur

chaque fibre de S'; pour tout [q,v1], [q,2]€ S avec Ilgpin(q) =x € M,

<[q,1//1] » [an2]>x = <w1 ’ w2> (3.6)

Le produit (3.6) est bien défini puisque (3.5) est Spin(n)-invariant. Soient 11,12 € L%(S). On

définit le produit scalaire sur I'ensemble L2(S), par intégration sur M

((n1,m2)) = fM<n1(x), n2(x)), dx (3.7)
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ou dx := /|g;jld"x est le volume riemannien associé a la métrique. L'isomorphisme
Ir(S) = CZO(Spin(M),Sn)
n—1; 1 (Hspin()) =p,7(p)]

de la proposition 2.23, implique

(n1(x), n2(), = (M1(q) , Na2(q))

pour Ilgpin(g) = x et (3.7) s’écrit

((n1,m2)) = fM (1), T2(q)) dlgpin(@).

Ainsi, nous obtenons un produit scalaire hermitien Spin(n)-invariant sur L2(S). Dans l'op-
tique de démontrer que 'opérateur de Dirac est symétrique, nous avons besoin d'un produit

scalaire satisfaisant une propriété d’invariance encore plus forte.

PROPOSITION 3.30. Dans l'espace vectoriel complexe S, il existe un produit scalaire
hermitien défini positif {, ) tel que

(e, p)+(y,xe9)=0,

ou x € R™, y,p €S, et o est la multiplication de Clifford. La représentation spinorielle est

unitaire par rapport a ce produit scalaire.

DEMONSTRATION. Soit spin(n) = Spang{e;e; : i < j} c €" l'algebre de Lie de Spin(n) et
soit g = R" @ spin(n) < ¥". Un simple calcul montre que g est une algébre de Lie avec le
crochet

[z,w]l=2w—-wz, z,weg.

Lapplication ¢ : g — €™"! définie par

‘P|spin(n) =Id, ¢(e;)=eje,+1 forl<i<n

est une restriction d’un isomorphisme d’algébres ® : €™ — €"*!. En effet, soit ¢ : R* —

6", Pp(e;) = e;e,+1. Cette application respecte les relations de Clifford
e’ =1 et ¢le;)ple;))+dle;)ple;))=0 pourl<i<j<n.

Par le théoréeme 1.4 et le corolaire 1.5, ¢ s’étend en un isomorphisme d’algeébres ®. Par
conséquent, ¢ : g — spin(n + 1) est un isomorphisme d’algebres de Lie, ot spin(n + 1) est
Palgebre de Lie de Spin(n+1) et g est une algebre de Lie compacte. Soit G le groupe compacte

correspondant a g. Comme ci-dessus, on définit le produit scalaire

(v1,v2):= fG (x(g)v1, k(gva)ogdg

ou {, o est un produit scalaire hermitien sur S, et dg est une mesure de Haar sur G. Deés
lors,

d
X (exp(te;) e vy, exp(te;)sva) =(e;ov1, v2)+ (v, e;ov2) =0
0

pour tout i = 1,...,n, ce qui conclut la preuve. ]
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DEFINITION 3.31. On note
(-, =2 :L2S)xLAS)—C
le produit scalaire hermitien sur les sections du fibré des spineurs défini par
(n1,m2) 2 = fM (n1,1m2), dx = fM (11(q), M2(q)) dlgpin(q)
ou (, ) est le produit scalaire de la propriété 3.30 et Tlgpin(q) = x.
REMARQUE 3.32. Lespace de Hilbert
7= (LAS), (., .)12)

correspond a l'espace de Hilbert # du triplet spectral associé a M mentionné dans l'intro-

duction.

REMARQUE 3.33. Le raisonnement ci-dessus repose fortement sur la compacité de Spin(n).
Or, le groupe Spin(p,q) est non-compact et cette construction est impossible dans le cas
pseudo-riemannien. En fait, il n’existe pas de structure hermitienne Spin(p, q)-invariante

de dimension finie sur L2(S).
LEMME 3.34. Soit X € y*°(M) et n1,n2 € I'°(S). Alors, pour tout q € Spin(M),
<V§(U1 , 712>x + <771 , V§n2>x =X, ((n1,n2)).
DEMONSTRATION. Par un simple calcul, on obtient pour tout g € Spin(M),

Xnign() (M1, 12)) = ({11, 12)) 111610 K T15pin()
=Xq((A1,02))

e, (Xo) > 22@) + (1(@), Tow, (X))
Vam(@), 2@) + (1@, Vyna(@))

+<771,V§(TI2>

P U N

VN1, 7)2>

Mspin(q) spin(q)

PROPOSITION 3.35. Lopérateur de Dirac est symétrique sur I'2°(S), c’est-a-dire
(Du,v)re = (u,Dv)pz
pour tout u,v € I'2°(S).

DEMONSTRATION. Soit (Ug,¢o) un atlas sur M. Puisque u est a support compact, il

existe un recouvrement fini

n
supp(w) < | Up.
k=1

Considérons la partition de I'unité (¢)!"_; subordonnée au recouvrement ci-dessus et

u=ui+..+u, avec ui=q@;u.
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Puisque supp(u;) cU; et (u,v)r2 = (u1 +... +u,,v)r2 on peut supposer, sans perte de géné-

ralité, que supp(u) c U pour une carte locale (U, ¢) de M. On calcule

n

(Du,v)re = Z <ei -V‘egiu, v>L2
=1
n

= f<ei-V§.u,v> dx
£ U v x
==Y <V‘§_u,ei-v> dx
4 U t x
n n
:—Z ei(u,eiov)xdx+z <u,V‘§.(ei-v)> dx
i=1JU i=1JU ' x
n n
:—Z ei(u,eiov)xdx+z <u,V£Cei-v+ei-V§.v> dx
i=1JU i=1JU ' Pl

n n
:—Z ei(u,eiov)xdx+z <u,V£iCei-v> dx +(u,Dv)pe.
i=1JU i=1JU *

Les cinq premieéres égalités viennent respectivement de I’expression locale de 'opérateur
de Dirac donné dans la remarque 3.13, de la définition du produit scalaire sur L2(S), de la

proposition 3.30, du lemme 3.34 et de la proposition 3.11. Ensuite, considérons la 1-fome
E(X)=(u,X ev).

—

La divergenge de = est exactement les deux premiers termes de l'expression ci-dessus.

Comme u et v sont a support compact dans U, le résultat découle du théoreme de Stokes. []
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Chapitre 4

Géométrie du trou noir non-rotationnel en dimension 2+1

Lobjectif de ce chapitre est de présenter de maniére détaillée certains éléments d’'une
série d’articles [3-5,9]] et d’en éclaircir quelques points. Nous présentons notamment une
nouvelle maniere de décrire les horizons sous forme matricielle et un nouveau systéme de
coordonnées plus global que dans les articles de références. Certains problémes de revéte-
ments doubles ont également été corrigés.

Les équations d’Einstein pour un univers vide de dimension 2+1 avec une constante
cosmologique négative admettent des solutions de type trou noir [10,[11]. Une propriété
remarquable de ces solutions est qu’elles s’obtiennent par identification de ’espace anti-de
Sitter de dimension 3 par un sous-groupe discret de son groupe d’isométries. Cela a été
découvert part Baniados, Henneaux, Teitelboim et Zanelli [1][2]. D’ailleurs, ce type de trou
noir est nommé d’apres eux, BTZ ou BHTZ.

Nous donnons ci-dessous une description géométrique du trou noir BHTZ massif non-
rotationnel en dimension 2+1, sans nous attarder sur toutes les subtilités physiques de
ces objets. Lobjectif est d’exhiber la structure de trou noir de la variété BHTZ, c’est-a-dire
démontrer la présence d’'un horizon. L'horizon est 'ensemble de points # séparant une
variété M en 2 parties : 'ensemble des points K, derriére I’horizon, qui ne peuvent échapper
a la singularité et 'ensemble des points P, devant ’horizon, qui y échappent dans une

infinité non-dénombrable de directions
M=KuAAuUP; A =0K=0P.

La singularité sera définie, en tout bon sens physique, par 'ensemble des points générant
des courbes de type temps fermées. Un résultat important est que I'espace AdS3 admet
un feuilletage en espaces AdSy. Etudier le trou noir a travers ce feuilletage permet de com-
prendre son évolution en considérant comment ’horizon se place dans chaque feuille. Avant
d’entrer dans le vif du sujet, nous donnerons une bréve description des espaces anti-de Sit-

ter.

4.1. Espaces Anti-de Sitter

4.1.1. Considérations générales. L'espace anti-de Sitter de dimension n, noté AdS,,,
est une sous-variété de R®"~1 de codimension 1. Plus précisémént, dans I'espace RZ"~1D
avec la métrique

ds? = dx +du? - i dxl2
=2
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I'espace AdS,, est la sous-variété lorentzienne munie de la métrique induite et décrite par

I'hyperboloide

n
2, .2 2_ 2
xg+xy— ) x; =a’.
i=2

Autrement dit, il s’agit de la sphére de rayon a > 0 dans R?"”~D_ Similairement & la sphére

riemannienne, S = SO(n + 1)/SO(n), on a
AdS,, =S0¢(2,n —1)/SOy(1,n-1)

ce qui munit les espaces AdS,, d'une structure d’espace homogene.

4.1.2. Petites dimensions. L'espace anti-de Sitter de dimension 3 est défini par
AdSs3 := {(t,x,y,Z) eR®? |2 4 x2 —y2 - 2% = 1} .

On peut écrire

b t
SL2([R2):={(a d)€R2X2|ad—bc:1}={( Ty Z+x)|t2+x2—y2—22=1}
c

z—x t-Yy
d’ou 'identification
AdS3 = SLy(R).
Cette expression donne une représentation matricielle de AdS3 et on écrira parfois
p = (t(p),x(p),y(p),z(p)) € AdSs.
De plus, la métrique canonique sur AdSs,
g = (d* + da® — dy® - d2”) | ags,

est bi-invariante pour I'action de SLo(R) et donc équivalente a la métrique de Killing. Au-
trement dit, I’espace anti-de Sitter de dimension 3 est isométrique a SLg(R) muni de la

métrique de Killing donnée par
1 1
Pe(Xy,Yy) = 3B (Lgre X Lgr, Ye) = 5 Tr (X Yo)

pour X,Ys € TySLa(R) et B la forme de Killing sur sl2(R). On notera parfois G := SLa(R) et
g := sla(R) = Lie(SLa(R)). Pour rappel, slo(R) est I’ensemble des matrices de traces nulles,

sla(R) = {M € R**?: Tr (M) = 0}

=y of #=fs o w0 5
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THEOREME 4.1 (Décomposition d'Iwasawa). Lapplication
AxNxK—SLs(R); (a,n,k)—ank

ol
el 0
A :=exp(RH) = teRp =R
0 et
1 n
N:=exp([RE)={0 1):n€[R€}ﬁIR

cosf —sinf

K:=exp([RT)={ ):96[0,2n]}=§1

sinf cosf

avec T := E — F, est un difféomorphisme.

Lespace AdSg := {(x,y,2) € RED 52492 22 = 1} est simplement 'hyperboloide & une nappe
dans R3 (voir figure 1).

FIGURE 1. Représentation graphique de ’espace AdSy

Soit
a O .
L=+A= rad =1 =GL(1,R) = Spin(1,1).
0 d
Si on considere AdSg en tant qu’espace homogene, on a
AdSs =S0¢(2,1)/S0p(1,1) = Spin(2,1)/Spin(1,1) = G/L.

De plus, L est 'ensemble des matrices qui commutent avec H et on a le difféomorphisme
évident
G/L — AdgH
{ gL — AdgH.
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Si AdgH est munie de la métrique de Killing, alors ce difféomorphisme est également une

isométrie et

Ads2=AdG(H):{xH+yS+zT:x2+y2—22:1}

ol o) et

4.2. Feuilletage d’AdS3; en espaces AdS;

ou

PROPOSITION 4.2. Soient
L=+A, a:=exp(aH) e 0:G—G;g—HgH

lUapplication
$:AxG/L—G:(a,gL)— gao(g™

est un difféomorphisme global.
DEMONSTRATION. On considére
N =exp(RF) et N =expRE)
et on note
m:=exp(mF) et n:=expnkE).

Les deux cartes ci-dessous constituent un atlas C* sur G/L :

N xN :(n,m)— nmL

N xN:(n,m)— JnmL

J::(—Ol (1>)

Elles induisent les cartes suivantes sur G :

ou

@A ><N><]T7—>G:(a,n,m)»—><,b(a,nmL)
v:AxNxN—G:(a,n,m)— ¢(a,JnmL).
Explicitement,

mn(l+0H+¢ A+mn)l+0Hn )

(a,n,m) =
v ( ml+07Y)  mn+e )+l

et

—mn(@+¢1H)—¢71 m+¢71)
y(a,n,m) =
- A+mn)l+¢YHn —-mn@+eH-v¢
ou ¢ := e%. En résolvant 'équation
a b ( )
= pla,n,m
. d ¢ m
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on trouve la solution

S
I

¢! (%(a+d)—\/1+ %(a—d)z)

_ c 1 9 -1/2
m = 5(1+Z(a—d) )

1 1
- Z(q-— V14 =(a—-d)2?
¢ = 2(oz d)+ 1+4(a d)

avec ¢ # 0. Ce qui donne la quasi-totalité du groupe G. En effet, le complémentaire de

{(_oé -;—1 )'bo}'

a b ( )
= y(a,n,m
d 4 m

_ -1 _1 _ 1 — )2
n = b (2(a+d) \/1+4(a d)

-1/2
m = é(1+1(0L—d)2)
2 4

1 /.1
= —(a- “(a—d)2
4 2(ot d)+ 1+4(a d)

avec b # 0. Cette fois, le complémentaire de 'image de ¥ est donné par

G\Im(y) £ | ¢>0
m = .
v c ¢1

Par conséquent, {¢,y} recouvre tout G. On vérifie facilement que I'application de change-

I'image de ¢ est

G\Im(yp)

De la méme manieére,

admet la solution

ment de cartes est lisse. U

Le difféomorphisme présenté dans cette proposition feuillette AdS3 en espaces difféomorphes
a AdSs. En effet, ’'action de SLo(R) sur AdSs :

7:G xAdS3 — AdS3; (g,p)— 14(p):= gpo(g™)
ou o(g):= HgH, admet les orbites
0, :={gpa(g™):g€G}.
En un point p = (¢(p), x(p), y(p),z(p)) € AdSs, on développe
a b\[tp)+ z(p)+x a b -
(9 o A I B2
On remarque que y(q) = y(p). D’ou

Oy =1{g €AdS3:y(¢) = y(p)} = {(t,x,2) e R® : £? + &® — 22 = 1 + y(p)*} ~ AdSz.
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En particulier, puisque les éléments de L commutent avec H,
Ou = {¢p(a,gL) | g € G} = G/L = AdS;

pour tout a € A. Ainsi, le difféomorphisme ¢ réalise AdS3 en un feuilletage dont les fibres
sont les orbites 0, difféomorphes & AdSs. Nous verrons plus loin que ce feuilletage simplifie
I’étude de la structure du trou noir. De plus, on établit le difféomorphisme suivant pour

chaque feuille
Oy —AdgH; gao(g™hH)— gHg™'.

La propriété ci-dessous donne la décomposition la métrique sur AdSs a travers ¢.

PROPOSITION 4.3. La métrique de Killing 8 sur G se décompose comme suit a travers le
feuilletage

¢*p = da® - cosh®(a) p*

ot BT est la restriction de f sur G/L = AdS,.

DEMONSTRATION. Pour tout X € slo(R) := g et g € G, on écrit le champ fondamental
associé a l'action 7

X*::i

7 exp(—tX)go(exp(tX)).

0

ou, a traver ¢,
d
X = — , —tX)gL).
dagl) = g ‘ , Pla-exp(=tX)gL)
Pour tout go € G on a 74(go) := gg00(g™1). On observe Tg0¢ =¢pogougla,goL):=(a,ggol).

Considérons également les champs de vecteurs invariants a droite et a gauche

d d
Xg = P Ogexp(tX) )_(g = P 0exp(tX)g.
On a
(,b*(a,gL)X* = _K(b + (/TT)/((J) .
et

$+(a,gL)0a = Ad_ng)-
Par un calcul simple, on obtient
(" Ba,gr)(0a,X*) = —B(AdgH , X) + B(Ady-1AdgH , 0(X))
=-B(AdgH , X)+B(c(AdgH), 0(X)) = 0.
Par conséquent, la métrique doit étre de la forme
¢*p = da’ + f

ou f est une métrique dépendant de a sur G/L. Cependant, la métrique ' doit étre inva-

riante sous 'action de G. C’est-a-dire

8o BX",Y™) = f(g0:X",80:Y ") = ¢p¥ 15 X", Y") = "X Y") = f/(X",Y").

54



Des lors, la seule possibilité est que ' soit égale a la métrique de Killing & un multiple
dépendant de a pres :
p =Y ou &= ).

Le fait que &(a) = —cosh?(a) est déterminé en évaluant explicitement
* * G/L * *
ﬁ:p(a,nﬂ)(E ET) = f(a)ﬁnmL(E ,E™).
REMARQUE 4.4. Cette propriété implique qu’on a une isométrie
G/L =AdSy — G,

a condition que AdSs soit muni de la métrique — cosh?(a)BE'L.

4.3. Construction du trou noir

DEFINITION 4.5. Un champ de vecteurs de Killing sur une variété pseudo-riemannienne
(M, 8) est un champ de vecteurs X € y*°(M) tel que le flot de X préserve la métrique. C’est-a-

dire, si (@) est le sous-groupe & un paramétre de difféomorphismes associé a X, ¢ g = 8.
On définit 'action BHTZ par
v:RxG—G; (t,p)—vp):=expitrH)pexp(—trH)

ou r est un parametre physique lié a la masse du trou noir. Il est clair que y; préserve la
métrique de Killing. En effet, v, est simplement la conjugaison par exp(trH) et la métrique

de Killing est bi-invariante. Par conséquent, on a la proposition ci-dessous.

PROPOSITION 4.6. Le champ de vecteur = associé a ¥ par

—

d
Egi= allft(g)
est de Killing.

Physiquement, la singularité est 'ensemble des régions ou 'on observe des courbes de type

temps fermées. Ce fait physique motive la définition suivante.
DEFINITION 4.7. Les singularités du trou noir sont données par l’ensemble /w7 o
& ={p € AdS3: f,(Ep,Ep) < 0}.
REMARQUE 4.8. Pour tout p € AdSs, on a

d
Ep= T Vi(p) = Ry, (rH — Ad(p)(rH))
0

De plus, puisque la métrique de Killing est invariante sous I’action adjointe, on calcule
Bo (Ep,Ep) = Bp (Rps, tH —Ad(p)(rH)) , R+, (rH — Ad(p)(rH)))

_ %B (rH - Ad(p)(rH) , rH - Ad(p)(rH)

2
- %(B(H, H)-B(H , Ad(p)H))
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d’ou,

& ={peAdS; |B(H, H) < B(H, Ad(p)H)}.

Soit % := AdS3\& et 'action discréte
1//|Z 1 Z x AdS3 — AdSs.

DEFINITION 4.9. Le trou noir BHTZ est 'espace des orbites U/Z, c’est & dire lespace

quotient % /w7 défini par la relation d’équivalence
p ~exp(mrH)pexp(—mrH), meZ.

REMARQUE 4.10. On peut considérer sur G ce qu’on appellera ici la décomposition

d’Iwasawa twistée, donnée par le difféomorphisme
O:AxNxK—-G; (a,n,k)— anka™l.
Elle induit le systeme de coordonnées global
ReR)xS'—G; (a,n,e%)— exp(aH)exp(nE)exp(0T)exp(—aH).

Dans ces coordonnées, 'action BTZ 1,1/|Z se lit

wm(a,n,eig) =(a+ mr,n,eie).
Ainsi, le trou noir BTZ, avec ses singularités, est donné par

AdS3/Z=G/Z=S'x NxK=S'xRxS'=T2xR.

REMARQUE 4.11. Le point fort de notre premier difféomorphisme ¢ est de paramétriser
un ensemble plus grand que %. Les calculs de la section suivante sont valables méme en
dehors de %, dans tout Im¢. On verra, dans la section 4.5, un autre systéme de coordonnées

qui ne paramétrise que ’espace % mais permet une meilleure intuition géométrique.

4.4. Horizons du trou noir et structure causale

4.4.1. Calcul de I’horizon. Les rayons lumineux passant par Id sont presque tous de

la forme
Yno(t) 1= no exp(—tF)na1 , t>0;n9eN =exp(RE)
ol

2
-ng n
noexp(—tF)n(_)1 = ( 10 0).

En effet, cette expression donne toutes les directions dans le cone de lumiére a 'exception
de E. Par conséquent, le cone de lumiére futur, moins une direction, d’'un point p = ¢(a,gL)
est donné par
-1
C; :{u;o(t) = gyno(t)aa(g )}VLQEN;L‘>0
ot les rayons lumineux sont de la forme ¢ — uf,o(t).
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DEFINITION 4.12. Considérons l’équation

Buzoq (:uff’(t) J :HZ%)) =0. (4.1)

— Un point p € AdSs est derriere l’horizon si il n’existe aucune direction ng telle que les
rayons lumineux uzo(t) échappent a la singularité. Autrement dit, pour tout ng, il
existe un t > 0 qui est solution de (4.1).

— Un point p est devant l’horizon si il existe un intervalle la,bl< R tel que pour tout
ng €la,bl, (4.1) n’a pas de solution.

— Lhorizon € est la frontiére de ces deux ensembles, c’est-a-dire I’ensemble des points p

pour lesquels il existe un nombre fini ou discret de ng tels que (4.1) n’a pas de solution.

Grace a la remarque 4.8, ’équation (4.1) s’écrit

2
- _ r
By (Buvos Zuno) = 5 (B D= BUHL, Ad2 (6D HD) =o0.

Il ne reste plus qu’a résoudre et on obtient le résultat ci-dessous.

PROPOSITION 4.13. L’horizon dans AdSg est l’ensemble

a b
sz{( ):adzOet bc:—l}.
c d

DEMONSTRATION. Le calcul ci-dessous est réalisé dans la carte
@:AxN xN—>G (a,n,m)— Pp(a,nmL).

La partie manquante de G dans 'image de ¢ n’influence pas le résultat final et les calculs

sont similaires dans l'autre carte. Soit p = ¢(a,nmL), on a

1+mn n 1-tng tn%
g:nﬂ: ’ ,}/no(t): >
m 1 —t tnog+1

_1 1 n e 0
o(g™ )= , a= .
m l+mn 0 e @

D’ou,
1R0t) = gyn,aa(g™) = (‘2 i)

avec
A=e(1+mn)1-tng)—e%nt+ e_“tng(m +m2n)+e mn(tng+1)
B=e¢%n+mn?)(1- tng) — e%tn?+ tn%e_“(l +mn)+e % n+ mnz)(tno +1)
C=e"m(l-tng)—e%t+ e_amZtn(z) +e “mtng+e ‘m
D=e’mn((1-tng)—e®nt+e *(1+ mn)(mtn% +tng+1).

On observe

LR(t) = gYnyaa(g™h) € SLa(R)
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d’ou

-1
A B (D -B
¢ o \-c a
et
1+2BC  -2AB
Ad ”0(t)H: :
to 2CD  1-2AD
On a
B(H,H) - B (Ad,o(, ) H,H) = Tr(HH) - Tr (Ad, o, HH)
o [1+2BC  24B
=z— 1T
2CD  -1+2AD
=2-2-4BC = -4BC.
avec

-a_ 2

B=[(e+e")n+mn?)] +t[(e™®—e)nno+mning)+e *n3(1+mn)® —en?|

C=[(e™+eMm] +t[(e™®—eM)mng—e® +e “m?nl].

On peut écrire BC = xt2 + yt +z avec

2 2

¢ — e nngo+ mn2n0) + e_“n%(l +mn)? - ean2] [(e_a —eMmng—e®*+e ’m no]

x = [(e_

y =2 2% — 2 mnng + m?n’ng) + (1 + e_za)(mn(z) + 2m3n2n(2) + 3m2nn(2)) —(1+e*)(n+2mn?)

z=(e"%+e%%(mn +m?n?).
Si pour un ng fixé, 'équation
B(H,H) - B(Adpzo(tO)H,H) =0

n’a pas de solution en £, cela signifie que le déterminant A de ’équation du deuxiéme de-
gré est strictement inférieur a zéro. Par continuité, il existe alors un voisinage U de ng tel
que pour tout ng € U, les rayons échappent a la singularité et le point p est automatique-
ment devant ’horizon. Par conséquent, un point ne peut étre sur I’horizon que s’il existe un
nombre fini de n¢ tels que cette expression n’est pas un polyndome, i.e. tels que x =0et y =0.
Léquation x = 0 implique

[(e7@ —e*)nng+mn®ng)+e *n3(1+mn)? —e®n?| =0 (4.2)

ou
[(e™@ —e®)mng—e® +e *m?n2] = 0. (4.3)
Supposons d’abord que (4.2) est vérifiée. En résolvant 'équation du second degré, on trouve

2a

ne -n
ou, no

no = = .
1+mn 1+mn
En injectant cela dans ’équation y = 0, on obtient respectivement

% _ 1+mn

(4.4)
mn
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~2a _ 1+mn

—e (4.5)
mn
Supposons a présent que (4.3) est vérifiée. De la méme maniére, on obtient
e2e -1
ng=— ou, ng=—.
m m
En remplacant dans y = 0, on trouve
—e®
———=mn (4.6)
e %+e?
_e_a
———=mn 4.7
e %+e?

Il est clair que ces deux systemes d’équations sont équivalents. Ainsi, les horizons sont
décrits par les équations (4.6) et (4.7), c’est a dire qu’ils sont composés de tous les points
p =¢@(a,mnL) tels que (4.6) ou (4.7) est vérifiée, i.e.
—el e
Jf={(p(a,an)€G i ———=mn ou —— =mn}.
e % +e? e % +e?
On calcule

(p(u,an):(e +nme®+e™®) n(l+nm)e®+e” ))‘

e®+e *)m e ?+mn(e®+e™?)

Si p(a,mnL) vérifie (4.6), on a
0 —a
¢(a,mnL)= ne ,

(e®+e ™ ¥)m e %—e”
et si p(a,mnL) vérifie (4.7), on a

| e*-e® ne®

@la,mnL)= .
e*+e*)m 0

ce qui conclut la preuve. ]

REMARQUE 4.14. Ce résultat implique que ’horizon du trou noir est donné par % N 7.

Notre systéme de coordonnées nous permet de considérer 'ensemble # dans tout AdSs.
4.4.2. Trace de ’horizon dans AdS,.

DEFINITION 4.15. Lintersection /€ N0, vue dans lorbite adjointe Adg(H) = G/L & tra-
vers le difféomorphisme

Oy —AdgH; gao(g™H)—gHg™*

est appelée la trace de horizon sur Uorbite O,. On note 9, la trace correspondant a O,.

REMARQUE 4.16. Par la proposition 4.3, 'isomorphisme ci-dessus est également une

isométrie si G/L = AdSs est muni de la métrique —cosh?(a)f%L.

PROPOSITION 4.17. La trace de I’horizon sur une orbite O, est donnée par
1
To = {xH+yS+zT | x2 :=tanh2(a), y2 —22= —}

cosh?(a)
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DEMONSTRATION. Par la proposition 4.13,

_eia
To = {AdmnH | mn = —}
et +e @

_,ta
= {(1 +2mn)H+(m —-n(1+mn))S +(—-m -n(1+mn))T | mn = e—}

et +e
1
= {xH+yS +2zT | X2 = tanhz(a), y2 —22= —2}
cosh“(a)
En particulier, en a =0, c’est-a-dire dans 'orbite adjointe Adg(H) = AdSy = G/L, la trace de

I’horizon est donné par
Fo={xH+yS+2T : x=0, y*-2%=1}.
O

La figure 2 représente I’évolution de I'horizon sur l'orbite adjointe en fonction de a. En
a =0, on a simplement l'intersection du plan x = 0 avec I'hyperboloide x2 + y2 — 22 = 1, c’est-
a-dire hyperbole y? —z2 = 1. Quand a grandit, ce plan balaie I’hyperboloide, définissant

les hyperboles y? — 22 = Le point critique ou les branches de ’hyperbole deviennent

1
cosh®(a)’
deux droites, représenté sur les hyperboloides de droite dans la figure, n’est jamais atteint

puisque tanh?(a) tend vers 1 lorsque a tend vers Iinfini.

=

N AQ

"~
TN

FIGURE 2. Représentation graphique de I’horizon dans l'orbite adjointe

4.5. Un autre systeme de coordonnées

Le systeme présenté ci-dessus a ’avantage d’étre global dans le sens ou une carte du
difféomorphisme ¢ décrit presque tout G, y compris une partie en dehors de %. Cepen-
dant, cette approche ne permet pas forcément une vision géométrique claire. C’est pour-
quoi, méme si il est moins global, nous trouvons utile de présenter ici un autre systéme de
coordonnées permettant une meilleure visualisation.
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PROPOSITION 4.18. Lapplication

. Rx]0,27[\ {7} x R — AdS3
| 6.0p—1

exp(§ H)exp(§T) exp(pH)

est une paramétrisation globale de %2 < AdSs. A travers @, la métrique de Killing f sur AdSs

devient

Bl,, = dp® — cosh®(p)d(* + cosh?(p)sin®({)d6>. (4.8)
DEMONSTRATION. On calcule,

T (0 iy exp(L ) EXP(PH) = cosh(p) cos({)Id + cosh(p sin({ (sinh(0)S + cosh(6)T) + sinh(p)H.
8 Hyexp(5T)

Pour rappel,

t+ +
AdS3=SL2(IR)={( yo# x)|t2+x2—y2—z2:1}
z—x t-y

et la métrique induite sur AdS3 est la métrique de Killing
p=(dt*+dx® —dy®—d2*) | aqgg,-
Dans nos coordonnées (8,(, p),
t = cosh(p)cos({), x = cosh(p)sin({) cosh(6),
y = sinh(p), z = cosh(p) sin({) sinh(6),

ce qui donne I'expression (4.8) pour la métrique. De plus, pour tout p = tId+ yH +z2S +xT €
AdSs, par la remarque 4.8,

2
Bo(Ep,Zp) = = (BUH , H) - BUH , Ad(p)H)

2
= rz(B(H, H)-B(H,Ad(tld+ yH +2zS +xT)H))

= 47‘2(362 - 22).

Par conséquent,
% = {t1d + yH + zS +xT € AdS3 | x* — 22 > 0},
ce qui implique
Im(®) =%.

O
REMARQUE 4.19. Il s’agit simplement d’une restriction de notre ancien difféomorphisme
0 ¢
®0,0,p)=¢|exp(pH), exp(gH)exp(ET) .
Dans ces coordonnées, ’'ation BTZ se lit

Wm(g,c, P) = (6+ mr,c, p)
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Pour tout p = ®(0,{, p) on écrit les rayons lumineux issu de p comme
t— )/;(t) = gexp(pH)exp(tAd(exp(KT))E)a(g_l).

Toutes les directions dans le cone de lumiére sont atteintes pour x € [0, [ puisque

Ad(eXp(KT))Ez(%sin(zK) cos2(x) )

—sin?(x) —% sin(2x)

1 1 1

= —sin(2x)H + —cos(2x)S + =T.

2 2 2

On écrit
C,:= {y;(t) [t>0, k€ [O,n[}
le cone de lumiére futur de p. Pour trouver les points de I’horizon, nous devons & nouveau
nous pencher sur 'équation
Byx o) (5y;(t),5y;(t)) =0.

Pour rappel, un point p € % est sur 'horizon si il existe un nombre fini de x telle que cette

équation n’admet pas de solution en ¢. On calcule
2

_ _ r
Bys o) (:y;(t)a:y;(t)) =7 (B(H, H)-B(H, Ad(y;(t))H))

avec Y (t) = exp (gH) exp (gT) exp (pH) exp(tAd(exp(x T))E) exp (%T) exp (_TBH) De la méme

maniére que dans notre premier systéme de coordonnées, on obtient un polynéme du second

degré et un point p est sur 'horizon si et seulement si les coefficients de ce polyndme s’an-

nulent pour un nombre fini de k. Apres ces étapes calculatoires, on obtient la proposition

suivante.

PROPOSITION 4.20. Les équations des horizons dans les coordonées (0,(, p) sont données
par

sinh(p) = —cos({)cosh(p) ou sinh(p) = cos({)cosh(p).

La proposition suivante montre que l'on obtient les mémes horizons pour les deux ap-

proches, ce qui était évidemment attendu, mais tout de méme rassurant.

PROPOSITION 4.21. L’horizon dans % est donnée par

t+y z+x 9 9
A =3tld+xT+yH +2S = |t=J_ry,x -z°=1
z2—x t—y

a b
:{( )|ad:0et bc=—1}.
c d

DEMONSTRATION. On rappelle que
(0, p) = cosh(p)cos({)Id + cosh(p sin({ (sinh(8)S + cosh(60)T") + sinh(p)H.
On remarque que les équations de I’horizon au carré donnent

sin(¢) = +((cosh(p)) L.
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Donc, pour sinh(p) = cos({) cosh(p),
®(0,¢, p) = sinh(p)Id + (sinh(6)S + cosh(8)T") + sinh(pH)
et
. a b
{®(6,¢,p) | sinh(p = —cos({) cosh(p)} = {( 0) |bc = —1}.
c
De méme, pour sinh(p) = —cos({) cosh(p),
®(6,,p) = —sinh(p)Id + (sinh(8)S + cosh(6)T') + sinh(pH)
et
. 0 b
{®(6,¢,p) | sinh(p = —cos({) cosh(p)} = {( d) |be = —1}.
c
O

PROPOSITION 4.22. Dans ce systéme de coordonnées, la trace de l’horizon dans une or-
bite O, vue dans lorbite adjointe Adg(H) = G/L est donnée par

1
Ty = {xH+yS +2zT | x% = tanh?(a), y2 —22= —2}
cosh”(a)

DEMONSTRATION. On calcule,
0
Iy = {Ad (exp (§H) exp (gT))H | sinh(p) = + cos({) cosh(p), 0 € IR}

osh(p)

1
:{xH+yS+zT|x2:tanh2(a), y2-z2= 5 }
cosh“(a)

En particulier, en a = 0, on obtient la trace de I'horizon sur AdgH = AdSs,

= {J_rtanh(p)H+ . (cosh(0)S +sinh(6)T) | e IR}

Fo={xH+yS+2T : x=0, y*>-2%=1}.
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Chapitre 5

Opérateur de type Dirac sur AdS,

Comme indiqué dans le chapitre 3, il n’existe pas de structure hermitienne Spin(p, q)-
invariante de dimension finie sur L2(S) et, de ce fait, 'opérateur de Dirac n’est pas symé-
trique. Ce chapitre, tente de corriger ce probléeme en modifiant légerement la définition de
Popérateur de Dirac. Au lieu de considérer la représentation spinorielle, nous choisissons
une représentation unitaire du plus petit sous-groupe possible dans l’algébre de Clifford
dont I'algébre de Lie contient R”. On verra que dans le cas d’'une Spin(1,1)-structure, ce
groupe n’est autre que SLa2(R) et par conséquent, la représentation est de dimension infinie.
Via cette représentation, on associe au fibré Spin-principal sur M un fibré vectoriel de rang
infini et on définit, sur les sections de celui-ci, un opérateur de type Dirac. Grace a I'uni-
tarité de la représentation, on montre que cet opérateur est symétrique. L'opérateur ainsi

associé a I'espace AdSg = SLo(R)/Spin(1,1) est également SLy(R)-invariant.

5.1. Structure spinorielle pseudo-riemannienne

Avant de nous lancer dans la construction de notre opérateur, il est raisonnable de pré-
ciser ce que I'on entend par une structure spinorielle sur une variété pseudo-riemannienne
orientée, et en particulier par une structure spinorielle sur AdSs. Le principal changement
par rapport au cas riemannien est que le groupe SO(p, g) n’est pas connexe et Spin(p, g) est
un revétement double de SOy (p, q), 1a composante connexe de SO(p, q) qui contient 'identité
(voir théoreme 1.14). Une structure spinorielle sur une variété M est donc la donnée d’'un
fibré Spin(p, g)-principal, Spin(M) Jspin, M, qui revét doublement le fibré SOq(M) Hso, py
des bases orthonormées orientées connexes a I'identité sur M tel que le diagramme suivant

commute

Spin(M) x Spin(p,q) —— Spin(M)

(A,A)\L \LA

SOy(M) x SOy(p,q) —2— SOy(M)

ou A et A sont des revétements doubles. Comme dans le cas riemannien, A est ’homomor-

phisme introduit au chapitre 1 : pour x € R?9),

A:Spin(p,q) — SOo(p,q); A(s)x=sxs".
En particulier, soient G := SLa(R), L := +A et M := G/L. On reconnait I'espace homogene
M := G/L = AdSy du chapitre précédent. La métrique de Killing sur G induit une métrique
pseudo-riemannienne de signature (1,1) sur M, notée g. De plus, L = GL(1,R) = Spin(1,1)
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et M admet une structure de fibré Spin(1,1)-principal
1 0
Hgpin:G — M; g~ Adg(H), of1H=(O 1).

Par conséquent, M admet une structure spinorielle

G xSpin(1,1) — 2 G
(A,)L)l lA
SOg(M) x SOy(1,1) 225 SO((M)

ou on note SOy(M) Tlso, M,

A(s)(x):=sxs ' =Adsx, pour s € Spin(1,1), x € R?

et
2 , . (LD
A:G—=S00(M); g— |Adg,, :TuM=R">" —Taq,uM|.
Pour définir un nouvel opérateur de Dirac associé a cette structure, nous allons construire

un nouveau fibré vectoriel et une nouvelle action de fibré qui remplaceront le fibré des

spineurs et la multiplication de Clifford du cadre riemannien.

5.2. Construction

Soient €1V Talgebre Clifford de RYY, G := SLo(R) un sous-groupe de €V contenant
Spin(1,1) et g:=sla(R), son algebre de Lie. On sait qu’il existe des représentations unitaires
de SLo(R) mais elles sont de dimension infinie (voir par exemple [16]]). Choisissons-en une
que nous noterons

p:G — End(#)
ou A est un espace de Hilbert de dimension infinie munie du produit scalaire hermitien

(=, =) : . x A —C.

REMARQUE 5.1. Il pourrait étre tentant de considérer un sous-groupe plus petit que
G, admettant éventuellement une représentation unitaire de dimension finie. Malheureu-
sement cela est impossible car, comme on le verra dans la suite, la définition de notre opé-
rateur de type Dirac nécessite que I’algébre de Lie de G contienne R%. En considérant les
commutateurs dans €', on s’apercoit que 'algébre de Lie de G doit étre isomorphe a celle
de SLo(R) =~ Spin(2, 1). Donc, G := SLy(R) est le plus petit groupe possible. La propriété 3.30
indique qu’en général, 'algeébre de Lie de Spin(p+1, q) contient I'algébre de Lie de Spin(p, q)

et R?, pour n = p+q. En dimension p +q, le groupe G serait donc simplement Spin(p +1, q).
Considérons I’action de Spin(1,1) sur €V donnée par

A:Spin(1,1) x €D ‘6(1’1); (s,x) — sxs ™t
et 'action a droite évidente

G xSpin(1,1) - G; (g,s) — gs.
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Via celles-ci, on définit le fibré
€¢D(M) =G x) ¢V

tel que

¢ V) = {I(g,0)] 1 (g,%) ~ (g5, s )}
et

m:¢MP(M) — M; Ti(g,x)) := gpin(g).

En particulier, on utilisera le sous-fibré
GM):=Gx,G
et le fibré induit sur son algebre de Lie
gM) =G %24, 9
tel que, pour tout X € slo(R),
G = {[(g,X)11(g,X) ~ (g5, Lee(s HX)}.

Pour alléger les notations et parce qu’il n’y a pas de risque de confusion, nous noterons Il

toutes les projections de ces fibrés sur I'espace de base AdSy
G(M), gM) L M = AdSs.
PROPOSITION 5.2. La représentation p est Spin(1,1)-équivariante.
DEMONSTRATION. C’est une évidence puisque pour tout g € G, s € Spin(1,1) et wEeH,

p (M9)8) (p()y) = p(s85™") (0(s) ¥) = p(s) (0@ V).

PROPOSITION 5.3. La représentation dérivée
dp:g— End(#); dpx(y):= %’O p(exp(tX))y = pe(X)y
est également Spin(1, 1)-équivariante.
DEMONSTRATION. De la méme maniére que pour la proposition 5.2, pour tout X €,
dp((Ms)X) (p(s) ) = %lop(/l(S)eXp(tX)) (p(s) ) = p(s) (dp(X) v).

O

l-[Spin

Sans surprise, on définit le fibré vectoriel associé au fibré Spin-principal G M via la
représentation p,

E:=G x,, S,
tel que

E={l(g,w)]I(g,v)~ (gs,p(s"Hy)}
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et
Hspin:E — M;  Tgpin(l(g,w]) = Mspin(g)-
Les propositions 5.2 et 5.3 nous permettent de définir les actions de fibrés
GWM)xE — E;
[(g, 11", y)]:=(gg’, p@v)]
et
gM)xE — E;
[(g,X)LUE"  w)]:=[(gg',dp(X)y)].

Avec un léger abus de notation, on note ces actions p et dp. En résumé, E est un fibré

vectoriel de rang infini sur lequel G(M) et G(M) agissent via les actions ci-dessus.

DEFINITION 5.4. Soit 0 : M — E telle que ﬁSpin oo =1d. On dira que o appartient a
I'*°(E) si et seulement si 0(x) = [x,5(x)] ou G € CP(M, ) (voir proposition 2.23).

En partant de la connexion de Levi-Civita sur 7'M, le travail effectué aux chapitres deux
et trois nous donne des expressions pour la connexion Spin(1,1)-principale w dans G et la

connexion associée V dans E. Ainsi, on a le diagramme commutatif suivant

TG —*— spin(1,1)

2:1l l2:1

TSO0o(M) —2— s00(1,1)

ou w est Spin(1,1)-équivariante avec wg(X,) =X si X, = %‘Og.exp(tX). On a vu a la re-

marque 2.19 que pour tout X € y*°(M) et Z € s00(1,1),
Bg1(20) (D) (X + Liny Z) ) = Adyr C(X) + Z (5.1)
ou
¢ :TigH(U) — U x S0y(1,1)

est une trivialisation locale de SOy(M) sur un ouvert U de M et I" la 1-forme associée a la

connexion de Levi-Civita (voir remarque 2.9). De plus, pour ¢ € I'°(E) et X € y*°(M),
V/X\(p(g) = (ﬁ*g ()_(g)

ol on rappelle que X ; € H, := kerw, est le relevé horizontal de X Mgpin(g)s tel que HSpin*g()_(g) =
Adg.y X g = Xnlgin(e)-

Nous avons tout ce qu’il nous faut pour construire un opérateur de type Dirac sur AdSs.
En particulier, les fibrés G(M) et g(M) jouent le role du fibré de Clifford et leur action sur E

remplace la multiplication de Clifford.
DEFINITION 5.5. Lopérateur de type Dirac sur AdSs est défini par

D =dpoV:T™(E) Y I™(T*M&E)=T(TM &E) ﬁ I'°(E).
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Soit {e1,e2} un repere local sur TM. Comme dans la remarque 3.13, on a, pour tout 1 €
(&),

Dl = B*Pdp(eq) (Ve,1)
o1 B est la métrique lorentzienne sur RV, Dans la section suivante, nous prouvons que D
est G-invariant et symétrique.

5.3. Propriétés

5.3.1. Un opérateur G-invariant. Le groupe G = SLo(R) agit sur les sections de E

comme suit,
GxT®E)-T®E); (g,¢p)—g.@
tel que
g0 =L, .9 =¢(g'g).
PROPOSITION 5.6. D est G-invariant, c’est-a-dire
D(g.n)=g.D(n)

pour tout n€ I'°(E) et g €G.

DEMONSTRATION. Commencons par prouver que &1;6 = o ou
Ad : G x SOg(M) — SOo(M)

est définie par
Kag :SO¢(M), — SOO(M)Adgx ; b—Adg. b.
Soit
¢ : Mg (U) — U x SO(1,1)
une trivialisation locale de SOg(M) sur un ouvert U de M et {e1,e2} un repere local ortho-
normé orienté sur U. On remarque que Ad : GxM — M est une isométrie et {Adg.e1,Adg.ez} =

{€1,e2} définit un repere local orthonormé orienté sur Ad,U pour g € G fixé. Soit également
¢ : TIgh(AdgU) — AdgU x SO (M)
la trivialisation locale sur Ad U définie par 95_1(Adgx,s) = Kfiggb_l(x,s). D’ou, on a
Adgo¢p™l =g T o(Ad,,Id).
On note Adg, X, = Xaq,« et
{Vé‘jc'evk = ffké'[
Vgijcek = ijE[.
On calcule
(Ad;a) (0200 Xe+LonZ)) =g o1y | (Adgo0p™!)
g o (x,g) *(x,8) X S*e Adgo¢p1(x,s) g
~ ~-1
= wifl(Adgx,S) (('b*(Adgx,s) (Ad(g)*Xx +LS*EZ))

= Ady+ (T(Xaq,00X %y, +2)

(Xx+Ls*EZ))

*(x,8)
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ou la derniere égalité suit directement de (5.1). Or, comme Ad, est une isométrie, on a

VLS o Adgeer=Adg. (VECe)

J

= Adg. (Ther) =T Adguer.

Cela implique fjk (Adgx) = Ff () et X j; dr= X fc pour tout x € U. On conclut comme souhaité
8

que Ad’@ = @. Ensuite, le diagramme commutatif
g

GxG —L s

Idg x A\L \LA

G x SOo(M) -5 S00(M)

ot L(g,8") = Lg(g') et Ad(g,p) = Adg.(p), implique Lzw = w. Par conséquent, on a Hgy =
ker(wgg’) = Lg*g, (Hg’), d’Ofl

Ly, Xg)=Xg1g (5.2)
et on calcule
Lo, (Xg)=Adg X . (5.3)
En combinant (5.2) et (5.3) et par définition de la connexion associée, on obtient
VxEw(e) = (€9)., (Xe)
=Qugig (}_{g*lg’)
=Pt (A1 X )
=Vaa,.xv(g7'g),
d’ou
Dlg.p)Xgh=B"dp(2;&") (Ve,8-9) (&)
=Biidp(2j(g") (Vaq, 0] (&7').
D’autre part, par définition de I'action de G sur I'°(F),
gD¢p(g)=Dy(g7'g)
=B"dp(2;(g7'8")) (Ve,0) (67'¢)
et on a 'isomorphisme
1°M) = CPG,RY); X—X
tel que Xy, (¢) = Adgs, (Xg). Dés lors, on déduit

Adg.X(gh=X(g'g).

70



Par tout ce qui précéde et le fait que Adg. est une isométrie linéaire, on obtient
g.Dp(g")=B"dp (m(g’)) (Ve,0) (g &)

=B/dp (Adg.ej(g)) (Vad,.c,8-0) &)

=B"dp (e(g") (Ve,8-0) (&)

=D(g.9)g"
ce qui conclut la preuve. ]

5.3.2. Un opérateur symétrique. Soit
(=, =): HxFH —C

le produit hermitien sur 7. On définit le produit hermitien sur L%(E):=T'°(E) par

{p1,92)) = fM (P1(8), P2(g))dx

ot dx est une notation compacte pour le volume métrique pseudo-riemannien +/|detB|d?x.

Ce produit scalaire est bien défini car
geG—(p1(g), Pa(g))
est Spin(1,1)-invariante.
PROPOSITION 5.7. Lopérateur D est symétrique sur I';°(E), c’est-a-dire,
((Do1, 92)) = ({91, Dy2))
pour tout ¢1,p2 € I'C(E).
DEMONSTRATION. Par définition,
(D1 92) = [ (Dp1(@), @)
B fM <Bjjdp (@i(@) (Ve,0(9) , @2(g)> dx

ou {e1,ea} est un repere sur U tel que supp(¢1) c U obtenu par partition de 'unité, comme
dans le cas riemannien (voir la preuve de la proposition 3.35). Comme p est une représen-

tation unitaire,
(@1, p@y2)=(v1, V2)
pour tout g € G et tout 1, yo e A . etona
d
3| (PP, plexpGD)yz) = (dpDy1, y2) + (1, dpZ)y2) = 0.
0
Par conséquent, on peut écrire

(D1, pa)) = fM ~B7{((Ve,01)(8), dp (¢(2) P2(g)) dx. (5.4)
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De plus, si on considere le relevé horizontal Ej| g dee j|”( ) €t une courbe y:[-1,1] — G telle

que y(0) = g et y(0) =¢;] ,, on obtient
5l (01, 92) = 5| @100) . 2200)
= (71, (l,) » P2@)) + (9108, P2, [E1,))
=(Ve,01(8), §2(8)) +(P1(8), Ve, 92(2))
et (5.4) devient
_pii [M (2], (@1, dp@)g2))} - (@1(8). (Ve,dple)p2)(e) ) dx
ott dp(e ;)pa = dp(é,)Pz. Finalement, puisque
(Ve,dpte)g2)(8) = (dp(E))P2).., (2],)
= (dp(@))ug (2)1,)) P2(2) + dp@))DPs, (21,
=d

P (V/ﬁfjcte\j(g)) P2(8)+dp (8j(8)) (Ve,92(8))

on peut réécrire (5.5) comme

-BY fM {Ej |, (1, dp(?j)@))} dx+BY fM <¢1(g) » dp (V/gjc?f(g)) ‘7’2(g)> dx

+B/ fM (P1(2), dp (€(®) (Ve, 92(8)) ) dx.

(5.5)

On remarque que le dernier terme est exactement {(@1, Dpz)). Comme dans le cas rie-

mannien, notre stratégie va consister a exprimer les deux premiers termes comme la di-

vergence d'un certain champ de vecteurs. Par le théoréme de Stokes, comme ¢; et @2 sont

a support compact, les deux premiers termes disparaitront et le résultat sera prouvé. Soit

ZeI°(TM ®C) un champ de vecteurs défini pour tout X e I'°(TM ® C), par
EcEX)= (91, dp(X)P2)

ou
{g\c:(TMQbC)x(TM@C)—»C

(X1 +1X2,Y1 +iY2) — 8(X1,Y1) - 8(X2,Y2) +i8(X2,Y1) +ig8(X1,Y2).

Par définition de la divergence et la condition métrique de la connexion de Levi-Civita, on

obtient
div(Z) = Trg, (¥ — V4E)
=Bgc(VECz, ¢
=B {e;(@c(2, e))) - &c (2, VECe )}
Cela implique,
(D91 72) = | divi@dz+ (@1, Dpa))
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et par le théoréme de Stokes, comme ¢ et 2 sont a support compact,
((Dg1, @2)) = (@1, Do2)).
O

Cette propriété est importante car elle permet d’envisager une analyse spectrale de notre
opérateur de type Dirac. En résumé, nous avons construit un opérateur de type Dirac G-

invariant et symétrique sur AdSs.
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Conclusion

Un des objectifs de ce travail était d’imaginer une nouvelle version de 'opérateur de
Dirac sur des variétés homogeénes pseudo-riemanniennes. Cela a conduit a la définition d’'un
opérateur de type Dirac, invariant et symétrique, sur I'espace anti-de Sitter de dimension 2.
Cette construction parait prometteuse. En effet, 'invariance de cet opérateur donne acces a
Poutillage de la théorie de Lie et son caractére symétrique permet d’envisager une analyse
spectrale. La similitude entre notre construction et celle de K.Habermann [15]] permettra
peut-étre de transposer certains résultats et outils de sa théorie a notre contexte des espaces
homogenes.

Une étude géométrique approfondie du trou noir BHTZ non-rotationnel a également été
réalisée. Elle a mené a corriger des probléemes de revétements doubles dans la littérature
existante et présente une maniére plus lisible d’écrire I’horizon du trou noir, ainsi qu'un
nouveau systéme de coordonnées plus global.

La perspective d’obtenir des informations sur le trou noir BHTZ par le biais d'une ana-
lyse spectrale de notre opérateur de type Dirac est enthousiasmante. Nous espérons que

nous serons capables de réunir les deux parties de ce mémoire dans le futur.

75






1'*+

Iy
SOo(p,q)
End(V)

Aut(V)
¢0,9)

Notations

Algebre de Clifford, p.5

Décomposition en somme directe de €, € =€ &€~ , p.5
Groupe des inversibles de €4, p.6

Groupe de Clifford, p.6

Groupe de Clifford spécial, p.6

Groupe de Clifford spécial réduit ou groupe Spin, p.7
Composante connexe de I'identité de SO(p, q), p.7
Ensemble des endomorphismes de V

Ensemble des automorphismes de V

Algebre de Clifford de R??, p.8

Complexifié de 'algebre de Clifford €. =6 ®r C, p.8
Espace vectoriel des n-spineurs complexes, p.9
Algebre de Lie du groupe de Lie G,

Application exponentielle d'une algebre de Lie vers son groupe de Lie,

Action adjointe d’'un groupe G : Ad: G x G — G telle que Adg(g) = gg'g ™!, p.13

Forme de Killing, sur s[,(R), B(X,Y)=4Tr(XY), p.13
Fibré tangent et cotangent d'une variété M, p.16
Espace tangent au point x € M, p.16

Espaces des sections lisses du fibré E, p.17
Connexion linéaire, p.17

Connexion de Levi-Civita, p.17

1-formes associées a V et VL€, p-18

Champs de vecteurs de base dans les coordonnées locales (x1,...,x,), p.18
Espace des n-formes différentielles a valeur dans E, p.17
Tenseur de courbure associé a une connexion linéaire V, p.18
Multiplication a gauche et a droite dans un groupe, p.18
Fibré des bases associé au fibré vectoriel E, p.20

Fibré des bases orthonormées orientées associé a TM, p.20
Connexion principale, p.20

Espace horizontale et espace vertical au point p, p.20

Relevé horizontal d'un champ de vecteurs X, p.21

2-forme de courbure associée a4 une connexion principale w, p.21
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n Fonction C* associée a un section lisse 7 (voir proposition 2.23), p.23
Spin(M) Fibré donnant une structure spinorielle sur M, p.32

S Fibré des spineurs, p.33

VS Connexion linéaire associée a S, p.33

Spangle1,es} | Espace vectoriel réel engendré par e; et eg, p.33

. Multiplication de Clifford, p.36

C(TM) Fibré de Clifford, p.36

D Opérateur de Dirac, p.37

grad(f) Gradient d’une fonction lisse f, p.38

div(X) Divergence d'un champ de vecteurs C*, p.38

A Opérateur de Laplace, (voir définition 3.16 et 3.18), p.38,39

L%(S) Espace des sections de carré sommable du fibré des spineurs, p.44
AdS,, Espace anti-de Sitter de dimension n

¢* Tiré en arriére par ¢, p.54

c, Cone de lumiere futur d’un point p, p.56
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