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Introduction 

 

       La valorisation des produits d’assurance vie est basée généralement sur l’approche 

actuarielle traditionnelle d’indépendance entre les risques financiers et les risques biométriques. 

Cette propriété d’orthogonalité entre les deux risques est au cœur des modèles actuariels 

classiques. Le risque de mortalité considéré comme secondaire par rapport à celui du taux 

d’intérêt est supposé diversifiable lorsque l’assureur détient un portefeuille suffisamment 

important de contrats homogènes. Celui-ci est donc considéré déterministe dans la plupart des 

travaux tandis que le taux d’intérêt est quant à lui considéré stochastique.  La modélisation 

déterministe de la mortalité a été remise en cause au cours de ces dernières années. Les 

tendances récentes montrent une amélioration sans précédente de la mortalité ainsi qu’une 

grande incertitude exposant les assureurs à un risque de mortalité systématique et non 

diversifiable important. La minimisation du risque de mortalité peut conduire les assureurs dans 

des problèmes d’insolvabilité à l’image de « Life Equity » en Angleterre.  Cette mésaventure a 

conduit à des nouvelles réflexions sur la modélisation du risque biométrique. Dès lors, des 

modélisations stochastiques de la mortalité ont vu le jour tels que le modèle de HULL and 

WHITE, le modèle de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), le modèle de Vasicek, le processus de 

Ornstein Uhlenbeck avec ou sans sauts, le modèle de Lee Carter …etc.  

       L’évolution stochastique de la mortalité a été démontré empiriquement par différents 

travaux (par exemple Cairns et al., 2006). Par la suite, Milidonis et al. (2011) ont développé un 

modèle stochastique à changement de régime de Markov en vue d’incorporer le changement de 

régime dans les taux de mortalité stochastique. Pour justifier leur étude, ils ont mené une 

analyse empirique complète à l’aide des données démographiques américaines. Leur résultat 

empirique montre la prise en compte du changement de régime dans la modélisation 

stochastique de la mortalité à une importance supérieure à celle des modèles de Lee et Carter 

(1992), Lin et Cox (2008). Ils montrent aussi que ce modèle peut corriger certains des biais de 

tarification telles que la surestimation de la valeur du marché du risque de mortalité ou la sous-

évaluation des titres liés à la mortalité. Dans la pratique les contrats des produits d’assurance 

vie peuvent avoir une échéance de plusieurs décennies. Il n'est donc pas déraisonnable de 

supposer des changements dans la structure de la mortalité et du taux d’intérêt sur une si longue 

période. Sur une longue période, des changements de conditions macroéconomiques et sociales 

peuvent entrainer des changements structurels économiques. Ainsi, les modèles de structure par 
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terme à un facteur pour les taux d’intérêt et de mortalité à volatilité constante ne sont plus 

adaptés pour saisir ce changement aléatoire. 

       Par ailleurs, l’usage de taux d’intérêt et de mortalité stochastiques dans la tarification des 

produits d’assurance vie serait un moyen pour modéliser une potentialité de dépendance entre 

ces deux risques. En effet, certains phénomènes comme le « baby-boom », la COVID-19, le 

terrorisme avec les morts qu’il engendre bien qu’étant des risques biométriques ou d’assurance, 

ont eu un impact considérable sur la finance. Nés entre 1946 et 1947, les « baby-boomers » ont 

commencé à prendre leur retraite au moment où les marchés ne s’étaient pas encore remis de la 

crise financière de 2007.  Or selon une étude publiée par la Banque Fédérale de San-Francisco 

rapportée par le magazine en ligne slate.fr – 23 août 2011, les « baby-boomers » ont 

massivement investi sur les marchés boursiers en prévision de leurs vieux jours et 

commenceront à vendre leurs actions pour financer leur retraite. Selon une étude mené par 

Zheng Liu et Mark Spiegel cette concomitance est « déconcertante » car depuis une 

cinquantaine d’années, le cours des actions est profondément lié à la conjoncture 

démographique rapporte slate.fr – 23 août 2011. Toujours selon ce magazine, pendant la 

période d’activité des « baby-boomers » le ratio cours-bénéfices sur le marché financier 

Américain a triplé. Pour Jeremy Siegel Enseignant à l’Université de Pennsylvanie à 

Philadelphie : « il y’a bien un lien entre la démographie et les bourses américaines ».   L’étude 

mené par Zheng Liu et Mark Spiegel et rapporté par slate.fr – 23 août 2011 avait prévu une 

baisse de 13% des cours boursiers entre 2011 et 2021 causée par les « baby-boomers ».  Quant 

à la COVID-19, un risque biométrique (risque d’assurance) selon plusieurs études aurait 

impacté sans précèdent le marché financier. De même, plusieurs études ont montré que les 

attentats terroristes auraient un impact sur les marchés financiers. 

       Il serait donc pertinent d’étudier une potentialité de dépendance entre les risques 

d’assurance et les risques financiers.  Ce travail consistera à effectuer cette tache en partant du 

cas particulier de la COVID-19 qui est une crise humaine et sanitaire sans précédente en vue 

d’étudier son impact sur le marché financier. Ensuite ce travail sera achevé par la valorisation 

des produits d’assurance vie sous l’hypothèse de dépendance entre les risques biométriques et 

financiers en abordant d’abord le cas d’absence de changement de régime avant de prendre en 

compte le cas de changement de régime. 
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Partie 1 : Lien entre pandémie et marché financier 
 

Dans cette partie, il sera question d’étudier les effets de certains risques d’assurance comme les 

pandémies et les attentats terroristes sur les marchés financiers à l’aide d’éléments de littérature 

et d’analyse statistique. 

 

1. Revue de littérature 
 

          Avant d’évoquer des études relatives aux effets de certaines pandémies en particulier la 

COVID-19 sur les marchés financiers, le cas des effets des attentats terroristes sera d’abord 

abordé.  

          Plusieurs auteurs et institutions financières analysent régulièrement la réaction des 

marchés financiers relativement aux évènements politiques, économiques, démographiques ou 

environnementaux. Mais depuis le 11 septembre 2001, le monde et ses dirigeants sont de plus 

en plus préoccupés par le terrorisme et ses effets dévastateurs à la suite des attentats ayant eu 

lieu aux USA. En plus des attentats terroristes, l’apparition de la COVID-19 comme une crise 

sanitaire sans précédente ont motivé plusieurs auteurs et institutions à s’intéresser aux effets 

des deux évènements sur les marchés boursiers. 

      Les éléments catastrophiques comme les attentats terroristes qui sont des événements 

importants pour l’assurance en particulier l’assurance dommage impactent les marchés 

financiers. Par exemple, après les attentats terroristes du 11 septembre, le NYSE et le NASDAQ 

ont été fermés jusqu'au 17 septembre. Dans les premiers jours d'ouverture, le DJIA (Dow Jones 

Industrial Average) a diminué de 684 points (Aslam et al., 2013).  

        Konstantinos Drakos (2003) étudie les effets de l’attentat du 11 septembre 2001 aux USA 

sur un ensemble d’actions de compagnies aériennes cotées sur divers marchés boursiers 

internationaux. Les résultats montrent une augmentation considérable ainsi qu’une rupture 

structurelle du risque systématique(beta) depuis l'attentat terroriste. De plus, la volatilité a 

considérablement augmenté dans la période qui a suivi le 11 septembre, reflétant une incertitude 

accrue dans cette industrie. Enfin, la décomposition du risque total en ses composantes 

(systématique et idiosyncratique), montre que le risque systématique a en moyenne plus que 

doublé, tandis que le pourcentage qu'il représente par rapport au risque total a considérablement 

augmenté.  
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De même, Amelie Charles et al (2006) examinent les effets de cet attentat sur les marchés 

boursiers internationaux à partir de 10 indices boursiers quotidiens en se servant de la 

méthodologie de détection des valeurs aberrantes. Les résultats montrent que les marchés 

boursiers internationaux ont subi des chocs importants (permanents et temporaires) en réponse 

aux attentats terroristes et à leurs conséquences. 

       Ayman Mnasri et Salem Nechi (2016) utilisent une méthodologie d'étude d'événements 

parallèlement à un test d'amorçage amélioré pour évaluer l'impact des attaques terroristes sur la 

volatilité des marchés boursiers dans 12 pays de la région MENA (Moyen Orient et Afrique du 

Nord). Les résultats montrent que l'impact des attentats terroristes sur la volatilité des marchés 

financiers dure environ 20 jours de bourse, ce qui est considéré comme long par rapport à l'effet 

à terme d'événements similaires sur les marchés développés.    

           Emmanuel Apergis et Nicholas Apergis (2017) étudient l'effet des attentats terroristes 

de Paris du 11 novembre 2017 sur les rendements boursiers et la volatilité de 22 sociétés les 

plus importantes de l'industrie mondiale de la défense.  À cette fin, il utilise la méthodologie 

d'hétéroscédasticité conditionnelle autorégressive générale (modèle GARCH).  Les résultats 

indiquent clairement que cet événement terroriste a eu un impact positif sur les rendements et 

la volatilité de ces actions. 

       Arin et al (2008) utilisent une série chronologique d’un échantillon de multi pays afin 

d’analyser les effets du terrorisme sur les rendements et la volatilité des marchés boursiers. Les 

résultats montrent que le terrorisme a un impact significatif à la fois sur les marchés boursiers 

et sur la volatilité des marchés boursiers, et l'ampleur de ces effets est plus importante dans les 

marchés émergents. 

      Aslam et Kang (2013) étudient comment les attaques terroristes affectent le marché boursier 

Pakistanais. Ils montrent que les attentats terroristes affectent négativement de courte durée le 

marché boursier. L'impact de l'attaque dépend des emplacements et des types d'attaque. Plus il 

y’a de personnes tuées, plus le rendement de l'indice KSE-100 est négatif. 

     Graham et Ramiah (2012) utilisent l’hypothèse du modèle d’anticipations adaptatives 

appliqué à la méthodologie de l’étude des évènements afin d’étudier l’impact des cinq attaques 

terroristes (New York World Trade Center, Bali, Madrid, Londres et Mumbai) sur les industries 

japonaises. Leurs résultats montrent qu'il y a une augmentation du risque systématique de 

certaines industries japonaises. Ils ont également constaté que les rendements des industries 

japonaises ont été les plus négativement affectés après l'attaque du 11 septembre. 

   Arin et al (2008) étudient l’impact des incidents terroristes sur les marchés boursiers d'Israël, 

d'Indonésie, d'Espagne, du Royaume-Uni et de Thaïlande. L’étude montre que les marchés 



 

5 

boursiers et leur volatilité sont affectés par les actes terroristes. Eldor et Melnick (2004) ont 

analysé l'association entre les marchés boursiers d'Israël et les événements terroristes. Ils 

utilisent 639 incidents terroristes pour la période de 1990 à 2003. Les résultats montrent qu'il 

existe un lien négatif entre les marchés boursiers et les incidents terroristes.  

   Chesney, Reshtar et Karaman (2011) examinent la relation entre 77 événements terroristes et 

le comportement des marchés de 25 pays. Ils se servent de la méthodologie d'étude 

d'événements pour l'analyse en prenant des indices de prix quotidiens du 04 janvier 1994 au 16 

septembre 2005. Leurs résultats montrent que les marchés des 25 pays sont négativement 

affectés par les attaques terroristes. 

    G.Andrew, karolyi et Rodolfo Martell (2006) dans une étude intitulée terroriste et marché 

boursier, montrent que le jour d’un attentat terroriste, les marchés boursiers  sont affectés 

négativement de 0,83% entrainant une baisse totale de la capitalisation boursière de 401 

millions de US.  

    Quant aux différentes épidémies et pandémies qu’a connu la planète, celles-ci ont impacté le 

marché financier.  

      D’abord, la grippe asiatique apparue en 1956 en Chine s’est répandue dans le monde de 

1957 en 1958, entraînant un bilan humain extrêmement lourd. Cette pandémie a plombé les 

marchés financiers.  L’un des principaux indices boursiers des Etats Unies le S&P 500 a connu 

une chute de 20% à la fin de l’année 1957(https://www.zonebourse.com/actualite-bourse/L-

impact-d-une-pandemie-sur-les-marches-financiers--29872964/).  

     Ensuite plus récemment, La propagation du Covid-19 de la chine en novembre 2019 au reste 

du monde avec des taux de contamination et de mortalité élevés continuent de susciter maintes 

inquiétudes. Outre les conséquences humaines tragiques de la pandémie, la Covid-19 engendre 

concomitamment des incertitudes sur les marchés financiers mondiaux. Alors que de nombreux 

pays optent pour différents types de réponses visant à ralentir la pandémie, les investisseurs 

sont naturellement inquiets tant les marchés financiers ont subi d’importantes baisses de cours 

depuis la crise financière de 2008. 

À l’image des principales places financières mondiales, la bourse de Paris aura vécu « la pire 

journée de son histoire » en clôturant sur une baisse de 12,28 % le jeudi 12 mars 2020. Les 

bourses de Milan (-16,98 %) et Madrid (-14,06 %) ont également enregistré les pires chutes de 

leur histoire à la clôture, Londres (-9,81 %) et Francfort (-12,24 %) les pires depuis plus de 

30 ans. La dégringolade des bourses européennes a provoqué un choc qui s’est propagé à la 

https://www.francetvinfo.fr/sante/maladie/coronavirus/la-bourse-de-paris-a-vecu-la-pire-journee-de-son-histoire_3863571.html
https://www.francetvinfo.fr/sante/maladie/coronavirus/la-bourse-de-paris-a-vecu-la-pire-journee-de-son-histoire_3863571.html
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bourse de New York où son indice principal, le Dow Jones, a chuté de 9,99 % à la clôture, 

enregistrant ainsi sa pire séance depuis le krach boursier d’octobre 

1987(https://theconversation.com/covid-19-decryptage-dun-vent-de-panique-sur-les-

marches-financiers-mondiaux-133807).  

Cette situation a motivé plusieurs études de l’impact de la COVID-19 sur les marchés financiers 

à travers plusieurs méthodes.  

      Hail Yue Liu et al (2020) étudient l’impact de l’épidémie du coronavirus sur 21 principaux 

indices boursiers des principaux pays touchés.  Ils utilisent d’abord la méthode d’étude des 

évènements ensuite un modèle économétrique de données de panels à effets fixes constitué de 

735 observations (35 jours et 21 indices provenant des principaux pays touchés). Les 

rendements boursiers anormaux quotidiens constituent la variable dépendante tandis que le 

nombre total de cas quotidiens confirmés de COVID enregistré constitue la variable 

indépendante. Les rendements boursiers quotidiens de chaque pays et le rendement de l’indice 

Dow Jones Global Index (DJIA) sont utilisés comme variables de contrôle afin de contrôler les 

risques systématiques. Les deux méthodes aboutissent à la même conclusion à savoir que 

l’épidémie a eu un impact négatif et significatif sur les rendements boursiers de tous les pays 

retenus pour l’étude. 

     Dayong Zhang et al (2020) quant à eux, utilisent une analyse statistique descriptive simple 

afin d’analyser l’impact de la pandémie de coronavirus sur le risque boursier des dix premiers 

pays infectés en nombre de cas quotidiens. Cette étude montre que les risques sur les marchés 

financiers ont considérablement augmentés en réponse à la pandémie. La réaction individuelle 

des différents marchés boursiers est liée clairement à la gravité de l’épidémie dans chaque pays. 

Ces auteurs affirment d’autres part que la grande incertitude et les pertes économique liées à 

cette pandémie ont rendu les marchés financiers plus volatile et imprévisibles.  

    Mareto Agus Harjoto et al (2020) à l’aide d’étude d’évènement analysent les différentes 

réactions des marchés boursiers à deux évènements importants : l’annonce de l’OMS du 11 

mars 2020 déclarant la covid-19 une pandémie ainsi que celle de la Federal Reserve Bank (Fed) 

du 09 avril 2020. Ces deux évènements sont considérés comme un choc et une relance 

respectivement. L’étude montre que la covid-19 a provoqué un choc négatif sur tous les 

marchés boursiers en particulier pour les marchés émergents et les petites entreprises. La 

relance de la Fed aux USA quant à elle a enregistré des rendements anormaux positifs par 

rapport à d’autres pays développés et marchés émergents. Mais ces rendements positifs 
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anormaux ont été engrangés par les grandes entreprises américaines plutôt que les petites 

entreprises. 

     Badar Nadeem Ashraf (2020) utilise un modèle économétrique de données de panels afin 

d’étudier l’impact de l’évolution des cas/décès confirmés quotidiens de covid-19 sur les 

rendements boursiers. Les rendements boursiers quotidiens sont considérés comme variable 

dépendante tandis que les croissances des cas / décès confirmés quotidiens sont considérés 

comme variables indépendantes.  Les variables de contrôle retenues sont : la responsabilité 

démographique, l’évitement de l’incertitude, la liberté d’investissement, le logarithme du 

produit intérieur brute (PIB). Cette étude s’étend sur 64 pays de 22 janvier au 17 avril 2020. 

L’auteur montre que les marchés boursiers ont réagi négativement à la croissance du nombre 

de cas quotidiens confirmés et que la réponse du marché à la croissance du nombre de décès 

quotidiens est faible. L’étude montre aussi que les marchés boursiers ont réagi de manière plus 

proactive à la croissance du nombre de cas confirmés par rapport à la croissance du nombre de 

décès. Dans une analyse plus détaillée, l’auteur montre que les marchés boursiers réagissent 

plus fortement pendant les premiers jours des cas confirmés. La réponse des marchés boursiers 

varie en fonction de la gravité de l’épidémie. 

   Awadhi et al (2020) utilisent une analyse de données de panels afin d’étudier l’effet du 

coronavirus sur le marché boursier Chinois. Les résultats montrent que la croissance totale du 

nombre de cas quotidiens et le nombre total de décès quotidiens a des effets négatifs importants 

sur les rendements des actions de toutes les entreprises. 

    Raéf Bahrini et Assaf Fillilan (2020) étudient l’impact de la covid-19 sur les rendements 

quotidiens des principaux indices boursiers des pays CGC (Conseil de Coopération du Golfe) 

sur la période du 1er avril au 26 juin. Pour y parvenir, ils utilisent un modèle économétrique de 

données de panels ayant pour variable dépendante le rendement quotidien du marché boursier.  

La variable indépendante est mesurée par l’une des variables suivantes : total des cas quotidiens 

confirmés par million d’habitants, total quotidien des décès confirmés par million d’habitants, 

nombre quotidien de nouveaux cas confirmés par million d’habitants, nombre quotidien de 

nouveaux décès confirmés par million d’habitants, ainsi que deux variables de contrôle des 

risques systématiques du marché financier qui sont le rendement quotidien du Dow Jones 

Global Index, noté DJGIR et la variation en pourcentage de l'indice de volatilité S&P500 (VIX). 

Une analyse statistique descriptive effectuée au préalable montre une corrélation négative entre 

les variables explicatives, les variables de contrôle et les rendements quotidiens du marché 
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boursier. L’analyse économétrique de données de panels montre que seul le coefficient estimé 

du total décès quotidiens est statistiquement significatif dans toutes les régressions. Cela 

signifie que pendant la propagation du COVID-19, les marchés boursiers du CCG réagissent 

négativement et remarquablement à la croissance du nombre de décès confirmés alors qu'ils ne 

réagissent pas de manière significative au nombre de cas confirmés. 

Les résultats de cette étude suggèrent que les rendements boursiers diminuent dans les pays du 

CCG lorsque la variation des indices de volatilité augmente montrant ainsi que le sentiment de 

peur de l'investisseur exerce une influence significative sur les marchés boursiers du CCG 

pendant la période de l'épidémie de COVID-19. 

 

    Un moyen de contribuer à cette littérature consistera à étudier l’impact de la COVID-19 sur 

les principaux indices boursiers de cinq pays Européens (France, Allemagne, Angleterre, 

Espagne, Italie) et des Etas Unis (USA) du 01 mars 2020 au 31 mai 2020 une période de forte 

propagation de la pandémie dans ces nations.  

 

2. Donnés et analyse statistique relative à la COVID-19 
 

2.1  Données 

 

    Afin d’étudier l'impact de la pandémie de COVID-19 sur les rendements boursiers dans les 

pays (France, Allemagne, Angleterre, Espagne, Italie et des Etas Unis), des données relatives 

au nombre de cas confirmés et de décès quotidiens de Covid-19 collectées sur Worldometer, 

sur la période du 1er mars 2020 au 31 mai 2020 seront utilisées. Pendant cette période, ces pays 

étaient les plus touchés par la pandémie. Sur la même période, les données de rendements 

boursiers quotidiens des principaux indices boursiers suivants seront utilisés :  

- Cac 40(Cotation Assistée en Continue) est le principal indice bousier de la bourse de 

Paris (France) déterminée par quarante actions cotées en continues sur Euronext Paris. 

- S&P 500 est l’indice le plus représentatif du marché boursier Américain car composé 

d’un plus grand nombre de compagnies. Aussi sa valeur tient compte de la capitalisation 

boursière des compagnies contenues dans l’indice. Sa capitalisation couvre environ 80% 

du marché boursier Américain. 
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- DAX (Deutscher AktienindeX) est le principal indice boursier de l’Allemagne. Sa 

valeur est fondée sur le cours des quarante actions des entreprises les plus importantes 

cotées à la bourse de Francfort. 

- FTSE 100 ou simplement FTSE (Financial Times Stock Exchange) est l’indice boursier 

des cent entreprises Britanniques les mieux capitalisées cotées à la bourse de Londres, 

leur capitalisation représente 70% du marché Londonien.  

- IBEX 35 est le principal indice bousier de la bourse de Madrid composée de 35 

entreprises dont le poids est pondéré avec leur capitalisation boursière. 

- FTSE MIB (Milano Italia Borsa) est un indice boursier de la bourse Italienne constitué 

des 40 plus grandes valeurs cotées en bourse. 

- DJGIR (Dow Jones Global Index) sont des indices mondiaux comprenant plus de 3000 

indices distincts, suivant les cours des actions de plus de 2800 sociétés dans 29 pays,10 

régions du monde et 9 secteurs de marché contenant 121 groupe industriels 

(Bloomberg). 

Outre ces rendements, la volatilité quotidienne (Volatility) et la variation quotidienne de 

l’indice de volatilité (ViV) des indices ci-dessus seront utilisés dans l’analyse statistique. 

Quant à la COVID-19, elle sera représentée par les variables suivantes : 

- TCC (Total des Cas quotidiens Confirmés par million d’habitants)  

- NCC (Nouveaux Cas quotidiens Confirmés par million d’habitants) 

- TDC (Total des Décès quotidiens Confirmés par million d’habitants) 

- NDC (Nouveaux Décès Confirmés par million d’habitants) 

Pendant la période d’observation, les dates pendant lesquelles les marchés financiers étaient 

fermés pour raison de week-end ou jours fériés sont abandonnées. Par conséquent, l’ensemble 

des données finales se compose de 366 observations jugées suffisantes pour effectuer des 

analyses statistiques.  

 

 

2.2  Analyse statistique 
 

Le tableau 1 présente les statistiques récapitulatives des variables de cette étude. Les résultats 

montrent un rendement moyen négatif (-14,816%) pendant la période d’observation. Ce qui 

signifie qu’en moyenne, les marchés boursiers des six pays considérés ont enregistré 

globalement une chute. Le graphique 1(voir annexe) présente une forte augmentation du risque 
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de rendement boursier pendant la période d’observation. De plus, les valeurs moyennes et 

déviations standard liées aux rendements quotidiens du Dow Jones Global Index (DJGIR), la 

variation en pourcentage de l'indice de volatilité (ViX) et la volatilité des indices(volatility) 

montrent qu'il existe une grande fluctuation des risques systématiques du marché mondial et 

reflètent l'existence de sentiment de peur élevé des investisseurs pendant la période de la 

pandémie de coronavirus. Une analyse comparative entre les pays de l’étude montre que 

l’Espagne qui a enregistré en moyenne plus de décès quotidiens confirmés par million 

d’habitants (181517), présente aussi la plus grande baisse moyenne du rendement quotidien 

(20,57%) ainsi que la plus forte variation de l’indice de volatilité. Ce qui montre l’impact 

négatif du nombre élevé de décès sur la rentabilité et la volatilité des indices boursiers.  

La valeur moyenne du nombre total de cas confirmés quotidiens par million d'habitants est plus 

de 963122 avec un large écart-type de plus de 1620203 ce qui montre l'étendue de la 

propagation de la COVID-19 dans ces six pays. 

  

Tableau 1 : Statistiques descriptives 

 
 

Variables Return(%) TCC NCC TDC NDC DJGIR(%) Volatility(%) Viv(%) 

Observations 366 366 366 366 366 366 366 366 

Moyenne -14,816 963122,59 8204,0388 118878,312 1097,50053 -17,807 53,94459 0,61614 

Ecart type 9,3309 1620203,63 18532,976 202982,455 2927,8700 8,61742 17,926352 10,401493 

Minimum -32,168 0,222 0,000 0,000 0,000 -36,615 22,730 -37,385 

Maximum 26,911 5244707,000 105952,000 612426,000 41031,000 14,312 87,990 72,345 

 

        Afin de mesurer la liaison linéaire entre les différentes variables, l’estimation des 

coefficients de corrélation de Pearson est nécessaire.  Le tableau 2 ci-dessous présente les 

résultats en une matrice de corrélation. Les variables (TCC, NCC, TDC, NDC), la volatilité 

(volatility) et la variation de l’indice de volatilité (ViV) sont négativement corrélées. La 

corrélation entre les variables (TCC, NCC, NDC) et le rendement boursier n’est pas 

statistiquement significatif. Tandis que la corrélation entre le total des décès quotidiens 

confirmés par million d’habitants et la rentabilité des indices boursiers est statistiquement 

significatif à 5%.  Cela montre la relation de dépendance entre mortalité et marché financier. 

Ceci est cohérent avec les conclusions de l’étude effectuée par Raéf Bahrini et Assaf Fillilan 

(2020) à savoir que le marché réagit à l’accroissement du nombre de décès et par à 

l’accroissement du nombre de cas. 
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Tableau 2 : Matrice de Corrélations : 

  TCC NCC TDC NDC Return DJGIR volatility     Viv 

TCC  1        

NCC  0,597** 1       

TDC  0,778** 0,498** 1      

NDC  0,458**  0,507**  0,544** 1     

Return  -0,016 -0,054    -0,23**  -0,023       1    

DJGIR  -0,012 -0,027 -0,041 -0,029 0,624** 1   

Volatility -0,514**-0,378**-0,501**-0,294**-0,348**-0,505** 1  

Viv  -0,145**  -0,141**  -0,133*  -0,104* -0,154** -0,102   0,064  1 

 

**. La corrélation est significative au niveau 0.01 (bilatéral). 

*. La corrélation est significative au niveau 0.05 (bilatéral) 

     L’étude menée jusque-là confirme l’existence de dépendance entre mortalité et marché 

financier. La revue de la littérature et la statistique descriptive effectuées, permettent de 

conclure qu’il y’a en général une corrélation négative entre mortalité et marché financier. 

Autrement dit, l’augmentation du taux de mortalité entraine une baisse du rendement boursier/ 

taux d’intérêt et vis-versa.   La COVID-19 n’étant pas un évènement ponctuel et ayant été une 

crise sanitaire sans précèdent, la valeur du coefficient de corrélation obtenue entre rendement 

boursier et le total des décès quotidiens confirmés par million d’habitants ne peut être 

généralisée comme la valeur du coefficient de corrélation entre mortalité et marché financier. 

Ce coefficient permet la confirmation de l’existence de dépendance entre mortalité et marché 

financier. En partant de la revue de littérature, ce coefficient n’excéderait pas -10% à un niveau 

de significativité de 5%. 
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     La prochaine étape sera consacrée à la valorisation de produits d’assurance vie sur la base 

de cette dépendance déjà démontrée entre mortalité et marché financier. Quant à l’illustration 

numérique de ces produits, plusieurs valeurs négatives et positives du coefficient de corrélation 

seront considérées afin d’évaluer le changement de valeurs des produits en fonction du 

changement du coefficient de corrélation. 

 

Partie 2 : Evaluation de produits d’assurance vie sous 

l’hypothèse de dépendance entre les risques financiers et les 

risques biométriques.   

 

    Dans cette partie, il s’agira d’évaluer des produits d’assurance vie en prenant en compte la 

corrélation entre taux de mortalité et taux d’intérêt à l’aide de mouvement browniens 

multidimensionnels. D’abord le cas d’absence de changement de régime sera abordé avant de 

prendre en compte le changement de régime.   

 

1. Cadre d’évaluation 
 

   La valorisation de produits d’assurance vie nécessite la prise en compte d’au moins deux 

risques à savoir le risque financier lié au taux d’intérêt et le risque d’assurance lié au taux de 

mortalité ou probabilité de survie. Selon Liu et al (2014), l’amélioration sans précédente de la 

mortalité se traduisant par une amélioration de l’espérance de vie ainsi que l’incertitude liée à 

la structure de taux d’intérêt nécessitent un cadre de modélisation amélioré, cohérent et intégré 

pour la tarification des produits d’assurance vie. Ceci permettrait d’apporter un soutien assez 

solide aux compagnies d’assurance dans le cadre de la tarification des produits. Dans cette 

section, le modèle de taux d’intérêt stochastique de court terme de Vasicek (1977) avec retour 

à la moyenne et le taux de mortalité stochastique représenté par le processus d’Ornstein-

Uhlenbeck (OU) seront utilisés. La corrélation entre ces deux risques sera modélisée à l’aide 

de mouvement brownien. La modélisation de ces taux se fera donc de façon combinée. Pour 

une question de traçabilité analytique, les processus seront considérés affines.  Ainsi, ces 

processus seront utilisés afin d’évaluer les produits d’assurance vie de façon neutre vis-à-vis 

des risques.  
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2. Modèle de taux d’intérêt 

 

Afin d’évaluer les produits dérivées et les obligations, l’approche moderne fait appel à la théorie 

des martingales afin d’obtenir des prix et stratégies de couverture sans arbitrage. Pour se faire, 

l’utilisation du compte cash (𝐵𝑡)définie de la façon suivante est nécessaire : 

 

𝑑𝐵𝑡 = 𝑟𝑡𝐵𝑡𝑑𝑡         ⇔            
𝑑𝐵𝑡

𝐵𝑡
= 𝑟𝑡𝑑𝑡 

 

                                           ⇔            𝑑 log 𝐵𝑡 = 𝑟𝑡𝑑𝑡 

                                                         ⇔         log 𝐵𝑡 = ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 + log𝐵0
𝑡

0
 

 

                                                 ⇔ 𝐵𝑡 = 𝐸(∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 + log𝐵0
𝑡

0
) 

 

                                                ⇔ 𝐵𝑡 = 𝐵0 ∗ 𝐸𝑥𝑝 (∫ 𝑟𝑢

𝑡

0

𝑑𝑢) 

 

 𝑟𝑡   est le taux d’intérêt sans risque continue lié à un investissement sans risque.  

Soit Ǫ une mesure risque neutre ou une mesure martingale. 

Sous Ǫ, le prix d’un actif risqué est une martingale utilisant le compte cash (𝐵𝑡) comme 

numéraire.  

Par exemple le prix d’une obligation zéro coupon payant une unité monétaire à terme 𝛵 > 𝘵 

est donné par la formule suivante : 

   

𝐵(𝑡, 𝑇) = 𝙀Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 ℛ𝑡

𝑇

𝑡

) 

 

 ℛ𝑡 est la filtration générée par le processus 𝑟𝑡 
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3. Modèle de taux de mortalité 

 

       Soit 𝜏(𝑥, 𝑡) une variable aléatoire représentant la durée de vie future d’un individu d’âge 𝑥 

à l’instant initial. Soit 𝜇(𝑥, 𝑥 + 𝑡) le taux de mortalité à l’âge 𝑥 + 𝑡 de cet individu et 𝑠(𝑥, 𝑡) sa 

probabilité de survie à l’âge 𝑥 + 𝑡  sous l’hypothèse de taux de mortalité déterministe.  

   

𝑆(𝑥, 𝑡) = 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇(𝑠, 𝑠 + 𝑥)𝑑𝑠
𝑡

0

) 

 

Sous l’hypothèse de taux ou force de mortalité stochastique, la probabilité de survie devient 

une variable aléatoire. Ainsi, pour la valorisation de produits vie d’assurance la détermination 

de l’espérance conditionnelle est nécessaire. 

 

𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑥) = 𝘌(𝛪{𝜏≥𝛵} 𝛭𝑡) = 𝜤{𝝉≥𝒕}𝘌 [
𝑆(𝛵, 𝑥)

𝑆(𝑡, 𝑥)
 𝛭𝑡] 

 

𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑥) = 𝜤{𝝉≥𝒕}𝙀(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝜇(𝑠, 𝑠 + 𝑥)𝑑𝑠
𝑇

𝑡

 𝛭𝑡) 

 

Soit   𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝙀Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝜇(𝑠, 𝑠 + 𝑥)𝑑𝑠
𝑇

𝑡
 𝛭𝑡) 

  

𝛭𝑡 est la filtration générée par le processus 𝜇 

 

Cette expression de 𝑃(𝑡, 𝑇) représente la fonction de survie ou probabilité de survie ajustée au 

risque pour tenir compte de la sélection adverse. 

 

3.1 Cadre d’intégration de modèles 
 

 Soit {ℱ𝑡} la filtration jointe telle que :  

 

ℱ𝑡 = ℛ𝑡 ∨ 𝛭𝑡 = 𝜎(ℛ𝑡 ∪𝛭𝑡) 

 

Dans ce cadre généralisé, la prestation de survie (pure endowment) à l’instant 𝑡 payant une unité 

monétaire à un individu d’âge 𝑥 à terme 𝛵 est : 
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𝜧(𝑡, 𝑇) = 𝘌Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 𝛪{𝜏≥𝛵} ℱ𝘵

𝑇

𝑡

) 

 

𝑴(𝑡, 𝑇) = 𝛪{𝜏≥𝘵}𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢

𝑇

𝑡

𝑑𝑢 . 𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣  ℱ𝘵)
𝑇

𝑡

 

 

Soit 𝐶𝛵 le capital payable à maturité (𝛵) en cas de survie en 𝑇 et 𝑉𝑡 la valeur du marché du 

contrat à l’instant 𝘵 : 

 

𝑉𝑡 = 𝘌Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 𝛪{𝜏≥𝛵}𝐶𝑇 ℱ𝘵 )
𝑇

𝑡

 

 

𝑉𝑡 = 𝛪{𝜏≥𝛵}. 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣 𝐶𝑇 ℱ𝘵)

𝛵

𝑡

𝛵

𝑡

 

 

L’évaluation des produits se fera conditionnellement à la filtration jointe ℱ𝜏 après avoir établir 

les expressions des taux de mortalité et d’intérêt. Il sera supposé par la suite que 𝐶𝑇 = 1 

 

 

4. Modèle affine stochastique de taux d’intérêt et de mortalité 
 

Dans l’espace de probabilité filtré (𝛺, ℱ, {ℱ𝘵}, Ǫ) ou Ǫ est une mesure risque neutre, les 

expressions des taux d’intérêt et de mortalité sont :  

 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤𝑡
1 : Modèle de taux d’intérêt de Vasicek 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃𝑑𝑧𝑡 : modèle de taux de mortalité de Ornstein-Uhlenbeck 

𝑧𝑡 = 𝜌𝑤𝑡
1 +√1 − 𝜌2 𝑤𝑡

2 

 𝑤𝑡
1, 𝑤𝑡

2 sont des mouvements browniens standard et indépendant.  

𝑎, 𝑏, 𝑐 , 𝜎𝑒𝑡 𝜃 sont des constantes positives. 

 𝜃 𝑒𝑡 𝜎 représentent respectivement la volatilité des processus des taux de mortalité et d’intérêt.  
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𝜌: Coefficient de corrélation de Pearson permettant de modéliser la dépendance entre risque 

financier représenté par le taux d’intérêt et risque d’assurance représenté par le taux de 

mortalité.  

Les modèles du taux d’intérêt et de mortalité sont respectivement le modèle de Vasicek et le 

modèle de Ornstein-Uhlenbeck (OU). En ce qui concerne le processus du taux de mortalité, la 

probabilité qu’il génère des valeurs négatives est négligeable selon Luciano et Vigna(2008). 

 

4.1  Modèle du taux d’intérêt de Vasicek 
 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤𝑡
1            ⇔  𝑑𝑟𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 =  𝜎𝑑𝑤𝑡

1 

Soit 𝑋𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝘵)(𝑏 − 𝑟𝑡) ⇔ 𝑟𝑡 = 𝑏 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎. 𝘵)𝑋𝑡 

𝑑𝑋𝑡 = 𝑎. 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 − 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)𝑑𝑟𝑡 

𝑑𝑋𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)⦋𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 − 𝑑𝑟𝑡⦌ =  −𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)⦋𝑑𝑟𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡⦌ 

 

𝑑𝑋𝑡 = −𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝘵)𝜎𝑑𝑤𝑡
1 

 

𝑋𝑡 = 𝑋𝑠 −∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑢)𝜎𝑑𝑤𝑢
1

𝑡

𝑠

 

Ainsi, l’expression analytique du processus du taux d’intérêt est la suivante : 

 

𝑟𝑡 = 𝑏 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎. 𝘵)𝑋𝑠 + ∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝘵 − 𝑢)𝜎𝑑𝑤𝑢
1𝘵

𝑠
  (1) 

Sachant que : 𝑋𝑠 = 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑠)(𝑏 − 𝑟𝑠), 

Alors, (1)𝑑𝑒𝑣𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑟𝑡 = 𝑏 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎. 𝘵). 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑠)(𝑏 − 𝑟𝑠) + ∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝘵 − 𝑢)𝜎𝑑𝑤𝑢
1𝑡

𝑠
  (2) 

La réorganisation de (2) donne : 

 

𝒓𝒕 = 𝒃⦋𝟏 − 𝑬𝒙𝒑(−𝒂(𝙩 − 𝒔)⦌ + 𝑬𝒙𝒑(−𝒂(𝙩 − 𝒔)𝒓𝒔 + ∫ 𝑬𝒙𝒑(−𝒂(𝙩 − 𝒖)𝝈𝒅𝒘𝒖
𝟏𝒕

𝒔
        𝐭 > 𝐬 
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Une nouvelle expression de l’obligation zéro coupon introduit au point 2 peut-être définie en 

utilisant cette fois le taux d’intérêt à risque de Vasicek et la filtration ℱ𝑡 : 

𝐵(𝑡, 𝑇) = 𝙀Ǫ (𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 ℱ𝑡

𝑇

𝑡

) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇)) 

𝐴(𝑡, 𝑇) =
1 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝑇 − 𝑡)

𝑎
 

𝐷(𝑇, 𝑇) = (𝑏 −
𝜎2

2𝑎2
) [𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)] −

𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)2

4𝑎
 

 

Sous la mesure risque neutre Ǫ, ce taux d’intérêt de court terme est Gaussien de moyenne 

 𝘌Ǫ(𝑟𝑡 ℱ𝑠) et de variance 𝑉Ǫ(𝑟𝑡 ℱ𝑠) . 

𝘌Ǫ(𝑟𝑡 ℱ𝑠) = 𝑏⦋1 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝘵 − 𝑠)⦌ + 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝘵 − 𝑠)𝑟𝑠 

𝑉Ǫ(𝑟𝑡 ℱ𝑠) = ∫ 𝐸𝑥𝑝(−2𝑎. (𝘵 − 𝑢)𝜎2𝑑𝑢 =
𝜎2

2𝑎

𝘵

𝑠

⦋1 − 𝐸𝑥𝑝(−2𝑎. (𝘵 − 𝑠)⦌ 

 

4.2  Modèle de taux de mortalité d’Ornstein-Uhlenbeck 
 

 L’expression du processus de mortalité est déterminée de la façon suivante : 

Soit 𝑌𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)𝜇𝑡  ⇔ 𝜇𝑡 = 𝑌𝑡𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝘵) 

𝑑𝑌𝑡 = −𝑐. 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝘵)𝑑𝜇𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)⦋−𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝑑𝜇𝑡⦌ 

𝑑𝑌𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝘵)𝜃𝑑𝑍𝑡 

𝑌𝑡 = 𝑌𝑠 +∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝜃𝑑𝑍𝑢

𝘵

𝑠

 

Avec 𝑌𝑠 = 𝜇𝑠𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑠) alors 𝑌𝑡 = 𝜇𝑠𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑠) + ∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝜃𝑑𝑍𝑢
𝘵

𝑠
 

Ainsi, 𝝁𝙩 = 𝝁𝒔𝑬𝒙𝒑(𝒄(𝙩 − 𝒔)) + ∫ 𝑬𝒙𝒑(𝒄(𝙩 − 𝒖))𝜽𝒅𝒁𝒖
𝙩

𝒔
 avec 𝐭 > 𝐬 

Ou encore, 
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𝝁𝙩 = 𝝁𝒔𝑬𝒙𝒑(𝒄(𝙩 − 𝒔)) + 𝜽∫ 𝑬𝒙𝒑(𝒄(𝙩 − 𝒖))
𝙩

𝒔

(𝝆𝒅𝒘𝒖
𝟏 +√𝟏 − 𝝆𝟐 𝒅𝒘𝒖

𝟐) 

 

Les expressions de l’espérance et de la variance sous la mesure risque neutre 𝑄 sont : 

𝘌Ǫ(𝜇𝘵 ℱ𝑠) = 𝜇𝑠𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝘵 − 𝑠)) 

𝑉Ǫ(𝜇𝘵 ℱ𝑠) = 𝜃2∫ 𝐸𝑥𝑝(2𝑐(𝑡 − 𝑢))
𝘵

𝑠

𝑑𝑢 = −
𝜃2

2𝑐
⦋1 − 𝐸𝑥𝑝(2𝑐(𝘵 − 𝑠))⦌ 

 

A ce stade du travail, la valorisation de produits d’assurance vie pourrait être effectuée sous la 

mesure risque neutre Ǫ ayant pour numéraire le compte cash (𝐵𝑡). Mais comme l’a signifié 

Yixing Zhao (2019) dans sa thèse intitulée « Valuation and Risk Management of Some 

Longevity and P&C Insurance Products » les formules qui seront obtenues nécessiterons une 

stimulation à deux niveaux. Cela conduirait à un problème de « simulation dans simulation » 

rendant l’évaluation longue et inefficace. L’introduction d’une mesure forward neutre permettra 

d’améliorer l’efficacité de la valorisation ainsi que la réduction considérable du temps des 

calculs est donc nécessaire.  

 

 

5. Méthode d’évaluation de produits d’assurance vie 

 

Pour l’évaluation, deux produits d’assurance vie seront envisagés : 

- Le capital différé (Pure endowment) 

- La garantie d’annuité (GAO : Garantie Annuity Option) 

 

5.1  Evaluation du capital différé 
 

Une pure endowment est un produit d’assurance vie donnant l’obligation à l’assureur de verser 

à l’assuré un capital s'il survit jusqu’à une période déterminée mais rien en cas de décès 

antérieur. Il sera supposé dans ce travail que ce contrat de pure endowment est sans participation 

bénéficiaire.  Étant donné les modèles de taux d'intérêt et de mortalité définis précédemment ce 

produit sera évalué dans ce qui suit. 
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Soit 𝑄̃𝑇 une mesure forward neutre équivalente à la mesure Ǫ via la dérivée de Radon-Nikodym 

(𝛬𝑇) selon le théorème de Girsanov ayant pour numéraire l’obligation zéro coupon 𝐵(𝑡, 𝑇). 

Cette mesure forward est fonction de la maturité 𝑇. Elle n’est donc pas unique. Puisque dans ce 

travail 𝑇 est fixé, il sera supposé par la suite que 𝑄̃𝑇 = 𝑄̃ 

𝑑Ǫ̃

𝑑Ǫ
⃒ℱ𝛵 = 𝛬𝑇 = 

𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢) 𝐵(𝛵,𝛵)
𝛵
0

𝐵(0,𝛵)
    Avec 𝐵(𝛵, 𝛵) = 1 

Sous la mesure risque neutre Ǫ,  𝛬𝑇 est martingale  

𝛬𝘵 = 𝘌Ǫ(𝛬𝛵 ℱ𝘵) =
𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢) 𝐵(𝑡, 𝑇)

𝑡

0

𝐵(0, 𝑇)
 

Selon la règle de Bayes, pour toute variable aléatoire (𝐻 ) ℱ𝘵 mesurable : 

𝘌Ǫ̃(𝐻 ℱ𝑡) =
𝘌Ǫ(𝛬𝑇𝐻 ℱ𝘵)

𝘌Ǫ(𝛬𝑇 ℱ𝘵)
=
𝘌Ǫ(𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝐻. 𝑟𝑢𝑑𝑢) 𝐵(𝑡, 𝑇))

𝑡

0

𝐵(𝘵, 𝑇)
 

Soit 𝘌Ǫ(𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢)𝐻 ℱ𝑡) 𝐵(𝑡, 𝑇))
𝑡

0
= 𝘌Ǫ̃(𝐻 ℱ𝑡). 𝐵(𝑡, 𝑇) 

En remplaçant 𝐻 par 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)
𝑇

𝑡
,l’expression de la prestation de survie peut être réécrite 

de la façon suivante : 

𝑴(𝑡, 𝑇) = 𝛪{𝜏≥𝑡}𝐵(𝑡, 𝑇)𝘌
Ǫ̃(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝑡

𝑑𝑣 ℱ𝘵)) 

Avec le changement de numéraire, l’expression de la pure endowment peut être divisée en 

produit du prix de l'obligation zéro-coupon et de l'espérance de probabilité de survie.  

Soit 𝑀(𝑡, 𝑇) = 𝐵(𝑡, 𝑇)𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝑡
𝑑𝑣 ℱ𝘵)): l’expression de la pure endowment. 

Soit 𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝑡
𝑑𝑣 ℱ𝘵))  : l’espérance de la probabilité de survie 

Par conséquent, il serait nécessaire de déterminer la dynamique du taux d'intérêt et du processus 

de mortalité sous Ǫ̃ , ce qui permettra de déterminer les expressions analytiques de la pure 

endowment et de l’espérance de la probabilité de survie. 

 

 



 

20 

5.2  Dynamique du taux d’intérêt sous la mesure forward neutre Ǫ̃ 
 

Selon R. Manon (2004), 

𝑑𝑤̃𝑡
1 = 𝑑𝑤𝑡

1 + 𝐴(𝑡, 𝑇)𝜎𝑑𝑡 et 𝑑𝑤̃𝑡
2 = 𝑑𝑤𝑡

2 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤𝑡
1 

𝑑𝑤𝑡
1 = 𝑑𝑤̃𝑡

1 − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝜎𝑑𝑡 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑑𝑤̃1
𝑡 − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝜎𝑑𝑡) 

𝑑𝑟𝑡 = (𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡) − 𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤̃𝑡
1 

𝒅𝒓𝒕 = (𝒂. 𝒃 − 𝒂𝒓𝒕 − 𝝈𝟐𝑨(𝒕, 𝑻)) 𝒅𝒕 + 𝝈𝒅𝒘̃𝒕
𝟏  

En partant de 𝑑𝑋𝑡 = −𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)⦋𝑑𝑟𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡⦌ 

On a 𝑑𝑟𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 = −𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤̃𝑡
1 

Alors 𝑑𝑋𝑡 = −𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑡)⦋−𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 + 𝜎𝑑𝑤̃𝑡
1⦌ 

𝑋𝑡 = 𝑋𝑠 + 𝜎2∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑎 − 𝑢). 𝐴(𝑢, 𝑇)𝑑𝑢 − 𝜎∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑢)𝑑𝑤̃𝑢
1

𝘵

𝑠

𝘵

𝑠

 

𝐫𝐭 = 𝐛 − 𝐄𝐱𝐩(−𝐚(𝘁 − 𝐬)(𝐛 − 𝐫𝐬) − 𝛔𝟐 ∫ 𝐄𝐱𝐩(−𝐚(𝘁 − 𝐮)). 𝐀(𝐮, 𝐓)𝐝𝐮
𝘁

𝐬
+

                                                       𝛔 ∫ 𝐄𝐱𝐩(−𝐚(𝘁𝐮))𝐝𝐰̃𝐮
𝟏𝘁

𝐬
    

 

5.3   Dynamique du taux de mortalité sous la mesure forward neutre  
 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃𝑑𝑧𝑡 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃(𝜌𝑑𝑤𝑡
1 +√1 − 𝜌2   𝑑𝑤𝑡

2) 

𝑑𝜇𝑡 =  𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃⦋𝜌(𝑑𝑤̃𝑡
1 − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝜎𝑑𝑡) + √1 − 𝜌2   𝑑𝑤̃𝑡

2⦌ 

𝑑𝜇𝑡 = (𝑐𝜇𝑡 − 𝜃. 𝜎. 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜃. 𝜌𝑑𝑤̃𝑡
1 + 𝜃.√1 − 𝜌2   𝑑𝑤̃𝑡

2 

𝑑𝜇𝑡 = (𝑐𝜇𝑡 − 𝜃. 𝜎. 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜃(𝜌𝑑𝑤̃𝑡
1 +√1 − 𝜌2   𝑑𝑤̃𝑡

2) 
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𝒅𝝁𝒕 = (𝒄𝝁𝒕 − 𝜽. 𝝈. 𝝆𝑨(𝒕, 𝑻))𝒅𝒕 + 𝜽𝒅𝒛̃𝒕    

Avec  𝑧̃𝑡 = 𝜌𝑤̃𝑡
1 +√1 − 𝜌2   𝑤̃𝑡

2 

En cas d’indépendance entre la mortalité et marché financier (𝜌 = 0), la dynamique du 

processus de mortalité sous la mesure risque neutre Ǫ, est identique à celle obtenue sous la 

mesure forward neutre Ǫ̃. Ce qui n’est pas pareil en cas de dépendance entre mortalité et marché 

financier.  

Il serait nécessaire de déterminer l’expression de 𝜇𝑡 car celle-ci sera utile pour la suite du travail. 

𝑌𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)𝜇𝑡  ⇔ 𝜇𝑡 = 𝑌𝑡𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝘵) 

𝑑𝑌𝑡 = −𝑐. 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝘵)𝑑𝜇𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝘵)⦋−𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝑑𝜇𝑡⦌ 

Avec  𝑑𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 = (−𝜃. 𝜎. 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜃𝑑𝑧̃𝑡 

𝑑𝑌𝑡 = ((−𝜃. 𝜎. 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜃𝑑𝑧̃𝑡) ∗ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑡) 

𝑌𝑡 = 𝑌𝑠 − 𝜃. 𝜎. 𝜌∫ 𝐴(𝑢, 𝑇)𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑢 + 𝜃∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑧̃𝑢

𝑡

𝑠

𝑡

𝑠

 

𝑌𝑠 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑠)𝜇𝑠 

𝑌𝑡 = 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑠)𝜇𝑠 − 𝜃. 𝜎. 𝜌∫ 𝐴(𝑢, 𝑇)𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑢 + 𝜃∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑧̃𝑢

𝑡

𝑠

𝑡

𝑠

 

 

𝝁𝒕 = 𝑬𝒙𝒑(𝒄. 𝒕)⦋ 𝑬𝒙𝒑(−𝒄. 𝒔)𝝁𝒔 − 𝜽. 𝝈. 𝝆 ∫ 𝑨(𝒖, 𝑻)𝑬𝒙𝒑(−𝒄. 𝒖)𝒅𝒖 + 𝜽∫ 𝑬𝒙𝒑(−𝒄. 𝒖)𝒅𝒛̃𝒖
𝒕

𝒔

𝒕

𝒔
⦌  

 

5.3.1 Expression analytique de l’espérance de survie 
 

(∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝑡
𝑑𝑣 ℱ𝘵) suit une loi normale de moyenne 𝐸Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝘵
𝑑𝑣 ℱ𝘵) et de variance 

𝑉Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝘵
𝑑𝑣 ℱ𝘵)  alors : 

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝑡
𝑑𝑣 ℱ𝘵))  
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𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐸Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 ℱ𝘵) +
1

2
𝑉Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 ℱ𝘵)) 

𝐸Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 ℱ𝘵) =  ∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑡). 𝜇𝑡

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 − 𝜎. 𝜃. 𝜌∫ ∫𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑢)). 𝐴(𝑢, 𝑇)𝑑𝑣𝑑𝑢

𝑇

𝘵

𝘵

𝑣

 

𝑉Ǫ̃ (∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 ℱ𝘵) = 𝜃2. ∫ 𝐸𝑥𝑝(2𝑐. 𝑣)𝑑𝑣(∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑢)
𝘵

𝑣

2𝑇

𝘵

 

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝⦋−∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑡). 𝜇𝑡

𝑇

𝘵

𝑑𝑣 + 𝜎. 𝜃. 𝜌∫ ∫𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑢)). 𝐴(𝑢, 𝑇)𝑑𝑣𝑑𝑢

𝑇

𝘵

𝘵

𝑣

+                                   
1

2
𝜃2. ∫ 𝐸𝑥𝑝(2𝑐. 𝑣)𝑑𝑣(∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑢)

𝘵

𝑣

2𝑇

𝘵

⦌ 

 

Soit 𝐺̃(𝑡, 𝑇) = ∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑡))𝑑𝑣
𝑇

𝘵
= 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑡). ∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑐𝑣)𝑑𝑣 =

𝑇

𝑡

1

𝑐
𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑡)⦋𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝑇) − 𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝑡)⦌ 

𝐺̃(𝑡, 𝑇) =
𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑇 − 𝑡)) − 1

𝑐
 

𝐻̃(𝑡, 𝑇) = 𝜎. 𝜃. 𝜌∫ ∫𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑣 − 𝑢)). 𝐴(𝑢, 𝑇)𝑑𝑣𝑑𝑢

𝑇

𝘵

𝘵

𝑣

+ 
1

2
𝜃2. ∫ 𝐸𝑥𝑝(2𝑐. 𝑣)𝑑𝑣(∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)𝑑𝑢)

𝘵

𝑣

2𝑇

𝘵

 

𝐻̃(𝑡, 𝑇) =
𝜎. 𝜃. 𝜌

𝑐
∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑣). 𝐴(𝑣, 𝑇). (𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑇 − 𝑣) − 1)𝑑𝑣
𝑇

𝑡

+
𝜃2

2
∫ 𝐸𝑥𝑝(−2𝑐. 𝑣)(𝐸𝑥𝑝(𝑐(𝑇 − 𝑣) − 1)2𝑑𝑣
𝑇

𝑡

 

𝐻̃(𝑡, 𝑇) = (
𝜌. 𝜎. 𝜃

𝑎. 𝑐
−
𝜃2

2𝑐2
) ⦋𝐺̃(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)⦌ +

𝜌. 𝜎. 𝜃

𝑎. 𝑐
⦋𝐴(𝑡, 𝑇)

−
1 − 𝐸𝑥𝑝(−(𝑎 − 𝑐)(𝑇 − 𝑡))

𝑎 − 𝑐
⦌ +

𝜃2

4𝑐
𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝟐 

Soit  𝐻̃(𝑡, 𝑇) = 𝐻̃1(𝑡, 𝑇) + 𝐻̃2(𝑡, 𝑇) 
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Avec 𝐻̃1(𝑡, 𝑇) =
𝜌.𝜎.𝜃

𝑎.𝑐
(⦋𝐺̃(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)⦌ + ⦋𝐴(𝑡, 𝑇) −

1−𝐸𝑥𝑝(−(𝑎−𝑐)(𝑇−𝑡))

𝑎−𝑐
⦌) 

𝐻̃2(𝑡, 𝑇)=    
𝜃2

4𝑐
𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝟐 −

𝜃2

2𝑐2
⦋𝐺̃(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)⦌ 

Alors 𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇)) 

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃1(𝑡, 𝑇) + 𝐻̃2(𝑡, 𝑇)) 

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝 (𝐻̃1(𝑡, 𝑇)) . 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃2(𝑡, 𝑇)) 

𝐸𝑥𝑝 (𝐻̃1(𝑡, 𝑇)): Capte l’impact de la corrélation  

Sachant que le prix de la pure endowment est :𝑀(𝑡, 𝑇) = 𝐵(𝑡, 𝑇)𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣
𝑇

𝑡
𝑑𝑣 ℱ𝘵))  

Avec 𝐵(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇)) et 

𝑃(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇)) = 𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝑡

𝑑𝑣 ℱ𝘵)) 

Alors  𝑀(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇) − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇)) 

Soit : 

𝛼(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑥𝑝(𝐻̃1(𝑡, 𝑇) + 𝐻̃2(𝑡, 𝑇) + 𝐷(𝑡, 𝑇)) Et 𝑅(𝑡, 𝑇) = (𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡) 

 

𝑴(𝒕, 𝑻) = 𝜶(𝒕, 𝑻). 𝑬𝒙𝒑(−𝑹(𝒕, 𝑻)) 

 

L’expression de la pure endowment peut-être encore exprimée de la façon suivante : 

𝑴(𝒕, 𝑻) = 𝑬𝒙𝒑 (𝑯̃𝟏(𝒕, 𝑻))𝑩(𝒕, 𝑻)𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕 + 𝑯̃𝟐(𝒕, 𝑻)) 

 

𝒇(𝝆, 𝒕) = 𝑬𝒙𝒑(𝑯̃𝟏(𝒕, 𝑻)) 

𝒇(𝝆, 𝒕) = 𝑬𝒙𝒑(
𝝆. 𝝈. 𝜽

𝒂. 𝒄
(⦋𝑮̃(𝒕, 𝑻) − (𝑻 − 𝒕)⦌ + ⦋𝑨(𝒕, 𝑻) −

𝟏 − 𝑬𝒙𝒑(−(𝒂 − 𝒄)(𝑻 − 𝒕))

𝒂 − 𝒄
⦌)) 
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Ou encore : 

𝒇(𝝆, 𝒕) = 𝑬𝒙𝒑(
𝝆. 𝝈. 𝜽

𝒂. 𝒄
(⦋
𝑬𝒙𝒑(𝒄(𝑻 − 𝒕)) − 𝟏

𝒄
− (𝑻 − 𝒕)⦌

+ ⦋
𝟏 − 𝑬𝒙𝒑(−𝒂(𝑻 − 𝒕)

𝒂
−
𝟏 − 𝑬𝒙𝒑(−(𝒂 − 𝒄)(𝑻 − 𝒕))

𝒂 − 𝒄
⦌)) 

 

𝒇(𝝆, 𝒕): Représente l’effet de la dépendance entre mortalité et marché financier sur la pure 

endowment. 

 𝑩(𝒕, 𝑻): L’obligation zéro-coupon qui représente l’impact du taux d’intérêt   

 𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕 + 𝑯̃𝟐(𝒕, 𝑻)): Expression fonction de la mortalité 

 

 

5.4  Analyse de l’effet de la dépendance entre mortalité et marché 

financier sur la pure endowment. 

 

L’effet de la dépendance entre mortalité et marché financier sur la pure endowment dû à la 

présence du coefficient de corrélation entre le taux de mortalité et le taux d’intérêt est représenté 

par la fonction suivante : 𝒇(𝝆, 𝒕) = 𝑬𝒙𝒑(𝑯̃𝟏(𝒕, 𝑻))  . Il serait intéressant d’analyse cet effet en 

fonction des variations du coefficient de corrélation et de la maturité. 

𝜕𝑓(𝜌, 𝑡)

𝜕𝜌
= 𝐸(𝑡). 𝑓(𝜌, 𝑡) 

 

𝐸(𝑡) =  
σ. θ

a. c
(⦋
Exp(c(T − t)) − 1

c
− (T − t)⦌

+ ⦋
1 − Exp(−a(T − t)

a
−
1 − Exp(−(a − c)(T − t))

a − c
⦌) 

Pour 𝑡 = 0 𝑒𝑡 𝑇 = 20, 𝐸(𝑡) = 0.02254974 alors ; 
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𝜕𝑓(𝜌, 𝑡)

𝜕𝜌
> 0  

Pour 𝑡 = 0 𝑒𝑡 𝑇 = 20 , l’augmentation en valeur absolue du coefficient de corrélation (𝜌 →

−1) entraine une baisse de la valeur numérique de l’effet de dépendance sur le capital différé 

et dont une baisse du prix. En effet, une baisse de l’un des taux (mortalité ou intérêt) est 

compensée par une augmentation de l’autre et vice- versa. La prise en compte de la dépendance 

entraine donc une sorte de « couverture naturelle » de la pure endowment des risques liés au 

taux de mortalité et au taux d’intérêt. Cette « couverture naturelle » rendant le produit moins 

risqué entraine logiquement une baisse de son prix. Cela pourrait entrainer pour l’assureur un 

portefeuille de grande taille plus homogène car le produit serait accessible à tous les profils 

(« bon risque » et « mauvais risque »). Ce qui éviterait la sélection adverse et une réduction du 

risque d’insolvabilité de l’assureur. Le graphique suivant illustre la variation de l’effet de 

dépendance lorsque le coefficient de corrélation varie selon l’intervalle  [−1, 0] et que 𝑡 =

0 , 𝑇 = 20. 

 

Graphique 2 : Evolution de l’effet de dépendance en fonction du coefficient de corrélation négatif 

 

La valeur numérique de l’expression de l’effet de dépendance tend vers l’unité lorsque le 

coefficient de corrélation tend vers zéro. 𝑓(0, 𝑡) = 1 signifie l’absence d’effet de dépendance 

sur le prix de du capital différé et dont une disparition de la « couverture naturelle ». Ce qui 
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entrainerait logiquement une augmentation du prix. L’illustration numérique du prix du capital 

différé qui sera effectuée permettra de vérifier cela.  

   Le cas de l’analyse de l’effet de dépendance lorsque le coefficient de corrélation est positif 

n’est pas vraiment nécessaire car il a été signifié dans la première partie que le coefficient de 

corrélation entre mortalité et marché financier est négative. Mais il sera néanmoins abordé en 

vue d’effectuer une analyse comparative : 

𝜕𝑓(𝜌, 𝑡)

𝜕𝜌
> 0  

Pour 𝑡 = 0 𝑒𝑡 𝑇 = 20 , l’augmentation du coefficient de corrélation (𝜌 → 1) entraine une 

augmentation de la valeur numérique de l’effet de dépendance sur le capital différé et dont une 

augmentation du prix. En effet, lorsque le coefficient de corrélation est positif, cela signifie que 

les deux taux varient dans le même sens. La « couverture naturelle » disparait rendant le produit 

plus risqué et dont une augmentation du prix pouvant entrainer une sélection adverse et par la 

suite un problème de d’insolvabilité chez l’assureur. L’augmentation du prix dans ce cas sera 

vérifiée lors de l’illustration numérique. Le graphique suivant illustre la variation de l’effet de 

dépendance lorsque le coefficient de corrélation varie selon l’intervalle  [0, 1] et que  

𝑡 = 0 , 𝑇 = 20. 

 

Graphique 3 : Evolution de l’effet de dépendance en fonction du coefficient de corrélation positif 
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Après avoir analysé l’effet de la dépendance en fonction de la variation du coefficient de 

corrélation, il serait intéressant d’étudier aussi la variation de la maturité sur l’effet de la 

dépendance.  

Il sera supposé afin de simplifier cette analyse que 𝑡 = 0 ;  𝜌 = −0,1 𝑒𝑡 𝑇 ∈ [1 ,20] 

Le graphique suivant montre l’évolution de l’effet de dépendance en fonction de la maturité : 

 

Graphique 4 : Evolution de l’effet de dépendance en fonction de la maturité 

 

Selon le graphique ; 𝑓(0, −0,1) ∈ ]0,1] , 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑇 ∈ [1 , 20] 

     Plus la valeur numérique de l’effet de dépendance tend vers l’unité, moins cela a de l’impact 

sur le capital différé. Or la croissance de la maturité entraine selon le graphique, des valeurs 

numériques de l’effet de dépendance s’éloignant de plus en plus de l’unité donc ayant de plus 

en plus d’impact sur le capital différé. La croissance de la maturité, entraine une augmentation 

de l’effet de la dépendance sur la pure endowment. La valorisation du capital différé par la prise 

en compte de la corrélation entre taux de mortalité et taux d’intérêt entraine une décroissance 

de la valeur lorsque la maturité croit. 
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      Sachant que les effets de la mortalité sur le marché financier sont de court terme et selon 

les analyses précédentes de l’effet de dépendance il serait plus avantageux pour les assureurs 

de prendre en compte cette dépendance que pour la valorisation du capital différé n’ayant pas 

de maturité trop élevée. 

6. Evaluation de la garantie d’annuité (GAO) 
 

   Selon Liu et al (2014) l’option d’annuité garantie est un produit d’assurance vie donnant le 

droit à l’assuré de choisir soit un capital unique à l’échéance du contrat, soit convertir sa 

prestation de survie en annuité garantie avec un taux de conversion prédéfinie. A l’échéance du 

contrat, si le taux de conversion garantie est supérieur à celui prédéfini alors le produit n’est 

pas rentable pour l’assuré dans le cas contraire, celui-ci est rentable pour lui. Bien que ce produit 

apparaisse en 1839, il est devenu populaire au Royaume-Uni entre les années 1980 et 1990. Sa 

fonctionnalité intégrée en option rend ce produit attrayant donnant lieu à des demandes (Huan 

et al, 2015). Néanmoins, l’imprévisibilité des taux d’intérêt et de mortalité affecte fortement sa 

valeur pouvant causer des problèmes d’insolvabilité aux assureurs offrant ce produit. Une 

bonne modélisation de la structure de ces taux lors de la valorisation du produit, pourrait réduire 

ce problème d’insolvabilité. 

 Etant donnée la modélisation de la structure des taux de mortalité et d’intérêt, il s’agira dans 

cette partie de valoriser directement le GAO. 

Soit :  

𝐶𝑇 = (𝑔. 𝑎𝑥(𝑇) − 1)+ : gain de l’assuré 

 𝑎𝑥(𝑇): La rente viagère payant annuellement une unité monétaire à un individu d’âge 𝑥 à 

l’instant initial (0). 

 𝑔: Taux de conversion garantie déterminé par l’assureur.  

Soit 𝑃𝐺𝐴𝑂: le prix du GAO 

Sous la mesure risque neutre Ǫ ce prix est le suivant : 

𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝑟𝑢

𝛵

0

𝑑𝑢) . 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)𝐶𝑇

𝛵

0

 ℱ0) 

𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝑟𝑢

𝛵

0

𝑑𝑢) . 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)(𝑔. 𝑎𝑥(𝑇) − 1)
+

𝛵

0

 ℱ0) 
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𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝑟𝑢

𝛵

0

𝑑𝑢) . 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)(𝑔. (𝑎𝑥(𝑇) −
1

𝑔
))+

𝛵

0

 ℱ0) 

𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝑔. 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝑟𝑢

𝛵

0

𝑑𝑢) . 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)(𝑎𝑥(𝑇) − 𝐾)+
𝛵

0

 ℱ0) 

𝐾 =
1

𝑔
 

Comme indiqué plus haut, ce prix du GAO sous la mesure Ǫ pose un problème de simulation 

et d’efficacité. 

Afin de surmonter ce problème, une autre mesure ajustée au risque (Ǫ̂) ayant pour numéraire 

l’expression de la pure endowment sera utiliser pour tarifier le GAO. 

Cette mesure est définie via la dérivée de Radon Nikodym : 

𝑑Ǫ̂

𝑑Ǫ
= ɳ𝛵 =

𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 𝑀(𝑇, 𝑇)
𝑇

0

𝑀(0, 𝑇)
 

En utilisant la même méthode du point (4-2) : 

𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝑔. 𝘌
Ǫ(𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝑟𝑢

𝛵

0

𝑑𝑢) . 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣)). 𝘌
Ǫ̂⦋(𝑎𝑥(𝑇) − 𝐾)+ ℱ0⦌

𝛵

0

) 

 En utilisant la méthode de la règle de Bayes définie plus haut, l’expression précédente devient : 

𝑃𝐺𝐴𝑂 = 𝑔.𝑀(0, 𝑇). 𝘌Ǫ̂⦋(𝑎𝑥(𝑇) − 𝐾)+⦌ 

 𝑎𝑥(𝑇) Étant la somme des prix de la pure endowment à différentes maturités, son expression 

est la suivante :  

𝑎𝑥(𝑇) = ∑𝑀(𝑇, 𝑇 + 𝑛)

∞

𝑛=0

= ∑𝛼(𝑇, 𝑇 + 𝑛)𝐸𝑥𝑝(−𝑅(𝑇, 𝑇 + 𝑛)

∞

𝑛=0

 

𝑎𝑥(𝑇) = ∑𝑬𝒙𝒑(𝑯̃𝟏(𝒕, 𝑻))𝑩(𝒕, 𝑻)𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕 + 𝑯̃𝟐(𝒕, 𝑻))

∞

𝑛=0

 

Alors l’expression du GAO devient : 

𝑷𝑮𝑨𝑶 = 𝒈.𝑴(𝟎, 𝑻). 𝙀Ǫ̂⦋((∑𝜶(𝑻, 𝑻 + 𝒏)𝑬𝒙𝒑(−𝑹(𝑻, 𝑻 + 𝒏)))

∞

𝒏=𝟎

−𝑲)+ 𝓕𝟎⦌ 
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𝑷𝑮𝑨𝑶 = 𝒈.𝑴(𝟎, 𝑻). 𝙀Ǫ̂⦋((∑ 𝑬𝒙𝒑(𝑯̃𝟏(𝑻, 𝑻 + 𝒏))𝑩(𝑻, 𝑻 + 𝒏)𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝑻, 𝑻 + 𝒏). 𝝁𝑻 +
∞
𝒏=𝟎

𝑯̃𝟐(𝑻, 𝑻 + 𝒏)) − 𝑲)+ 𝓕𝟎⦌  

 

L’effet de la dépendance est bien présent dans l’expression du GAO. 

Afin de déterminer une valeur numérique de l’expression du GAO par simulation, il serait 

nécessaire de déterminer la dynamique des processus des taux de mortalité et d’intérêt sous la 

mesure Ǫ̂ 

 

6.1  Dynamique du taux d’intérêt et de mortalité sous la mesure risque 

neutre Ǫ̂ 

Il s’agira d’appliquer la règle de ITO afin de déterminer les expressions des taux d’intérêt et de 

mortalité sous la mesure risque neutre Ǫ̂: 

Soit : 𝑋𝑡
1 = 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢)𝐵(𝑡, 𝑇)

𝑡

0
,        𝑋𝑡

2 = 𝑃(𝑡, 𝑇) et 𝑋𝑡 = 𝑋𝑡
1. 𝑋𝑡

2 

𝑋𝑡
1 = 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢

𝑡

0

𝑑𝑢 − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇)) 

𝐿𝑜𝑔(𝑋𝑡
1) = (−∫ 𝑟𝑢

𝑡

0

𝑑𝑢 − 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇) 

𝑑𝑋𝑡
1

𝑋𝑡
1 = −𝑟𝑡𝑑𝑡 −

𝜕𝐴(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
𝑟𝑡𝑑𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 − 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡

1 +
1

2
𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)2𝑑𝑡

+
𝜕𝐷(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 

𝐴(𝑡, 𝑇) =
1−𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝑇−𝑡))

𝑎
  Alors 

𝜕𝐴(𝑡,𝑇)

𝜕𝑡
= (𝑎. 𝐴(𝑡, 𝑇) − 1) 

𝐷(𝑡, 𝑇) = (𝑏 −
𝜎2

2𝑎2
)⦋𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)⦌ −

𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)2

4𝑎
 

𝜕𝐷(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
= (𝑏 −

𝜎2

2𝑎2
) ⦋
𝜕𝐴(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
+ 1⦌ − 2 ∗

𝜎2
𝜕𝐴(𝑡, 𝑇)
𝜕𝑡

4𝑎
𝐴(𝑡, 𝑇) 

𝜕𝐷(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
= (𝑎. 𝑏. 𝐴(𝑡, 𝑇) −

𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)2

2
)𝑑𝑡 
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Alors 
𝑑𝑋𝑡

1

𝑋𝑡
1 = −𝑟𝑡𝑑𝑡 − (𝑎. 𝐴(𝑡, 𝑇) − 1)𝑟𝑡𝑑𝑡 − 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 − 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡

1 +

1

2
𝜎2𝐴(𝑡, 𝑇)2𝑑𝑡 + (𝑎. 𝑏. 𝐴(𝑡, 𝑇) −

𝜎2𝐴(𝑡,𝑇)2

2
)𝑑𝑡 

𝑑𝑋𝑡
1

𝑋𝑡
1 = −𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡

1  ⇔ 𝒅𝑿𝒕
𝟏 = −𝑿𝒕

𝟏𝝈𝑨(𝒕, 𝑻)𝒅𝒘𝒕
𝟏 

𝑋𝑡
2 = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇)) 

Soit 𝑌𝑡 = −𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇) 

𝑑𝑌𝑡 = (
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡)𝑑𝑡 − 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝑑𝜇𝑡 

𝑑𝑌𝑡 = (
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡 

𝑑𝑋𝑡
2 = 𝐸𝑥𝑝(𝑌𝑡)⦋𝑑𝑌𝑡 +

1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝑑𝑡⦌ 

𝑑𝑋𝑡
2 = 𝐸𝑥𝑝(𝑌𝑡)⦋(

𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡

+
1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝑑𝑡⦌ 

𝑑𝑋𝑡
2 = 𝑋𝑡

2 (
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇) +

1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2)𝑑𝑡 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡 

𝑑𝑋𝑡 = 𝑋𝑡
1. 𝑑𝑋𝑡

2 + 𝑋𝑡
2. 𝑑𝑋𝑡

1 + 𝑋𝑡
1. 𝑋𝑡

2. 𝜎. 𝐴(𝑡, 𝑇). 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡 

𝑑𝑋𝑡 = 𝑋𝑡
1𝑋𝑡

2⦋(
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇) +

1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2)𝑑𝑡 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡

− 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡
1 + 𝜎. 𝐴(𝑡, 𝑇). 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝑑𝑡⦌ 

𝑑𝑋𝑡
𝑋𝑡

= (
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇) +

1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2 + 𝜎. 𝐴(𝑡, 𝑇). 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡

− 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡 

Selon Liu et Mamon (2014) 𝐹(𝑡, 𝑇) est identiquement nul car 𝑋𝑡 est une martingale. 

𝐹(𝑡, 𝑇) = (
𝜕𝐻̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
−
𝜕𝐺̃(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
. 𝜇𝑡 − 𝑐𝜇𝑡𝐺̃(𝑡, 𝑇) +

1

2
(𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)2 + 𝜎. 𝐴(𝑡, 𝑇). 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 
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Alors  
𝑑𝑋𝑡

𝑋𝑡
= −𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡

1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑍𝑡 

𝑑𝑋𝑡
𝑋𝑡

= −𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). (𝜌𝑑𝑤𝑡

1 +√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡
2) 

𝑑𝑋𝑡
𝑋𝑡

= 𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) 

 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) =
1

𝑋𝑡
𝑑𝑋𝑡 −

1

2
∗

1

(𝑋𝑡)2
(𝑑𝑋𝑡)

2 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) = −𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). (𝜌𝑑𝑤𝑡

1 +√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡
2)

−
1

2
⦋−𝜎𝐴(𝑡, 𝑇)𝑑𝑤𝑡

1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). (𝜌𝑑𝑤𝑡
1 +√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2)⦌2 

 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) = −(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇).√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2

−
1

2
⦋−𝜎𝐴(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑤𝑡

1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). √1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2⦌2 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) = −(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇).√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2

−
1

2
⦋(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇))

2
𝑑𝑡 + 

2 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇). 𝑑𝑤𝑡
1 ∗ ( 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌𝑑𝑤𝑡

1 + 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). √1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡
2)

+ (𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇).√1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2)2⦌ 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) = −(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). √1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2 −

1

2
⦋(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇))

2
𝑑𝑡 + 2 𝜎𝐴(𝑡, 𝑇). 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌𝑑𝑡 + (𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌)2𝑑𝑡 + (𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇))

2
(1 − 𝜌)𝑑𝑡⦌ 

𝑑𝑙𝑜𝑔(𝑋𝑡) = −
1

2
⦋(𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜌)

2
𝑑𝑡 + (𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇))

2
(1 − 𝜌)𝑑𝑡⦌

− (𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑤𝑡
1 − 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇). √1 − 𝜌2  𝑑𝑤𝑡

2 

Selon Liu et Mamon (2014) et par identification les relations entre les mouvements browniens 

sous les mesures Ǫ 𝑒𝑡 Ǫ̂ à partir des équations précédentes sont : 
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𝒅𝒘̂𝒕
𝟏 = 𝒅𝒘𝒕

𝟏 + (𝝈𝑨(𝒕, 𝑻) + 𝝆. 𝜽. 𝑮̃(𝒕, 𝑻))𝒅𝒕 

𝒅𝒘̂𝒕
𝟐 = 𝒅𝒘𝒕

𝟐 + 𝜽. 𝑮̃(𝒕, 𝑻). √𝟏 − 𝝆𝟐 𝒅𝒕 

 En partant de ces relations, les expressions des taux de mortalité et d’intérêt sous la mesure 

risque neutre Ǫ̂ peuvent être déterminé : 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑑𝑤̂𝑡
1 − (𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 

𝒅𝒓𝒕 = (𝒂(𝒃 − 𝒓𝒕) − 𝝈 (𝝈𝑨(𝒕, 𝑻) + 𝝆. 𝜽. 𝑮̃(𝒕, 𝑻)))𝒅𝒕 + 𝝈. 𝒅𝒘̂𝒕
𝟏 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃(𝜌( 𝑑𝑤̂𝑡
1 − (𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜌. 𝜃. 𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑡

+ √1 − 𝜌2 (𝑑𝑤̂𝑡
2 − 𝜃𝐺̃(𝑡, 𝑇)√1 − 𝜌2 𝑑𝑡) 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃 (𝜌𝑑𝑤̂𝑡
1 +√1 − 𝜌2 𝑑𝑤̂𝑡

2) − 𝜃 (𝜌𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) + 𝜃𝐺̃(𝑡, 𝑇)) 𝑑𝑡 

𝒅𝝁𝒕 = (𝒄𝝁𝒕 − 𝜽 𝝆𝝈𝑨(𝒕, 𝑻) − 𝜽𝟐𝑮̃(𝒕, 𝑻)) 𝒅𝒕 + 𝜽𝒅𝒁̂𝒕 

𝑍̂𝑡 = 𝜌𝑤̂𝑡
1 +√1 − 𝜌2 𝑤̂𝑡

2 

L’utilisation des techniques précédentes aboutit aux expressions suivantes des taux d’intérêt et 

de mortalité sous Ǫ̂ : 

𝒓𝒕 = 𝑬𝒙𝒑(−𝒂. 𝒕) ⦋𝒓𝟎 +∫ 𝑬𝒙𝒑(𝒂.𝒖)(𝒂. 𝒃 − 𝑨(𝒖, 𝑻)𝝈𝟐 − 𝝆
𝒕

𝟎

𝑮̃(𝒖, 𝑻)𝝈𝜽)𝒅𝒖

+ ∫ 𝑬𝒙𝒑(𝒂.𝒖)𝝈𝒅𝒘̂𝒖
𝟏

𝒕

𝟎

⦌ 

𝝁𝒕 = 𝑬𝒙𝒑(𝒄. 𝒕) ⦋𝝁𝟎 −∫ 𝑬𝒙𝒑(−𝒄.𝒖)(𝝆𝑨(𝒖, 𝑻)𝝈𝜽 + 
𝒕

𝟎

𝑮̃(𝒖, 𝑻)𝟐𝜽𝟐)𝒅𝒖

+∫ 𝑬𝒙𝒑(−𝒄. 𝒖)𝜽𝒅𝒘̂𝒖
𝟐⦌

𝒕

𝟎

 

Sous la mesure Ǫ̂ ,(𝑟𝑡, 𝜇𝑡) est une variable aléatoire normale bivariée ayant les paramètres 

suivants : 

𝐸Ǫ̂(𝑟𝑡 ℱ0) = 𝐸𝑥𝑝(−𝑎. 𝑡) ⦋𝑟0 +∫ 𝐸𝑥𝑝(𝑎. 𝑢)(𝑎. 𝑏 − 𝐴(𝑢, 𝑇)𝜎2 − 𝜌
𝑡

0

𝐺̃(𝑢, 𝑇)𝜎𝜃)𝑑𝑢 ⦌ 



 

34 

𝑉Ǫ̂(𝑟𝑡 ℱ0) = 𝐸𝑥𝑝(−2𝑎. 𝑡)𝜎2∫ 𝐸𝑥𝑝(2𝑎. 𝑢)𝑑𝑡
𝒕

𝟎

=
𝜎2

2𝑎
⦋1 − 𝐸𝑥𝑝(−2𝑎𝑡)⦌ 

𝐸Ǫ̂(𝜇𝑡 ℱ0) = 𝐸𝑥𝑝(𝑐. 𝑡) ⦋𝜇0 −∫ 𝐸𝑥𝑝(−𝑐. 𝑢)(𝜌𝐴(𝑢, 𝑇)𝜎𝜃 + 
𝑡

0

𝐺̃(𝑢, 𝑇)2𝜃2)𝑑𝑢⦌ 

𝑉Ǫ̂(𝜇𝑡 ℱ0) = 𝐸𝑥𝑝(2𝑐. 𝑡)∫ 𝐸𝑥𝑝(−2𝑐𝑢)𝜃2
𝑡

0

𝑑𝑡 =
𝜃2

2𝑐
⦋𝐸𝑥𝑝(2𝑐𝑡) − 1⦌ 

 

7. Illustration numérique 

 

Il s’agira dans cette partie de valoriser la pure endowment et le GAO en fonction de différentes 

valeurs du coefficient de corrélation. 

La méthode de simulation Monte Carlo sera utilisée en générant 50.000 échantillons. Le capital 

différé sera valorisé sans simulation car ayant une expression explicite tandis que le GAO sera 

évalué par simulation. Chaque année est discréditée en période de 𝑁 = 252 sous intervalles 

ayant une longueur fixe de ∆𝑡 =
1

𝑁
 . Ensuite la méthode de discrétisation d’Euler est utilisée 

pour approximer les évolutions de 𝑟𝑡 𝑒𝑡 𝜇𝑡 sur la période [0, 𝑇] avec 𝑇 fixé à 20 ans. Les 

paramètres des deux taux proviennent de Liu et al (2014) : 

- Paramètres du taux d’intérêt : 𝑎 = 0.15, 𝑏 = 0.045, 𝜎 = 0.03, 𝑟0 = 0.045 

- Paramètres du taux de mortalité :𝑐 = 0.1, 𝜃 = 0.0003, 𝜇0 = 0.0006 

Le taux de conversion garantie est fixé à 𝑔 = 11.1% 

L’âge initial de l’assuré au moment de la souscription sera supposé égal à 45 ans et l’âge de la 

retraite à 65 ans d’où une durée de différé de 20 ans. L’âge maximal sera fixé à 100 ans donc 

l’assuré percevra les annuités pendant 35 ans. D’où 𝑛 = 35. 

Pour une représentation graphique des processus de mortalité et d’intérêt, les expressions 

suivantes seront utilisées : 

𝑟𝑡𝑖 = 𝑟𝑡𝑖−1 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑟𝑡𝑖−1)∆𝑡 + 𝜎∆𝑡𝜀𝑡𝑖
1  

𝜇𝑡𝑖 = 𝜇𝑡𝑖−1 + 𝑐𝜇𝑡𝑖−1∆𝑡 + 𝜃∆𝑡(𝜌𝜀𝑡𝑖
1 +√1 − 𝜌2 )𝜀𝑡𝑖

2  

 𝜀𝑡𝑖
1  𝑒𝑡 𝜀𝑡𝑖

2   Sont des variables aléatoires normales standard avec 𝑖 = 1,… ,𝑁 
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Les graphes de ces deux processus peuvent être consulté en annexe.  

Afin de valoriser la pure endowment, les expressions suivantes des processus de mortalité et 

d’intérêt seront utilisées : 

𝑟𝑡𝑖 = 𝑟𝑡𝑖−1 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑟𝑡𝑖−1 − 𝜎
2𝐴(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜎∆𝑡𝜀𝑡̃

1 

𝜇𝑡𝑖 = 𝜇𝑡𝑖−1 + (𝑐𝜇𝑡𝑖−1 − 𝜃𝜌𝜎𝐴(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜃∆𝑡(𝜌𝜀𝑡̃
1 +√1 − 𝜌2 𝜀𝑡̃

2) 

𝜀𝑡̃
1 𝑒𝑡 𝜀𝑡̃

2   Sont des variables aléatoires normales standard avec 𝑖 = 1,… , 𝑇𝑁 

Enfin, pour valoriser le GAO les expressions suivantes des processus de mortalité et d’intérêt 

seront utilisées : 

𝑟𝑡𝑖 = 𝑟𝑡𝑖−1 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑟𝑡𝑖−1 − 𝜎
2𝐴(𝑡, 𝑇) − 𝜃𝜌𝜎𝐺̃(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜎∆𝑡𝜀𝑡̂

1 

𝜇𝑡𝑖 = 𝜇𝑡𝑖−1 + (𝑐𝜇𝑡𝑖−1 − 𝜃𝜌𝜎𝐴(𝑡, 𝑇) − 𝜃2𝐺̃(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜃∆𝑡(𝜌𝜀𝑡̂
1 +√1 − 𝜌2 𝜀𝑡̂

2) 

 

7.1  Analyse des résultats de la simulation 

 

Le tableau suivant présente les prix de la pure endowment et du GAO en unité monétaire et en 

fonction de différentes valeurs du coefficient de corrélation : 

Tableau 3 : prix du capital différé et des annuités garanties 

Corrélation pure_endowment GAO 

-0,9 0.3331797 0.3054206 

-0,8 0.3339442 0.3069895 

-0,7  0.3347104 0.3085692 

-0,6 0.3354784 0.31016 

-0,5 0.3362482 0.311762 

-0,4 0.3370197 0.3133752 

-0,3 0.337793 0.3149997 

-0,2 0.3385681  0.3166357 

-0,1 0.3393449  0.3182833 

0 0.3401235 0.3199426 

0,1 0.3409039 0.3216137 

0,2 0.3416861 0.3232967 

0,3 0.3424701  0.3249917 

0,4 0.3432559 0.3266989 

0,5 0.3440435  0.3284184 

0,6 0.3448329 0.3301503 

0,7 0.3456242 0.3318947 

0,8 0.3464172 0.3336518 

0,9 0.347212 0.3354216 
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    Lorsque le coefficient de corrélation entre les taux de mortalité et d’intérêt varie de la 

négative au positive, les valeurs de la pure endowment et du GAO augmentent. Ceci est 

cohérent car lorsque les taux de mortalité et d’intérêt sont négativement corrélés, les facteurs 

de risque agissent collectivement comme une « couverture naturelle » contre les incertitudes 

globales liées au GAO et à la pure endowment. Il est donc évident que leurs prix soient réduits. 

Lorsque le coefficient de corrélation est nul traduisant l’indépendance entre mortalité et marché 

financier, les valeurs du capital différé et de l’annuité garantie sont supérieures à celles obtenues 

lorsque le coefficient de corrélation est négatif et inférieures lorsque le coefficient de corrélation 

est positif. Ceci confirme l’analyse effectuée au point (5-4). 

    L’analyse effectuée jusque-là a supposé des volatilités constantes tant pour le taux de 

mortalité que pour le taux d’intérêt. Une telle hypothèse signifierait une absence de changement 

structurelle macroéconomique et démographique à long terme pouvant affecter respectivement 

les taux d’intérêt et de mortalité. Sachant que les contrats d’assurance vie peuvent avoir une 

maturité de plus d’une décennie, il serait nécessaire de prendre en compte une telle possibilité 

de changement structurelle dans la valorisation de la pure endowment et du GAO. Dans la suite 

de ce travail, il sera question d’évaluer seulement la Pure endowment en prenant en compte le 

changement de régime. 
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8. Evaluation du capital différé sous l’hypothèse de dépendance 

entre les risques financiers et les risques biométriques avec 

changement de régime. 

                 

      Les modèles de mortalité et de taux d’intérêt utilisés précédemment seront encore utilisés 

mais en permettant cette fois ci à leur volatilité de changer de régime selon une chaine de 

Markov à l’état fini en temps continue. 

En effet, en raison des structures démographiques historiques et la nature à long terme des 

produits d’assurance vie dans la pratique, il est nécessaire de passer à des tables de mortalité 

« déterministes » à des modèles stochastiques qui intègrent à la fois les chocs à court terme et 

les changements structurels à long terme des structures de mortalité et d’intérêt lors de la 

valorisation des produits.  

 

8.1  Modélisation des taux d’intérêt et de mortalité 
 

Soit l’espace de probabilité filtré (𝛺, ℱ, {ℱ𝘵}, Ǫ) prenant en compte tous les processus 

stochastiques qui seront utilisés dans la valorisation des produits. 

La modification des modèles utilisés précédemment afin de prendre en compte le changement 

de régime est la façon suivante : 

𝑑𝑟𝑡 = 𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎𝑡𝑑𝑤𝑡
1 

𝑑𝜇𝑡 = 𝑐𝜇𝑡𝑑𝑡 + 𝜃𝑡𝑑𝑧𝑡    Avec 𝑧𝑡définie plus haut 

Le changement de régime affecte que les volatilités de façon simultanée. Ce qui pourrait rendre la 

corrélation plus forte entre mortalité et marché financier. 

Dans ce cadre, les volatilités des deux modèles sont pilotées par la même chaine de Markov (𝑦𝑡)à l’état 

fini en temps continue. 

𝜎𝑡 = 𝜎(𝑦𝑡) = 〈𝜎, 𝑦𝑡〉 

𝜃𝑡 = 𝜃(𝑦𝑡) = 〈𝜃, 𝑦𝑡〉 

 〈. , . 〉 : produit scalaire dans ℝ𝑛 



 

38 

𝜎 = (𝜎1, 𝜎2… , 𝜎𝑛)  𝑒𝑡 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2… , 𝜃𝑛)   

 Les volatilités ci-dessus décrivent les différents niveaux que les processus pourraient atteindre 

à la période 𝑡.  Il sera supposé que 𝑦𝑡 est une chaine de Markov homogène et que son espace 

d’état prend l’un des vecteurs unitaires suivants : 

(𝑒1, 𝑒2, … . , 𝑒𝑛) ∈  ℝ
𝑛 

𝑒𝑖 = (0,… ,1, … ,0)┬, ou le 𝑖𝑖è𝑚𝑒 élément est 1 et 0 sinon. 

Soit 𝑝𝑡 la distribution inconditionnelle de 𝑦𝑡 :  

𝑝𝑡 = 𝐸𝑄(𝑦𝑡) = (𝑝𝑡
1, 𝑝𝑡

2, … , 𝑝𝑡
𝑛) Avec 𝑝𝑡

𝑖 = 𝐸𝑄(〈𝑒𝑖, 𝑦𝑡〉) 

Selon Elliot et al (1995), 𝑦𝑡 est une demi-martingale qui satisfait le processus suivant : 

𝑑𝑦𝑡 = Ґ𝑡𝑦𝑡𝑑𝑡 + 𝑑𝑛𝑡 

 {𝑛𝑡} Est un incrément de martingale sous 𝑄 et Ґ𝑡 = Ґ est la matrice d’intensité de transition 

d’un régime à l’autre.  

D’après l’équation de Kolmogorov : 

𝑑𝑝𝑡 = Ґ𝑝𝑡𝑑𝑡 , Avec 𝑝0 comme valeur initial. 

 

8.2  Expression du capital différé avec changement de régime 

 

L’expression de la pure endowment sous 𝑄 déjà établie plus haut est : 

𝑀(𝑡, 𝑇) = 𝘌Ǫ(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢

𝑇

𝑡

𝑑𝑢 . 𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝜇𝑣𝑑𝑣  ℱ𝘵)
𝑇

𝑡

 

L’obligation zéro-coupon devient : 

𝐵(𝑡, 𝑇) = 𝐸𝑄(𝐸𝑥𝑝 − ∫ 𝑟𝑢(𝑦𝑡

𝑇

𝑡

)𝑑𝑢 ℱ𝑡) 

Partant des travaux d’Elliot et Mamon (2022) donnant une connaissance de la trajectoire de 𝑦𝑡 

l’expression de l’obligation-zéro devient : 

𝐵(𝑡, 𝑇) = 𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝐷(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡)) 
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𝐴(𝑡, 𝑇) =
1 − 𝐸𝑥𝑝(−𝑎(𝑇 − 𝑡)

𝑎
 

𝐷(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = ∫ (−𝑎𝑏𝐴(𝑡, 𝑇) +
1

2

𝑇

𝑡

𝐴2(𝑢, 𝑇)𝜎𝑢
2𝑑𝑢 

𝐷(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇 − (𝑇 − 𝑡))] + ∫ 〈𝛷𝑢, 𝑦𝑢〉𝑑𝑢
𝑇

𝑡

 

𝛷𝑢 =
1

2
𝐴2(𝑢, 𝑇)𝜎2 = (

1

2
𝐴2(𝑢, 𝑇)𝜎1

2, … ,
1

2
𝐴2(𝑢, 𝑇)𝜎𝑛

2) 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇 − (𝑇 − 𝑡))] + ∫ 〈𝛷𝑢, 𝑦𝑢〉𝑑𝑢
𝑇

𝑡

) 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡))]. 𝐸𝑥𝑝(∫ 〈𝛷𝑢, 𝑦𝑢〉𝑑𝑢
𝑇

𝑡

) 

Afin de mieux évaluer l’obligation zéro-coupon, l’expression 𝐸𝑥𝑝(∫ 〈𝛷𝑢, 𝑦𝑢〉𝑑𝑢
𝑇

𝑡
) selon la 

filtration ℱ𝑡doit-être déterminée. Elliot et Mamon (2022) montrent que celle-ci est égale 

à :〈𝜋𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉 

〈𝜋𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉 =  𝐸𝑥𝑝(∫ 〈𝛷𝑢, 𝑦𝑢〉𝑑𝑢
𝑇

𝑡

) 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 〈𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉 

1 est un vecteur unitaire appartement à ℝ𝑛 

𝝅𝒕,𝑻 est la solution matricielle fondamentale de l’équation différentielle matricielle linéaire 

suivante : 

𝑑𝝅𝑡,𝑠 = 𝑯(𝑡, 𝑠)𝝅𝑡,𝑠𝑑𝑠 

𝝅𝑡,𝑡 = 𝑰 

𝑑𝜋𝑡,𝑠
𝜋𝑡,𝑠

= 𝐻(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 

𝑑𝐿𝑜𝑔(𝜋𝑡,𝑠) = 𝐻(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠 
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𝐿𝑜𝑔(𝜋𝑡,𝑠) = ∫ 𝐻(𝑡, 𝑢)𝑑𝑢
𝑠

𝑡

 

𝜋𝑡,𝑠 = 𝐸𝑥𝑝(∫ 𝐻(𝑡, 𝑢)𝑑𝑢
𝑠

𝑡

) 

𝑰 est la matrice identitaire et 𝑯(𝑡, 𝑠) est une matrice carrée de dimension (𝑛 ∗ 𝑛) de la forme 

suivante : 𝑯(𝑡, 𝑠) = 𝑱(𝑡, 𝑠) + Ґ ┬ ,   Ґ ┬ est la transposée de la matrice de transition  

 𝑱(𝑡, 𝑠) Est une matrice diagonale variant dans le temps avec les éléments 𝛷𝑢 : 

𝑱(𝑡, 𝑠) =

[
 
 
 
 
1

2
𝐴2(𝑡, 𝑠)𝜎1

2 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯
1

2
𝐴2(𝑡, 𝑠)𝜎𝑛

2
]
 
 
 
 

 

 

Sous la mesure risque neutre 𝑄̃ il a été démontré au point 3-6-1 que : 

𝑀(𝑡, 𝑇) = 𝐵(𝑡, 𝑇)𝘌Ǫ̃ (𝐸𝑥𝑝 (−∫ 𝜇𝑣

𝑇

𝑡

𝑑𝑣 ℱ𝘵)) 

Afin d’expliciter l’expression précédente de la pure endowment il faudrait trouver la dynamique 

du taux de mortalité (𝜇𝑡) et de la chaine de Markov (𝑦𝑡). 

Soit : 𝑋𝑡
1 = 𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢 )𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡)

𝑡

0
 

𝑋𝑡
1 = (𝑋𝑡

1(1), 𝑋𝑡
1(2), … , 𝑋𝑡

1(𝑛)) 

L’application la règle de Ito à 𝑋𝑡
1 donne : 

𝑑𝑋𝑡
1 = (

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑡
+
𝜕𝑋𝑡

1

𝜕𝑟𝑡
𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡) +

1

2
𝜎𝑡
2
𝜕𝑋𝑡

1

𝜕𝑟𝑡
2)𝑑𝑡 +

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑟𝑡
𝜎𝑡𝑑𝑤𝑡

1 + 〈𝑋𝑡
1, 𝑑𝑦𝑡〉 

𝑑𝑋𝑡
1 = (

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑡
+
𝜕𝑋𝑡

1

𝜕𝑟𝑡
𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡) +

1

2
𝜎𝑡
2
𝜕𝑋𝑡

1

𝜕𝑟𝑡
2)𝑑𝑡 +

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑟𝑡
𝜎𝑡𝑑𝑤𝑡

1 + 〈𝑋𝑡
1, Ґ𝑡𝑦𝑡〉𝑑𝑡 + 〈𝑋𝑡

1, 𝑑𝑛𝑡〉 

 

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑡
= 𝑋𝑡

1 (−𝑟𝑡 −
𝜕𝐴(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
𝑟𝑡 + 𝑏.

𝜕𝐴(𝑡, 𝑇)

𝜕𝑡
+ 𝑏 +

〈𝐻(𝑡, 𝑇)𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉

〈𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉
) 𝑑𝑡 
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Sachant que 
𝜕𝐴(𝑡,𝑇)

𝜕𝑡
= (𝑎. 𝐴(𝑡, 𝑇) − 1) alors :  

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑡
= 𝑋𝑡

1 (−𝑎. 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑎. 𝑏𝐴(𝑡, 𝑇) +
〈𝐻(𝑡, 𝑇)𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉

〈𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉
) 𝑑𝑡 

 

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑟𝑡
= −𝐴(𝑡, 𝑇)𝑋𝑡

1𝑑𝑡 ⇒
𝜕𝑋𝑡

1

𝜕𝑟𝑡
𝑎(𝑏 − 𝑟𝑡) = (𝑎. 𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 − 𝑎. 𝑏𝐴(𝑡, 𝑇))𝑋𝑡

1𝑑𝑡 

𝜕𝑋𝑡
1

𝜕𝑟𝑡
2 = 𝐴(𝑡, 𝑇)2𝑋𝑡

1𝑑𝑡 

〈𝑋𝑡
1, Ґ𝑡𝑦𝑡〉 =

〈𝝅𝑡,𝑇Ґ𝑡𝑦𝑡〉

〈𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉
𝑋𝑡
1𝑑𝑡 

〈𝑋𝑡
1, 𝑑𝑛𝑡〉 =

〈𝝅𝑡,𝑇𝑑𝑛𝑡, 1〉

〈𝝅𝑡,𝑇𝑦𝑡 , 1〉
𝑋𝑡
1 

Ainsi, 𝒅𝑿𝒕
𝟏 = 𝑿𝒕

𝟏(−𝑨(𝒕, 𝑻)𝝈𝒕𝒅𝒘𝒕
𝟏 +

〈𝛑𝐭,𝐓𝐝𝐧𝐭,𝟏〉

〈𝛑𝐭,𝐓𝐲𝐭 ,𝟏〉
) 

 

En partant de l’équation précédente et selon le théorème de Girsanov les relations entre les 

mouvements browniens sous les mesures Ǫ 𝑒𝑡 𝑄̃ sont : 

𝑑𝑤̃𝑡
1 = 𝑑𝑤𝑡

1 + 𝐴(𝑡, 𝑇)𝜎𝑡𝑑𝑡 et 𝑑𝑤̃𝑡
2 = 𝑑𝑤𝑡

2 

La dynamique du taux d’intérêt et du taux de mortalité est donnée par : 

𝒅𝒓𝒕 = (𝒂(𝒃 − 𝒓𝒕) − 𝝈𝒕
𝟐𝑨(𝒕, 𝑻)) 𝒅𝒕 + 𝝈𝒕𝒅𝒘̃𝒕

𝟏 

𝑑𝜇𝑡 = (𝑐𝜇𝑡 − 𝜃𝑡 . 𝜎𝑡 . 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇))𝑑𝑡 + 𝜃𝑡(𝜌𝑑𝑤̃𝑡
1 +√1 − 𝜌2   𝑑𝑤̃𝑡

2) 

𝒅𝝁𝒕 = (𝒄𝝁𝒕 − 𝜽𝒕. 𝝈𝒕. 𝝆𝑨(𝒕, 𝑻))𝒅𝒕 + 𝜽𝒕𝒅𝑧̃𝑡 

𝑧̃𝑡 = 𝜌𝑤̃𝑡
1 +√1 − 𝜌2   𝑤̃𝑡

2 

La dynamique de 𝑦𝑡 change aussi sous la mesure 𝑄̃ : 

Partant de la règle de Bayes déjà définie plus haut, 
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𝐸𝑄̃(𝑦𝑇 ℱ𝑡) =
𝐸𝑄(𝐸𝑥𝑝(∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢𝑦𝑇 ℱ𝑡))

𝑇

𝑡

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑇)
 

L’expression du zéro-coupon peut être réécrit de la façon suivante : 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 〈𝐸𝑄(𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢𝑦𝑇 ℱ𝑡)),1
𝑇

𝑡

〉 

Sachant aussi que :  

 

𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡) = 〈𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉 

Alors : 〈𝐸𝑄(𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢𝑦𝑇 ℱ𝑡)),1
𝑇

𝑡
〉 = 〈𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 −

𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉  

Ainsi : 𝐸𝑄(𝐸𝑥𝑝(−∫ 𝑟𝑢𝑑𝑢𝑦𝑇 ℱ𝑡)) =
𝑇

𝑡
 𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 

𝐸𝑄̃(𝑦𝑇 ℱ𝑡) =
𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕

〈𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉
 

 

𝐸𝑄̃(𝑦𝑇 ℱ𝑡) =
𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕

〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉
 

Sous le changement de régime et sous la mesure risque neutre  𝑄̃ la dynamique de la mortalité 

est toujours affine. Les résultats établis plus haut relatifs à la probabilité de suivi peut-être 

encore utilisés en prenant en compte la chaine de Markov. Cette probabilité de suivi sera notée 

cette fois par 𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃). La difficulté réside dans la résolution de la matrice d’intensité de la 

chaine de Markov (𝑦𝑡̃). 

L’équation de Kolmogorov définie plus haut reste valable : 

𝜕𝑝𝑣,𝑡
𝜕𝑡

= 𝑝𝑣,𝑡Ґ̃𝑡 

 𝑝𝑣,𝑡 est le vecteur de probabilités conditionnelles de 𝑦̃𝑡 : 

 

𝑝𝑣,𝑡 = 𝐸𝑄̃(𝑦̃𝑡 ℱ𝑣) 
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Sachant que : 

𝐸𝑄̃(𝑦𝑇 ℱ𝑡) =
𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕

〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉
 

Alors : 

𝑝𝑣,𝑡
𝑖 = 𝐸𝑄̃(〈𝑒𝑖, 𝑦𝑡〉 ℱ𝑣) = 〈

𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕
〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉

, 𝑒𝑖〉 

En outre, la chaine de Markov (𝑦𝑡̃) sous la mesure risque neutre 𝑄̃ est : 

𝑑𝑦̃𝑡 = Ґ̃𝑡𝑦̃𝑡𝑑𝑡 + 𝑑𝑛̃𝑡 

 {𝑛̃𝑡} : est une martingale sous 𝑄̃ 

 

La probabilité de suivi est : 

𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡 + 𝐻̃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃)) 

𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃) = 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡). 𝐸𝑥𝑝(𝐻̃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃)) 

Avec 𝐸𝑥𝑝 (𝐻̃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃)) = 〈𝜋̃𝑡,𝑇𝑦̃𝑡 , 1〉 

L’expression  𝐺̃(𝑡, 𝑇) est identique à celle définie plus haut. 

𝑑𝜋̃𝑡,𝑠 = 𝐻̃(𝑡, 𝑠)𝜋̃𝑡,𝑠𝑑𝑠 

𝜋̃𝑡,𝑠 = 𝐸𝑥𝑝(∫ 𝐻̃(𝑡, 𝑢)𝑑𝑢
𝑠

𝑡

) 

𝐻̃(𝑡, 𝑠) = 𝐽(𝑡, 𝑠) + Ґ̃𝑆
 ┬ 

 

 𝐽(𝑡, 𝑠) Est encore une matrice diagonale et selon les démonstrations effectuées au point (3-6-

1-1) et les travaux de Huan Gao et al (2015) : 

Soit 𝑠 = 𝑇 alors, 

𝐽(𝑡, 𝑇) =

[
 
 
 
 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎1𝜃1 +

1

2
𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝜃1

2 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 𝜌𝐴(𝑠, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎𝑛𝜃𝑛 +
1

2
𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝜃𝑛

2
]
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L’expression de la pure endowment sous la mesure risque neutre 𝑄̃ est : 

𝑀(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡 , 𝑦̃𝑡) = 𝐵(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡). 𝑃(𝑡, 𝑇, 𝑦̃𝑡) 

𝑀(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡 , 𝑦̃𝑡) = 

𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉. 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡). 𝐸𝑥𝑝(𝐻̃(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡̃)) 

𝑀(𝑡, 𝑇, 𝑦𝑡 , 𝑦̃𝑡) = 

𝐸𝑥𝑝(−𝐴(𝑡, 𝑇)𝑟𝑡 + 𝑏[𝐴(𝑡, 𝑇) − (𝑇 − 𝑡)]). 〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉. 𝐸𝑥𝑝(−𝐺̃(𝑡, 𝑇). 𝜇𝑡). 〈𝜋̃𝑡,𝑇𝑦̃𝑡 , 1〉 

𝑴(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕, 𝒚̃𝒕) =  𝑬𝒙𝒑(−𝑨(𝒕, 𝑻)𝒓𝒕 + 𝒃[𝑨(𝒕, 𝑻) − (𝑻 − 𝒕)] − 𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕)〈𝝅𝒕,𝑻𝒚𝒕 + 𝝅̃𝒕,𝑻𝒚𝒕 , 𝟏〉 

L’expression de la pure endowment peut-être réécrit de la façon suivante : 

𝑴(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕, 𝒚̃𝒕) = 𝑩(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕). 𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕). 𝑬𝒙𝒑(𝑯̃(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕̃)) 

 

Cette expression est toujours fonction de l’obligation zéro-coupon dépendant cette fois-ci de la 

chaine de Markov (𝑩(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕)), d’un terme fonction de la mortalité( 𝑬𝒙𝒑(−𝑮̃(𝒕, 𝑻). 𝝁𝒕)) et 

d’un autre terme captant l’effet de la dépendance entre mortalité et marché financier  

(𝑬𝒙𝒑(𝑯̃(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕̃))). 

Soit 𝒈(𝝆, 𝒕) =  𝑬𝒙𝒑(𝑯̃(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕̃)) 

𝑯̃(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕̃) =

[
 
 
 
 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎1𝜃1 +

1

2
𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝜃1

2 ⋯ 0

⋮ ⋱ ⋮

0 ⋯ 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎𝑛𝜃𝑛 +
1

2
𝐺̃(𝑠, 𝑇)2𝜃𝑛

2
]
 
 
 
 

+ Ґ̃𝑆
 ┬ 

Afin de simplifier l’analyse, il sera supposé une chaine de Markov à deux états : 

𝑯̃(𝒕, 𝑻, 𝒚𝒕̃) = [
𝜌𝐴(𝑡, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎1𝜃1 +

1

2
𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝜃1

2 0

0 𝜌𝐴(𝑡, 𝑇)𝐺̃(𝑡, 𝑇)𝜎2𝜃2 +
1

2
𝐺̃(𝑡, 𝑇)2𝜃2

2
] + Ґ̃𝑆

 ┬ 

L’expression de l’effet de dépendance est bien différente de celle obtenue sous l’hypothèse 

d’absence de changement de régime. 
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8.3  Analyse de l’effet de dépendance sur le capital différé 
 

Il sera supposé que : 

(
𝜎1 𝜃1
𝜎2 𝜃2

) = (
0,03 0,0003
0,05 0,0005

) 

 

 

- Soit 𝑡 = 0 ; 𝑇 = 20 𝑒𝑡 𝜌 ∈ [−1 , 1] cela permet d’obtenir le graphique 7 suivant. 

La prise en compte du changement de régime entraine des valeurs numériques de l’effet de 

dépendance plus élevés. Les conclusions effectuées plus haut relatives aux effets de la variation 

du coefficient du corrélation sur l’effet de dépendance et dont sur le capital différé sont 

identique. Mais la variation du coefficient de corrélation entraine des variations plus faibles du 

prix du capital différé lorsque le changement de régime est pris en compte. 

 

Graphique 7 : Evolution de l’effet de dépendance en fonction du coefficient de corrélation avec changement de régime 

 

 

- Soit 𝜌 = −0.1 ; 𝑇 ∈ [1, 20] 𝑒𝑡 𝑡 = 0 le graphique 8 suivant est obtenu : 
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Graphique 8 : Evolution de l’effet de dépendance en fonction de la maturité avec changement de régime 

 

Le graphique montre que la croissance de la maturité entraine de faible baisse des valeurs 

numériques de l’effet de dépendance et dont une faible baisse du prix. Pour les contrats à 

maturités longue, les assureurs doivent donc prendre en compte le changement de régime dans 

la valorisation de leur produit car cela rend le prix plus stable. 

 

8.4  Illustration numérique du capital différé 
 

Afin de valoriser le capital différé, les expressions suivantes des processus de mortalité et 

d’intérêt seront utilisées : 

𝑟𝑡𝑖 = 𝑟𝑡𝑖−1 + (𝑎𝑏 − 𝑎𝑟𝑡𝑖−1 − 𝜎𝑡
1𝐴(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜎𝑡∆𝑡𝜀𝑡̃

1 

𝜇𝑡𝑖 = 𝜇𝑡𝑖−1 + (𝑐𝜇𝑡𝑖−1 − 𝜃𝑡𝜌𝜎𝑡𝐴(𝑡, 𝑇))∆𝑡 + 𝜃𝑡∆𝑡(𝜌𝜀𝑡̃
1 +√1 − 𝜌2 𝜀𝑡̃

2) 
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Les paramètres utilisés dans le cas de la non prise en compte du changement de régime seront 

encore appliquée mais à cause du changement de régime, les volatilités suivantes seront 

utilisées : 

(
𝜎1 𝜃1
𝜎2 𝜃2

) = (
0,03 0,0003
0,05 0,0005

) 

Le calcule explicite (sans simulation) donne des valeurs du capital différé en fonction de 

différentes valeurs du coefficient de corrélation pour 𝑡 = 0 𝑒𝑡 𝑇 = 20 : 

Tableau 4 : prix du capital différé avec changement de régime 

 

Corrélation capital_diferé 

-0,9  0.3475111 

-0,8 0.3476139 

-0,7 0.3477168 

-0,6 0.3478197 

-0,5 0.3479228 

-0,4 0.3480259 

-0,3  0.3481291 

-0,2 0.3482323 

-0,1 0.3483357 

0 0.3484391 

0,1 0.3485426 

0,2 0.3486462 

0,3 0.3487498 

0,4 0.3488536 

0,5  0.3489574 

0,6 0.3490613 

0,7 0.3491653 

0,8 0.3492693 

0,9 0.3493734 

 

Les prix obtenus sont un peu plus élevés que dans le cas de l’absence de changement de régime. 

Ceci est logique car en supposant les volatilités non constantes, les produits deviennent plus 

risqués. Mais la prise en compte du changement de régime fournit des prix plus stables. Ce qui 

est avantageux pour l’assureur dans la gestion de sa trésorerie.                            
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Conclusion 
 

        Dans cette étude, il a été question d’étudier d’abord des potentialités de dépendance entre 

mortalité et marché financier. Ensuite valoriser des produits d’assurance vie sous l’hypothèse 

de dépendance entre mortalité et marché financier. La revue de littérature et la statistique 

descriptive ont été utilisées afin d’évaluer une potentialité de dépendance entre mortalité et 

marché financier. Ensuite le processus de taux d’intérêt de Vasicek et le processus de taux de 

mortalité d’Ornstein-Uhlenbeck (OU) ainsi que des changements de numéraire ont été utilisé 

pour valoriser et illustrer numériquement la Pure endowment et le GAO. Enfin une autre 

valorisation de la pure endowment a été effectué en prenant en compte le changement de régime 

à l’aide d’une chaine de Markov à l’état fini en temps continue.  

    Les résultats de cette étude révèlent l’existence d’une corrélation négative entre mortalité et 

marché financier n’excédant pas 10% à un niveau de significativité de 5%. La valorisation de 

la Pure endowment sous l’hypothèse de dépendance entre mortalité et marché financier aboutit 

à une expression plus complexe que celle qui aurait dû être obtenue sous l’hypothèse 

d’indépendance. L’effet de dépendance sur le capital différé est décroissant avec la maturité et 

croissant avec le coefficient de corrélation. Quant à l’option d’annuité garantie (GAO), 

l’utilisation de la pure endowment comme numéraire a facilité l’obtention de son expression. 

La complexité de cette expression ne permet pas d’étudier de façon isolée l’effet de la 

dépendance comme dans le cas de la pure endowment. Néanmoins sachant que cette expression 

est aussi fonction du terme captant l’effet de dépendance sur la pure endowment, les 

conclusions relatives de cet effet sur la pure endowment peuvent-être aussi attribuées aux 

annuités garanties.  

     La maturité des contrats d’assurance vie oscillant entre une et trois décennies, peut entrainer 

un changement dans la structure des taux de mortalité et d’intérêt. Il était donc nécessaire de 

prendre en compte ce changement de régime dans la valorisation de la pure endowment. Ce qui 

aboutit à une valorisation différente de celle obtenue dans le cas de la prise en compte du 

changement de régime rendant les prix plus stables. 

    Vue l’impact du coefficient de corrélation entre mortalité et marché financier, les compagnies 

d’assurance devraient en tenir compte dans la valorisation des produits d’assurance vie afin 

d’éviter des problèmes de trésorerie pouvant conduit à leur faillite comme cela a été constaté 
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par le passé avec « Life Equity » en Angleterre. Pour des contrats de longue durée, en plus de 

la modélisation de la dépendance entre mortalité et marché financier, le changement de régime 

devra être aussi considéré. 

   Une autre approche pour l’évaluation de produits d’assurance vie sous l’hypothèse de 

dépendance entre mortalité et marché financier serait d’utiliser le processus de taux d’intérêt de 

Cox-Ingersoll-Ross et le processus de taux de mortalité de Lee-Carter bien connue pour sa 

capacité à s’adapter aux données empiriques. Dans ce cas, il faudra faire face à de nouveaux 

défis de programmation et un ensemble de différents calculs associés à la mesure ajustée au 

risque du capital différé.  

    Sachant que la directive européenne Solvabilité 2 recommande fortement de tester les 

exigences en matière d'adéquation des fonds propres sur la base de l'hypothèse explicite d'une 

dépendance mutuelle entre les marchés financiers et les marchés de l'assurance vie/santé, y 

compris la dépendance entre les risques de mortalité et d'intérêt, le cadre généralisé utilisé et 

les formules du capital différé et des annuités garanties obtenus dans ce travail fournissent une 

aide aux assureurs dans le cadre de la valorisation des produits d’assurance vie et  un point de 

départ plausible pour de nouvelles recherches dans cette direction. 
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graphique 5 : Processus de taux d’intérêt 
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graphique 6 : Processus de taux de mortalité 
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