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Introduction

La notion de groupes a été introduite par le mathématicien francais Eva-
riste Galois durant le 19¢ siécle. Ce dernier a travaillé sur la résolution
d’équations polynomiales de degré au moins quatre en considérant des ex-
tensions de corps commutatifs. Galois avait noté une condition de résolution
qui concernait les groupes symétriques des racines de ’équation considérée.
Une notion familiére, introduite en hommage a Galois, est la notion de groupe
de Galois pour une extension de corps donnée L/K qui est le groupe des auto-
morphismes de L tel que le sous-corps K est invariant.

De nos jours, la théorie des groupes posséde beaucoup d’implications, et
pas uniquement en mathématiques. En effet, les groupes peuvent étre utili-
sés en physique (comme le groupe de Lorentz par exemple), en chimie (pour
classifier des structures de cristaux ou pour regarder les symétries au sein
des molécules), dans les computer sciences (comme dans la cryptographie) et
méme dans les puzzles comme les Rubik’s Cubes. Bien entendu, cette riche
théorie des groupes posseéde aussi bons nombres d’applications dans le champ
des mathématiques : en arithmétique puisque les entiers forment un groupe
ou encore par Parithmétique modulaire introduite par Gauss au début du 19°¢
siecle, en algebre linéaire via les groupes linéaires qui sont des groupes de
matrices, les groupes de Lie et les groupes de Galois.

Cependant comme toute théorie suffisamment riche tels que les ensem-
bles, nous pouvons considérer des sous-objets de groupes : pour les ensembles,
ce sont les sous-ensembles et pour les groupes, ce sont les sous-groupes. Pour
lesquels, nous pouvons considérer deux «types » : les sous-groupes normaux
et ceux qui ne le sont pas. Un avantage indéniable des sous-groupes normaux
est de considérer des ensembles quotients possédant une structure de groupe.
Cette construction sera rappelée dans la Section 1.1. De plus, grace a cette
notion de groupe quotient, nous pouvons démontrer trois théorémes d’isomor-
phismes, qui ont énormément d’application en mathématiques. Pour illustrer
I'importance de ces groupes quotients, on peut citer un exemple important
en topologie algébrique : les groupes d’homologie et de cohomologie. Ce sont

des groupes quotients définis via des complexes de chaines et donc via des
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2 INTRODUCTION

modules sur un anneau commutatif. Ces groupes d’homologie permettent de
comparer des objets topologiques et, par exemple, de démontrer le théoréme
du point fixe de Brouwer.

Cependant, nous savons que les groupes ne sont pas les seules structures
mathématiques admettant des quotients via des sous-objets spécifiques. En
effet, on va rappeler dans la Section 1.2 la définition d’idéaux d’'un anneau ou
d’'une algebre de Lie et qu’alors, si on effectue un quotient pour les anneaux et
les algebres de Lie par ces idéaux, on trouve des objets quotients comme dans
les groupes. Au vu de ce fait, on peut se demander comment généraliser la
notion de sous-groupes normaux. Via quelle théorie? Ou de quelle maniere ?
Le but de ce mémoire est I'étude de cette généralisation du concept de sous-
groupes normaux via la notion de catégories.

Tout d’abord, avant de regarder la définition de sous-objets normaux dans
une catégorie, nous allons définir toues les différents concepts de catégories
qui seront utilisés dans la suite du mémoire. En effet, dans le Chapitre 2,
aprés un bref rappel sur des notions basiques et des notations qui seront
employées dans la suite, nous allons introduire les catégories suivantes : ré-
guliéres, normales, unitales, protomodulaires et, pour finir, semi-abéliennes.
On notera que pour étudier ces différents catégories, nous ferons une courte
sous-section sur ’étude des variations de la notion d’épimorphisme (voir Sous-
section 2.2.1). On montrera au fur et 4 mesure du document que les catégo-
ries privilégiées, par excellence, pour étudier les sous-objet normaux seront
les catégories semi-abéliennes puisqu’elles disposent de toutes les caractéris-
tiques requises pour caractériser au mieux les sous-objets normaux. En effet,
on rappellera que, dans la catégories des groupes, ’on peut définir la notion
de sous-groupes normaux de cinq maniéres différents (voir les détails dans la
Section 3.1). Soit G un groupe et H un sous-groupe de G, alors les conditions
suivantes sont équivalentes et définissent ce qu’est un sous-groupe normal H
de G

(1) Vxe@, xHx™1 cH,;

(2) VxeG,xH =Hx;

(3) L'ensemble quotient G/H posséde une structure de groupe telle que
la projection 7 : G — G/H est un morphismes de groupes;

(4) H est le noyau d’'un morphisme de groupes;

(5) [H,G]1=G, oul[H,G] est le commutateur de H et G.

Par conséquent, la ligne directrice de ce mémoire sera, dans un premier

temps de définir la notion de sous-normaux, de comparer cette notion dans
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les ensembles, dans les groupes et dans les anneaux (voir Chapitre 3). En
effet, on montrera que les sous-objets normaux dans la catégorie des groupes
sont les sous-groupes (voir Lemme 3.2.0.1). De plus dans le Chapitre 3, nous
étudierons le lien entre les noyaux et les sous-objets normaux. Pour cela
nous montrerons sous quelles hypotheses, ces deux notions sont équivalentes.
Dans le Chapitre 4, nous introduirons de nouveaux objets comme les sous-
objets semi-normaux, les blocs (eng.clots) et les idéaux. Et a chaque nouvel
objet introduit, nous regarderons dans quel cadre cette notion est équivalente
avec la notion de sous-objet normal et avec les notions introduites précédem-
ment dans le chapitre. On mettra en lumiére, que sous certaines conditions,
on peut arriver a traduire la caractérisation des sous-groupes normaux via la
stabilité par conjugaison dans un cadre catégoriel. De plus, on montrera d’ou
vient cette caractérisation en explicitant des conditions a imposer sur la ca-
tégorie considérée pour avoir les équivalences souhaitées. Pour finir dans le
Chapitre 5, on introduira la notion de commutateur dans les catégories et on
prouvera un résultat caractérisant les sous-objets normaux via un commuta-
teur spécifique. Toute fois, nous n’avons pas explicité la caractérisation des
sous-objets normaux via des classes latérales a gauches et a droites comme
dans le point (ii) plus haut. Premiérement car la référence de base de ce
texte [23] ne le mentionnait pas et deuxiémement, il n’est pas évident d’ar-
river a généraliser cette caractérisation qui est assez propre a la catégorie
des groupes. En effet, il n’est pas claire de savoir comment caractériser des
sous-ensemble d’'un groupe uniquement via des morphismes de groupes. Dés
lors, il n’est pas possible de définir des classe suivant un sous-groupe d’'une
maniere (eng. cosets) de maniere aussi générale que les autres notions qui
seront introduites dans ce mémoire.

Pour étre plus précis, dans ce mémoire, nous exposerons sous quelles
conditions la notion de sous-objet normal est équivalente a d’autres notions,
aussi introduites dans ce travail, afin de retrouver en quelque sorte les cinq
manieres de définir les sous-groupes normaux dans les groupes. Deés lors, la
catégorie des groupes sera I'exemple «fil conducteur » de ce mémoire. Et dans
cette optique de caractérisation des sous-objets normaux, nous allons compa-
rer une notion a une autre a la fois pour avoir a la fin une famille d’implica-
tions et d’équivalences en fonction des catégories considérées. Comme men-
tionné plus haut, les catégories semi-abéliennes seront les catégories pour

lesquelles tous les concepts clés introduits seront équivalents.



4 INTRODUCTION

Par ailleurs, dans ce mémoire, certains résultats et démonstrations pro-
viennent de travaux dont les références sont reprises dans la bibliographie
ou d’une collaboration entre Mr Van der Linden, mon promoteur, et 'au-
teur, ou finalement uniquement de la propre réflexion de I'auteur. Notons
que, certains résultats, bien connus, ont du étre adaptés aux contextes du
mémoire. En effet, il se peut que certains résultats, pour lesquels on peut
trouver des démonstrations dans certains ouvrages, ont du étre légérement
modifiés pour satisfaire aux hypothéses requises pour démontrer d’autres ré-
sultats. Dés lors, afin de clarifier dans le texte, I'origine des preuves pour ces
résultats connus mais énoncés dans un contexte différent (voire nouveau), il
a été convenu de signaler quand il s’agissait d’une collaboration ou quand le

résultat était propre a 'auteur.



Chapitre 1

Rappel sur les groupes, anneaux, ...

1.1. Sous-groupes normaux

Dans la suite de la section, on notera G pour le groupe (G,-,e) muni de
Iopération - et du neutre e. Soit x € G, nous utiliserons la notation x~! pour
noter son inverse dans le groupe G. Et nous utiliserons la notation H < G,

pour dire que H est un sous-groupe de G.

DEFINITION 1.1.0.1. [16, 2.9.3. Définition] Un sous-groupe H de G est dit

normal dans G si H satisfait & la condition
xHx 'cH, VxeG.

Cette définition veut, entre autre, dire : Vhe H, VYxeG, xhx leH.

Si H est un tel sous-groupe, on écrit H <G.

EXEMPLE 1.1.0.2. [16, 2.9.6. Remarque]

— Tout groupe abélien est normal dans lui-méme et tout sous-groupe

d’un groupe abélien est normal.

— Soit G = S3 le groupe symétrique a trois éléments. Si on pose H =
((12)) = {e,(12)} le sous-groupe engendré par la permutation (12),
alors H n’est pas un sous-groupe normal de G. En effet, si on pose
x =(23) =x~1 € G alors nous obtenons xo(12)ox! = (23)0(12)0(23) =
(13)¢ H.

— Soit f: G — G' un homomorphisme de groupes, alors ker(f) <G. En
effet, nous pouvons montrer que ker(f) < G. De plus, soit & € ker(f)

et x € G, alors

flaha™) = F)f(R)f(x)!
= f(x)ef(x)?
= flax™h)
=fle)=e¢".

5



6 1. RAPPEL SUR LES GROUPES, ANNEAUX, ...

Ce qui prouve bien que xhx~! € ker(f). On montrera plus tard que
tout sous-groupe normal H est aussi le noyau d'un certain morphisme

de groupes (voir Proposition 1.1.0.5).

Comme pour beaucoup de notions en mathématiques, nous pouvons défi-
nir la notion de sous-groupe normal de plusieurs maniéres équivalentes a la
Définition 1.1.0.1. Nous allons expliciter ces nouvelles conditions et prouver
qu’elles sont équivalentes entre elles. Mais avant d’énoncer cette proposition,

rappelons certaines notions.

DEFINITION 1.1.0.3. [16, 2.12. 2. Définition] Soit x € G. On définit un

automorphisme ¢, : G — G en posant
d.(g) = xgx_l, Vxe@.
On appelle ¢, un automorphisme intérieur de G.
DEFINITION 1.1.0.4. Soient H <G et K <G. On pose
[H,K]:={[h,k]|he H ,keK})
ol [h,k]:= hkh k™1 est le commutateur des éléments & et k.

Une des utilisations des groupes normaux est d’effectuer des quotients
sur le groupe de départ et tel que cet ensemble quotient, que I'on notera G/H,
soit lui-méme un groupe et tel que 'application quotient 7 : G — G/H soit
elle-méme un morphisme de groupes. Si 'ensemble G/H est un groupe, on
Pappellera le groupe quotient de G par H. On rappelle que, pour effectuer un
quotient sur un ensemble, il faut tout d’abord définir une relation sur le dit
ensemble. Il ne nous reste plus qu’a rappeler la démarche pour construire

I'ensemble G/H avec H < G. Pour cela, nous définissons les notions de

— relation a gauche : ng-l cGx@G

foIy = x_ly eH.
— relation a droite : RI‘f’I cGx@d

xRiy = yx_1 eH.

On peut montrer que ce sont des relations d’équivalence. Nous pouvons, des
lors, considérer, par exemple, 'ensemble quotient obtenu avec la relation a

gauche. Pour ce faire, il est utile de voir a quoi correspond un élément dans ce
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quotient. ; autrement dit, voir comment représenter les classes d’équivalence.

On a
xRi[y = x‘lyEH
< JheH, xly=h
< JdheH, y=hx

— yexH.

ou xH = {xh|h € H}.

Nous appelons ,les classes a gauche de x, les classes d’équivalence de x par
la relation Rfl. Pour la relation a droite, on utilise I’appellation : les classes a
droite de x. Par conséquent, G/H est '’ensemble des classes a gauche modulo
H et H\G est ’ensemble des classes a droite modulo H. Chacun de ses quo-
tients est équipé d’une projection canonique 7 que 'on définit de la maniere
suivante :

n:G—-G/H, x—xH n:G—H\G, x— Hx.

PROPOSITION 1.1.0.5. [16, 2.9.4. Proposition] Soit H < G. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) H<G;
(it) Vx € G, xH = Hx : autrement dit, les classes a gauche et & droite
coincident;

(iii) H est stable par tout automorphisme intérieur de G ;

(iv) lensemble des classes a gauche (ou a droite) G/H posséde une struc-
ture de groupe telle que Uapplication canonique associée n:G — G/H

est un homomorphisme de groupe;
(v) H est le noyau d’un morphisme de groupes;

(vi) [H,G]<H.

DEMONSTRATION.

— (1) > (ii) Soit h € H et x € G. Comme par hypothese H est normal
a G, on a que xhx~! € H. Or, si on écrit le produit x € xH de la
maniére suivante : xk = (xhx~1)x, on obtient bien que x4 € Hx. Par
conséquent, on vient de montrer que xH < Hx. Lautre inclusion peut

étre prouvée de maniére similaire.

— (21) = (i) Soit & € H. Comme par hypothese les classes a gauche et a

droite sont les mémes, on peut écrire xh € xH = Hx. Par conséquent,
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il existe A’ € H tel que xh = h'x, ce qui implique que xhx 1 =h' € H
et H<G@.

— (i) < (iii) Si on se rappelle ce que veut dire « étre stable par au-
tomorphisme intérieur », alors les implications sont immédiates. En
effet, la condition (iii) veut dire que pour tout 2 € H et pour tout

automorphisme intérieur ¢, : G — G, la condition
¢r(h) = xhx~te G, Vxe@

est satisfaite.

— (1) <= (v) [16, 2.9.8. Théoreme]

Pour que 7 : G — G/H soit un homomorphisme, il faut que
w(xy) = n(x)n(y) < (xH)(yH):= (xy)H.

Cette loi est bien définie si et seulement si H <G. En effet, elle ne dé-
pend pas du choix du représentant de la classe a gauche. Supposons
que xH = x1H et yH = y1H. Autrement dit, xxIl €H et yyl_1 €H.
On aimerait montrer que (xy)H = (x1y1)H. Pour cela, il faut montrer

que

1

xy(aclyl)_1 eH < xyyl_lacI1 eH < xyyl_lx_ xxIl eH.

Or, on sait que yy; Let xxIl sont des éléments de H. Par conséquent,
il faut et il suffit que x(yyl_l)x_1 =xhx ! e H, avec h = yyl‘l, pour
que la loi soit bien définie. C’est-a-dire qu’il faut et il suffit que H <G.

Cette loi est associative. En effet, cela vient directement de 1’as-

sociativité de la loi sur le groupe G . Soit x,y,z € G, alors

(xH)((yH)(zH)) = (xH)((y2)H)

= (x(y2)H
= ((xy)2)H
=((xy)H)(zH)
=((xH)yH))(zH).

On vérifie que ’'élément neutre de G/H est eH = H et que l'inverse

de xH est x 1H.

— (v) = (i) voir Exemple 1.1.0.2.

— (i) = (v) Au vu du point (iv), on va considérer le morphisme 7 :G —

G/H. Au vu de la preuve de I’équivalence, on note que ker(r) = H.
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(i) = (vi) Soit h € H et x € G, alors [h,x] = hah~1x~! € [H,G] peut
s'écrire comme [A,x] = h(xh " 1x~1) puisque (en utilisant la normalité
de H) les deux éléments appartiennent & H. Dés lors on a [A,x] € H.
(vi)=> (i) Soit A € H et x € G. On veut montrer que xhxleH. Or, on
a les égalités xhx Y =hh xhx~1) = h[h_l,x] € H ; alors on a prouvé
que xhx~ ' e H et H<G. U

REMARQUE 1.1.0.6. (1) On soulignera qu’au vu de ’équivalence entre

(2)

(7) et (iv), on ne peut construire des groupes quotients a partir d’'un
groupe G que si et seulement si on quotient avec un sous-groupe nor-
male. Deés lors, ce serait une bonne maniére de définir la notion de
sous-groupe normale dans un cadre plus général. En effet, elle ne
fait intervenir que des objets G et G/H qui sont des groupes et un
morphisme de groupes qui n’est rien d’autre que I'application quo-
tient 7: G — G/H.

Dans la proposition précédente, la condition (ii7) peut étre formu-
lée d’'une autre maniere. En effet, elle veut dire que H est son seul
conjugué. Autrement dit, Ng(H) := {g € G|gHg ' = H} = G. On ap-
pelle un tel ensemble Ng(H) le normalisateur de H dans le groupe
G avec H <G.

Avec ces rappels de théorie des groupes, il a été mis en lumiére qu’il existe

plusieurs facons de définir la notion de sous-groupe normale :

par les classes a gauches et a droites,

par des automorphismes intérieurs , autrement dit avec la notion de

normalisateur,
par la notion de groupe quotient,
par des noyaux,

et pour finir par la notion de commutateur.

Le premier objectif de la suite de ce travail sera de définir la notion de sous-

objets normaux dans une catégorie et dans un deuxiéme temps, de les ca-

ractériser avec des notions de commutateurs, de normalisateurs, ... dans un

cadre catégoriel. Et pour finir, on mettra en lumiere les liens entre ces dif-

férentes notions pour voir dans quelles catégories ces notions peuvent étre

équivalentes. Mais tout d’abord, nous allons faire quelques rappels d’algebre

(dans les prochaines sections) et de catégories (dans la prochain chapitre :
Chapitre 2).
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1.2. Les idéaux dans les anneaux et les algebres de Lie

Cette section est destinée a mettre illustrer la notion "sous-groupes nor-
maux" dans d’autres catégories que les groupes. On étudiera les exemples des

anneaux et des algebres de Lie.

1.2.1. Les anneaux et les anneaux avec unité. Rappelons la défini-
tion d’anneaux avec unité. Ce sera utile par la suite pour des exemples de

catégories.

DEFINITION 1.2.1.1. [24, Definition 2.1.] Un anneau unitaire est la don-
née d’'un quadruplet (R, +,-,0,1) o R est un ensemble, 1,0 € R et +,- sont des

opérations binaires sur R tels que
— (R,+,0) est un groupe abélien;
— lopération binaire - est associative et 1-x =x-1=x pour tout x e R ;

— la multiplication est distributive par rapport a ’addition : Vx,y,z € R
x-(y+z)=(@x-y)+(x-2), (@+y)z=(x-2)+(y-2).

Dans la littérature, il est courant de dire simplement anneau a la place
d’anneau unitaire. Cependant, il est important de garder a I'esprit que cela
sous-entend anneau unitaire car il existe une autre notion d’anneau plus gé-
néral que 'on va définir par la suite. Notons que la condition 2 dans la Défi-
nition 1.2.1.1, nous dit que (R, -, 1) est un monoide. Il est courant d’appeler les
deux opérations binaires de la maniére suivante : + pour 'addition et - pour
la multiplication.

Comme pour les groupes, on peut définir un morphisme entre deux an-
neaux. D’ailleurs, on pourra considérer ces anneaux unitaires et ces mor-
phismes d’anneaux unitaires comme formant une catégorie : la catégorie des

anneaux unitaires (voir p 15).

DEFINITION 1.2.1.2. [24, Definition 2.5.] Une application f: R — S entre
deux anneaux unités R et S est appelée un morphisme d’anneaux unitaires

si
(1) f(lr)=15;
(2) f(ri+rr2)=f(r1)+sf(ra);
) f(ri-rr2)=f(r1)-sf(ra).

Pour le moment, nous avons requis la condition que les anneaux pos-

sédent une unité. Cependant, il existe une notion plus générale d’anneaux
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que 'on nommera simplement anneau. Cette appellation suggérera que tout

anneau unitaire est un anneau mais que la réciproque est fausse.

DEFINITION 1.2.1.3. Un anneau est un ensemble R muni de deux opéra-

tions binaires : + et - et d’'un élément 0 € R tels que
(1) (R,+,0) est un groupe abélien;
(2) (R,-) est un semi-groupe;

(3) la multiplication est distributive par rapport a ’addition comme dans
la Définition 1.2.1.1.

Afin de mieux comprendre la notion d’anneau, il est utile de comprendre
ce qu'est un semi-groupe. Un semi-groupe est un ensemble S équipé dune
opération binaire interne associative.

On peut aussi définir des morphismes pour ces types d’anneaux. La défi-
nition est similaire au cas des anneaux unitaires mais comme les anneaux ne
posseédent pas nécessairement d’élément 1, comme dans la définition 1.2.1.1,

on n’a pas besoin de la condition 1 dans la définition 1.2.1.2.

DEFINITION 1.2.1.4. Une application f: R — S entre deux anneaux R

et S est un morphisme si elle satisfait aux conditions 2 et 3 de la Définition
1.2.1.2.

Dés lors, on peut considérer la catégorie des anneaux, comme étant la
catégorie dont les objets sont les anneaux et dont les morphismes sont les

morphismes d’anneaux (voir p 15).

1.2.2. Les idéaux. On sait que dans le cadre des groupes pour obtenir
un groupe quotient, il faut considérer des sous-groupes normaux (voir ’équi-
valence (i) < (iv) dans la Proposition 1.1.0.5). Il est alors possible de trans-
férer cette idée dans le cadre des anneaux. Pour cela, on a besoin d’'un nou-
veau sous-ensemble d'un anneau donné, R, qui posséde de bonnes propriétés
afin de pouvoir faire un quotient R par ce sous-ensemble. Un tel objet s’ap-
pelle un idéal.

Contrairement aux groupes, on doit ici distinguer deux cas : les anneaux
commutatifs et les non-commutatifs. Commencons par définir la notion d’idéal
a gauche et a droite dans le cas ou R, 'anneau sous-jacent, n’est pas commu-
tatif.

DEFINITION 1.2.2.1. Soit (R, +,-,e) un anneau non commutatif.

— Un sous-ensemble I de R est un idéal a gauche si :
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(1) (I,+,e) est sous-groupe de (R, +,e);

(2) pour tout élément r € R et pour toutael,onaquer-acl.
— Un sous-ensemble I de R est un idéal a droite si :

(1) (I,+,e) est sous-groupe de (R, +,e);

(2) pour tout élément r € R et pour touta€l,onaquea-rel.

Dans le cas ou R n’est pas commutatif, un idéal est un sous-ensemble de
R qui est a la fois idéal a gauche et idéal a droite. Il est évident que si R est
commutatif, alors les deux notions coincident et dans ce cas, on dira que I est
un idéal. Il est courant d’utiliser la notation, I <R, quand on veut spécifier
que I est un idéal de 'anneau R.

Comme mentionné plus haut, on peut faire le quotient de R par I et I'en-
semble obtenu sera toujours un anneau. Voici une petite explication de la
construction de ce quotient [24, Section 4.1]. Comme I est un idéal de R,
alors (I, +) est un sous-groupe de (R,+), qui est un groupe abélien. On peut
des lors, considérer le groupe quotient (R/I,+). Sur ce groupe quotient, on
définit comme relation : r ~ s si et seulement si r —s € I. Cette relation est
bien entendu une relation d’équivalence et les classes latérales gauches sont
{r+1|r € R}. On définit une projection canonique qui est un morphisme d’an-

neaux q: R — R/I et dont la définition est forcée par :
(ri+ro)+I=qr1+r2)=q(r)+qra)=F1+D+ (2 +1).

On pose alors g(r) =r+1. Pour que 'ensemble R/I soit un anneau, on muni le
munit des opérations binaires, d’'une unité et d'un élément zéro. On le notera :
(R/1,+,-,0+1,e+1I) ou e est 'unité pour la somme dans R et 0 est le zéro pour
le produit dans R.

Il n’y a pas que dans les anneaux que ’on peut considérer des idéaux. En
effet, on peut aussi les considérer dans les algebres de Lie. Ce sera expliqué

dans la prochaine sous-section.

1.2.3. Les algeébres de Lie. On rappelle (voir [21, Definition 3.17]) qu'une
algeébre de Lie sur un corps commutatif K est la donnée d'un espace vectoriel,

noté g, et d’'une application, appelé crochet
[-,-l:gxg—g : X, Y)—I[X,Y],
satisfaisant aux axiomes suivants :
— K-bilinéaire : si a,b € K

[eX +bY,Z]=alX,Y1+0blY,Z], [Z,aX+bY]=0alZ,X]1+b[Z,Y]
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— anti-commutativité : [X,Y]=-[Y,X]
— lidentité de Jacobi : [[X,Y ], Z]+[[Y,Z],X]1+[[Z,X],Y]=0.

Ilustrons la notion d’algebre de Lie par des exemples.

EXEMPLE 1.2.3.1. [21, Example 3.18-3.19] Soit K un corps.

— Tout espace vectoriel V sur K est trivialement muni d’'une struc-
ture d’algebre de Lie. En effet, il suffit de poser comme crochet le
crochet identiquement nul, c’est-a-dire que pour tout couple de vec-
teurs (X,Y) € V2 [X,Y]=0. Il est dés lors, facile de remarquer que la
condition d’anti-commutativité, de K-bilinéarité et 'identité de Ja-

cobi sont trivialement satisfaites.

— Soit (A, *) une K—algebre associative. Alors A muni du crochet dé-
fini comme VX, Y € A [X,Y]:=X +xY —Y * X est une algébre de Lie.
En effet, on note tout d’abord que puisque A est une K—algebre asso-
ciative alors A est un espace vectoriel sur K. Vérifions les conditions
de la définition d’'un crochet : soita,beK et X,Y,Z€ A

— [aX+bY ,Z]=(aX+bY)*xZ—-Z+(aX+bY)=aX+«Z+bY «Z—aZ x*
X-bZ+Y=aX+«Z-Z+xX)+b(Y «Z-Z=Y)=alX,Z]+blY,Z]

— [Z,aX+bY]1=Zx(aX+bY)—(aX+bY)*xZ =Z*aX+Z*bY —aX *
Z-bY «Z=a(Z+xX-X*xZ)+b(Z+Y -Y xZ)=alZ,X]+b[Z,Y]

— X, Y]1=X*Y-Y*X=-(-X*Y+Y xX)=-[Y,X]

— Afin de vérifier 'identité de Jacobi, on développe les trois termes
de la somme. On développera en détail le premier terme et on
donnera le résultat final pour les deux autres puisque les calculs

sont similaires :
[X,Y],Z]1=[X, Y]+« Z-Z*[X,Y]=X*Y -Y*«X)«Z-Zx(X*xY -Y xX)
=XxY*xZ-Y*xX*xZ—-Z+xX*xY+Z*xY xX,

[Z,X),Y1=Z«X*xY -X+«Z+xY -Y*«Z+xX+Y xX=Z,
[[Y,Z1,X]1=Y*ZxX-Z+«+Y *X-X*xY+«Z+XxZxY.
Dés lors, on se rend bien compte que la somme de ces trois
termes vaut zéro.
Un tel crochet est le commutateur des deux éléments.

Comme pour les anneaux, nous pouvons définir une notion d’idéal dans

le cadre des algebres de Lie sur un corps K.
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DEFINITION 1.2.3.2. [21, Definition 3.21.] Soit g une algébre de Lie sur
K. Un sous-espace h c g est appelé un idéal si pour tout X e g, Y €ehon a
[X,Y]eb.

On note une ressemblance avec la notion d’idéal dans les anneaux. En
effet, dans les deux cas, on demande que le sous-ensemble soit stable pour la
multiplication d’éléments de I'’ensemble de départ. Cependant dans le cadre
des anneaux, la multiplication est celle de 'anneau considéré alors que dans
les algebres de Lie c’est le crochet qui joue ce role.

Comme pour les groupes et les anneaux, les idéaux dans les algebres de
Lie, nous permettent de définir une notion de quotient tel que ce quotient
soit encore une algebre de Lie. Soit g une algebre de Lie sur K et § un idéal
de g. Alors, I’algebre de Lie quotient est composé de I'espace vectoriel g/b dé-
fini comme I'’ensemble des classes d’équivalence de vecteurs pour la relation
XRyY si et seulement si X —Y € h en tant que vecteur ! De plus, on a muni
cet espace vectoriel du crochet défini comme [X +§,Y +b] =[X,Y]; +b. Le
fait que cette application soit un crochet sur I'espace vectoriel quotient g/h
découle du fait que [—, ]y soit un crochet sur g.

De plus, on notera que la projection 7:g — g/h : X — X + h est un mor-
phisme d’algebres de Lie. On rappelle qu'un morphisme d’algebres de Lie est
la donnée d’une application linéaire qui est compatible avec les crochets de
Lie :

prg—g, ¢(IX,Y])=[pX), )]y

C’est bien le cas pour l'application projection. En effet, soit X,Y € g, alors

(1.1) [((X),n(Y)]=[X +5,Y +h]=[X,Y]+b=7(X,Y]y).

1. Si on note par v la classe d’équivalence de v alors v =v +b.



Chapitre 2

Catégories semi-abéliennes

Avant de définir et de regarder quelques propriétés des catégories semi-
abéliennes, il est utile de rappeler quelques notions de catégories élémen-
taires et de rappeler certaines notations qui seront utilisées dans la suite
du texte. Le second objectif de ce chapitre est de donner la définition de ca-
tégories semi-abéliennes. Cependant, cette définition demande d’introduire
d’autres concepts au préalable pour bien comprendre la notion de catégories
semi-abéliennes. Dés lors, nous allons donner la définition de catégories ré-
gulieres, exactes, unitales et protomodulaires avant de définir les catégories

semi-abéliennes qui seront tres utilisées dans les prochains chapitres.

2.1. Rappel de catégories

Dans la premieére sous-section, on rappellera des catégories couramment
utilisées. Cela permettra d’illustrer les différents concepts introduits au fur
et a mesure. La seconde sous-section portera sur des rappels de définitions et
de notations. Et pour finir, la derniére sous-section sera consacrée a la notion

de relation dans les catégories.

2.1.1. Rappel de catégories courantes. Afin de mieux assimiler les
nouvelles notions qui seront abordées dans la suite du texte, il est important

de les illustrer. Pour se faire, on va utiliser avec les catégories suivantes :

— La catégorie des groupes (notée : GRP) est la catégorie dont les objets

sont les groupes et les morphismes des morphismes de groupes;

— La catégorie des anneaux avec unité (notée : URNG) est la catégorie
dont les objets sont les anneaux avec unité (voir la définition 1.2.1.1)
et les fleches des morphismes d’anneaux unitaires (voir la définition
1.2.1.2);

— La catégorie des anneaux (notée : RNG) est la catégorie dont les
objets sont les anneaux (voir la définition 1.2.1.3) et dont les mor-
phismes sont les morphines d’anneaux (voir la définition 1.2.1.4).
On appelle aussi cette catégorie la catégorie des pseudo anneaux ;

15
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— La catégorie des algebres de Lie sur un corps K (noté : LIEK) est la
catégorie dont les objets sont des algebres de Lie et les fleches sont

des homomorphismes d’algébres de Lie;

— La catégorie des ensembles (notée : SET) est la catégorie composée

des ensembles comme objets et dont les fleches sont les applications;

— La catégorie des ensembles pointés (notée : SET.) est composée d’ob-
jet de la forme : (X,x) o X € SET et x € X est un point spécifié ! et
les morphismes sont les fleches de la catégorie SET mais elles ont la
particularité d’envoyer le point de base du domaine sur le point de
base du codomaine. Autrement dit, f: (X,x) — (Y,y) est une fleche
dans SET, si et seulement si f € SET(X,Y) et f(x) = y. On nommera
les objets de cette catégorie les ensembles pointés et les morphismes
les applications pointées ;

— La catégorie des espaces topologiques (notée : TOP) est la catégorie
dont les objets sont les espaces topologiques? et les fleches entre

espaces topologiques sont les fonctions continues;

— La catégorie des espaces topologiques pointés (notée : TOP,) est la
catégorie dont les objets sont objets de TOP mais pour chaque ob-
jet on spécifie un point de base. Par conséquent, on notera un élé-
ment de cette catégorie comme (X, x,7) et un tel objet porte le nom de
espace pointé. Les fleches, entre deux espaces topologiques pointés,
sont des fonctions continues entre les espaces (X, 1) et (Y,0) mais

qui envoient le point de base de X sur le point de base de Y.

REMARQUE 2.1.1.1. Il est facile de voir que la catégorie des anneaux avec
unité URNG est une sous-catégorie de RNG mais c’est une sous-catégorie non

pleine.

Pour mieux comprendre la derniére remarque, il est utile de savoir ce

qu’on entend par sous-catégorie et sous-catégorie pleine.

DEFINITION 2.1.1.2. [5, Definition 1.5.3] Une sous-catégorie %8 dune ca-
tégorie of consiste en
(1) une sous-classe |9 < |<f/| de la classe d’objets de «f ;
(2) pour chaque paire d’'objets A,A’ € o, on a un sous-ensemble 98(A,A’) c
(A,A’) de telle facon que

1. Un tel point x € X est appelé point de base.
2. On notera de tels objets comme (X,7) ou X € SET et 7 est la topologie que I'on a mise

sur X.
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(a) sifeBA,A) et ge B(A',A"), alors gof e BA,A");
(b) VA B,onaidy € BAA)

Une sous-catégorie 4 de </ nous donne un foncteur inclusion fidele % —
.

DEFINITION 2.1.1.3. [5, Definition 1.5.4] Une sous-catégorie 9 d’une ca-
tégorie «f est dite pleine si le foncteur inclusion 98 — «f est une foncteur

plein.

Par conséquent, 98 est une sous-catégorie pleine dans </ si :
AA eod — BAA)=AH(AA.

2.1.2. Rappels de notions basiques. Lobjectif de cette sous-section est
de rappeler des notions de base utilisées dans les prochains Chapitres. On

dénotera par ¥ une catégorie quelconque.

DEFINITION 2.1.2.1. [8, Definition 0.2.1] Une catégorie est pointée si elle
admet un objet terminal et un objet initial et que ces deux objets sont iso-

morphes.

REMARQUE 2.1.2.2. [5, Definition 2.3.1][6, Definition 1.1.1]

(1) On définir par un objet zéro dans €, un objet qui est a la fois I'objet

terminal et I'objet initial.

(2) Un objet 1 d’'une catégorie € est terminal quand, pour tout objet

A € €6, il existe une seule et unique fleche de A vers 1 :

AA

(3) Un objet 0 d’'une catégorie ¥ est initial quand, pour tout objet A € €,

il existe une seule et unique fleche de 0 vers A :

024,

Illustrons ce concept de catégorie pointée par différents exemples de ca-

tégories pointées ou non.

EXEMPLE 2.1.2.3. [1, Chapter 7]

— SET : Dans cette catégorie 'objet initial est I’ensemble vide et 'objet

terminal est le singleton {x};
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— TOP : Lobjet initial est 'ensemble vide muni de la topologie qui ne
contient que le vide et I'objet terminal est le singleton, que 'on note

{{=}, {{=}, 21};

— SET. : Tout singleton est a la fois 'objet terminal et initial. En effet,

on considere que le point de base est le singleton lui-méme;

— TOP, : Largument utilisé pour les espaces pointés reste valide dans

les espaces topologiques pointés;

— GRP : Lobjet initial et terminal est le plus petit groupe auquel on
peut penser : le groupe a un seul élément {e}, que 'on appelle aussi

le groupe trivial ;

— RNG : Lobjet initial est ’anneau nul? et I'objet terminal est 'anneau
des entiers Z. En effet, si on considére un anneau quelconque avec
une unité (R, e, +, x), alors 'unique morphisme f : Z — R est défini

comme

n—f(n)=e+e+---+e et f(—n)=—f(n);

nxe
— URNG : Lobjet terminal et initial est 'anneau nul;

— LIEK : Lobjet terminal et initial est ’espace vectoriel zéro muni du

crochet trivial.

Au vu des exemples précédents, nous avons des exemples de catégories
pointées (SET ., TOP,, GRP, RNG et LIEk) et des contre-exemples de catégo-
ries pointées (SET, TOP et URNG).

Afin de mieux comprendre ce qu’il se passe dans la catégorie RNG, il est

utile de faire la remarque suivant, qui est due a I'auteur.

REMARQUE 2.1.2.4. Dans la catégorie des anneaux, il n’existe pas de mor-
phismes d’anneaux entre I’anneau nul et n’importe quel anneau qui n’est pas
Panneau nul. En effet, supposons qu’il existe un tel morphisme f: {0} — (R, e).

Alors, on a par la Définition 1.2.1.4 les conditions :
f0)=e, f(0+0)=f(0)+f(0)et f(0-0)=f(0)-0.

En développant et en utilisant la condition sur le lien entre les unités, on a

que

(2.1) e=f0)=f0+0)=f0)+f(0)=e+e

3. Lanneau nul est 'anneau avec un seul élément qui est 0 et 1 et les opérations binaires

sont définies comme : 0+0=0et 0 x0=0.
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et
(2.2) e=f(0)=f(0-00=7(0)-f(0)=e-e.

L'équation (2.1) implique que e = 0 (le zéro dans 'anneau R) et ’équation (2.2)
implique d’autre part que e = 1. Or, comme R n’est pas 'anneau nul, ce n’est
pas possible puisque si un anneau S est tel que 1 =0 alors S est 'anneau nul.
En effet, soitse S alorss=s-1=5-0=5-(0+0)=5-0+s-0=5-1+s-1 =s+s. Des
lors, si on applique a gauche et a droite 'inverse de s par rapport a 'addition,
on trouve que 0 =s+(-s) =(s+s)+(-s) =s+0 =s. On a montré que si on
considére un élément de S, alors nécessairement celui-ci est ’'élément 0. De
plus, comme par hypothése 1 et 0 coincident, cela prouve que S est 'anneau

nul.

DEFINITION 2.1.2.5. [5, Definition 2.7.2] La catégorie € est finiment com-
plete (eng : finitely complete) quand tout foncteur

F:9—€,
avec 2 une catégorie finie, a une limite.

Afin d’illustrer concretement la notion de limite, nous allons donner quel-
ques exemples couramment utilisés. On donnera aussi les notations utilisées

pour faire référence a ces objets.

Le pullback ou produit fibré.

DEFINITION 2.1.2.6. [5, Definition 2.5.1] Considérons deux morphismes
f:A—C, g:B— C dans une catégorie 6. Le pullback de (f,g) est un triplet
(P,f',g") ou

(1) P est un objet de €
(2) f':P—B, g’ :P — B sont des morphismes de € tels que fog' = gof’,

autrement dit, f’ et g’ sont tels qu’ils rendent le diagramme suivant

commutatif :
p-LsB
g’ g
A ﬁ C

(3) pour tout autre triplet (@, f",g") ou
(i) @ est un objet de €
(i) f":Q — B, g":Q — A sont des morphismes de € tels que fog" =
gef",
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il existe un unique morphisme q: @ — P tel que f"=f'oqg et g" =

g’ oq (voir le diagramme ci-dessous)

Un cas spécifique serait de considérer le pullback de la paire (f,f) si un

tel pullback existe, alors ce type de limite porte le nom de pair noyau.

DEFINITION 2.1.2.7. [5, Definition 2.5.4] Dans une catégorie 6 a limites

finies, la paire noyau d’'un morphisme
f:A—B

est le pullback (P, a, §) de f avec lui-méme.

p#)A
J
B \I/f

On la note par Eq(f).

Dans la catégorie des ensembles, cela correspond a la relation d’équiva-
lence sur A qui identifie les éléments de A qui ont la méme image par f.

Noyau et conoyau. Un exemple utile de pullback est donné par la notion

de noyau.

DEFINITION 2.1.2.8. [22][23] Soit ¥ une catégorie pointée qui admet des
limites finies. Un morphisme % : K — A est un noyau quand il existe un mor-

phisme f : A — B tel que le diagramme suivant
K L) 0

(2.3) A ap
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est un pullback. Le morphisme % est alors le noyau de f.

REMARQUE 2.1.2.9. Les fleches 7 et ap dans la définition précédente
sont les morphismes tels que
— ap :0— B est I'unique fleche partant de 1'objet initial
— 1 : K — 1 est 'unique fleche allant dans I'objet terminal.

La composition agpotg : K — B est alors le morphisme nul que l'on note

WK B = OBOTK.

Cependant, il existe une seconde maniére de définir la notion de noyau

mais cette fois-ci sans I’aide des pullbacks.

DEFINITION 2.1.2.10. [8, Definition 0.2.4] Dans une catégorie € pointée
qui admet des limites finies, le noyau d’'une fleche f: A — B est ’égalisateur

Ker(f) := (K[f],ker f) de ce morphisme avec la fleche zéro.

ker( f
Kif] — s 4 — B
A,B

On note que la fleche ker(f) est nécessairement un monomorphisme car
c’est le morphisme associé a un égalisateur (voir [5, Proposition 2.4.3]).

Bien qu’il existe deux définitions pour le noyau, ces deux notions sont
équivalentes. En effet, si on ne considere que la Définition 2.1.2.8, on aimerait

montrer que (K, k) est 'égalisateur de

On vérifie :

(1) Que % égalise bien les deux morphismes. On a d’'un c6té par ’hypo-
these du pullback que fok = apotk et ainsi par définition, on obtient
que fok =wg g et d’autre part on a wy pok = wg g par la [6, Propo-

sition 1.1.4]. On a montré que % égalise bien les deux morphismes.

(2) La propriété universelle de I'égalisateur. Considérons le diagramme

suivant :
f
k
K———— A 3 B
WA B
m
M

ou (M,m) est tel que fom = w4 pom. On aimerait trouver un unique

morphisme n : M — K tel que m = kon. Pour le trouver, on utilise
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notre hypothése sur le pullback et plus précisément on veut utiliser
la propriété universelle de celui-ci. Considérons le diagramme sui-

vant :

(2.4)

=)

&

Pour utiliser la propriété universelle, il faut vérifier que fom =
agoTy = wy . Par hypothése sur m,ona fom =wpapom =wyp
ou la derniére égalité est obtenue par la [6, Proposition 1.1.4]. Par

conséquent, il existe un unique n: M — K tel que kon =m.

Il reste & montrer l'autre implication. On considére la Définition 2.1.2.10 et

on montre que celle avec le pullback en découle. Pour cela on vérifie :

(1) La commutativité du diagramme (2.3) commute, Autrement dit que

f ok =wgk . Cela suit directement du fait que & égalise f et wq p.

(2) La propriété universelle du pullback. Pour cela, on va faire comme
précédemment mais cette fois-ci, en utilisant la propriété universelle

de I’égalisateur. Considérons le diagramme suivant :

=)

o]

ou m et T) sont tels que fom = apoty = wy . Or, on remarque
que fok =wppok = wkgp et ainsi par la propriété universelle de
I’égalisateur il existe un unique u : M — K tel que m =kou. On a
aussi que Ty = Tgou car Ty est 'unique fleche allant dans 'objet

terminal.



2.1. RAPPEL DE CATEGORIES 23

La démonstration montre I’équivalence entre les deux définitions. On note
que puisque % est un égalisateur alors & est nécessairement un monomor-
phisme ([5, Proposition 2.4.3] ) et par conséquent, on peut aussi voir K comme

un sous-objet de A, ce qui était déja le cas dans les groupes.

NOTATION 2.1.2.11. Dans la suite, on utilisera la notation suivante pour
faire la différence entre 1'objet qui caractérise le noyau et le morphisme. On
va reprendre les notations de la Définition 2.1.2.10. Soit f : A — B un mor-
phisme, alors on notera par (K[f1,ker(f)) le noyau ou K[f] est un objet de la
catégorie de départ et ou ker(f): K[fI>—— A est un morphisme de cette

méme catégorie.

Comme pour tout concept en catégories, il existe une notion duale a la
notion de noyau. Cette notion s’appelle le conoyau. On notera par coker(f) le
morphisme associé au conoyau de f.

Pour illustrer I'importance des noyaux dans les catégories, nous allons
expliciter une propriété importante qui sera utilisée plus tard pour illustrer

le lien entre la notion de noyau et la notion de sous-objet normal.

LEMME 2.1.2.12. Soit € une catégorie pointée. Si k: K>—— A est un

noyau alors k = ker(coker(k)).

La démonstration du lemme précédent est due a 'auteur.

DEMONSTRATION. Soit f:A —Y tel que & = ker(f). Afin de montrer que
k est le noyau du conoyau, il faut vérifier que coker(k)ok = wk ¢ (cette égalité
est triviale par définition du conoyau) et la propriété universelle qui définit
le noyau.

Soit / : L — A un morphisme tel que coker(k)ok = wr g comme sur le
diagramme 2.5. On note que puisque % est le noyau de f, nous avons que
fok = wgy. Par conséquent, f coégalise aussi k et wg o. Dés lors, nous
avons l'existence d'un unique morphisme q : @ — Y tel que f = q ocoker(k)
par la propriété universelle du conoyau de k. Par hypothese, nous avons que

coker(k)ol = wy, g et par conséquent, cela implique aussi que
wLy =qowr g =qocoker(k)ol=fol.

Par la propriété universelle du noyau %, nous avons I'existence d’'une unique
fleche h:L - K tel que Ll =koh.
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L
l
l
ih
-
2.5) K—* 54— Ly
P
coker(k) q///
Q
a
Le produit.

DEFINITION 2.1.2.13. [5, Definition 2.1.1.] Soient A,B deux objets d'une
catégorie 6. Le produit de A et B est la donnée d'un triplet (P,pa,pp) ou

(1) P €C est un objet

(2) m1:P — A et 19 : P — B sont des morphismes,
et ce triplet est tel que pour tout autre triplet (®,f,g) ou

(1) Q € 6 est un objet

(2) f:Q — A et g:Q — B sont des morphismes,
il existe un unique morphisme r: @ — P tel que f =m1or et g=mgor

NOTATION 2.1.2.14. Il est courant de noter un tel produit entre les objets

A et B dans la catégorie €6 : A x B (pour rappeler la notation de produit carté-
sien dans les ensembles) a la place de I'objet P. Et par convention, on notera
{f,g) alaplace du morphisme r. Cette notation permet de faire référence aux

deux morphismes [ et g considérés pour appliquer la propriété universelle du

produit et I'existence et I'unicité du morphisme (f, g).

Avec les nouvelles notations, on peut mieux comprendre la définition

2.1.2.13 avec l'aide du diagramme suivant :

AxB
V B x
A T B

A

Avec l'aide du produit, on peut définir le produit de deux morphismes de

la maniére suivante : soit f: A — B et g: C — D deux morphismes dans une
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catégorie € qui admet les produits binaires. On a alors le diagramme

AxC

|
A | C
f (forh gor§) g
| e |
|
1\ | /r

et on définit le produit de f et g comme étant I'unique fleche engendrée par

la propriété universelle du produit B x D :
(2.6) [xg:= fonl,gonz)

Le coproduit. On sait qu’il existe une notion duale au produit, que 'on

appelle le coproduit :
DEFINITION 2.1.2.15. [5, Definition 2.2.1] Soit A, B deux objets d’une ca-
tégorie 6. Le coproduit de A et B est la donnée d’un triplet (®,i4,i5) ou
(1) @ € € est un objet,
(2) ig:A—Qetip:B— Q sont des morphismes de €,
et ce triplet est tel que pour tout autre triplet (Z, f, g) ou
(1) Z € € est un objet,
(2) f:A—Zet g: B— Z sont des morphismes,
alors il existe un unique morphisme r:Q — Z tel que f =rois et g=roip.
NOTATION 2.1.2.16. Si le coproduit de deux objets A et B existe, on no-

tera I'objet @ comme A + B et I'unique morphisme r sera noté de comme suit

(Q (voir diagramme 2.7).

A+B

i(j;) B

7
\v%

On a défini le produit de deux fleches (voir équation 2.6). Deés lors, on peut

2.7

aussi définir la somme de deux morphismes via le coproduit. Soit f: A — B

et g: C — D, on définit la somme de f et g comme étant la fleche engendrée
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par le coproduit A + C comme dans le diagramme

A+C
|
A ! C
(2.8) 7 (20 g
Loan |
B ! D
|
is\/i ~ A
B+D
Autrement dit on pose f +g = (gg(;?))

2.1.3. Les relations dans les catégories. Pour trouver un équivalent
a la notion de groupe quotient dans les catégories, il est utile de définir la

notion de relation, de relation d’équivalence et de quotient.

DEFINITION 2.1.3.1. [6, Definition 2.5.1] Une relation sur un objet A
d’'une catégorie € est la donnée d'un objet R € ¥ et d’'une paire de fleches

conjointement monomorphiques

ri,re:R=A,

c’est-a-dire étant données deux fleches x,y : X = R, alors x = y si et seulement

sirjox=rioyetrgox=rgooy.

On notera une telle relation avec le triplet (R,r1,r9,A) et il n’y pas d’am-
biguité sur le sous-objet sur lequel porte la relation, alors on 'omettra.

Pour chaque objet X € €, on note
Ry ={(riox,rgox)|lx € €¢(X,R)}

pour la relation (au sens ensembliste usuel) correspondant a la relation R sur
I'ensemble €(X,A).

On rappelle qu'une relation sur un ensemble A est un sous-ensemble R
inclus dans le produit A x A, c’est-a-dire R c A x A.

Comme pour beaucoup de notions en mathématiques, il existe une autre
maniere de définir une relation sur un objet mais celle-ci demande que la
catégorie, dans laquelle on définit la relation, admette des produits binaires.
Cependant dans le cadre de ce texte, nous allons travailler avec des catégories

qui admettent des limites finies et donc des produits binaires.
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DEFINITION 2.1.3.2. [8, Definition A.2.1] Soit € une catégorie avec des
limites finies. Une relation d'un objet X € 6 vers un objet Y € ¥ est un sous-
objet

r- R>—mm» XxY .

Une relation d’'un objet X dans lui-méme est simplement une relation sur X.

NOTATION 2.1.3.3. Comme illustré dans la Définition ci-dessus, nous al-
lons utiliser la notation suivante pour faire référence a une fleche qui est un
monomorphisme : f: A >—— B pour une fleche f qui est un mono-

morphisme.

Bien entendu que les deux notions sont équivalentes. Pour s’en convaincre,

regardons le diagramme suivant :

ey
4

(r1,r2)
| /r
|
-~
X

ou (R,r1,rg,X) est une relation sur X. Si on pose que r = (r1,rs), on peut faci-
lement montrer que r est un monomorphisme car r1 et ro sont conjointement
monomorphiques et réciproquement.

On connait aussi la notion de relation d’équivalence dans le cadre clas-
sique des ensembles, qui n’est rien d’autres qu'une relation symétrique, tran-
sitive et réflexive. Mais comment peut-on traduire ce concept en catégories?
Doit-on définir les notions de symétrie, transitivité et de réflexivité afin de
définir une relation d’équivalence avec des catégories? La réponse est plus
simple que ¢a, on utilise 'ensemble Rx défini un peu plus haut pour définir

les différents types de relations qui existent.

DEFINITION 2.1.3.4. [6, Definition 2.5.2] Soit (R,r1,7r2) une relation sur
un objet A € 6. Si pour tout objet X € €, la relation correspondante Rx sur
Iensemble € (X, A) est une relation d’équivalence, alors de méme, la relation
R est réflexive (respectivement transitive, symétrique) si chaque relation Rx
Pest.

Comme mentionné plus haut, nous allons travailler avec des catégories
qui admettent des produits binaires et par conséquent, on peut utiliser une

autre définition équivalente pour la notion de relation d’équivalence .

4. Le lecteur peut aller regarder la proposition 2.5.4 de [6] et la preuve pour avoir ’équi-

valence entre les deux définitions.
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DEFINITION 2.1.3.5. [17, 1.2.13. Definition] Soit ¢ une catégorie fine-

ment compléte et soit une relation (R,r1,rg,X) sur X :

(1) R est réflexive s’il existe un morphisme 6§ : X — R tel que r1od =1x =

rgod

(2) R est symétrique s’il existe une fleche 0 : R — R tel que rioco =rg et

reoo =rq
(3) Considérons le pullback

D2

RxxR —

R
o b

R——X

r

La relation R est transitive s’il existe une fleche 7: R xx R — R telle

querior=riopietrgor=rgoopa.

Une relation R sur X est une relation d’équivalence si R est réflexive, symé-

trique et transitive.

Un exemple concret de relation d’équivalence est la paire noyau d'un mor-

phisme.

LEMME 2.1.3.6. [17, 1.2.14 Lemma] Dans une catégorie qui admet des
P1
ullbacks, la paire noyau E X d’unefléeche f:X —Y est une
p p yau Eq(f) P:; fleche f

relation d’équivalence sur X dans 6.

Pour démontrer le résultat, on va utiliser la seconde définition d'une re-

lation d’équivalence introduite dans ce texte (voir Définition 2.1.3.5).

DEMONSTRATION. Commencons par montrer que Eq(f) est réflexive, c’est-
a-dire qu’il faut trouver une fleche § : X — Eq(f) avec certaines bonnes pro-

priétés. Pour cela, il suffit de remarquer que la commutativité du diagramme

1x

PRI

— X
\Lf
Y

et la propriété universelle de la paire noyau (Eq(f),p1,p2) implique qu’il

existe un unique 6 : X — Eq(f) tel que p10d=1x = pgod.
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De maniére similaire, la commutativité de la partie extérieure du dia-

gramme

implique qu’il existe une unique fleche o : Eq(f) — Eq(f) tel que p1o0 = pg
et pooo = p1; ainsi Eq(f) est symétrique. Pour la transitivité de Eq(f), on

considere le diagramme commutatif suivant

Eq(f) xx Eq(f) ~ s Bq(f)
So s K
N

m Eq(f) —= y X

P1

P1
1 ) 1
Eq(f) : > f
f
P1
X LY
f

ou la face arriére est un pullback. La commutativité du diagramme et la pro-
priété universelle de la paire noyau (Eq(f), p1,p2) montre l'existence d'un

unique 7 tel que p1oT =piom; et pooT = pgomy et cela termine la preuve. [

Ce résultat sera utile pour montrer un lien entre la notion de noyaux et
le concept de sous-objets normaux.
Les relations d’équivalence n’ont pas toutes les mémes propriétés et une

propriété intéressante est la notion d’effectivité.

DEFINITION 2.1.3.7. [6, Definition 2.5.3] Une relation d’équivalence R
sur un objet A de la catégorie ¥, que l'on notera (R,ri,rge,A), est effective

quand le coégalisateur g de (r1,r2) existe et (r1,r2) est la paire noyau de q.

On a introduit la notion de relation d’équivalence. Cependant, il existe
des catégories dans lesquelles toute relation réflexive est une relation d’équi-

valence : ce sont les catégories de Mal’tsev.
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DEFINITION 2.1.3.8. [8, Definition 2.2.3] Une catégorie € est une catégo-
rie de Mal’tsev si € admet les limites finies et si toute relation réflexive est

une relation d’équivalence.

L'exemple suivant est da a l'auteur.

EXEMPLE 2.1.3.9. La catégorie des groupes GRP est une catégorie de
Mal’tsev. On sait déja que GRP est compléte et donc admet les limites finies.
Il reste donc & monter qu’étant donné R une relation réflexive , alors elle
est aussi symétrique et transitive. Soit R une relation réflexive sur X. Etant
donné que l'on considére des relations dans les groupes nous savons que R
est une congruence (voir Définition 2.2.2.2). Montrons que R est symétrique

et transitive :

— Symétrie : Soient x,y € X et xRy. On veut montrer que yRx. Comme
R est réflexive, on a que xR et yRy, on a aussi que x 'Ry~ ! car R
est une congruence. On peut aussi faire la multiplication puisque R

est une congruence :
xRx, x 'Ry~ ! et yRy implique que xx 'yRxy 1y = yRx.

— Transitivité : Soit xRy et yRz, on veut montrer que xRz. En utili-
sant le fait que R est réflexive et une congruence, on a y 'Ry~!. Si

on met tout bout a bout, on trouve :

xRy, y IRy~ ! et yRz implique que xRz.

Un résultat assez surprenant concernant les relations d’équivalence est
que I'on peut caractériser assez facilement les paires noyaux de certains mor-
phismes associés a la relation d’équivalence considérée. Si on reprend les no-

tations de la Définition 2.1.3.5, on peut énoncer le résultat suivant.

LEMME 2.1.3.10. [12, Remark 1.3] Soit (R,r1,rg,A) une relation d’équi-
valence sur A. Alors la paire noyau de ri est donnée par (p1,7) et la paire

noyau de ro est donnée par (pg,T).

La prochaine démonstration est due a une collaboration de Mr Van der

Linden et de 'auteur.
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DEMONSTRATION. On va seulement montrer la premiére partie du lemme
car la seconde est analogue. Montrons que le diagramme suivant, qui est com-

mutatif par transitivité, est un pullback :
Rx,R —2 s R
R——— A
Soient f:Z—-Retg:Z—Rtelqueriog=riof.

R——— A

On sait par symétrie de la relation que riog =riocog =ryiof. Deés lors,
par la propriété universelle du pullback associée a ri et ro, il existe un unique
morphisme h: Z — R x4 R tel que pooh =f et pyjoh = oog (voir le diagramme

suivant) :

On notera 4 = (oo g,g) pour plus de facilité. On a alors un candidat pour £.

Posons A :=(g,to(00g,g)). Vérifions que :

— p1o(g,to(oog,f)) =g (cCest le cas par les notations adoptées dans

la preuve);

— to(g,7o(00g,f)) =f.Pour vérifier cette égalité, on va utiliser le fait
que la paire (r1,r2) est conjointement monomorphique. Deés lors il

nous suffit de voir si
rioto(g,ro(00g,f)=r1of etraoto(g,ro(0og,f)=rzof
En se rappelant que par transitivité on a que r;jot = r; o p; pour

1€{1,2}, alorson a

rioto(g,to(cog,f))=riopio(g,ro(ocog,f))=riog
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et par hypotheése, on a bien que riof =rjog. Pour autre égalité, on

a
reoto(g,70(00g,f))=rgopge(g,1o(oeg,f))
=rgoto(oog,f)
=rgopgo(ogog,f)
= I”QOf.
Cela termine donc la preuve. O

2.2. Catégories régulieres

Dans cette section, nous allons aborder la notion de catégorie exacte. Mais
pour cela, nous aurons au préalable besoin d’introduire la notion de catégorie
réguliere. Ces deux notions nous permettront de mettrons en lumiere que la
notion de sous-groupes normaux est équivalente a la notion de sous-objets
normaux dans la catégorie des groupes.

On explique les ingrédients de la définition suivante :

DEFINITION 2.2.0.1. [8, Definition A.5.1] Une catégorie € est réguliére

quand elle satisfait aux conditions suivantes :
(1) € a des limites finies
(2) toute paire noyau a un coégalisateur
(3) tout épimorphisme régulier est stable par pullback.

La derniere condition peut étre reformulée comme suit : si dans le diagramme
suivant, qui est un pullback, p est un épimorphisme régulier, alors g aussi.
g
D—B
4
q p

A——Fr—C

Il faut remarquer que, bien évidemment cette condition n’est pas tri-
viale. En effet, on sait que dans une catégorie qui admet des pullbacks, les
monomorphismes sont stables ([5, Proposition 2.5.3]). Cependant, les épi-
morphismes ne sont pas nécessairement stables par pullback, mais ils sont
stables par pushout (voir [5][Proposition 4.3.8]).

Pour mieux comprendre la Définition 2.2.0.1, il est utile de comprendre

les différentes notions d’épimorphismes qui existent.
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2.2.1. Variations d’épimorphismes. La premiére conception de la sur-
jectivité que I'on rencontre est souvent I'épimorphisme. C’est la notion la plus

faible comparativement a celles qui vont suivre.

DEFINITION 2.2.1.1. [5, Definition 1.8.1] Un morphisme f : B — A dans

une catégorie € est appelé épimorphisme quand pour tout objet C € € et

f
pour toute paire de morphismes A 3 C , la propriété suivante est
g

satisfaite :
(gof=hof) = (g=h).

Cette notion est assez familiére car dans la catégorie des ensembles SET,
les fonction surjectives correspondent exactement a la notion d’épimorphismes
dans cette catégorie ([5, Example 1.8.5.a]). Cependant tout épimorphisme
n’est pas nécessairement une surjection. En effet, si on considére I'inclusion
i:7Z — Q dans la catégorie URNG, alors i est bien un épimorphisme mais pas

une surjection. C’est bien un épimorphisme car soit a,be Z et b #0 :

>
—_—
S| Q
~—
|

h (%) h(a)=h (%) h(i(a))=h (%) glia)=nh (%) gla)
= 1[3)e(6%)=n (3] e (5) =1 (2] (5) =5 (3)

ou i(a) = a puisque a est un entier.

I1y a différentes maniéres d’exprimer le concept de surjection. A premiere
vue, on n’y penserait pas si on se place dans la catégorie des ensembles, mais
comme on vient de le voir dans la catégorie URNG, la surjectivité n’est pas
seulement la notion d’épimorphisme. D’ailleurs, nous allons présenter cinq
facons différentes de codifier ce concept de surjection. Tout au long des défini-
tions de ces différentes concepts, nous allons montrer une certaine hiérarchie
dans le sens que certaines notions impliquent d’autre plus faibles. De plus,
certains sont équivalents si la catégorie remplie certaines conditions.

Cependant, il existe des morphismes qui seront toujours des épimorphismes
mais dont la réciproque n’est pas vraie. En effet, dans notre cas on considére
cinq autres notions d’épimorphismes : les épimorphismes extrémaux, les épi-
morphismes réguliers, les épimorphismes forts, les épimorphismes scindés et

les épimorphismes normaux.

DEFINITION 2.2.1.2. [5, Definition 4.3.1] Dans une catégorie, un épimor-

phisme est dit régulier s’il est le coégalisateur d’'une paire de fleches.
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On peut reformuler la définition de la maniére suivante : f: A — B est
un épimorphisme régulier si on peut trouver des morphismes u,v :C — A tels

que f =coeg(u,v).

NOTATION 2.2.1.3. Dans la suite, on notera f : A — B si f est un épimor-

phisme régulier.

DEFINITION 2.2.1.4. [5, Definition 4.3.2] Un épimorphisme f : A — B
dans une catégorie est dit extrémal pour une factorisation f = iop donnée

de f a travers un monomorphisme i, i est nécessairement un isomorphisme.
Ce type d’épimorphisme admet les propriétés suivantes.

PROPOSITION 2.2.1.5. [5, Proposition 4.3.3]
(1) Tout épimorphisme régulier est extrémal

(2) Un morphisme, qui est un monomorphisme et un épimorphisme ex-

trémal, est un isomorphisme

DEMONSTRATION. (1) Soit f = coeg(u,v) et f =iop, avec i un mo-
nomorphisme. Comme iopou=fou=fov=iopov, on en déduit
que pou = pov car i est un monomorphisme. Ainsi par la propriété
universelle du coégalisateur, il existe un unique j tel que jof =p

(voir le diagramme ci-dessous).

x——=3a—"—B
i

7

De I'équation iojof =iop = f, on en déduit que joi = 1g puisque f
est un épimorphisme. De plus, on peut déduire de iojoi=1goi=1i
que joi =1y car i est un monomorphisme. On vient de montrer que

i est bien un isomorphisme.

(2) Si f: A — B est un monomorphisme, on peut considérer la factori-
sation f = foly et comme f est un épimorphisme extrémal, alors le

monomorphisme f est un isomorphisme. O

On vient de montrer que « épimorphisme régulier » implique « épimor-
phisme extrémal ». Mais il existe un type d’épimorphisme entre les deux, un
peu plus faible que régulier mais plus fort que extrémal : il s’agit des épimor-

phismes forts.
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DEFINITION 2.2.1.6. [5, Definition 4.3.5] Dans une catégorie %, un épi-
morphisme [ : A — B est appelé un épimorphisme fort quand, pour tout carré
commutatif zou = vo f comme dans le diagramme ci-dessous, avec z: X — Y
un monomorphisme, il existe une (unique) fleche w : B — X telle que wof =u,
zZow =v.

T B

7
-’
-,
Re
u 1%
7
s w
-,
k/

X r—Y
On remarque que la condition d’unicité de la fleche w est redondante
car elle découle directement du fait que f est un épimorphisme et que z est
un monomorphisme. Tout comme les épimorphismes extrémaux, les épimor-
phismes forts possédent de bonnes propriétés.
PROPOSITION 2.2.1.7. [5, Proposition 4.3.6] Dans une catégorie 6,

(1) La composition de deux épimorphismes forts est encore un épimor-

phisme fort.
(2) Tout épimorphisme régulier est fort.
(3) Tout épimorphisme fort est extrémal.

DEMONSTRATION. (1) Si f et g sont des épimorphismes forts, dans

le diagramme suivant

g f
A > B > C
s s
. _-
w - ////
" -7 /’//t v
-, -
7 //
t//
X > > Y

r4
zou =vofog avec z un monomorphisme. Comme g est un épimor-
phisme fort, il existe w tel que wog =u et zow =vof (on retrouve
un nouveau carré commutatif avec le méme monomorphisme qu’au
départ). Puisque f est un épimorphisme régulier, il existe ¢ tel que
tof =w et zot =v. On remarque que ¢ est la factorisation attendue.
(2) Si f = coeg(a,b) et zow =vof avec z un monomorphisme (voir le

diagramme ci-dessous) alors

M:;B4»c
) J/
Y

X>—>
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de I'équation zowoa=vofoa=vofob=zowob, on en déduit que
woa =wob car z est un monomorphisme. Par conséquent, il existe
une factorisation ¢ de w travers f. Comme w =tof, on en déduit que

zotof =zow=vof et ainsi zot=v car f est un épimorphisme.

(3) Si f est un épimorphisme fort et f =iop avec i un monomorphisme

comme sur le diagramme suivant ,

B—— C

X>—>C

alors il existe un unique ¢ tel que tof = p et iot = 1¢. Par conséquent,
I est un isomorphisme. En effet, on a déja que iot = 1¢ et on a aussi

queiotoi=1iettoi=1c¢. O

Nous avons noté qu'un épimorphisme fort est toujours un épimorphisme
extrémal. Cependant on a aussi une équivalence entre ces deux notions sous
certaines conditions imposées sur la catégorie dans laquelle on considere les

morphismes.

PROPOSITION 2.2.1.8. [5, Proposition 4.3.7 (3)] Soit € une catégorie ad-
mettant les pullbacks alors un épimorphisme est fort si et seulement si il est

extrémal.

DEMONSTRATION. Il nous suffit de montrer que tout épimorphisme ex-
trémal est aussi fort. Soit f : A — B un tel morphisme. Si zou =vof avec z

un monomorphisme, alors si on considére le diagramme suivant

A .

il existe une unique factorisation r telle que gor =f et por = q. Puisque z
est un monomorphisme, ¢ aussi est un monomorphisme (par [5, Proposition
2.5.3]). Or, f est un épimorphisme extrémal donc ¢ est un isomorphisme. Par

conséquent, pogq 1 :B — A est la factorisation attendue pour montrer que f
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est un épimorphisme fort. L'unicité de cette factorisation découle du fait que

[ est un épimorphisme et que z est un monomorphisme. O

Avant de cléturer cette sous-section sur les différents épimorphismes, il
est utile de définir les deux derniéres variantes de la notion d’épimorphismes :
les épimorphismes scindés et les épimorphismes normaux.

Commencons par définir la notion d’épimorphisme scindé.

DEFINITION 2.2.1.9. [8, Definition A.4.10] Soit € une catégorie arbi-
traire. Un morphisme f: A — B est un épimorphisme scindé s’il existe un

morphisme s: B — A tel que fos=1g.

Un tel s est appelé une section.

Pour le moment, on a montré que les épimorphismes réguliers étaient la
notion la plus forte. Cependant il en existe une notion encore plus forte qui

est la notion d’épimorphisme scindé.

PROPOSITION 2.2.1.10. [8, Proposition A.4.11] Dans une catégorie € ar-

bitraire, tout épimorphisme scindé est un épimorphisme régulier.

DEMONSTRATION. Soit /: A — B un épimorphisme scindé et s une sec-

tion de . On veut montrer que f = coeg(l4,sof).

s
1

A:;‘; A@B
so Pid

On note que fo(sof)=fosof =1gof =f = folu. Il nereste plus qua montrer
la propriété universelle. Si holy = hosof alors, hos est une factorisation
de h a travers f. De plus cette factorisation est unique puisque f est un

épimorphisme. O
Il reste a introduire la notion d’épimorphisme normal.
DEFINITION 2.2.1.11. [18, Section 2] Un morphisme « : A — B dans une

catégorie €6 est dit épimorphisme normal si a est le coégalisateur d'un mor-

phisme f et du morphisme nul.

Au vu de la définition, on note que tout épimorphisme normal est régu-
lier mais que l'inverse n’est pas toujours vrai. Notons que la réciproque est

seulement vraie dans les catégories normales.
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DEFINITION 2.2.1.12. [20] Une catégorie pointé € est dite normale si

tout épimorphisme régulier est normal.

Résumons tous les différents épimorphismes et leurs implications® :

Epi scindé Epi normal

Catégorie normale Cat. avec pullback

S

Epi régulier == Epi fort =—= Epi extrémal

Catégorie réguliére

Epi

Le prochain exemple est di a une discussion entre Mr Van der Linden et

Iauteur.

EXEMPLE 2.2.1.13. Afin d’illustrer que la notion d’épimorphismes scin-
dés n’implique pas la notion d’épimorphismes normaux, nous allons mettre
en lumiére ce fait via un exemple. Considérons la catégorie des monoides,
que l'on notera MON. Soit g : NxN — N : (n,m) — n+m un morphisme de
monoides. Alors, g est un épimorphisme scindé mais pas un épimorphisme
normal. En effet, g est un épimorphisme scindé puisque g posséde comme in-
verse a droite le morphisme de monoides 2 :N — NxN : n — (n,0). Supposons
que g est un épimorphisme normal, par conséquent, il existe un morphisme
f A — NxN, un morphisme de monoides, tel que g = coeg(f,wa nxn). Or,
comme g est un épimorphisme normal c’est aussi un épimorphisme régulier
(voir Définition 2.2.1.11). Cependant par le Lemme 2.2.2.13, on sait que g co-
égalise sa paire noyau. Etant donné que nous nous sommes dans la catégorie
des monoides, nous connaissons explicitement la forme de la paire noyau de

tout morphisme :
Eq(g)={(n,m,n’,mNe(NxN)x (NxN)|g(n,m)=gn',m")} =NxN.

Deés lors, les deux morphismes associés a la paire noyau de g sont les mor-
phismes identités. On a alors une contradiction puisque aucun des deux mor-
phismes de Eq(g) n’est le morphisme nul. Cela montre que g n’est pas un

épimorphisme normal.

5. Limplication allant des épimorphismes extrémaux vers les épimorphismes réguliers est

une conséquence du Corollaire 2.2.2.17.
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2.2.2. Retour sur les catégories régulieres. Il est temps de donner
des exemples et des contre-exemples pour illustrer le concept de catégories

régulieres. Cette sous-section a été inspirée de la référence [17].

EXEMPLE 2.2.2.1. La catégorie des ensembles SET est réguliere. En ef-

fet, on sait déja que SET admet des limites finies.
b1
On va montrer que toute paire noyau® Eq(f) A dans SET a un
q p y a(f ?

coégalisateur. On va considérer application quotient n: A — A/Eq(f) défi-
nie par n(a) =a ou a :={b € A | aEq(f)b}. Cette application est bien le co-
égalisateur de p; et po ([5, Examples 2.4.6]). Il ne reste plus qu'a montrer
que les épimorphismes réguliers sont stables par pullback dans SET. Dans
cette catégorie les épimorphismes réguliers correspondent aux surjections.
Par conséquent, on doit vérifier que les surjections soient stables par pull-
back. Considérons le pullback suivant ot p est une application surjective :
ExpA —2 3 A

_

50 f

Ef)B

et que I'on veut montrer que 79 est aussi une surjection. Soit b € B, par surjec-
tivité de f il existe a € A tel que f(a) = b. On peut considérer que b = p(e) pour
un certain e € E. Par conséquence, il existe e € E tel que p(e) = f(a) et donc
(e,a) € E xg A. De plus, cette paire d’éléments (a,e) est telle que m2(e,a) = a,

cela montre que 79 est bien une surjection.

Dans le prochain exemple, on va traiter le cas des groupes mais avant il
est utile de faire un rappel sur les groupes quotients vus comme groupe quo-
tienté par une relation d’équivalence. En d’autres mots, supposons que nous
avons un groupe G et une relation d’équivalence R sur G et on se demande si
I’ensemble G/R possede une structure de groupe. Tout d’abord, on se rappelle
que quand on parle de relation d’équivalence sur un groupe, on sous-entend

une relation de congruence.

DEFINITION 2.2.2.2. Une relation d’équivalence R sur un groupe A est
une congruence si les deux conditions sont satisfaites :

(1) pour e € A le neutre eRe ,

(2) pour tout a,a’,b,b' € A si aRa’ et bRY’, alors (a-b)R(a’-b'),

6. On rappelle que dans la catégorie des ensembles Eq(f) = {(x,y) € A x A|f(x) = f(y)}.
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(3) pour tout a,b € A si aRb, alors a 1Rb™ 1.

On notera que cette définition nous donne R un sous-groupe de A x A
puisque le premiére condition implique que le neutre du groupe produit A x A
appartient a R, la condition (2) implique que R soit stable sous 'opération
produit de A x A et la condition (3) implique que R soit stable pour l'inverse
du groupe produit A x A. Dés lors, on a que si R est un sous-groupe de A x A,
alors R est une congruence sur le groupe A.

En fait, quand on écrit G/R, on sous-entend : le groupe quotient G/[elr
ou [elg i={a € G | aRe}. Afin d’expliquer cet abus de notation, il est utile de
montrer que toute congruence R est déterminée entierement par la classe
d’équivalence du neutre [elgr. En effet, soient a,b € G alors par réflexivité
de R, on a bRb et comme R est une congruence, on a aussi b 1Rb71, cela

implique les équivalences :
aRb < aRb et bRb et b 'Rb™! < b 1aRb'b < b laRe.

Or on sait que 'ensemble G/R :={[glr | g€ G} ou [glr :={h € G |hRg}={h €
G | h"1gRe} et on aimerait mettre une structure de groupe sur G/R mais
pour cela, il nous faut définir un sous-groupe normal de G. Posons K :=[e]g.
C’est bien un sous-groupe normal de G. En effet, soit 2 € K et x € G. Par
congruence et réflexivité de R, on a que xRx et x 'Rx~! et par congruence,
on a que x 'kxRe et donc x 1kx € K. Par définition d’un groupe quotient,
on a que G/K = {gK | g € G} mais on a que G/R = G/K en tant qu’ensemble
car pour tout groupe quotient, il existe une congruence définie de la maniere
suivante xRgy < x 'ye K < xRy et donc R = Rx et cela montre bien
que G/R =G/K.

EXEMPLE 2.2.2.3. De maniére similaire, on peut montrer que la catégorie
des groupes GRP est aussi une catégorie réguliere. Premiérement, on sait que
GRP admet des limites finies. Pour montrer cela, on utilise la [5, Proposition
2.8.2]. Par conséquent, on doit montrer que la catégorie des groupes a un

objet terminal, des produits binaires et des égalisateurs :

(1) le groupe trivial {e} est 'objet terminal car tout morphisme de groupes

doit envoyer le neutre du domaine sur le neutre du codomaine

(2) on considére comme produit binaire des groupes A et B
A xB:={(a,b)lacA;beB}
muni de la loi de groupe définie composante par composante

(@,b)+(@,b)=(a+a',b+d").
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(3) et pour finir I'égalisateur de deux morphismes f,g: A — B est le

sous-groupe de A défini comme
Ker(f,g):={acA|f(a)=g(a)}.

Il ne reste plus qu’a montrer que les paires noyaux ont des coégalisateurs et

que les épimorphismes réguliers sont stables par pullback.

Montrons l'existence des coégalisateurs pour la paire noyau d’'un mor-
phisme de groupe f : G — G’. Comme pour la catégorie des ensembles, on
peut trouver sa paire noyau mais cette fois-ci Eq(f) est un groupe. On peut
voir Eq(f) comme un sous-groupe du groupe produit G x G du groupe G avec
lui-méme. Le morphisme associé au coégalisateur est le quotient canonique
7 :G — G/Eq(f) qui est un morphisme de groupe. Considérons le diagramme

suivant :

Etﬂf)#;A;)B

4

A/Eq(f)

ou (a, B) sont les morphismes associés a la paire noyau Eq(f). Montrons que

7 est bien la coégalisateur de a et §.

— moa = mwo f. Soit (a,a’) € Eq(f) alors moa(a,a’) = (a) =a et mo
Bla,a’) = n(@') = a' ot @ := {x € Alf(x) = f(a)} est la classe d’équi-
valence de a pour la relation Eq(f). Au vu de la définition de classe

d’équivalence, il est clair que a =a’.

— il reste & montrer la propriété universelle. Pour cela, considérons le

diagramme suivant

Eq(f) #& A —=— A/Eq(f)

ou 7’ est tel que 71’ oa =71’ o § et on veut trouver ¢ tel que 7' = ¢po .

Posons ¢(a) = ¢pon(a) = n'(a). Par cette définition, ¢ est bien définie.
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En effet, si on considére a,a’ € A tel que, a = a’ alors

P@) =n'(a)
=7'(a(a,a"))
=7'(f(a,a’))
=7'(a’)

= ¢(a’)

Avec cette argument, on peut aussi montrer que ¢ est bien un morphisme de

groupes.

Pour finir, il reste a montrer que les épimorphismes réguliers sont stables
par pullback. Pour se faire, on calcule de la méme maniére que pour la catégo-

rie des ensembles. En effet, la proposition suivante nous permet de 'affirmer.

PROPOSITION 2.2.2.4. [17] Dans GRP les épimorphismes réguliers sont

les homomorphismes surjectifs.
La démonstration du résultat est due a ’auteur.

DEMONSTRATION. Soit f : A — B un morphisme de groupe. Supposons
dans un premier temps que [ est un épimorphisme régulier. Des lors, on
peut trouver deux autres morphismes C #; B tels que f = coeg(i,v). On
connait explicitement les coégalisateurs dans GRP. En effet, si on veut trou-
ver le coégalisateur de u et v, il suffit de prendre 'application quotient g : B —
B/~ ou ~ est la relation d’équivalence telle que ~:= {(u(c),v(c)) e BxB|ce(C}.
Or on sait que g est une surjection et que f est isomorphe a g et donc, f est
aussi une surjection.

Inversement, supposons que f est une surjection et montrons que f co-
égalise sa paire noyau. On sait que la paire noyau est donnée par le pullback

suivant :
Eq(f) —— A
le - lf
A—L B
ou Eq(f) = {(a,a’) e A x A | f(a) = f(a')}. Or on sait que GRP admet les co-

égalisateurs des paires noyaux, des lors, on peut considérer q = coeg(f1, f2).

Puisque par définition f coégalise aussi f7 et fg, alors f se factorise a travers
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g comme sur le diagramme suivant :

fi
Eq(f) ;; A—1 A/~
2 e
ro
L’/

B
ou h([a]) = f(a) puisque cela implique que hoq(a) = f(a).

Montrons que 4 est une bijection car si tel est le cas alors cela prouvera
que f est un épimorphisme régulier. Soit (x,y) € A? alors A([x]) = A([y]) =
f(x)=f(y) & x~y < [x] =[y]. Cela montre que h est une injection. De
plus, c’est une surjection puisque f est une surjection. En effet, soit b € B
alors il existe a € A tel que f(a) = b. Des lors, il existe [a] € A/ ~ tel que

h(q(a)) = f(a) = b. Cela montre que A est une bijection. O

On notera que l'on aurait pu démontrer cette proposition en utilisant
deux lemmes intermédiaires mais nous avons préféré 'approche de la dé-
monstration car elle peut se généraliser alors que les deux preuves des lemmes
sont exclusivement pensées dans le cadre des groupes.

Voici les deux lemmes dont les preuves sont plus spécifiques aux groupes.

LEMME 2.2.2.5. [17, Exercise 1.1.8] Dans GRP, les épimorphismes coin-

cident avec les homomorphismes surjectifs.

DEMONSTRATION. Supposons que [ : A — B soit un morphisme de groupe
surjectif et on aimerait montrer que f est un épimorphisme. Soient a,f:B —
C deux morphismes de groupes tels que aof = fof. Soit y € B alors par

surjectivité de f, il existe x € A tel que f(x) = y. Ainsi, on a les égalités :

a(y) = a(f(x)) = B(f(x)) = B(y).

Cela montre bien que @ = § et donc que f est un épimorphisme.
Réciproquement, supposons que f est un épimorphisme. Au vu du théo-
réme de factorisation canonique d’un morphisme [16, Théoreme 2.10.1] et si
goh est un épimorphisme, alors & en est un, on peut sans perte de généralité
supposer que f est I'inclusion de H dans G et H est un sous-groupe de G. Le
but de la preuve sera de montrer que la seule possibilité est que [G : H] = 1.

Pour cela, on va raisonner par I’absurde en analysant deux cas :

— 1°7 cas : On suppose que [G : H] = 2. Par conséquent, H est un sous-
groupe normal de G. Soient a,f : G — G/H ou « est la projection
canonique et § est le morphisme trivial. Puisque aof = fof, on a

que a = f car f est un épimorphisme. Cela implique alors que le
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quotient G/H ne contient que le neutre et cela contredit 'hypotheése

que l'indice de H dans G soit égal a deux.

— 2¢ cas : On suppose que [G : H] > 2. Par conséquent, on peut trouver
deux éléments u,v € G tels que les classes latérales H, uH et vH
soient disjoints deux a deux. On peut définir une bijection comme
suit : uH — vH; uh — vh. Cette bijection nous permet de définir un

morphisme de groupe o € S(G) :
o(uh)=vh, o(vh)=uh et o(g) = g pour tout g€ G\ (uH UvH).

Pour tout g € G, on peut définir la translation & droite agz : G —
G, x — xg. Par conséquent, on a défini un morphisme a : G —
S(G), g — ag et on peut aussi définir un morphisme de groupe

B:G—S(G) g— o tao.PourxeH et ge@,on calcule
(BoF)x)g) = Px)g) =0 taro(g) = a(g)).

On peut alors regarder sur quoi sont envoyés les éléments des trois

classes latérales considérées plus haut :

(Bof)x)g)=0"Yvhx)=uhx=gxsig=uhavecheH,
(Bo f)x)g) =0 Nuhx)=vhx=gx si g =vh avec h€ H et
(Bof)x)g)=0"1(gx)=gx si g =G\ (uHUvH).

On vient de montrer que ao f = fof et par conséquent, on devrait
avoir que a =  mais ce n’est pas le cas. En effet, si on prend comme
élément x € G\ (Huv uH), on a alors vx € G\ (uH UvH) et si on

évalue f et a en cette élément x, on a :
Blx)(u) = U_Iaxa(u) =g 1 (o(ux)) = o Y(ux) = vx # ux = alx)(w).

Cela contredit le fait que f soit un épimorphisme.

Les deux cas ont montré que l'indice de H dans G vaut un et donc H =G. [

REMARQUE 2.2.2.6. La premiere partie de la preuve du Lemme 2.2.2.5
peut étre reproduite pour toute catégorie qui admet comme objet des en-
sembles avec une structure algébrique additionnelle. Un tel objet mathéma-
tique porte le nom de variété d’algébres’. Par conséquent, on peut montrer
que dans ce genre de catégorie toute surjection est un épimorphisme mais la

réciproque n’est pas toujours vraie 8,

7. Voir [8, Definition A.1.11].
8. Ce n’est pas le cas dans URNG (voir page 33).
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LEMME 2.2.2.7. [5, Example 4.3.10 (a)] Dans GRP, les épimorphismes

réguliers ne sont rien de plus que les épimorphismes.

DEMONSTRATION. Nous savons déja que tout épimorphisme régulier est
un épimorphisme et ce fait est valable dans toutes les catégories.

Réciproquement, on sait par le Lemme 2.2.2.5 que si on considére un
épimorphisme f : A — B alors f est une surjection. Ainsi on peut voir B
comme étant le quotient de A par une relation R ot aRa’ si et seulement
si f(a) = f(a') (par le théoréme de factorisation canonique d’une fonction
[16, Théoreme 1.1.13]). Dans ce cas, on a que [ est le coégalisateur de sa

paire noyau. Et par conséquent, f est bien un épimorphisme régulier. O

On vient de donner deux exemples de catégories régulieres. Comme pour
chaque notion mathématique, il est utile de connaitre aussi des contre-exem-

ples.

CONTRE-EXEMPLE 2.2.2.8. La catégorie des espaces topologiques n’est
pas une catégorie réguliere. Pour montrer cela, on va trouver une exemple
pour lequel les épimorphismes réguliers ne sont pas stables. Afin de com-
prendre I'exemple, il faut remarquer que les épimorphismes forts dans cette
catégorie sont les applications quotient topologiques (c’est-a-dire les appli-
cations continues surjectives allant dans les espaces avec la topologie finale
[56, Example 4.3.10.b]) et on sait que tout épimorphisme régulier est fort. Par
conséquent, si on montre que les applications quotients ne sont pas stables

on aura montré que TOP n’est pas une catégorie réguliére.

LEMME 2.2.2.9. [5, Example 4.3.10.b] Dans TOP, les épimorphismes forts

sont les applications quotients topologiques.

La prochaine démonstration est due d’'une collaboration entre Mr Van der

Linden et 'auteur.

DEMONSTRATION. Gréace a la Proposition 2.2.1.8, il nous suffit de mon-
trer que les épimorphismes extrémaux sont les applications quotients dans
TOP.

Soit q : X — Z une application quotient et soit la factorisation g = mof
ou f:X —Y est un morphisme et ou m :Y — Z est un monomorphisme. Si on
montre que m est un isomorphisme alors ¢ sera un épimorphisme extrémal.

Cependant, comme nous travaillons dans TOP, nous savons que les notions
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de monomorphisme, épimorphisme et isomorphisme correspondent respecti-
vement aux applications continues injectives, surjectives et aux homéomor-
phismes. Par conséquent, pour montrer que m soit un homéomorphisme, il
suffit de montrer que m est une surjection (comme m est aussi est une in-
jection cela nous donnera que m est une bijection) et une application ouverte

(cela impliquera que la fonction inverse de m est continue) :

— Soit z € Z. Comme q est une application quotient et donc une surjec-
tion, il existe x € X telle que ¢(x) = z. Comme q se factorise via [ et
m, 'antécédent de z pour I'application z est f(x) car m(f(x)) = g(x) =

z. On a montré que m est bien une surjection.

— Soit @ un ouvert de Y. Par définition d’application quotient, on sait
que m(0) est un ouvert de Z si et seulement si ¢ 1(m(0)) est un

ouvert de X. Des lors, par la factorisation, nous avons
¢ @) = (f om™Hm(@) = fHm L om(0) = £ (0)

ou la derniére égalité découle de I'injectivité de m. Or on sait que
comme f est une application continue alors f~1(#) est un ouvert de

X. Cela montre que m est une application ouverte.

Inversement soit ¢ : X — Z un épimorphisme extrémal dans TOP. On
sait par le théoreme de factorisation canonique d'une fonction ([16, Théoréeme
1.1.13]) que 'on peut factoriser g a travers son ensemble image. On a alors le

diagramme

X%Z

X/Eq(f) R q(X)

ou on munit X/Eq(q) de la topologie quotient, ce qui fait de I'application q
une application quotient, et on munit ¢(X) de la topologie de sous-espace.
On note que ¢ est bien une application continue par les topologies que 'on
considere sur X/Eq(f) et sur ¢(X). De plus ¢ est une bijection. Cette bijection
est définie par 'assignation [x] — x ou [x] est la classe d’équivalence pour la
relation d’équivalence définie par la paire noyau Eq(g). Dés lors, on a que ¢
est une injection et donc un monomorphisme et puisque i est I'application
inclusion c’est aussi un monomorphisme. On a alors une nouvelle factorisa-
tion de ¢ a travers un monomorphisme io¢. Comme ¢ est par hypothese

un épimorphisme extrémal, on a que io¢ est un isomorphisme et donc on
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a une identification entre ¢ un épimorphisme extrémal et p une application

quotient. O

Montrons que les applications quotients ne sont pas stables sous pull-

back. Considérons le pullback suivant

XxyZ —2 s 7

_
p1 8

ou X = (a,b,c,d},tx), Y = (x,y,2},7y) et Z ={l,m,n},7z) et les topologies
sont : 7x := {®,{a,b,c,d},{a,b}}, Ty = {®,{x,y,2}} (la topologie grossiére) et
17 ={®,{l,m,n},{{,m}}. Les applications continues f et g sont définies de la

maniére suivante :
fl@)=x, f(B)=y=f(c), f(d) =2,

g)=x, glm)=z=g(n).

Remarquons que f : X — Y est une application quotient. En effet, f est sur-
jective par définition et il ne reste plus qu’a voir que U c Y est ouvert si
et seulement si f~1(U) est ouvert dans X. Limplication gauche & droite est
directe car Y est muni de la topologie grossiere. Pour l'autre sens, il faut
lister les différentes parties U cY de Y et on remarque que U c Y tel que
f1(U) € tx sont le vide et Y tout entier?

Le pullback

X xy Z ={{(a,1);(d,m);(d,n)}, 7}
est équipé de la topologie induite
7={¢,X xy Z {(a,},{(a,l);(d,m)}}.

On note alors que la projection pg n’est pas une application quotient puisque
p;l(l ) = {(a,l)} est ouvert dans le pullback alors que {/} n’est pas un ouvert
dans Z.

On vient de montrer que la catégorie des groupes est réguliére et que
celle des espaces topologiques ne I’'est pas. Cependant la catégorie des groupes

topologiques GRP(TOP), elle est réguliére. C’est la catégorie dont :

9. Il n’existe pas de partie de Y telle que I'image inverse soit égale a {a, b}.
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— les objets sont les groupes topologiques, c’est-a-dire les groupes mu-
nis d’'une topologie compatible avec la structure de groupe. Autre-
ment dit, on considére que les applications internes du groupes (pro-

duit et inverse) sont continues;
— les morphismes sont les homomorphismes de groupes entre deux

groupes et de plus, ces homomorphismes sont continus.

EXEMPLE 2.2.2.10. GRP(TOP) est réguliére. Contrairement aux deux
exemples au-dessus, ce résultat est moins trivial et demande un peu plus
d’effort.

LEMME 2.2.2.11. Dans GRP(TOP), les coégalisateurs existent.

DEMONSTRATION. Soit f : (G,7g) — (H,7y) un morphisme de groupe
continu. La paire noyau (Eq(f),7) est un groupe topologique pour la topo-
logie de sous-espace T engendrée par la topologie produit 7gxg du groupe

topologique (G x G,Tgxg) :
Eq(f)=1{(g,8) G xGIf (@) =f(gN=GxG.

Soit le diagramme suivant

p
Bq(f),r) =3 (G1e) —— H,ma)

Quel est le coégalisateur de (p1,p2)? On applique 1a méme méthode que dans
la catégorie des groupes car les quotients dans GRP(TOP) sont calculés de

maniéres similaires que dans GRP :

P1
Bq().) ————3 G.1) — s @Hw

T

(G/Eq(f),1q)

ou 7 est la projection et 7g est la topologie quotient (c’est-a-dire rendant 7

continue). Montrons que 7 = coeg(p1, p2) :
— on abien que mop; =mopgy car mop;(g,g’) = eEq(f)

— il reste a montrer la propriété universelle. Un argument similaire

au cas des groupes montre le résultat souhaité. U

Afin de finir la preuve que GRP(TOP) est réguliére, il suffit de montrer
que les épimorphismes réguliers sont stables par pullback. Avant de montrer
cette propriété, il est important de voir a quoi ils correspondent dans cette

catégorie.
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LEMME 2.2.2.12. Dans GRP(TOP), les épimorphismes réguliers sont les
homomorphismes surjectifs ouverts, c’est-a-dire les morphismes de groupes

surjectif tels que f(U) c T pour tout ouvert U € 1.

DEMONSTRATION. Considérons la situation suivante : soit f : (H,0) —
(G,7¢) un morphisme dans GRP(TOP) et soit 7 : H — H/Eq(f) I'application
quotient (qui est un épimorphisme régulier) d’'un groupe topologique (H,6)
par la relation (Eq(f), 7). Dans ce contexte, 7 est une application surjective
ouverte. Dans le cadre des groupes, on a déja montré I'aspect surjectif et par
conséquent il ne reste plus qu’a montrer I'aspect ouvert de 'application. Po-

sons K = ker(r) et montrons que, pour tout ouvert V€60, on a
7 (V) =VK.
Duncoté,siz=vkouveVetkek,
n(z) =n(vk) =n@)n(k) =n(w) e (V),

ainsi, on a z € 7~ 1(7(V)). D’autre part, siz € 771 (V)), alors n(z) = n(v1) pour
un vy €'V, de sorte que vIlz eKetz=vik pourunkecKkK.

Cela implique que

i) = J VEeo.
keK

En effet, la fonction mp : H — H définie par mj(x) = xk pour n’importe quel
x € H (avec k € K fixé) est un homéomorphisme, puisque m}, est la multiplica-
tion de deux éléments du groupes (et donc continue) et car elle admet comme
inverse (mz) " 1(x) = (xk)™! qui est aussi continue car c’est la composition du
produit et de I'inversion qui sont toutes deux des applications continues, ainsi
VE=mp(V)eO puisque V €6.

On vient de montrer que pour tout ouvert V € 8, 77 1(7(V)) € 0 et donc que

(V) est ouvert ; cela implique que 7 est une application ouverte. O

A partir de la preuve précédente, nous pouvons en tirer que tout coéga-
lisateur de la paire noyau d’'un morphisme [ existe. Bien entendu que 7 est
un épimorphisme régulier mais on aimerait montrer que si f est un épimor-
phisme régulier alors le méme argument fonctionne. Et heureusement c’est

le cas.

LEMME 2.2.2.13. [8, Lemma A.4.8]. Dans une catégorie 6 avec des limites

finies, tout épimorphisme régulier est le coégalisateur de sa paire noyau.
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DEMONSTRATION. Soit f un épimorphisme régulier. Par conséquent, il
existe deux morphismes u,v tels que f = coeg(u,v) et entre autre fou = fov.

Considérons (Eq(f), f1, f2) la paire noyau de f et par conséquent fof1 = fofo.

u
w———=x—1 v
~ 1%
;7\\ f| A
>_(
Eq(f)
Par la propriété universelle de la paire noyau (plus précisément du pullback
associé), il existe un unique f’ tel que la paire (u,v) se factorise a travers
(f1,f2) via f'. De plus, si on a un morphisme g: X — W tel que gof1=qofs
alors nécessairement g ou = q ov et par la propriété universelle du coégalisa-
teur il existe un unique morphisme w : Y — W tel que ¢ =wo f. Cela montre

que g se factorise a travers f, c’est-a-dire la propriété universelle. O

Donc si f est un épimorphisme régulier alors f = 7.

Afin de compléter la preuve, il reste & montrer que les homomorphismes
surjectifs ouverts sont stables par pullback. La partie homomorphisme sur-
jectif est similaire au cas des groupes, il suffit de montrer que les applications
ouvertes sont stables par pullback. Pour cela, on va utiliser le lemme suivant,

qui est di a une collaboration entre Mr Van der Linden et 'auteur.

LEMME 2.2.2.14. Considérons le diagramme suivant :

A—23 X

BT)Y

Si foa =bog est un pullback dans la catégorie des ensembles SET alors
goal=b"lof:2(X)— PB).

La démonstration du lemme précédent est due a I'auteur.

DEMONSTRATION. Comme on a un pullback dans SET, on a les identités

suivantes :
A={b,x)eBxX|f(x)=bb)}, gb,x)=b, a(b,x)=x.

Afin de montrer le résultat, il est utile de voir & quoi correspond ga™! et

b~1f. Pour cela, on va évaluer les deux fonctions sur une partie de X, disons
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C e Z(X). Calculons
goa l(C)=glae Ala@eCl,
oud=(b,x)avec x€C,
gldeAla@eCh)={g(@)|dacA etavecald)eC},
autrement dit
goa 1 (C)=1{beB|(b,x)c A et x€C}.
De l'autre c6té, on a
bl o f(C)=b"1({f(c)lce C)=1{b e B|b(B)e FC).
Soit b € ga~1(C). Avons-nous que b € b~1f(C)?
beb 'f(C) = b(d)e f(C),

or comme (b,x) € A alors b(b) = f(x) € f(C) ce qui est vrai car x € C.

Soit b € b~ 1£(C). Avons-nous que b € ga~1(C)? Nous devons trouver x € C tel
que (b,x) € A. Or b € b~1f(C), par conséquence b(d) € f(C) et donc il existe
x € C tel que b(b) = f(x). On a trouvé la paire (b,x)e A. [

On va utiliser ce lemme afin de montrer la proposition suivante qui conclut
la preuve de ’exemple. Le prochain résultat et sa preuve sont dus a une col-

laboration de Mr Van der Linden et de 'auteur.

PROPOSITION 2.2.2.15. Considérons le méme diagramme que pour le lemme
précédent. Dans TOP, si foa = bog est un pullback, alors, f une surjection

ouverte, implique que g est une surjection ouverte.

DEMONSTRATION. On prend un ensemble ouvert dans A ; ceux-ci sont

engendrés par des ouverts de la forme
W=g "U)na V),

pour U ouvert dans B et V ouvert dans X. En effet, A est inclus dans le
produit cartésien B x X et par conséquent, la topologie de A est la topologie
induite par la topologie produit sur B x X.

On doit montrer que g(W) est ouvert dans B :
gW)=gog " W)ngoa (V)

on a que gog NU) =U car g est une surjection et d’autre part, on a, par le
Lemme 2.2.2.14, goa 1 (V) =b" Lo f(V). Or, f(V) est un ouvert de Y et comme

b est une application continue, 5~ 1(f(V)) est un ouvert de B. On vient de
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montrer que g(W) est I'intersection de deux ouverts de B et par conséquent,

g(W) est aussi un ouvert de B. O

Une propriété remarquable qu’ont les catégories réguliéres est la pro-
priété de factorisation de n’importe quel morphisme. Cette propriété peut
souvent étre utile afin de montrer qu'une certaine fleche est un épimorphisme

régulier ou un monomorphisme.

THEOREME 2.2.2.16. [8, Theorem A.5.3] Dans une catégorie réguliére,
chaque morphisme se factorise comme un épimorphisme régulier suivi d’un
monomorphisme. Cette factorisation est unique a isomorphisme prés et est ap-

pelé factorisation image de f.

DEMONSTRATION. Considérons f, sa paire noyau (u,v) et le coégalisa-

teur p = Coeg(u,v) comme dans le diagramme :
u
— <A
v
q lp
r
—
S

Puisque fou = fov, on a par la propriété universelle de la paire noyau l’exis-

~

T B
i

=

tence d’'une unique fleche i telle que f = iop. On va prouver que i est un
monomorphisme.

Soit (r,s) la paire noyau de i. Puisque

iopou:fou:fov:iopov,

il existe un unique morphisme q tel que

roq=pou, sog=pouv.

Par régularité, on a que g est un épimorphisme régulier. Par conséquent,

rog=pou=pov=80Qq = r=s.

Cela implique que i est un monomorphisme car une fleche est un monomor-
phisme si et seulement si les deux fleches associées a la paire noyau sont

égales (voir [8, Lemma A.2.7.2]).
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Il ne reste plus qu’a montrer I'unicité modulo un isomorphisme. Soit f =
i’ o p’ une autre factorisation avec i’ un monomorphisme et p’ un épimor-

phisme régulier comme dans le diagramme :

d p i
P——<A > 1> > B
v |
|
K .
r' I i
<
I/

Comme i’ est un monomorphisme,
./ / _ _ Y 1 / o
i'op'ou=fou=fov=iop ov = pou=p ov,

ce qui nous permet d’exhiber une unique fleche g qui factorise p’ a travers
Coeg(u,v) = p : p' = gop. Puisque p’ est un épimorphisme régulier, il est
aussi fort et donc g est aussi un épimorphisme fort. De plus puisque p est un
épimorphisme

i'oqop=i'op'=f=iop = i'og=i.
Puisque i est un monomorphisme, ¢ est un monomorphisme aussi et comme
q est a la fois un monomorphisme et un épimorphisme fort, c’est un isomor-

phisme. Ce qui conclut 'unicité. O

Les catégories réguliéres sont les catégories a considérer si on veut uti-
liser des propriétés concernant les épimorphismes réguliers. En effet, nous

avons le résultat suivant.
COROLLAIRE 2.2.2.17. [8, Corollary A.5.4] Dans une catégorie réguliére :

(1) les épimorphismes réguliers coincident avec les épimorphismes forts;

(2) la composition de deux épimorphismes réguliers est encore un épi-

morphisme régulier;

(3) le produit de deux épimorphismes réguliers est un épimorphisme ré-

gulier.

DEMONSTRATION.

(1) Nous savons déja par la Proposition 2.2.1.7 que les épimorphismes
réguliers sont forts. Inversement, supposons que [ est un épimor-
phisme fort et factorisons le comme f = iop avec i un monomor-

phisme et p un épimorphisme régulier '°. Le monomorphisme i est

10. Cette factorisation est possible car nous sommes dans une catégorie réguliere [8, Theo-
rem A.5.3]
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un isomorphisme ([8, Theorem A.4.3]). Et par conséquent, f est iso-
morphe a p qui est un épimorphisme régulier.

(2) Cela découle du fait que régulier et fort coincident et que la compo-
sition de deux épimorphismes forts est encore un épimorphisme fort

par la Proposition(2.2.1.7).
(3) Considérons le diagramme suivant :

fxg

AXC%BXC&)BXD

pa bp
PB bc
ﬂ B C——F>D

ou le produit de deux épimorphismes f et g est la composition au-

A

dessus du graphe et ou les deux parallélogrammes sont des pull-
backs. Les morphismes f x id¢ et idp x g sont des épimorphismes
réguliers car nous sommes dans une catégorie réguliere et que les
épimorphismes réguliers sont stables par pullback. Ainsi la compo-
sition d’épimorphismes réguliers est encore un épimorphisme régu-
lier. O

On va donner un exemple d’'une catégorie dans laquelle la composition
d’épimorphismes réguliers n’est pas un épimorphisme régulier. De plus, cela
nous donnera un exemple supplémentaire de catégories non réguliéres. Le

prochain exemple, qui est inspiré de [1, Example 7.S], est dii a 'auteur.

EXEMPLE 2.2.2.18. Soit CAT la catégorie dont les objets sont les catégo-
ries petites et dont les morphismes sont les foncteurs entre catégories petites.
On va expliciter le coproduit dans CAT. Soit {C;};c; une collection finie de ca-
tégories petites. Dés lors le coproduit, qui sera noté [[;c; C;, est la catégorie
petite dont les objets sont les paires ordonnées (i,0bj(%;)) ot 0bj(%;) sont les
objets de la catégorie 6;. Un morphisme dans [[;.;C;, noté f :(i,A) — (j,B)
ou A est un objet de 6; et B un objet de €}, est la donnée d'un morphisme

dans €6; f : A — B sii =j et sinon on n’y a pas de morphismes. Autrement dit

[1C:i(G,A);(,B) =

i€l sinon.

{ 6;(A,B) sii=j

Deés lors, on peut construire nos deux foncteurs qui seront des épimorphismes

réguliers mais tels que la composition ne sera pas un épimorphisme régulier.
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Soit 2 := {X 5 Y} la catégorie petite contenant deux objets, deux mor-
phismes identités et un morphisme z : X — Y. Soit &/ la catégorie petite com-
posée d’un seul objet et dont les morphismes sont les éléments du monoide
des naturels N pour I'addition. Soit ¥ la catégorie petite constituée d'un seul
objet et dont les fleches forment le sous-monoide {0, 1} monoide Z pour la mul-
tiplication. Vu que les catégories «f et € n’ont qu'un seul objet, il suffit pour
définir un foncteur ayant comme codomaine «f ou ¢ de définir le foncteur sur
les fleches. Posons les foncteurs F :2][2 — of et G : o/ — €6 tels que :

— F((2,2))=1et F((1,2))=0;
— G(n)=0sin>0et G(O)=1.
Cela implique alors que GoF((2,2))=G(1)=0et GoF((1,z)) =G(0) = 1. Dans
la suite, on écrira (i,z) = z; pour alléger les notations.
Montrons dans un premier temps que @ := G oF n’est pas un épimor-
phisme régulier. Pour cela, il suffit de montrer que @ n’est pas le coégalisa-
teur de sa paire noyau. La paire noyau de @ est donnée par (22,P1,P3) ou &2

est la catégorie décrite comme suit :

(1x;,21)

(X1,X1) — (X1,Y71) (X1,X9) (X1,Y2)
(21,1X1)l m l(zl,lyp l(zl,l;(z) l(zl,lyg
(X1,X1) m (Y1,Y1) (Y1,X2) (Y1,Y2)

17
(1x,,21)
(X9,X1) —— (X2,Y1) (X2,X5) (X2,Y2)
(22,22)
(yy21)
(Y9,X1) ——— (Yo,Y1) (Y2,X2) (Y2,Y5)

ou les indices 1 et 2 sont utilisés pour dénoter les éléments dans les compo-
santes du coproduit. Les foncteurs P; et P2 sont la projection sur la premier
et la seconde composante respectivement. Vérifions que c’est bien la paire
noyau de @ :

— La commutativité est évidente concernant les objets et pour les fleches,
on note que c’est aussi le cas. En effet, tous les cas sont similaires au
cas QoP1((1x,,21)) =Q(1x,) =1 =Q(21) =Q o Pa((1x,,21));

— La propriété universelle est immédiate puisque si on considére deux
foncteurs K : 9 — 2[[2 et H : 2 — 2]]2, alors il existe un unique
morphisme (K,H) : 2 — & défini comme (K,H)(A) =(K(A),H(A)) et
(K,H)9(A,B))=(K(2(A,B)),H@(A,B)) pour A et B deux objets de
2. Ainsi P1o(K,H)=K et Pso(K,H)=H.
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On assume que le coégalisateur de (P1,P2) est donné par le morphisme F :
2112 — /. En effet, tout d’abord on note que I’égalité F o P; = F o Py est satis-
faite pour les objets et concernant les morphismes, c’est aussi le cas puisque
H(z1)=0=H(1x,) et les autres cas sont analogues.

Pour la propriété universelle, on considére un foncteur H: 212 — A

comme dans le diagramme suivant :

P; F
P ;2 2 —— A
Py 1

7
7
//
n
K

S

tel que H o Py = H o Py. Deés lors on peut noter que cette derniére condition
impose que H(X1) = H(X2) = H(Y;1)H(Y2) et que H(z1) = H(1x,). Grace a cette
remarque, on peut poser ainsi le foncteur L : o«f — # comme K(x)=H(X1) et
K(1) = H(z9). Cela implique alors que Lo F =@G.

Deés lors on a montré que @ n’est pas un épimorphisme régulier et par la
méme occasion, on a aussi montré que F' est un épimorphisme régulier.

Il nous reste & montrer que G : of — €6 est aussi un épimorphisme régu-
lier. Considérons les deux foncteurs suivants :

Fi:ol —d, nv—»{ 0 8n=0 Fyd—ct, nen.
1 sinon.

On affirme que G = coeg(F'1,F3). En effet, G coégalise F; et Fy puisque G o
F1(0)=G(0)=1=G(0)=GoFs(0) et sin>0GoFi(n)=G(1)=0=G(n) =
G oFy(n). De plus, considérons un foncteur H: of — 9 tel que HoF{ =HoF5.
Des lors, cela implique que H(1) = H(n). Ainsi si on pose comme foncteur
L:6—2;K(x)=H(x) et K(0)=H(1).

2.3. Catégories exactes

Dans la section précédente, on a montré que et GRP et GRP(TOP) sont
des catégories réguliéres. Cependant la catégorie des groupes a une autre
propriété que n’a pas la catégorie des groupes topologiques : elle est exacte.

Il existe différentes notions de catégories que l'on appelle exacte mais
dans ce texte, on considére la notion d’exactitude dans le sens de Barr. En
effet, Barr a introduit cette axiome d’exactitude en 1971 dans [3] et dans [4].

Cette axiome d’exactitude unifie les catégories d’algébres universelles ! (qui

11. Voir [2, 1.2 Definition].
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sont toujours exactes (voir [2, 3.18 Corollary]) avec les topos 12 (qui généra-
lisent les ensembles) et les catégories abéliennes '® (qui sont toujours exactes
(voir [8, Example 5.1.10] et additives (voir [6, Section 1.6])).

On peut maintenant définir la notion de catégorie exacte.

DEFINITION 2.3.0.1. [6, Definition 2.6.1] Une catégorie exacte est une
catégorie réguliere telle que chaque relation d’équivalence est effective, c’est-

a-dire que le coégalisateur g de (r1,r9) existe et (r1,r2) est la paire noyau de

q.
INlustrons cette nouvelle définition dans la catégorie des ensembles.

EXEMPLE 2.3.0.2. [6, Section 2.5] Soit R < A x A une relation d’équiva-
lence sur A € SET. On peut effectuer le quotient de A par R, cela nous donne

le diagramme
ry q
R A A/R = €A},
——=A— {lal]ac A}

ou[a] =[b] si et seulement si aRb. Le coégalisateur de r1,r9 est le quotient de
A par R, qui n’est rien de plus que g. D’un autre c6té, g(a) = g(a’) < aRa’

pour a,a’ € A nous indique que (r1,72) est la paire noyau de q.

EXEMPLE 2.3.0.3. La catégorie des groupes GRP est une catégorie exacte.
Comme on a déja montré que GRP était réguliere, il nous suffit de montrer
que toute relation d’équivalence est effective. Afin de voir cela, il faut com-
prendre a quoi correspond une relation d’équivalence R sur un groupe G
dans GRP. Bien entendu, c’est une relation d’équivalence sur ’ensemble sous-
jacent au groupe comme dans SET, mais de plus R doit étre compatible avec
la structure de groupe (voir la Définition 2.2.2.2). Autrement dit, on a tou-
jours que le neutre est en relation avec lui-méme : eRe; que si x et y sont en
relation il en va de méme pour leurs inverses : xRy = x 'R~ et de plus, si
xRy et uRv, alors R est compatible avec le produit : xRy et uRv = xuRyv.
Par conséquent, 'application quotient 7 : G — G/R est un homomorphisme de
groupe et Eq(m) = R. Dés lors, on a bien que 7 est 1a paire noyau de la relation
R sur G.

Pour le moment, nous avons montré deux exemples de catégories qui
étaient régulieres et exacte. Cependant, il existe des exemples de catégorie

qui sont réguliéres mais non exactes. Le prochain exemple est dii a auteur.

12. Voir [7, Definition 5.1.3].
13. Voir [6, Definition 1.4.1].
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EXEMPLE 2.3.0.4. La catégorie des groupes topologiques GRP(TOP) n’est
pas exacte. On sait déja que GRP(TOP) est réguliére, par conséquent si on
trouve un exemple d’une relation d’équivalence qui n’est pas effective alors la
catégorie des groupes topologiques ne sera pas exacte.

Considérons ’exemple suivant : soit A un espace possédant au moins

deux éléments '# et soit R = V4 la relation grossiére sur A
Va={(a1,a9)|a1 €A etageA}.

On munit A de la topologie grossiére, que l'on note 75, et on munit R de la

topologie discréte, que I'on note 8. Nous sommes dans le cas suivant :
ri
Va,0 A - AV
(V4,0) :2; (A, 16) —— (A/V4,7¢q)

ou 7 est la topologie quotient 15 rendant 7 continue. On sait que coeg(ri,rs) =
7 et on se demande si Eq(n) = (r1,r2). Par conséquent, on se demande si
V ~ A xyny, A. Tout d’abord, on note que A/V4 est seulement composé de

la classe d’équivalence du neutre, e. Par définition du pullback, on a
A XA/, A= {(a,a') €A xA|n(a) = H(a,) =g},

mais au vu de la relation R tous les éléments sont en relation avec tous les
autres et par conséquent, on a bien I'isomorphisme, en tant que groupe, sou-
haité. Cependant les topologies ne sont pas les mémes car la topologie de
A x4y, A est la topologie de sous-espace de A x A alors que celle de V4 est la
topologie discréete. Par conséquent, les deux espaces ne sont pas isomorphes

en tant que groupes topologiques.

2.4. Catégories unitales et protomodulaires

Un dernier outil essentiel avant d’introduire la notion de définition de ca-
tégories semi-abéliennes est la définition de catégories protomodulaires. On
verra cependant que la définition de catégories protomodualaires est assez
restrictive et qu’il y existe un cadre plus général que I'on appelle les catégo-
ries unitales. Dans cette section, nous donnerons dans un premier temps la
définition de catégories unitales, nous donnerons des exemples et des appli-
cations dans les objets abéliens qui feront I'objet de la seconde sous-section.

Et pour finir, on introduira la notion de catégories protomodulaires dans la

14. Cette condition implique que la topologie grossiére de A sera différente de la topologie
discréete de A.

15. Pour étre précis, c’est également la topologie grossiére.
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derniéres sous-section et on montrera entre autre que toute catégorie proto-

modulaire est unitale et normale.

2.4.1. Catégories unitales. On commencera par donner la définition

pour ensuite donner des exemples.

DEFINITION 2.4.1.1. [8, Definition A.4.16] Soit ¥ une catégorie admet-
tant les limites finies. Une famille de morphismes (f;: A; — B);c; avec le
méme codomaine est fortement épimorphique si une des conditions suivantes

est satisfaite :

(1) étant donné un monomorphisme m a travers lequel tous les f; facto-

risent :

m est nécessairement un isomorphisme;
(2) étant donné un morphisme A et un monomorphisme m a travers

lequel tous les A o f; factorisent :

A fi
gil ot ’ lh
%G
Q——V
il existe un unique morphisme ¢ rendant tous les diagrammes com-

mutatifs.

On remarque une certaine similitude avec la notion d’épimorphisme ex-
trémale et fort. On rappelle que si une catégorie posséde le pullback alors
ces deux notions sont équivalentes. C’est pourquoi ici on a deux conditions

puisque par hypothése la catégorie ¥ est compléte.
DEFINITION 2.4.1.2. [8, Definition 1.2.5] Une catégorie € est unitale
quand
(1) ¥ est pointée;
(2) € admet les limites finies;
(3) pour toute paire d’objets X,Y, la paire ({1x,wx y),{wx y,1ly) est for-

tement épimorphique.

Le prochain exemple est da a 'auteur.
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EXEMPLE 2.4.1.3. La catégorie des groupes GRP est unitale. En effet,
nous savons que les conditions 1 et 2 de la Définition 2.4.1.2 sont satisfaites
et il suffit donc de vérifier la condition 3. L'idée de la preuve est inspirée
de [8, Theorem 1.2.3]. Soient X et Y des groupes. Soit une factorisation de
(1x,wxy) a travers un monomorphisme r: R — X xY comme dans le dia-

gramme suivant

Soit x € X alors, on note que (1x,wx y)(x) = (x,e) or puisque r(g.(x)) = (x,e)
et comme R est un sous-object de X x Y, alors (x,e) € R. De méme, soit y€ Y,
alors on a que (e,y) € R puisque rogy = (wx,y,ly). Cependant, on est dans la
catégorie des groupes donc (x,y) € X xY peut se décomposer comme le produit
suivant (x,y) = (x,e)-(e,y) € R puisque R est un sous-groupe. Cela montre que

r est un isomorphisme de groupes.

Le dernier exemple peut se généraliser aux magmas, aux monoides, aux
anneaux, ... Cependant on ne peut pas faire la méme argumentation dans
SET, ; dés lors, on peut se demander si cette catégorie est unitale ou non. On
va montrer qu’elle n’est pas unitale. Le prochain contre-exemple est le fruit

d’une discussion entre Mr Van der Linden et de 'auteur.

CONTRE-EXEMPLE 2.4.1.4. Soit un ensemble pointé a deux éléments X :=
({1,2},1) ou 1 est le point de base et soit un autre ensemble a trois éléments
Y :=({1,2,3},1) ou 1 est le point de base. Alors, si on considere le produit
X xY, ce n’est rien de plus que le produit cartésien donné par X xY = ({1,2} x
{1,2,3},(1,1)). On note que le produit X x Y est un ensemble a six éléments.

On peut factoriser (1x,wx y) et {wx y,ly) a travers le coproduit X +Y :

(1x,wxy) (wxy,ly)

On a bien que r est une injection puisque X +Y = ((X x {0hu (Y x {1}))/ ~, ou

(1,0) ~(1,1), posséde quatre éléments et donc r est un monomorphisme. Mais

r n’est pas un isomorphisme puisque [ X +Y|=4<6=|X xY|.
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On vient de montrer que la catégorie des ensembles pointés n’est pas
unitale. On pourrait se demander ce qui se passe dans SET. Largument pré-
cédent reste encore valide mais on peut aussi le montrer en utilisant la no-
tion de groupes internes. Ce sera I'objet de la prochaine section. Bien entendu
cette sous-section sur les groupes internes n’a pas pour but premier de donner
une autre preuve que SET n’est pas unitale mais bien d’explorer de généra-
liser le fait suivant dans un cadre catégorique : les sous-groupes de groupes

abéliens sont toujours normaux.

2.4.2. Les objets abéliens. Dans cette sous-section, nous allons aborder
la notion d’objet commutatif, de structure interne de magmas, de monoides et
de groupes. Cette section a été inspirée par la référence [11]. Le but de cette
sous-section est de donner les concepts pour montre a la fin de la Section 3.1
que tout sous-objet d’'un objet abélien est un sous-objet normale. Dans ce cas
si on considere la catégorie des groupes, on retrouve le résultat disant que
tout sous-groupe d’'un groupe abélien est normal. La définition de sous-objet
normaux fera l'objet de la Section 3.1. Dans la suite, on supposera que la

catégorie € admet des limites finies.

DEFINITION 2.4.2.1. [11, Definition 2.1.1] Un magma interne unitaire est
la donnée d’un triplet (M, m,e) ou M € € est un objet, m : M x M — M est un
morphisme dans € et o1 e : 1 — M ou 1 est I'objet terminal et e est tel qu’il
rend commutatif les deux triangles :

(1pr,(eoT ) ((eoTr),10r)

M —— MxM <——M

(2.9) m

1y 1y

ou ) : M — 1 est 'unique fleche déterminée par 1’'objet terminal . Un monoide
interne unitaire est un magma interne unitaire qui rend le diagramme

m><1M

MxMxM ———— MxM

(2.10) Ly xm m

MxM ———— M
commutatif.
On note que la Définition 2.4.2.1 copie la définition d'un magma et d’'un

monoide au sens algébrique du terme. En effet, un magma est la donnée d’'un

ensemble N et d’'une opération binaire interne (dans la Définition 2.4.2.1) cela
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correspond au morphisme m et un magma est unitaire s’il posséde un élément
neutre e c’est-a-dire que pour tout x e N e-x = x = x-e (c’est le morphisme e et
la condition est exprimée via le diagramme 2.9). Un monoide est un magma
tel que l'opération interne est associative (c’est la condition donnée par le
diagramme 2.10).

Cependant, nous savons qu’il existe aussi des magmas et des monoides
qui sont commutatifs. Pour exprimer cette condition dans un cadre catégo-
rique, on introduit un morphisme spécifique qui porte le nom d’isomorphisme

de torsion (english : twist) .

DEFINITION 2.4.2.2. [11, §1.9] Llisomorphisme de torsion est I'unique

morphisme twyy : X xY —Y x X tel que les diagrammes

XxY n—%> Y XxY ”—§(> Y
twxy ] twxy
Y xX Y xX
commutent.

Deés lors, on peut définir la notion de magma/monoide interne commutatif.

DEFINITION 2.4.2.3. [11, Definition 2.1.8] Un magma (respectivement

monoide) (M, m,e) est commutatif sile diagramme suivant est commutatif

twp,m

MxM > M x M

ou twy m est I'isomorphisme de torsion (voir Définition 2.4.2.2).

On remarque intuitivement que c’est exactement ce a quoi correspond la
notion d’opérateur commutatif en algebre général.

Nous avons pour le moment parler de structure interne de magma uni-
taire et de monoide interne mais nous n’avons pas encore abordé la notion
de structure interne de groupe et de groupe abélien. On rappelle que tout
monoide n’est pas un groupe car il manque la condition d’existence d'un opé-
rateur inverse interne. Nous allons expliciter cette condition en termes de

catégories.
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DEFINITION 2.4.2.4. [11, Definition 2.2.2] Un groupe interne dans € est

un monoide interne (M, m,e) tel que le diagramme
MxM —=—— M

(2.11) m ™

M—]—1

est un pullback. Un groupe abélien interne est un monoide interne commuta-

tif tel que le diagramme 2.11 est un pullback.

NOTATION 2.4.2.5. Soit 6 une catégorie, on notera par GRP(%) la sous-
catégorie pleine de MON(%¥) (la catégorie des monoides internes unitaires

dans %) dont les objets sont les groupes internes.

REMARQUE 2.4.2.6. Explicitons un peu plus cette notation en montrant
que le foncteur d’inclusion I : GRP(¥¢) — MON(%) est plein. Tout d’abord,
puisque tout groupe est un monoide et que tout morphisme de groupes est
un morphisme de monoide. On a bien que GRP(¥) est une sous-catégorie
de MON(%). Ensuite, pour se rendre compte que I est plein, il suffit de no-
ter qu'un morphisme de monoides entre deux groupes est un morphisme de
groupes. De plus, on sait qu'un morphisme de groupes entre deux groupes
préservent et 'unité du groupe et les inverses. Deés lors, la structure de groupes

est préservée par les morphismes de groupes.

Contrairement aux autres définitions, ce n’est pas évident que cette condi-
tion sur le diagramme 2.11 implique I’existence d'un inverse. Pour s’en convaincre

nous illustrons cette définition avec un exemple, qui est di a 'auteur.

EXEMPLE 2.4.2.7. [11, Exercise 2.2.1] Montrons qu'un monoide (M, m,e)
est un groupe si et seulement si le diagramme commutatif 2.11 considéré
dans SET est un pullback. Supposons dans un premier temps que (M, m,e)
est un groupe, c’est-a-dire que c’est un monoide avec en plus une opération
inv: M — M; m — inv(m) ou inv(m) est I'inverse de m dans le groupe. Pour
montrer que le diagramme 2.11 est un pullback on utilise le fait que le dia-

gramme suivant

MxM —" s M

|
(2.12) m ™
1
M

M—

T
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soit un pullback '®. Puisque nous savons que le diagramme 2.12 est un pull-
back, nous avons l'existence d’'un unique morphisme g: M xM — M x M tel

que m1og =m1 et mog =mg (voir le diagramme 2.13)

T

MxM

(2.13) MxM —2 s M

1

M———-1

Posons g = (m1,mo(inv x 137)). Etant donné que l'on considere les diagrammes
dans la catégorie des ensembles, nous pouvons utiliser les éléments pour
vérifier les égalités pour la propriété universelle : soit x,y € M, alors on a
que m1o{m,mo(inv x 1y (x,y) =m1(x,y) =x et mo(my,mo(inv x 1p))(x,y) =
m(x, m@inv(x), y)) = m(m(x,inv(x)),y) = m(eys,y) = y ou ejs est le neutre du
groupe.

Inversement supposons que (M, m,e) est seulement un monoide et que le
diagramme 2.11 est un pullback. Pour que (M, m,e) posséde une structure de
groupe nous devons trouver un application inverse, que 'on notera inv: M —
M. Puisque que l'on sait que le diagramme 2.11 est un pullback nous pouvons
trouver un morphisme A : M — M x M tel que m10h =71 et moh = g (voir le

diagramme 2.14) :

eot
M, M

(2.14) MM —" oM

1

M—1

Puisque le carré extérieur commute, on a l'existence d’un tel i. Posons A =
{1p,inv). Nous avons bien que 71 o {1,inv) = 71 et pour montrer la seconde

égalité nous allons utiliser le fait que 1'on considére le diagramme dans les

16. Il est assez facile de montrer que c’est un pullback : cela découle de la définition de I'objet
terminal (voir Définition 2.1.2.2.) et de la propriété universelle du produit (voir Définition
2.1.2.13)
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ensembles. Soit x € M, alors m o (1;7,inv)(x,y) = m(x,inv(x)) = ey = eo Tpr(x)

ou ey est I'élément neutre du monoide.

DEFINITION 2.4.2.8. [22, Section 3.6] Un groupe (abélien) interne est un
monoide (commutatif) (M, m,e) s’il existe une fleche { : M — M telle que le

diagramme

M—2 s —2C s MM

™ m

1 > M

e

ou A est le morphisme diagonale défini comme A := (137, 157).

Intuitivement le morphisme { envoie un élément x € M sur son inverse.
Des lors, on peut aussi noter que le morphisme { rend le diagramme suivant
commutatif :

M—2 s —M MM

™M m

1 > M

e

La prochaine remarque est due a 'auteur.

REMARQUE 2.4.2.9. Nous avons défini la notion de groupe interne de
deux maniéres via les Définitions 2.4.2.4 et 2.4.2.8. Cependant ces deux dé-
finitions sont équivalentes. Nous allons suivre la méme démarche que pour
I’Exemple 2.4.2.7 mais dans un cadre plus général, c’est-a-dire que 'on se
restreint plus seulement au cas ol le diagramme 2.11 est dans SET.

Reprenons comme définition de départ la Définition 2.4.2.4. On veut mon-
trer que cette définition implique I'existence d'un certain morphisme rendant
commutatif le diagramme de Définition 2.4.2.8 ou (M, m,e) est un monoide

interne au sens de la Définition 2.4.2.1. Considérons le diagramme suivant :

™
> 1

Puisque 7, = Tpp0eoty = 13701 = Ty, il existe un unique morphisme 4 :

M — M xM tel que m1oh = 13 et moh = eotpy. Or, puisque A est un morphisme
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tel que son codomaine et un produit alors i devrait étre de la forme (a,b)
pour a:M — M et b: m — M deux morphismes. Deés lors, posons A& = (137,()
ou { : M — M est un morphisme. Dés lors, on a bien que { : M — M est bien le
morphisme tel que mo({ x1,,)oA = eotys puisque par I'unicité du morphisme
induit par le produit (voir le diagramme ci-dessous); on a que {1p7,{) = (1ps x
{)oA.

MxM
/ A \
1 | T2
|
|
M 1szi M
|
|
|
1y MxM, ¢
PN
T | T2
/ | \
M Al M
|
|
S
M

Inversement, supposons que le monoide (M, m,e) satisfasse a la Définition

2.4.2.8 et on voudrait montrer que le pullback des morphismes
M2 1 M
est donné par le diagramme commutatif :

MxM —2 s M

(2.15) nll lTM

MT)].

Or, nous savons que la paire noyau de 737 : M — 1 est donnée par le dia-

gramme suivant 17,

MxM ———s M
-
M—1
Cependant, on sait que le pullback d’une paire de morphismes est défini a

isomorphisme preés. Donc, si on arrive a trouver un isomorphisme adéquat,

on aura montré que le diagramme 2.15 est bien un pullback.

17. Par définition de l'objet terminal, il est commutatif et la propriété universelle découle

de celle pour le produit M x M.
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En observant le diagramme suivant :

M——1
puisque le carré extérieur est commutatif, il existe un unique morphisme
g:MxM— MxM tel que m1o0g =11 et mg0g = m. Au vu des conditions
sur g, on pose g := (;m1,m). Si on arrive a montrer que g est un isomor-
phisme, on aura prouvé le résultat souhaité. Posons comme candidat pour
g 1= (m1,mo(( x1p)). On doit montrer que gog ' =1y =g 'og. Onva
se concentrer sur la premiere égalité, la seconde sera faite de maniere ana-
logue. Pour montrer que gog~! = 137, il faut et il suffit de montrer que les
deux égalités suivantes sont satisfaites :
miogog l=mioly=m et mgogog =m0l = no.

La premiere égalité est assez triviale puisque
miogog t=mio(m,m)o (m,mo( x 1))
=myo{my,mo({x 1y)) =mn1.
Regardons la seconde équation. Nous devons montrer que
(2.16) mpogog ! =myo (my,m)o(my,mo( x 1pp)) = mo(my,mo( x 1ap)) = ma.

Considérons les diagrammes suivants qui seront utiles pour montrer que

I’équation 2.16 est satisfaite :

M

/
M

N

M

\
M

A

X
PN
I
I
I

mx1y
I
|
m : lM
| ~
(2.17) MxM ¢—— (MxM)xM —=— M
1
AN /t\ AN
1y xC :
|
WG| M x (L x0)oA)x 1ys 1n
AN !
A |
|
|

Mé¢——— MxM —— M
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Le diagramme 2.17 nous montre que par I'unicité de la fleche induite par le

produit M x M on trouve que
(2.18) (m x1p)o[((Ipr x o A)x Iyl =(mo(1py x o A) x 1py.

(2.19)

lMXm

MxMxM ——> MxM

((Larx§)on)x 1y lmle lm

—n
(mo(1prx{)oA)x 1 MXM M

SMxM —2—3 M

Tux1m exly
1x M
(eoTpr,1pr)

Dans le diagramme 2.19, tous les sous-diagrammes commutent :

(eoTpr)x1y

— Le triangle en haut a gauche commute a cause de ’équation 2.18;

— Le carré en haut a droite commute a cause de I’associativité associée

au monoide (M, m,e);

— Le carré du milieu a droite commute par définition du morphisme {

qui est tel que mo(1yr x)A=eot1ys;

— Pour la partie du dessous, il faut au préalable noter que (e o 7p) x
1y = (e x 1pr)o(Tp x 1p7) par 'unicité du morphisme induite par le
produit M x M. Ensuite, pour se convaincre que le reste commute il
faut expliciter I'isomorphisme canonique entre 1 x M et M. Regar-

dons le diagramme suivant :
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La fleche (ty7,13) : M — 1x M est un isomorphisme et admet comme

morphisme inverse la projection 772: 1 x M. En effet, on a que
Tgo tm, Iy) =1ym

et pour montrer que (77, 137) 0 7ig = 11x 1, il suffit de montrer que :
— 7t o T, Ly) 7o = 1pg 0 782 = 7o,

— et Ayo{Tpy, 1p) 7o = Tpy 07T = 771 (cette derniere égalité est véri-

fiée par définition de I'objet terminal).

On a montré que 'on a bien un isomorphisme entre M et 1 x M et il
est donné par 77 : 1 x M — M. Dés lors, nous avons bien que 7i90(7 37 x
1y) = 7i20)Tpr 0 1, Mo{= mo. De plus, nous avons aussi que e x 1) =
{eo7it, o) = {eoTp,1p) 07ia puisque eoi1 = eoT o7y (par définition
de I'objet terminal) et 7o = 1p772. Et pour finir, puisque (M, m,e) est

un monoide et donc un magma, nous avons que 1y =mo{eoTys, 1).

M  MxM—" s M

0
H 1Mxm Tm
I

M2 MxMxM) —22 s MxM

~
H 1M><({><1M) T(XIM
|
(2.20) M2 MxMxM) —22 s MxM

AN
Ut TE

Ll MxM & (MxM)xM

AN /I\

A AXIM
|

M  MxM

Dans le diagramme 2.20, tous les diagrammes commutent. La plupart
commute a cause de la propriété universelle du produit saufle triangle en bas
a gauche. Pour ce dernier, il faut expliciter I'isomorphisme canonique entre
(M xM)xM et M x(M x M). Pour se faire il suffit de montrer que le dia-

gramme suivant est un diagramme commutatif ou on reprend les notations
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du diagramme 2.20

Mx(MxM) —2%2 s MxM

<7T1°7T~1,<7f2°7f1,7f2)>]\
7[2><1M

MxM)yxM ———> MxM

MMT /

MxM

Le carré est commutatif puisque pg o (w1 o 71, (g 0 7i1,72)) = (g 0 7T1,72) =
7o x 137 par définition du morphisme produit. De plus le triangle est aussi
commutatif puisque (79 x 1p) 0 (A x 1) = (Mmoo A) x 1y = 1y x 1pp = 1y
(toutes les égalités découlent de 'unicité des morphismes induits par les pro-
duits et par la définition du morphisme A). Pour plus de faciliter, on pose
€:=(mom,{mg07M1,72))

Des lors ,nous avons tous les ingrédients nécessaires pour montrer que

Péquation 2.16 est satisfaite : par le diagramme 2.20, nous avons montré que
(m1,mo({x1p)) =1y xm)o(1py x({ x 1p7))0o€0(Ax1p),
ainsi on obtient ’égalité
mo(my,mo({x1py))=mo(lpy xm)o(lpy x({x1p))ogo(Ax1py),
par l'associativité du monoide (M, m,e) nous obtenons
mo(1p xm)o(1p x({x1pr))o(Ax1p) = mo(m x 1pr)o(1py x({x 1pg))oeo(Ax 1),

puisque nous avons l'isomorphisme canonique €: (M x M) x M) = M x (M x M),

onaque (1p7 x{)x 1y =1p x({ x 1pr) o€ et ainsi
mo(m x1p)o(1pr x({x1pr))oeo(Ax1p) =mo(mx1pr)o((1pr x{)x 1pr)o(Ax 1py),

par unicité du morphisme induit, on trouve que ((1p7 x {) x 1p7) o (A x 1p7) =

(137 x{)oA) x 137 et ainsi on trouve
mo(m x 1p)o((1pr x ) x 1pr)o(Ax1p) =mo(m x 1pp)o[((1pr x o A) x 1],

par le diagramme 2.17, on a trouvé I'égalité (m x 1p)o[((1pr x o A) x 1p7] =

(mo(1p x{)oA) x 17 et on trouve ainsi
mo(m x 1p)o[((1y x o A) x 1yr ] =m((mo(lpy x {oA) x 1p),
par définition du morphisme ({, on obtient ’équation

m({(mo(ly x{oA)x1py)=mo((eotpy) x 1p)
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et pour finir le diagramme 2.19 nous donne la conclusion via les derniéres

égalités ci-dessous :

mo((eotpy)x Ipyr)=mo(ex1py)o(Ty x 1p)
=mofeoty,lpy)ormao(Ty x 1)
=moleoty,1p)omg =1p0mg =72

Il nous reste & montrer I'autre égalité : g~1og = 1p7, . La démarche est
assez analogue et il suffit de remarquer que puisque g log = (w1, mo({ x 137)0

(m1,m), on a que
(Comy,m)=(1p xm)o(({ x 1pg) x 1pr) o (A x 1pp),
o ({x 1pr) x 1p) =(Cx (Ipyg x Ip))oe = x Iyxm)oe.
On peut dés lors introduire la notion d’object abélien :

DEFINITION 2.4.2.10. Un object X € € est abélien si X posséde une struc-

ture de groupe abélien interne au sens de la Définition 2.4.2.8.

Pour le moment nous avons simplement donné des conditions d’existence
pour les monoides internes, les groupes internes et les objets abéliens ; mais
nous ne savons pas si cette structure est unique. En effet, si on considere
la notion de groupes internes dans SET alors, si on considére I'ensemble a
six éléments, on peut trouver deux structures de groupes non isomorphes :
Sym(3) un groupe non abélien et Z/Z6 un groupe abélien. On peut dés lors
se demander sous quelle(s) condition(s) cette structure interne est unique. La
réponse est assez simple : il suffit de demander que ¥ soit unitale. Avant de

montrer ce résultat d’unicité il nous faut introduire une nouvelle définition.

DEFINITION 2.4.2.11. [8, Definition 1.4.1] Soit % une catégorie unitale,
un objet X € C est commutatif quand I'identité sur X est centrale. Autrement

dit, il existe un morphisme ¢ : X x X — X tel que

X Lx
(lX’m

XxX -2 s x
<wXJZ/‘
X -

On notera que si un tel ¢ existe alors il est unique. En effet, si on suppose

qu’il existe un autre morphisme ¢ rendant commutatif les deux triangles
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ci-dessus. Dés lors, par hypothése, on a que la paire ((wx x,1x),{1x,wx x))
coégalise ¢ et ¢. Or, puisque € est unitale, la paire (wx x,1x),{1x,wx x))
est conjointement fortement épimorphique, alors ¢ = ¢.

On peut, dés a présence, énoncer le résultat qui nous donne 'unicité dans

la structure de magma interne.
THEOREME 2.4.2.12. [8, Theorem 1.4.5] Soit € une catégorie unitale. Les
conditions suivantes sont équivalentes pour un objet X € 6 :
(1) X est commutatif;
(2) X est muni d’une structure de magma interne.
De plus, un objet de € admet au plus une structure de magma interne.

DEMONSTRATION. Lobjet X est commutatif précisément quand il existe

un morphisme rendant le diagramme suivant commutatif :

X

')

(1x,wx x)

(wx x,1x)

\

X

Les deux triangles commutatifs expriment précisément le fait que le mor-
phisme ax =e:1 — X est 'unité a gauche et a droite pour la multiplication
¢. C’est équivalent a dire que ¢ munit X d’'une structure de magma interne.
Cela montre I'équivalence entre les deux conditions.

Par l'unicité du morphisme ¢, cela prouve aussi que la multiplication as-

sociée a un magma interne est donnée par 'unique morphisme ¢. O

Par conséquent, si on reprend notre exemple avec SET qui posséde deux
structures de groupes différentes pour I'ensemble a six éléments alors cela
montre bien que SET n’est pas unitale.

Pour mieux comprendre la notion de groupe interne, nous allons illus-
trer cela via différents exemples. Mais avant, rappelons un résultat qui sera

utilisé dans les exemples qui suivent.
LEMME 2.4.2.13 (Uargument de Eckmann-Hilton). Soit X un ensemble
avec deux opérations binaires * et o et sSupposons que :

(1) * et o possédent toutes les deux des éléments neutres;

(2) pour tout a,b,c,de X (a*b)e(c*d)=(aec)*(bed)
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alors les deux opérations binaires coincident et elles sont associatives et com-

mutatives.

Avant de passer des exemples, nous allons donner la preuve de ce dernier

lemme, qui est due a I'auteur.

DEMONSTRATION. Montrons que I'unité pour 'opération *, que I'on note
1., et que I'unité pour I'opération ¢, que I'on notera 1., coincident. En effet, on

a les égalités suivantes par définition de I'unité pour une opération binaire :
li=1,%1,=(.0e1,)*(1,e1,)
Par la seconde condition du lemme, on trouve
(Toel,)*(Teel)=(Tex 1) e (1s = 1.)
et ainsi, on obtient
(Lo#1)e(lex1)=1.01.=1,

Puisque 'on a prouvé que 1. = 1,, on notera I'unité par 1 'unité pour les
opérations e et *.

Montrons que * est commutatif et que les opérations * et e sont les
mémes. Soit a,b € X. Par la seconde condition du lemme, on a les égalités

suivantes :

(Iea)x(bel)=(1%b)e(ax1)

a*b

bea=(bx1)e(lxa)=(bel)x(lea)

= bxa

On vient de montre que axb=bea =0 *a.
Pour finir montrons que * est associative : soit a,b,c € X, on a alors les

égalités suivantes :

(axb)xc=(a*xb)*(1xc)=(a*1)x(bxc)=ax*(b=*c).

Les prochains exemples sont dus a Pauteur.

EXEMPLE 2.4.2.14.

— GRP(GRP) = AB : soit (G,-,e@g) un groupe possédant une structure
de groupes internes, c’est-a-dire que l'on a le quadruplet (G,m,e,()
tel que m: (G,-,eq) x(G,-,eq) — (G,-eg),e: 0~ G et {: G — G sont
des morphismes de groupes. Deés lors, on a que - et m possede des

éléments neutres puisque pour - c’est eg et pour m, c’est déterminé
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par e qui est tel que eotg(x) = e(eg) = eg pour tout x € G. De plus, on
a que puisque m est un morphisme de groupes, alors si on considere

x, )", y)=(x-x',y-y)€G x G, on a alors que
m((x,y)- ',y =mx-x',y- )= mx,y)- mx', y").

Des lors, si on applique le Lemme 2.4.2.13, on trouve que m = - et
que - est commutatif. Dés lors, cela montre que le groupe (G,-,eq) de

départ était abélien.

— GRP(LIEK) = VECT( : soit (g,m,e,{) un groupe interne dans LIEy et
ou (g,[—,—1]) est une algebre de Lie. La seule définition possible pour
m: (g,[—,—D = (g,[—,—]D — (g,[—,—] est donnée par m(X,Y) =Y +
X.En effet m(X,Y)=m((0+X,Y +0)=m((0,Y)+(X,0)) = M(0,Y)+
m(X,0)=Y + X ou 0 est le neutre pour I’'addition vectorielle et pour
m. Or, on demande a ce que m soit un morphisme d’algébre de Lie.

I1 faut donc demander en plus que le crochet de Lie soit trivial.

[X,Y]=m(X,Y],00)=m(X,Y][X,X]D =[mX,X),m(Y,X)]
=[2X,Y +X]=2[X,Y]+2[X,X]=2[X,Y];

ainsi [X,Y]=0 pour tout X,Y €g.

— GRP(RNG) = AB : soit (M, m,e,{) un groupe interne dans RNG. Comme
pour 'exemple précédent nous avons que la seule possibilité pour
m: MxM — M, d’étre un morphisme d’anneau, est donnée par m(a,b) =
b +a. En effet, si on note par 0 le neutre pour m et I'addition dans

I’anneau unitaire considéré et soit (a,b) € M? alors on trouve
m(a,b)=m(0+a,b+0)=m(0,b)+(a,0)) =m(0,b) + m(a,0)=b+a.

Or, on sait que l'addition préserve la multiplication, c’est-a-dire que
V(a,a',b,b’) e M* alors

(@-a)+®d-b)=(@+b)-(@a'+b)=a-a'+a-b'+b-a'+b-b.

Cependant si on prend a’ = 0 = b, on obtient que 0 = a - b’ et ainsi
on trouve que la multiplication est triviale. Dés lors, M n’est rien de

plus qu'un groupe abélien pour I'addition.

2.4.3. Catégories protomodulaires. On va définir la notion de catégo-

rie protomodulaire d'une maniére similaire au catégorie unitale.
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DEFINITION 2.4.3.1. [11, Definition 4.1.1] Soit ¥ une catégorie finiment
f
complete et pointée. Si pour tout épimorphisme scindé X > Y tel que
S
f os =1y, alors la paire de monomorphisme suivante :

Y — 3 x <& 4 kif

est une paire conjointement fortement épimorphique.

Au dela de la similitude entre les définitions de catégories protomodu-
laires et unitales, on peut se demander si I'une des deux définitions n’im-

plique pas 'autre. C’est bien le cas.
PROPOSITION 2.4.3.2. Toute catégorie protomodulaire est unitale.

La démonstration du résultat est due a ’auteur.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que la paire de morphisme

X <1X,wX,Y; XxY wxy,ly) v

soit conjointement fortement épimorphique. Notons que, puisque
nxo(lx,wxy)=1x
alors mx est un épimorphisme scindé avec comme scindage (1x,wx y). Puisque

% est protomodulaire, on a que la décomposition suivante

(x,wxy) ker(myx)

X —5 XxY +——~<Kl[nx]
R

ol m est un monomorphisme, implique que m est un isomorphisme par pro-
tomodularité. Or, le noyau de la projection 7x : X xY — X est donné par le

morphisme (wxy,ly):Y — X xY. Cela conclut la preuve. O

Etant donné que nous avons déja montré que la catégorie GRP est une
catégorie unitale, on peut se demander si elle est aussi protomodulaire. C’est
le cas. Le prochain exemple est le fruit d’'une discussion entre Mr Van der

Linden et de 'auteur.

EXEMPLE 2.4.3.3. Montrons que la catégorie des groupes est une catégo-

J

rie unitale. Soit X ? Y une paire de morphisme de groupes telle
S

ker(f)

que fos = ly. On veut montrer que Y ——3% X < <JKI[f] est une
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paire fortement conjointement épimorphique. Considérons le diagramme sui-
vant :

s X (ker(f) <IK[f]

%

ou m est un monomorphisme. Deés lors, R = R si et seulement si on peut

Y

Y

écrire un élément x € X avec des éléments s(Y) et ker(f)(KI[f]). Or, on sait que
sof(x)es(Y)etsof(x) ! -xeK[f] puisque f(s(f(x)™1)-x)=fx)! f(x)=ex.

Dés lors, on peut conclure que x = (so f(x))- ((so f(x)71)-).

On pourrait se demander si la réciproque est vraie. Mais avant de don-
ner un contre-exemple, montrons que toute catégorie protomodulaire est nor-
male. Le prochain lemme et la démonstration sont dus a une collaboration

entre Mr Van der Linden et 'auteur.
LEMME 2.4.3.4. Toute catégorie protomodulaire est normale.

DEMONSTRATION. La preuve consiste a démontrer deux résultats :
(1) tout épimorphisme scindé est normal ;
(2) tout épimorphisme régulier est normal.

Lobjectif de 1a preuve est de démontrer le point deux. Mais pour ce faire, nous
aurons besoin du point un '8. Montrons le premier point. Soit / : X — Y un
épimorphisme scindé avec comme scindage s:Y — X c’est-a-dire que fos =
ly. Soit & = ker(f) le noyau de f, alors on veut montrer que f = coeg(k,wx y.

Regardons le diagramme suivant :

Z -5 - X

oy

|
f |
KIfl —— XY

Il est évident que f coégalise & et wx y. Regardons la propriété universelle.
Soit g: X — Z tel que gok = wg z. On veut montrer que gos:Y — Z satisfait
(gos)of =g. Or, on sait que par protomodularité la paire (%,s) est conjointe-

ment fort et il suffit donc de vérifier que :
— (gos)ofok=(gos)owgy =wkz=8°k;
— (gos)ofos:gos,

18. On rappelle que ce n’est pas toujours vrai (voir 'Exemple 2.2.1.13).
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Cela prouve que nous avons bien une factorisation de g a travers f mais nous
ne savons rien sur l'unicité de cette factorisation. Supposons qu’il existe un
autre morphisme §:Y — Z tel que gof =g alorsonaque gofos=g=gos.
Cela montre I'unicité.

Il ne nous reste plus qu’a montrer que tout épimorphisme régulier est
normal. Soit f un épimorphisme régulier. Si on considére la paire noyau de
f:X — Y, alors on peut trouver un scindage pour chaque morphisme associé

au pullback comme le montre le diagramme suivant :

En effet par la propriété universelle du pullback, il existe un unique mor-
phisme s : X — Eq(f) tel que p1os=1x et pgos =1x. On a alors deux épi-
morphismes scindés qui sont aussi normaux par le point (1) de la preuve. Un
fait surprenant est que le diagramme associé a la paire noyau est aussi un
pushout. En effet, la commutativité du diagramme découle de la commutati-
vité associée au pullback. En ce qui concerne la propriété universelle, on va

considérer le diagramme suivant :

Klpol222, | (f>—>X

|
|
1 X
|

'

ou x : K[po]l — KIf] est 'unique fleche induite par la noyau de f tel que
ker(f)of = pioker(pg). Soient h et h’' deux morphismes tels que A'opg = hop,
alors h =hopios=hopgos=~h'. Deslors, puisque f est un épimorphisme ré-
gulier tel que f = coeg(p1,p2), alors il existe un unique morphisme hY—Z
tel que h =hof =h'. Cela prouve que cest bien un pushout.

Pour terminer la preuve, on veut montrer que f est le conoyau de son

noyau. Pour cela, il suffit de vérifier la propriété universelle liée au conoyau.
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Considérons le diagramme suivant :

ker(ps)
Klpal —225 Eq(f) —> X _
|
| x f
|
v g
Kl —0 y x .y /
/ /
l /l// /
~ k// ///l~
w R4
I ///

oul:X — W est tel que [ oker(f) = wg,w. Des lors, nous avons que wgp,|w =
Loker(f)ox =(lopi)oker(ps). Or, puisque po est un épimorphisme scindé et
donc un épimorphisme normale, po = coker(ker(pg)). Ainsi par la propriété
universelle du conoyau il existe un unique morphisme [ : X — W tel que I71 =
1o psy. Dés lors, par la propriété universelle du pushout, il existe un unique
morphisme [:Y — W tel que [o f =1. O

On peut donc donner un exemple d’une catégorie qui est unitale mais non

protomodulaire.

EXEMPLE 2.4.3.5. Soit MON la catégorie des monoides. On sait que cette
catégorie est unitale '°. Or on sait, par 'Exemple 2.2.1.13, que MON n’est pas

une catégorie normale et donc elle n’est pas protomodulaire.

Comme pour beaucoup de choses en mathématiques, il existe plusieurs
manieres de définir la notion de protomodularité et donc en fonction du contex-
te, il y a certaines définitions qui sont plus utiles a facile que d’autres?’.
Cependant, dans la suite nous allons souvent utiliser un lemme assez bien
connu qui est une maniére équivalente pour définir la notion de catégorie pro-
tomodulaire. Mais dans la suite, on considérera ce lemme comme une consé-

quence de la définition de protomodularité.

DEFINITION 2.4.3.6. Soit %€ une catégorie pointée. Le lemme des cing

court scindé est vrai dans 6 quand étant donné un diagramme commutatif

p
0 > ApD—" >B—>(SC—>0
N
q
0 »Al—— B 2 ——0

19. Voir ’Exemple 2.4.1.3.
20. Voir le Théoreme [11, Theorem 4.2.2].
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ou ¢, p sont des épimorphismes scindés
pos=1lc, gqot=1lg
avec respectivement comme noyaux
u =ker(p), v =ker(q).
Si a et ¢ sont des isomorphismes, alors b est aussi un isomorphisme.

Nous avons montré que toute catégorie protomodulaire est unitale et nor-
male. Cependant, on peut aussi lier la notion de catégories protomodulaires

et les catégories Mal’tsev.

LEMME 2.4.3.7. Soit € une catégorie protomodulaire et exacte, alors €

est une catégorie de Mal’tsev.

Mais avant de faire la preuve (voir page 84), nous avons besoin de certains
résultats intermédiaires. Le prochain résultat et la démonstration associée

sont le fruit d’une collaboration entre Mr Van der Linden et de 'auteur.

LEMME 2.4.3.8. Dans une catégorie réguliére, protomodulaire et pointée,

st le diagramme suivant

0 sK—* v x T Ly ' 0
0 > K'> = > X' - > Y > 0

est un morphisme de suites exactes courtes ot p est un épimorphisme régulier,

alors q aussi.

DEMONSTRATION. Considérons dans un premier temps la factorisation
de ¢ dans une catégorie réguliére. C’est-a-dire qu'’il existe un épimorphisme
régulier r : X — I et un monomorphisme m : I — X' tel que g = mor. Si on

considére la pullback de m et 2’ comme dans le diagramme de gauche

(N K—* s Ix
_

G (O A

K —— X I'——— 1

alors m est un monomorphisme. De plus, si on considéere le pullback de r et

E comme dans le diagramme de droite ci-dessus, alors par régularité de la
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catégorie on sait, que 7 est un épimorphisme régulier. Or, puisque par hypo-
these p est déja un épimorphisme régulier et puisque p = mor, alors m est
un isomorphisme. Dés lors si on montre que le diagramme

I'> k from

0 S y I Y > 0
(2.21) |- lm H
0 YK —— X —— Y 5 0

est une suite exacte courte, alors on aura par le Lemme des cinq court scindé
(voir le Lemme 2.4.3.6) que g est un épimorphisme régulier puisque m sera
un isomorphisme.

Le seul condition a vérifier dans le diagramme 2.21 est de montrer que %
est le noyau de f’om. Tout d’abord notons que f’omok = f'ok'om = 0. Ensuite,
considérons un morphisme z : Z — I tel que f'omoz = 0. Alors par la propriété
universelle du noyau de f’, il existe un unique morphisme ¢ : Z — K’ tel que
moz =k ot. Or, par la propriété universelle du pullback, il existe un unique
morphisme 7 : Z — I’ tel que z = k o#. Cela montre la propriété universelle du

noyau de f’ om et par la méme occasion. Il

Le prochain lemme et la démonstration sont dus a une collaboration entre

Mr Van der Linden et de 'auteur.

LEMME 2.4.3.9. Dans une catégorie réguliére, protomodulaire et pointée,

l'image réguliere d’'une relation d’équivalence est une relation d’équivalence.

DEMONSTRATION. Soit (R,r1,r2) une relation d’équivalence sur X et soit
f : X — Y un épimorphisme. Posons la relation (S, s1,sg) par le carré commu-

tatif suivant :

R—' s

<r1,rz>I I<31,32>

XXXW)YXY

Etant donné que (s1,s2) 07 est la factorisation de (f x f)o(ri,re) par un épi-
morphisme régulier suivi d'un monomorphisme, alors cela montre que S est

une relation sur Y.
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Puisque R est une relation réflexive, il existe un morphisme e : X — R tel

que {ri,rgyoe =Ax. Dés lors, on a le carré extérieur commutatif

foe

S
//?
es I(Shsz)

L s Y«xY
Ay

~ X

ou f est un épimorphisme fort. Dés lors, puisque (s1,s2) est un mono-
morphisme, il existe un morphisme eg : Y — S tel que les deux triangles
commutent. Cela montre que S est aussi une relation réflexive.

Nous allons utiliser un procédé similaire pour montrer la symétrie et la
transitivité de la relation S. En effet, puisque R est une relation symétrique,
alors il existe un morphisme 7:S — R tel que (r1,re) = (rg,r1)o7. Dés lors,

on a le carré extérieur commutatif

rR—IT ‘”/ S

f o I(Ssz)
/

S ———YxY

(s1,82)

et puisque f est un épimorphisme fort, alors il existe un morphisme o ren-
dant commutatif les deux triangles.

Pour montrer la transitivité de S, il suffit de montrer que f x ff :RxxR —
S xy S est un épimorphisme régulier. Car, si tel est le cas, alors la transitivité

de S découle de la transitivité de R :

RxxR —3Rr —1 — S
fxffl IO o (s1,52)
Sx, S . > Y xY

ou le morphisme ¢ est le morphisme associé a la transitivité de R.
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Considérons les diagrammes suivants

RxxR fif s SxyS

=)
~
»

ry

>
~

ou les faces sur les cotés droits et gauches sont des pullbacks,

Ca

L

(2.22) .

> X > Y

ker(f)

Si on regarde le diagramme 2.22, on note que puisque 1 est un épimorphisme
scindé, alors x, qui est I'unique morphisme rendant commutatif le carré de
gauche, est aussi un épimorphisme scindé. Par réfléxivité de R, on sait qu’il
existe un morphisme 6 : X — R tel que r; o4 = 1x. Dés lors, on note que
Soker(f)o f = 0. Par conséquent, par la propriété universelle du noyau de £,

il existe un unique morphisme ¢ tel que & o ker(f) = ker(f)ot. Or, on sait que
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ker(f)ox =rq Oker(f), et si on post-compose avec §, on obtient ker(f) oxot=
ker(f). Cependant, puisque ker(f) est un monomorphisme, alors on obtient

ainsi xo¢ = 1. De plus considérons le carré supérieur dans le diagramme

o%o

_J
ker(ry) ker(sy)

R———P

On affirme que ce dernier est un pullback. Deés lors par régularité de la caté-
gorie considérée, on obtient que f est aussi un épimorphisme régulier. Mon-
trons que c’est bien un pullback. Il suffit de vérifier la propriété universelle
puisque la commutativité découle de la définition du morphisme x. Soit une
paire de morphismes g1,g2 tels que ker(s1)o g1 = xo gg. Dés lors, on obtient
Sioxogg =sqoker(s1)ogq =0. Par la propriété universelle du noyau de s7, il
existe un unique morphisme ¢: Z — o tel que g9 = ker(r1)ot. De plus, puisque

ker(s1) est un monomorphisme et que 'on a I'égalité :
ker(s1)ogi=xo0g9=xoker(ri)ot=Fker(sy)o fo t,

ainsi on a montré que le morphisme ¢ est tel que g1 = f ot et que donc le

morphisme ¢ est le morphisme associé a la propriété universelle du pullback.

R xx R > S xy S

R > S

Si on considere le diagramme ci-dessus, alors on trouve bien que y est un
épimorphisme régulier, par une preuve analogue a celle pour montrer que
x est un épimorphisme régulier,on a alors que f x f7 est un épimorphisme
car c’est la composition de deux épimorphismes réguliers dans une catégorie

réguliere. O

Le prochain résultat est le fruit d’'une collaboration entre Mr Van der

Linden et de 'auteur.
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PROPOSITION 2.4.3.10. Dans une catégorie protomodulaire, pointée et exac-
te, 'image réguliere d’une relation d’équivalence est une relation d’équivalence

effective.

Tous les résultats précédents étaient des préparatifs pour montrer qu'un
certain axiome est vrai dans une catégorie protomodulaire, pointée et exacte.
Cet axiome est

(A2) 'image réguliére d’'un noyau est un noyau.
Comme mentionné, cet axiome est appelé dans la littérature et sera appelé

par la suite : 'axiome (A2). Le prochain résultat est dii 4 une discussion entre

Mr Van der Linden et 'auteur.

PROPOSITION 2.4.3.11. Dans une catégorie protomodulaire, pointée et exacte,

Uaxiome (A2) est vrai.

La preuve sera faite plus loin (voir page 111) car nous avons besoin d’avoir
des résultats concernant les noyaux et la normalité. Nous avons maintenant
assez de résultats pour aborder la preuve concernant les catégories exactes et
protomodulaires et les catégories de Mal'tsev (voir le Lemme 2.4.3.7). Cette
preuve est le fruit d'une collaboration entre Mr Van der Linden et 'auteur.

PREUVE DU LEMME 2.4.3.7. Soit (R,d1,d2,0) une relation réflexive sur

X. Soit g le coéaglisateur de la paire (d1,d2). Alors, on a le pushout suivant 21

R—%“ sy x

{ ]

X ——Q
Puisque dg est un épimorphisme scindé et par le Lemme 2.4.3.4, on a que

dg est le conoyau de son noyau k. L'image i de k£ par di, un épimorphisme

régulier, est un noyau par la Proposition 2.4.3.11

K—2 s

R — X
1
On affirme que g est le conoyau de q. En effet, il suffit de vérifier la
propriété universelle puisque comme p est un épimorphisme régulier et donc

un épimorphisme, alors goiop = 0 implique que goi = 0. Vérifions la propriété

universelle. Soit f : X — Z tel que foi = 0. Deés lors, on a que foiop = fod 0ok =

21. Voir [11, Exercice 1.10.4].
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0. Or, puisque dg est le conoyau de %, alors il existe un unique morphisme
f:X — Z tel que fods = fodi. De plus, par la propriété universelle du
pushout, il existe un unique morphisme f : @ — Z tel que f = f oi. Puisque i
est un noyau et puisque q est le conoyau de i, alors i est le noyau de q.

On vérifie que p est un monomorphisme. Puisque R est une relation alors
la paire (d1,d32) est un paire conjointement monomorphisme. De plus, on note
que diok =dgok =0. Cela nous montre que d1 ok est un monomorphisme.
Ainsi, on a que dqiok =iop est un monomorphisme et donc, p est un mono-
morphisme.

Il g’en suit que puisque p est un monomorphisme et un épimorphisme
régulier, alors c’est un isomorphisme. Regardons le diagramme suivant

dy

R > X
\\r’ /
p
do P q
_
/
X . ' Q

ou r est 'unique morphisme induit par la propriété universelle du pullback.

On trouve un morphisme de suites exactes courtes scindées

0 > 1> > P > X > 0
da
0 > K> - >y R > X > 0

Ainsi par le Lemme des cinq scindés (voir le Lemme 2.4.3.6), r est un isomor-
phisme et donc R est la paire noyau de ¢ et donc R est une relation d’équiva-
lence puisque toute paire noyau est une relation d’équivalence (voir le Lemme
2.1.3.6). O

2.5. Catégories semi-abéliennes

Maintenant que nous avons défini les catégories régulieres, exactes, uni-
tales et protomodulaires, nous disposons de tout le matériel nécessaire afin

d’introduire le concept de catégories semi-abéliennes.
DEFINITION 2.5.0.1. [8, Definition 5.1.1] Une catégorie € est semi-abélienne
quand
(1) € est pointée;
(2) € est exacte;
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(3) € est protomodulaire;

(4) €6 admet les coproduits finis.

Avec ce que I'on a montré dans les sections précédentes de ce chapitre, on

peut déja donner des exemples et des contre-exemples.

EXEMPLE 2.5.0.2. La catégorie des groupes est semi-abélienne. En ef-
fet, on sait que GRP est pointée (voir Exemple 2.1.2.3), exacte (voir Exemple
2.3.0.3), protomodulaire (voir Exemple 2.4.3.3) et admet les coproduits finis

(il suffit de considérer le produit libre).

CONTRE-EXEMPLE 2.5.0.3. La catégorie des groupes topologiques n’est
pas semi-abélienne car elle n’est pas exacte. La catégorie des ensembles et la
catégorie des monoides n’est pas semi-abélienne car elle n’est pas protomodu-
laire. La catégorie des espaces topologiques n’est pas semi-abélienne car elle

n’est pas pointée et pas réguliere.

On peut aussi faire un résumé des propriétés qui découlent des catégo-
ries exactes et protomodulaires pour mettre en lumiére les propriétés que

possédent les catégories semi-abéliennes.

REMARQUE 2.5.0.4. Soit ¥ une catégorie semi-abélienne alors :
(1) € est complete (par la Définition 2.2.0.1 et la Définition 2.3.0.1);

(2) ¢ admet la factorisation « épimorphisme régulier - monomorphisme »
(par la Définition 2.3.0.1 et le Théoreme 2.2.2.16);

(8) € est unitale et normale (par la Proposition 2.4.3.2 et le Lemme
2.4.3.4). Et donc dans €, les épimorphismes extrémaux, forts, régu-
lier et normaux coincident (par la Définition 2.2.1.12, par la Propo-
sition 2.2.1.8 et le Corollaire 2.2.2.17);

(4) €6 est de Mal'tsev (par le Lemme 2.4.3.7);

(5) € est une catégorie homologique, c’est-a-dire que % est pointée, pro-
tomodulaire et réguliére (voir [11, Definition 5.4.1]);

(6) € est une catégorie idéaux déterminés (eng. ideal-determined), c’est-
a-dire que ¢ satisfait aux conditions :

— % aune factorisation « épimorphisme normal - monomorphisme »
qui est stable par pullback (par la Définition 2.2.0.1, par le Théo-
réme 2.2.2.16 et par le Lemme 2.4.3.4);

— les images régulieres de noyaux sont des noyaux (par le Lemme
2.4.3.11).
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Concernant les deux derniers points, on peut trouver plus de détails dans
[23, Section 3].






Chapitre 3

Premieére notion de normalité

Ce chapitré inspiré de I'article [23] a pour but d’énoncer la notion de sous-
objet normaux dans des catégories finiment compléetes. Afin de voir a quoi le
sous-objet normal correspond dans des catégories concrétes telles que SET ou
GRP, nous allons avoir besoin de la notion de noyau et d’expliquer toutes les
différentes variantes qui existent pour la notion d’épimorphismes. Ces diffé-
rentes notions d’épimorphismes seront utiles pour comprendre les concepts
de catégories régulieres et exactes. On rappelle que la discussion des diffé-
rentes notions d’épimorphismes a déja fait 'objet d’'une section dans le Cha-
pitre 2 (voir Section 2.2.1). Toutes ces notions, introduites dans le Chapitre
2, seront utilisées dans la preuve de la proposition qui montre le lien entre la
notion de sous-groupe normal et de sous-objet normal dans la catégorie des
groupes. On expliquera aussi le lien entre noyau et sous-objet normal puisque
I'on sait (voir Proposition 1.1.0.5) que dans GRP les deux notions sont simi-

laires.

3.1. Sous-objet normal

Dans la catégorie des groupes, un sous-groupe normal H dun groupe G
est avant tout un sous-groupe de G. On peut exprimer cette notion de sous-

objet en catégories :

DEFINITION 3.1.0.1. [5, Definition 4.1.1] [1, Definition 7.79] Soit une ca-
tégorie ¥ et un objet A de 6.

— Deux monomorphismes f : R — A et g : S — A sont équivalents
quand il existe un isomorphisme 7: R — S tel que go7 = f. Une
classe d’équivalence de monomorphismes avec codomaine A est ap-

pelée un sous-objet de A.

— Un sous-objet représenté par f : R — A de A est dit plus petit que
g:8S — A, noté R <8, ¢’il existe un morphisme (nécessairement
unique), nécessairement un monomorphisme, 2 : R — S tel que [ =
goh.

89
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Dans GRP, le monomorphisme associé au sous-groupe H est I'inclusion

qui est bien une fleche de GRP car ¢’est un homomorphisme de groupes.

REMARQUE 3.1.0.2. Au vu de la définition précédent, on peut se poser
la question suivant : que se passe-t-il si on a deux sous-objets R et S d'un
méme objet A tel que R < S et S < R? Notre intuition nous dit que R et S
sont les mémes et donc qu’il existerait un isomorphisme R = puisque les
deux objets seraient équivalents. Regardons en détails ce qu’il se passe. Soit
f:R— Aetg:S— A deux monomorphismes. Puisque R < S, il existe un
monomorphisme 2 : R — S tel que f = goh. Inversement puisque S < R, il
existe un monomorphisme % : S — R tel que g = f ok. Dés lors, on obtient que
f=goh=(gok)oh et comme f est un monomorphisme, on trouve que 1 =
koh.En appliquant un argument similaire, on obtient que 1g = hok. Ces deux
équations impliquent que A est un isomorphisme. Dés lors, notre intuition ne

nous a pas trompé puisque cela prouve que R et S sont équivalents.

EXEMPLE 3.1.0.3. Montrons qu’il y a une bijection entre les sous-objets
dans la catégorie SET et les sous-ensembles. L'idée de la preuve est tirée de
[1].

Soit B un ensemble. Soient 28 les parties de B et #(B) la classe de tous
les sous-objets de B. Par la définition de sous-objet, on sait qu'un sous-objet
est caractérisé par un objet A et un monomorphisme m : A — B . On notera
alors par le couple (A, m) le sous-objet A de B associé au monomorphisme m.
Définissons une fonction H : #(B) — P(B) ; (A,m)— m(A). On a alors

— (A,m) et (A’,m’) sont isomorphes si et seulement si m(A) = m'(A’).
En effet, par définition (A,m) et (A’,m’) sont isomorphes si et seule-
ment si il existe un isomorphisme ¢ : A — A’ tel que m = m/ o ¢.
Comme on sait que dans la catégorie des ensembles SET, les isomor-
phismes ne sont rien de plus que les bijections entre ensembles, on
a alors que l'existence de ce ¢ est équivalent a m(A) = m/(¢(A)) =
m'(A").

— (A,m)<(A’,m’) si et seulement si m(A) € m'(A"). 11 suffit d’utiliser
la définition de H, la définition de sous-objet plus petit quun autre

et la définition d’inclusion pour des ensembles pour montrer ’'équi-

valence.

On a alors montré que les sous-objets de B dans SET correspondent bijective-

ment aux sous-ensembles de B.
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Il est temps de donner la définition de sous-objet normal en terme d’ob-
jets et de morphismes. On attire 'attention sur le fait que cette notion de
normalité en catégories a été introduite pour des catégories avec des limites
finies par Bourn dans [10]. Par conséquent dans la suite, on va considérer

seulement des catégories € finement complétes.

DEFINITION 3.1.0.4. [8, Definition 3.2.1] Soit (R, r1,r2) une relation d’équi-
valence sur un objet Y de 4. On dit qu'un morphisme f : X — Y est normal
& la relation R quand il existe un morphisme f : K x K — R tel que les dia-

grammes suivants sont des pullbacks :

XxXx — 1 4R xxx —1 3R
a a
1x.x (r1,r2) Ty r1

I1 est commun de noter le morphisme (ri,r9) par r.
La prochaine remarque est due a une discussion entre Mr Van der Linden

et Pauteur.

REMARQUE 3.1.0.5. Le premier diagramme nous est utile pour la com-
mutativité car la propriété universelle est immédiate puisque r est un mo-
nomorphisme. Tout d’abord montrons qu’effectivement r est un monomor-
phisme. Si on a deux autres morphismes f et g tels que rof =rog, alors on
arjof =pjorof =p;orog=r;og pour i€ {1,2} et comme la paire (r1,r2) est
conjointement monomorphique, on a que f = g.

Montrons que la propriété universelle du diagramme suivant

XxX — 1 R

XXX%YXY

est immédiate. En effet, soit f1:Z >R et fo:Z—>XxX telquerofi=fofs
alors on aimerait trouver v : Z — X x X tel que volx.x = fa et tel que fouv = fi.
Par la premiére égalité, on voit que v doit étre égale a f5. On a en effet que
fo=1lov=10fs =fy et de plus, on a que f1 = f ov. En effet, comme r est un

monomorphisme, on a
fi=fov=Ffofs & rofi=rofofa=foidofa=fofa.

On a, des lors, montré I'existence et I'unicité de la fleche v.
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Afin de mieux comprendre ce nouvel objet, il est utile de voir a quoi cela
correspond dans GRP. On rappelle que cette catégorie est bien finement com-
plete. Il est donc intéressant de voir a quoi correspondent des sous-objets
normaux dans celle-ci. Mais pour se faire, on a besoin d'un résultat dans la

catégorie des ensembles ! (notée SET) :

LEMME 3.1.0.6. [8, Lemma 3.2.3] Dans la catégorie SET, un sous-objet
X — Y est normal a une relation d’équivalence R sur Y quand X est une

classe d’équivalence par rapport a la relation R.

DEMONSTRATION. Posons f =i dans la Définition 3.1.0.4, ou i est l'in-
clusion canonique. Premiérement, on note que i est aussi un monomorphisme
car i en est un (voir Lemme 3.1.0.7). Par conséquent, on peut voir i : X — Y
comme X CY et 7:X xX — R comme X x X € R. Observons les deux dia-
grammes suivants

XxX — ' SR XxX — R

_ _I

1x.x r Ty r1

et en tirer les conclusions souhaitées. Regardons le premier diagramme. Car
X xX ={(x1,x2) | x; € X i € {1,2}}, la commutativité du diagramme nous dit,

que si (x1,x2)e X x X :
(x1,%2) = (i xi)olyx«x(x1,%2) = roi(x1,x9) = r(x1,%2) <> (x1,%3) € R <> x1Rxz.

Par conséquent, le premier pullback nous dit que si x1,x9 € X, alors x1Rxg;
c’est-a-dire que tous les couples d’éléments de X sont en relation.

Regardons a présent le second pullback. La commutativité de celui-ci
nous dit que, si on considére le couple (x,y) € X xY tel que xRy (c’est-a-
dire que (x,y) € R), alors y € X. En effet, on se rappelle que par définition

du pullback, on a que
X xX ={(x,(y1,y2) € X xY xY|x = i(x) = r1(y1,¥2) = y1} = {(x, y2) e X xY |xR y2},

cela prouve bien que si xRy avecxe X et ye Y, alors ye X.
Résumons ce que ’'on vient de montrer :
— Vx,x' € X, (x,x') € R ; autrement dit X est contenu dans une classe

d’équivalence;

1. On rappelle que c’est une catégorie finiment compléte.
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— VxeX,VyeY tel que si (x,y) € R, alors y € X ; autrement dit il n’y

a rien d’autre que les éléments de X dans cette classe.

Par conséquent, X = [x]:={y € Y|xRy} pour un certain x € X. En effet, si on
prend y € [x] ,alors nécessairement y € Y et xRy; et par conséquent y € X.
Inversement, si on considere x1 € X, alors par le premier point, x1Rx et par

conséquent x1 € [x]. U

D’autres exemples suivront par la suite. Mais pour le moment il est utile
d’étudier certaines propriétés des sous-objets normaux. La premiére est de
montrer que 'on a bien des sous-objets au sens catégorique du terme et pour
cela il faudrait que f dans la Définition 3.1.0.4 soit un monomorphisme. Heu-

reusement c’est le cas.

LEMME 3.1.0.7. [8, Lemma 3.2.2] Dans les conditions de la Définition

3.1.0.4, le morphisme [ est nécessairement un monomorphisme.

DEMONSTRATION. On veut montrer que si on a deux fleches a,b: A =X
telles que foa = fob, alors a = b. Pour montrer cela, on a besoin des deux
diagrammes de la Définition 3.1.0.4. Considérons le diagramme suivant ou

on utilise la premier diagramme pour la normalité de f :

fola,b)

Par la propriété universelle du produit X x X, on a le morphisme {a,b) :
A — X x X et par hypothese, il existe un morphisme (foa,fob):A—-Y xY
tel que (f x f)o{a,b) ={foa,f ob).
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Utilisons a présent le second pullback qui découle de la normalité de f :

Fola,b)

(3.1 XxX —>f R

On note que foa =ryofo(a,b). En effet, par la commutativité du premier

diagramme on a que :
(foa,fob)y=(fxf)ola,b)=rofola,b),
ainsi en précomposant avec la premiére projection, on obtient I'égalité
foa=mio(f xf)ola,by=miorofola,b)y=riofola,b).

En utilisant la propriété universelle du pullback, on a l'existence d’une
unique fleche {(a,b) : A — X x X telle que m10(a,b) =a et fO(a,b) = fO(a,b)
(voir sur le diagramme (3.1)). Cependant ce n’est pas la seule fleche qui rend
commutatif les deux triangles du diagramme (3.1).

En effet, le morphisme (a,ab) aussi fait commuter les deux triangles.

Pour montrer cela on utilise le fait que r est un monomorphisme et ’hypo-

theése de départ, ainsi on a les égalités suivantes :
rofofa,b) = (fxf)ola,b)

= (foa,fob)

= (foa,foa)

= (fxflofa,a)

= rofo(a,a).
Comme r est un monomorphisme, on obtient que f o{a,b) = f o {a,a). Par
conséquent, on peut remplacer f o{a,b) par f o{(a,a) dans le raisonnement
précédent. Par la propriété universelle, on a une deuxieéme fleche {(a,a) : A —
X xX. Or, par unicité on a que les deux fleches coincident : {(a,a) = (a,b). Cela

montre bien que a = b car il suffit de prendre la projection sur la seconde

coordonnée pour obtenir le résultat. U

COROLLAIRE 3.1.0.8. Dans les conditions de la Définition 3.1.0.4, le mor-

phisme f est un monomorphisme.
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La preuve découle du Lemme 3.1.0.7 et en appliquant le fait que les mo-
nomorphismes sont pullbacks stables (voir [5, Proposition 2.5.3]), on a le ré-
sultat souhaité.

Dans le Chapitre 1, on avait rappelé que dans les groupes tout noyau est
un sous-groupe normal (voir Exemple 1.1.0.2). On peut dés lors se demander
si ce fait général est aussi vrai dans les catégories. La réponse a cette question

est l'objet du prochain lemme.

LEMME 3.1.0.9. [8, Example 3.2.5] Soit € une catégorie pointée qui admet

des limites finies et g : A — B un morphisme arbitraire. Le noyau
ker(g): Klgl>b—— A
est normal pour la paire noyau Eq(g) de g.

Avant de faire la preuve, rappelons que nous avons montré que toute
paire noyau d'un morphisme est bien une relation d’équivalence (voir Lemme
2.1.3.6). Dés lors pour montrer le résultat il suffit de prouver que les dia-

grammes de la Définition 3.1.0.4 sont bien des pullbacks.

DEMONSTRATION. Supposons que l'on a le diagramme 2.3 et que l'on

veut montrer que les diagrammes suivants

KlglxKlgl % Eqe) KlglxKlgl " Eq(g)

(ri,re) 1 ri

K[g]XK[g]DT) AxA K[g]l> 2 > A

sont des pullbacks, ot & = ker(g) est le noyau du morphisme f : A — B
et ou (Eq(g),r1,re,A) est la relation paire noyau de g sur A. Commencons
par montrer que le deuxiéme diagramme est un pullback. Pour cela, on veut
montrer que le diagramme extérieur est un pullback :

KlglxK[g] —2— Klg]

~

P K
3.2) Eqe) ——— A
|
rg g
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Afin d’arriver a prouver cela, on va utiliser un autre diagramme qui est équi-
valent au précédent et qui est un pullback. Pour cela, on va visualiser I'équi-

valence entre les diagrammes via le cube suivant :

Klgl] > 0
T2
/ Tk /
KlglxKlg] Z 3 Klgl
Y l
|
: ~N
73 A g 3
|
| / k /
< g
Eq(f) > A

ou les faces avant et en dessous sont les diagrammes montrés plus haut. On
choisit % tel que le diagramme de la face avant commute. Le cube nous montre
que le diagramme est équivalent au diagramme qui est composé des faces du

dessus et arriére du cube. Autrement dit le diagramme suivant

KlglxKlg] ——=— Klg]

_
T2
Klgl] > 0
_
A > B

On note que le diagramme du dessous est un pullback via la définition du
produit et que le diagramme du dessus en est un aussi car % est le noyau de
f. Par [5, Proposition 2.5.9], le diagramme extérieur est un pullback. Cela
finit la preuve car en utilisant la méme proposition, on montre que le seconde
diagramme de la condition de normalité de % est bien un pullback.

Pour le premier diagramme, il suffit de montrer qu’il est commutatif
(grace a laremarque 3.1.0.5). Autrement dit, on veut montrer que (r1, royok =
(komi,komg) =k x k. Mais si on se rappelle de la définition de % et du fait
que les projections du produits sont conjointement monomorphiques, alors la

commutativité suit directement. O
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Nous savons que dans la théorie des groupes tout sous-groupe d’un groupe
abélien est normal. On peut, dés lors, se demander si c’est encore le cas dans
les catégories. La réponse est affirmative ; ce sera I'objet du prochain résultat.
Pour cela, on se rappelle de la définition d’objet abélien dans une catégorie
(voir Définition 2.4.2.10).

Le prochain résultat est di a une collaboration entre Mr Van der Linden

et Pauteur.

LEMME 3.1.0.10. Soit 6 une catégorie admettant les limites finies, pointée

et de Mal’tsev. Alors tout sous-objet d’un objet abélien est normal.

La preuve sera faite dans le prochain chapitre puisque nous avons besoin
d’introduire la notion de sous-objet semi-normal. Mais nous reviendrons a la
démonstration dés que nous aurons assez de matériel pour la faire (voir page
112).

3.2. Approfondissement du lien entre noyau et sous-objet normal

On a déja montré que dans la catégorie des ensembles, les sous-objets nor-
maux correspondent a des classes d’équivalence (voir Lemme 3.1.0.6). Mais
il est intéressant de se poser la question suivante : qu’en est-il dans la caté-
gorie des groupes? Est-ce que les sous-groupes normaux correspondent aux
sous-objets normaux comme les sous-ensembles avec les sous-objets? La ré-
ponse est oui. Deés lors, le premier objectif de cette section sera d’illustrer ce
fait. Afin d’étoffer notre catalogue d’exemples concernant les sous-objets nor-
maux, nous explorerons aussi ’exemple des anneaux et des algébres de Lie.
Un deuxiéme objectif de cette section est de voir le lien entre la notion de
noyau et le concept de sous-objet normal. Nous savons déja que tout noyau
d’un morphisme est un sous-objet normal (voir le Lemme 3.1.0.9). Or, on sait
que la réciproque est vraie dans les groupes. Deés lors, nous allons voir sous
quelles hypothéses nous avons une équivalence entre la notion de noyau et
sous-objet normal. Et pour comprendre 1'utilité des hypothéses de ce dernier
résultat, nous allons donner un exemple d’un sous-objet normal qui n’est pas
un noyau.

I1 est temps de montrer que la notion de sous-groupe normal et de sous-
objet normal coincident dans la catégorie des groupes. La démonstration est

inspirée de [8, Example 3.2.10].

LEMME 3.2.0.1. [8, Example 3.2.10] Dans la catégorie des groupes, les

sous-objets normaux sont les sous-groupes normaux.
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DEMONSTRATION. Supposons que le sous-groupe H »— G soit normal
pour la relation d’équivalence/congruence R sur GG. Puisque la catégorie des
groupes est exacte (voir Exemple 2.3.0.3) alors R est la paire noyau du quo-
tient 7 : G — G/K ou K est la classe d’équivalence de e € G pour la congruence
R. En effet, on rappelle qu'une congruence dans les groupes est univoque-
ment déterminée par la classe d’équivalence du neutre. Or, H est une classe
d’équivalence pour R (voir 3.1.0.6) et comme H est un sous-groupe de G, né-

cessairement e € H. Par conséquent, K = H et H est un sous-groupe normal.

Inversement, supposons que H est un sous-groupe normale. Soit g : G —
G/H le quotient de G modulo H. On a déja montré que le noyau d'un mor-
phisme est toujours normal pour la relation d’équivalence engendrée par la
paire noyau (voir 3.1.0.9). Par conséquent, le noyau ker(g) : K[g] — A de g est
normal pour la relation Eq(g). Or, on sait que le noyau de g est H. On vient
alors de montrer que H = K[g] et donc que H est un sous-objet normal de
G. O

LEMME 3.2.0.2. [8, Example 3.2.11] Dans les anneaux, les sous-objets nor-

maux sont les idéaux.

La preuve est analogue a celle pour le Lemme précédent.

Nous avons déja montré que la notion de noyau impliquait la notion de
sous-objet normal (voir proposition 3.1.0.9) mais on pourrait se demander
si la réciproque est vraie? La réponse est oui mais dans certains cas. Tout
d’abord donnons un contre-exemple. Pour cela nous avons besoin de la notion

de groupe abélien interne défini a la page 65.

CONTRE-EXEMPLE 3.2.0.3. [8, Counterexample 3.2.19] Dans la catégo-
rie des groupes topologiques, un sous-objet K < G est un noyau quand K
est un sous-groupe normal de G muni de la topologie induite. Il existe des
sous-objets normaux qui ne sont pas des noyaux. Dans GRP(TOP), le noyau
K[f] — G d’'un homomorphisme continu f : G — H est un noyau (au sens
théorie des groupes) muni de la topologie induite par celle de G. Tout sous-
groupe normal équipé de la topologie induite est le noyau de son conoyau
muni de la topologie quotient. En effet, soit & : (H, 1) — (G, Ty) un sous-groupe
normal a (G,7g) et ou 7 est la topologie induite par 7g. Soit 7 : (G,7q) —
(G/H,1q) ou 1¢ est la topologie quotient. Nous savons déja que ker(k) = 7.
On aimerait montrer que k& = coker(m) et pour cela il faut vérifier les deux

conditions qui définissent un conoyau :
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— ok =00k =0 qui est déja satisfait si on note que ker(k) =r;

— On doit vérifier la propriété universelle. Pour cela, on consideére le

diagramme :

(H,7) " (G,76) —— 3 (GIH,TQ)
1

f -
(G',167)

Supposons f tel que mof = 0. Cela implique G’ < () = H ainsi par la
propriété universelle du quotient il existe un morphisme de groupe
i:G' — H tel que f = koi. Il nous faut encore vérifier que cette fleche
I soit continue car il faut que ce soit un morphisme de la catégorie
GRP(Top). Soit U € 7, on aimerait savoir si i " X(U) € 7. Or on sait
qu’il existe V € 7¢ tel que U = k~X(V) et par définition de i, nous

avons que
TN =i e (V) = (koi)H(V) = FTU(V) € T puisque f est continue.

Si on met ensemble les deux remarques, on conclut que & = coker(n) =
coker(ker(k)).

On veut exhiber un exemple d'un sous-objet normal qui n’est pas un noyau.
Pour cela, considérons un groupe topologique abélien? (A,0) ot 6 n’est pas
la topologie discrete. Reprenons le méme groupe abélien A mais on le munit
cette fois-ci avec la topologie discrete 6. Grace a la topologie 6y, on a que
I'inclusion (A,8y) — (A,0) est une fonction continue et on a par conséquent
que (A,0p) est un sous-objet de (A,H) dans la catégorie des groupes topolo-
giques. Etant donné que 'objet (A, 0) est abélien, on a alors que le sous-objet
(A,0p) — (A,0) est normal (voir Lemme 3.1.0.10). Cependant ce sous-objet
n’est pas un noyau par la premiére partie. En effet, on sait que la seule pos-
sibilité est & = coker(ker(k)). Déterminons le noyau de k. Par les points précé-
dents, on sait que 7 = ker(k) ou 7 est la projection canonique comme le montre

le diagramme :
(A,00) —E— (A,0) —— (e,04),

ou Og est la topologie quotient. Il ne reste plus qu'a montrer que £ ne peut

pas étre le conoyau de 7. Supposons que ce soit le cas. Par conséquent % doit

2. On pourrait prendre, par exemple, les réels R.
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satisfaire a la propriété universelle pour le diagramme

(A,80) —L— (A,60) —Z— (e,6q)

(G,7)

ou q est tel que g coégalise 7 et 0. La propriété universelle nous assure l’exis-
tence d’'un morphisme i tel que ¢ = koi. Cependant, au vu des topologies,
nous n’avons pas que la fleche i est continue et par conséquent, la propriété
universelle n’est pas satisfaite et donc, 2 n’est pas le noyau de son conoyau.

Par le Lemme 2.1.2.12, nous savons deés lors que £ n’est pas un noyau.

On vient de montrer que dans les groupes topologiques, noyau et sous-
objet normal ne sont pas les mémes alors que dans les groupes c’est le cas.
On peut alors se demander quand les deux notions sont équivalentes. La pro-

chaine proposition répond a cette question.

PROPOSITION 3.2.0.4. [8, Proposition 3.2.20] Soit € une catégorie exacte
et pointée. Soit [ : X — Y un monomorphisme, si f est normal pour une rela-
tion d’équivalence (R,r1,re) sur'Y alors f est un noyau.

Si de plus € est une catégorie normale, alors le morphisme pour lequel
f est un coégalisateur est unique a isomorphisme pres et la relation pour la-

quelle f est normale est aussi unique a isomorphisme prés.

DEMONSTRATION. Supposons que f : X — Y est un sous-objet normal de
Y pour la relation d’équivalence (R,r1,r2,Y). On a, par définition, les deux

diagrammes

qui sont des pullbacks. On aimerait trouver un morphisme tel que f serait le
noyau de ce morphisme. Un candidat serait de considérer le coégalisateur de

R, q:Y — @ qui existe par exactitude de ¥. Par conséquent, on veut montrer
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que le diagramme

|~<

(3.3) T

Q

o
agQ

D

est un pullback. Pour cela, il faut vérifier les deux conditions de la définition :
la commutativité du diagramme et la propriété universelle.

Commencons par la commutativité du diagramme 3.3. On sait que rof =

fxf

~

XxX — R

XLXXXT)YXY

et cela implique, on a que rofo(1,0) = (fx)o(1,0) = (f,0). De plus, on sait
par définition de r que w1 or =r; et mg or = rg. Par conséquent, on obtient les

égalités
riofo(1,0)=myorofo(1,0)=m10(f,0)=Ff
et

r20f0(1,0)=n20r0f0(1,0):nzo(f,O):O,
Or g est le coégalisateur de la paire {ri,rs} et donc, on a
qof:qorlof‘:qorQOf‘:qu:()'

Il reste a montrer la propriété universelle. Pour cela, on considere le dia-

gramme
VA h
x—1 vy
l q
0—— @
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Pour trouver l'existence d’'une unique fleche entre Z et X, on va s’aider du

diagramme
(0,h2)

x—1 sy
ou hg est tel que h =rgohgo. Afin de montrer I'existence d’'une unique fleche
(0,1): Z x X x X, il nous reste a montrer que r10(0,hg) = f 00 =0. Cest bien

le cas grace aux égalités :

r1°(0,h2)

m1oro(0,hg)
= m10(r1,r2)o(0,hg)
= mpo(r100,rgohy)
= m0(0,h)=0
Cependant, on a que

0,f00)

(f x f)0(0,0)
= (ri,r2)ofo(0,0)
= (r1,r2)0(0,hg)
= (r100,rg0hg)
= (0,h).
Cette derniére chaine d’égalités nous montre que [ : Z x X est I'unique mor-
phisme tel que f ol = h et cela cloture la premiére partie de la preuve.
Dans la premiére partie de la preuve, on a montré que si 6 est exacte

et pointée et que si f : X — Y est normal pour une relation d’équivalence R

alors f est le noyau de Coeg(R) = q. Résumons tout cela avec le diagramme

S

q

R
FQHFI
wxy
> G—
| l
t
B

A
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ou (S,s1,s2) est une autre relation d’équivalence sur X pour laquelle f est
normale et ¢ est le coégalisateur de {s1,s2}. On a alors que # et g sont tous les
deux conoyaux de s. On sait que le conoyau est unique a isomorphisme pres.
On a donc que t = q. Cet isomorphisme implique aussi un isomorphisme entre
R et S. Pour le voir, on utilise le Lemme 2.2.2.13. On peut appliquer le lemme
précédent puisque t et ¢ sont tous les deux des épimorphismes réguliers,
nous avons des lors que g = Coeg(Eq(q)) et t = Coeg(Eq(£)). Or, on sait que
q = Coeg(ri,re) et t = Coeg(s1,s2). Dés lors, nous avons que la paire noyau
de q est ri,ro et que celle pour ¢ est s1,s9. Par conséquent, nous avons le
diagramme suivant ou le carré intérieur est un pullback par définition de la

paire noyau :

A

On sait que ¢ coégalise s1 et sg et puisque ¢ et ¢ sont isomorphismes il existe
un isomorphisme b : B — A tel que q = b o¢. Par conséquent, nous avons que
tos) =tosy implique que qosy =botosg =botosg =qgosg. Des lors par la
propriété universelle de la paire noyau de ¢, il existe un unique morphisme
a:S — R tel que s; =r;oa pour i = 1,2. Un argument similaire nous donne
Iexistence d’'un unique f: R — S tel que r; =s;of pour i = 1,2. De plus a et
sont inverses 'un de 'autre par la propriété universelle. Dés lors, nous avons

montré que S et R sont isomorphes via le morphisme a. U

REMARQUE 3.2.0.5. Avec ce que I'on vient de montrer, il est évident que
dans une catégorie semi-abélienne, on a que les noyaux et les sous-objets

normaux coincident.

Un conséquence de la Proposition 3.2.0.4 est 'unicité pour la relation

d’équivalence pour un sous-objet normale.

COROLLAIRE 3.2.0.6. Dans une catégorie normale, un monomorphisme f

est normal pour au plus une relation.

Dés lors, on peut considérer la définition suivante :
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DEFINITION 3.2.0.7. Soit %€ une catégorie normale, un monomorphisme
f : X — A est normal s’il existe une relation d’équivalence R sur A pour

laquelle f est normal au sens de la Définition 3.1.0.4.

3.3. L'exemple des algebres de Lie

Afin d’étoffer notre catalogue d’exemples de sous-objets normaux, nous
allons nous intéresser au cas des algebres de Lie sur un corps commutatif K
(voir p 12). Pour mieux comprendre a quoi correspond la définition de sous-
objet normaux dans une algebre de Lie sur K, il est important de caractériser
la catégorie des algebres de Lie LIEK. Puisque qu’avant tout une algebre de
Lie, c’est un espace vectoriel munit d’'un opération, alors on peut montrer que
cette catégorie est une variété d’algebre et donc LIEk est exacte (voir [2, 3.18
Corollary]). De plus, étant donné que LIEy est une variété pointée >. Dés lors,
cette catégorie est protomodulaire* puisque chaque algébre de Lie posséde
une structure de groupe interne via la structure d’espace vectoriel. Dés lors,
il est facile de caractériser les sous-objets normaux dans LIEk. En effet par
le Lemme 2.4.3.4 et la Proposition 3.2.0.4, il nous suffit de caractériser les
noyaux pour trouver les sous-objets normaux.

Le prochain résultat et sa démonstration sont dus a 'auteur.

LEMME 3.3.0.1. Le noyau d’'un morphisme d’algébre de Lie ¢ : g — g’ est
un idéal dans g. Inversement, pour un idéal ) c g, g/h est une algebre de Lie et

h est le noyau du morphisme quotient m: g — g/b.

DEMONSTRATION. SoitY € ker¢ et X € g, ona alors ¢ ([X,Y]) =[dp(X),p(Y)] =
[¢p(X),0]=0. Dés lors, on a que [X,Y ] € ker¢. Ainsi, on a montré que ker¢ est
un idéal de g. Pour l'autre implication, il suffit de montrer la derniére par-
tie puisque le reste a déja été prouver (voir p 14). Soit X € g, on a alors que
1(X)=X +h. Des lors,

Xekern —= X+h=h <= Xef
. Ainsi, on a montré que kerrz = h. O

On vient de montrer que les noyaux sont les idéaux et donc dans LIE,

les sous-objets normaux sont les idéaux.

3. 11 suffit de noter que l'objet zéro est ’espace vectoriel nul avec le crochet nul. Une telle
algebre de Lie est I'algeébre de Lie triviale.
4. Voir [8, Corollary 3.1.7].
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REMARQUE 3.3.0.2. La catégorie LIEK n’est pas simplement une caté-
gorie pointée, exacte et protomodulaire. En effet, c’est une catégorie semi-
abélienne. On peut montrer que une variété est semi-abélienne si et seule-

ment si elle est pointée et protomodulaire (voir [8, Example 5.1.4]).

3.4. Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons introduit la définition de sous-objet nor-
mal (voir Définition 3.1.0.4). Ensuite, nous avons explicité quelques exemples
comme dans SET (voir Lemme 3.1.0.6) et comme dans GRP (voir Lemme
3.2.0.1). Pour ce dernier exemple, nous avons du montrer que tout noyau
est un sous-objet normal (voir Lemme 3.1.0.9). Ce résultat généralise le fait
que dans les groupes, tout noyau est un sous-groupe normal (voir page 5).
Ensuite, on a montré que dans une catégorie exacte et normale, alors les
noyaux et les sous-objets normaux coincident (voir Proposition 3.2.0.4) et ce
dernier résultat nous montre que dans les catégories normales, un mono-
morphsime peut étre normal pour au plus une relation d’équivalence (voir
Corollaire 3.2.0.6). Pour finir, on a donné un dernier exemple de sous-objets
normaux via la catégorie des algebres de Lie. Pour montrer ce résultat, nous
avons eu recourt a la proposition caractérisant les sous-objet normaux dans

les catégories exactes et normales (voir Proposition 3.2.0.4).






Chapitre 4

Notions plus faibles que la normalité

Nous savons que le concept de sous-object normal peut étre défini de plu-
sieurs maniéres dans la catégorie des groupes. Il est alors intéressant d’es-
sayer de codifier ces différentes maniéres d’exprimer la normalité dans un
cadre catégorique plus général et de voir quand ces différents concepts sont
équivalents pour essayer de retrouver les résultats que nous connaissons
dans GRP. Cette section va s’intéresser a ces nouveaux objets plus généraux
que les sous-objets normaux. On va parler de sous-objets semi-normaux, de
blocs (eng : clots) et d’idéaux. Et pour définir la notion de bloc, nous allons
avoir besoin de beaucoup de nouvelles notions comme celles d’action interne
et de monades. On abordera aussi les conditions que l'on doit imposer sur
les catégories pour que ces notions plus générales soient équivalentes aux
sous-objets normaux. Finalement pour illustrer ces différentes notions, nous

allons voir a quoi elles correspondent dans la catégorie des groupes.

4.1. Sous-objet semi-normal

La définition de sous-objet normal (voir Définition 3.1.0.4) requiére une
relation d’équivalence sur un A et I'on considére un sous-objet de A via un
morphisme %k : K — A. On rappelle, que si un sous-objet est normal pour une
relation d’équivalence R, alors nécessairement le morphisme associé % est un
monomorphisme (voir Lemme 3.1.0.7). On sait qu'une relation d’équivalence
est une relation symétrique, réflexive et transitive. Dés lors on peut se de-
mander ce qui se passerait si on garde seulement la notion de réflexivité. Si
on travaille seulement avec des relations internes réflexives, on peut alors

définir un nouveau type de sous-objets : les sous-objets semi-normaux.

DEFINITION 4.1.0.1. [23] Soit (R,r1,r2,A) une relation réflexive sur un
objet A. On appellera un morphisme %, : K — A un sous-objet semi-normal

107
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dans A par rapport a la relation R lorsque % est obtenu par le pullback :

K—R

|

4.1) 2 (ri,ra2)

A 4)@4,0) AxA

On notera que par définition de sous-objet semi-normal nous avons que &
est bien un monomorphisme et que I'on peut donc bien parler de sous-objets.
En effet par [5, Proposition 2.5.3], on sait que si (r1,r9) dans le diagramme 4.1
est un monomorphisme alors % le sera aussi. Or, comme R est une relation,
nous avons que ri, rg sont conjointement monomorphiques (voir Définition
2.1.3.1) et des lors, on peut montrer que cela implique que (r1,r2) est un
monomorphisme.

Si on impose que la relation R ne soit pas uniquement une relation ré-
flexive mais une relation d’équivalence, alors nous avons un certain résultat

d’unicité dans la construction de sous-objets normaux.

LEMME 4.1.0.2. [12, Proposition 3.6.] Si 6 est une catégorie pointée et fi-
niment compléte, alors toute relation d’équivalence R sur un objet A détermine

un unique morphisme normal dans A.

DEMONSTRATION. Soit (R,r1,r2) une relation d’équivalence sur un objet

A de 6. Considérons le diagramme suivant qui est un pullback :

K—*® R

_I
(4.2) kl l(m,m)

A <1A,(UA,A§ AxA

On doit vérifier que £ est normal par rapport & R. En d’autres mots, on doit
définir un morphisme % : K x K — R rendant les deux carrés utiles en des
pullbacks.

Puisque (R,ri,re) est une relation d’équivalence, on sait que la paire
noyau de r; est donnée par (p1,7) (voir le Lemme 2.1.3.10). De plus, notons
que le noyau de r9 est donné par &': K — R. En effet, pour montrer que le

diagramme suivant
k’

=y

r2

o—X

b

——
—
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est un pullback, il nous suffit de montrer que le noyau de la seconde projec-
tion w9 est donné par (14,wA,A): A — A x A. Tout d’abord, on a bien que
nmgolanglely,wA,A) = wa 4. Pour la propriété universelle, on considére le

diagramme suivant :

A —3““’“’“ AxA—=% A

©AA
\\\ g=(f,wa,a)
f o~

~

Q

Considérons un morphisme g: A xA — @ tel que m30g = wp 4. Des lors g
doit étre de la forme (f,wa 4). Il est dés lors facile de voir qu’il existe un
unique morphisme f :Q — A tel que (f,wa a) =(1a,wa a)of (par I'unicité du

morphisme induit par la produit). Ainsi le diagramme commutatif suivant :

K—)R

lk <r1,rz)
1
- A (14,044 A
[
0o —™ A

prouve que le carré commutatif extérieur est bien un pullback. En regroupant
ce résultat avec le fait que I'on connaisse la paire noyau de rg, on obtient le

cube suivant :

KxK -—----—=-----4 > Rxs R
/ /
g — » R :
ra
k' . R
/ /
0 > A

Des lors, si on considére le diagramme composé des faces de gauche et avant

du cube, on a le pullback suivant :

o

KxK

> K>
N _
7[1\{ l rg
> 0

K
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Or on sait que ce pullback est équivalent au diagramme commutatif suivant :

k/Oﬂg
KxK --*_y Rx,R —P~ 3 R
_
ﬂll l‘r ra
Ki>—2F sy R LA
WK.A

Cela implique que le carré commutatif de gauche est aussi un pullback. Ainsi

on a que le rectangle extérieur du diagramme suivant est un pullback :
KxK —* 3 R« AR —2 3R

K > >y R > A

k' T2

Par le diagramme 4.2 (qui est un pullback), on a alors que {ri,ro)ok’ =
(14,wAa 4)0k et ainsi on trouve que riok! =mio(ri,ro)ok’ = m10{la,wa A)0k =

k. Deés lors, si on pose & := p1 okona que le diagramme suivant :

KxK—]E>R

K T} A
est un pullback.
Pour finir la preuve, il nous suffit de montrer que le diagramme suivant

est commutatif : )
KxK ;) R

l(ﬁﬁ“z)

KXKWAXA

Or on sait que la paire constituée des deux projections associées au produit

A x A (ji1,772) est conjointement monomorphique. Deés lors, pour vérifier que
E xk = (ri,ro) ok il faut montrer que :
— riok =Fkom (Cest le cas par la premiére partie de la preuve);
— rgok = koumy. Par les notations précises et par la définition de % et
de E; on a que reok =rg op2 ok = ri OPQE: riok’omg =komy. Cela

montre le résultat souhaité.
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L'unicité du morphisme normal associé a la relation d’équiva-

lence R vient de la construction du diagramme 4.2. O

Grace a ce dernier Lemme et a sa preuve, on peut donner la preuve de la
Proposition 2.4.3.11. Rappelons cette derniére : dans une catégorie protomo-

dulaire, exacte et pointée ; 'axiome (A2) est vrai.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.4.3.11. Soit % : K — X le noyau d’un mor-
phisme g: X — Z et f : X — Y un épimorphisme régulier. Soit (R,r1,r2) la
paire noyau de g, ou k = ker(g), qui est une relation d’équivalence pour la-
quelle % est normal (voir le Lemme 3.1.0.9) et soit S son image par f, qui est
une relation d’équivalence par le Lemme 2.4.3.9.

Considérons le diagramme suivant

K ----- L
lker(rz) ker(ss)
k=rioker(ry) R ! > l=s1oker(ss)
rzurl Szus 1
X A\
3 ”

Notons que puisque R est la paire noyau, alors il existe un unique morphisme
tel que % se factorise a travers r1. Or par unicité du sous-objet normal associé

a R, on a que k =rjoker(re) (voir le diagramme ci-dessous).

k}zr(rz)
> R r

2

ri

— X
_I

%
— Z

Soit I le morphisme normale pour la relation d’équivalence S. Par la preuve

X g

du lemme ci-dessus; on a que [ = s oker(sg). De plus, par la Proposition
3.2.0.4 on sait que [ est un noyau. Puisque par la propriété universelle du
noyau de s il existe un unique morphisme f rendant commutatif le carré du
dessus, alors on a que f est un épimorphisme régulier car [ o % est la factori-

sation épimorphisme régulier-monomorphisme du morphisme f ok. U

Au vu de l'appellation, on s’attend a ce que tout objet normal soit aussi

semi-normal et c’est le cas.
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LEMME 4.1.0.3. [23] Soit (R,r1,rg,A) une relation d’équivalence sur A et
soit k : K — A un sous-objet normal pour la relation R alors le morphisme k

est un semi normal dans A pour la relation R.

DEMONSTRATION. Soit £ : K — A un sous-objet normal pour la relation
d’équivalence R. Par le Lemme 4.1.0.2 on sait que par 'unicité si on consideére

le morphisme % induit par le pullback suivant :

K—" R

i
kl l<r1>r2>
A (1A;wA,A§ AxA

alors k& : K — A est un sous-objet normal pour la relation R. De plus ce mor-

phisme [ est semi-normal par construction. U

On peut aussi se demander quand un sous-objet semi-normal est normal.
Pour répondre a cela on a besoin du Lemme 4.1.0.2. Or dans ce Lemme on
a besoin que R, qui est par hypothése une relation réflexive, soit une rela-
tion d’équivalence. En effet, on remarque alors que si 2 : K — A est un semi-
normal dans A par rapport a R une relation réflexive, alors & est normal dans

A si R devient une relation d’équivalence. Deés lors, on a le résultat suivant :

LEMME 4.1.0.4. Dans une catégorie 6 de Mal’tsev, tout sous-objet semi-

normal pour une relation réflexive R est normal pour cette méme relation R.

Grace au Lemme 4.1.0.4, on peut montrer un résultat énoncé dans la

Section 3.1. Rappelons le résultat :

LEMME 4.1.0.5. Soit € une catégorie pointée et de Mal’tsev. Alors tout

sous-objet d’un objet abélien est normal.

La démonstration est due & une collaboration entre Mr Van der Linden et

Iauteur.

DEMONSTRATION. Soit A un objet abélien® et & : K — A un monomor-
phisme. Posons comme structure de groupe sur A, le quadruplet (A, a4, m,{).

Prenons le pullback suivant :
R ———
AxA ——

sub

B <X

1. Autrement dit A posséde une structure de groupe.



4.1. SOUS-OBJET SEMI-NORMAL 113

ou sub dénote la soustraction de A. Autrement dit sub:=mo(14 x{):AxA —
A.

On assume que k est semi-normal par rapport a la relation réflexive R sur
A. Puisque dans une catégorie de Mal'tsev, R est une relation d’équivalence
et £ est normal 2.

Tout d’abord R est bien une relation sur A puisque r est un monomor-
phisme par propriété du pullback?® et £ est un monomorphisme par hypo-
theése. Ensuite cette relation R sur A est bien une relation réflexive. En effet,

considérons le diagramme suivant :

WA K

SA
R
g
AxA ﬁo(le

Puisque mo(14 x{)o(14,14) = @174 =wp A =kowy i, alors par la propriété

S

i

<X

(1a,14)

universelle du pullback il existe un unique morphisme 6 : A — R tel que roé =
(14,14). Cela montre la réflexivité de la relation R sur A.

Il ne reste plus qu’a montrer que % est semi-normal pour la relation R.
Considérons le diagramme suivant :

1k

TN

K ---2--- R ——3 K

R

A <1A,wA,A§ AxA sub A

14
On note que le rectangle extérieur est un pullback* car par hypothese %
est un monomorphisme. De plus, on sait que le carré de droite est aussi un
pullback. Dés lors, pour montrer que le carré de gauche est un pullback et
conclure que % est semi-normal par rapport a la relation réflexive R, il suffit
de montrer I'existence de la fleche &’ rendant le carré de droite commuta-

tif°. Or puisque le carré de droite est un pullback, il nous suffit de montrer

2. Voir le Lemme 4.1.0.4.
3. Voir [5, Proposition 2.5.3].
4. Voir [5, Proposition 2.5.6].

5. En effet ce sont les conditions requises pour appliquer [5, Proposition 2.5.9].
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que subo(1,0) = 14. En effet, si c’est le cas alors par la propriété univer-
selle du pullback associé aux morphismes % et sub, alors il existe un unique
morphisme k': K — R tel que (14,wp a) 0k =rok’.

Montrons que subo(14,wa o) = 14. Puisque (M, m,a,) est un monoide,
alors on sait que mo{aso074,14) =14. Dés lors, il nous suffit de montrer que
(1a,a1074) =(14 x{)o(1a,wa 4). On a I’égalité par l'unicité du morphisme

induit par la propriété universelle du produit :

A AxA—T A

~
1AT 1ax{ : (T
I

A AxA T A

14 WAA
A
Cela conclut la preuve pour montrer que . est semi-normal et donc normal
dans une catégorie Mal’tsev. O
4.2. Blocs

Dans cette section, nous allons aborder une notion encore plus générale
que la notion de sous-objets semi-normaux. Nous allons parler de blocs (eng :
clots). Mais afin de bien comprendre la construction de ces blocs, nous allons
avoir besoin de la notion de monade. Dans la seconde sous-section, nous al-

lons pouvoir donner la notion de blocs.

4.2.1. Monades. On peut aussi parler d’actions internes en fonction des

monades.

DEFINITION 4.2.1.1. [8, Definition A.6.2] Une monade T dans une caté-
gorie € est la donnée d’un triplet T = (T, ¢e,u) ou T : € — € est un foncteur
ete:ldg=T; u:ToT =T sont des transformations naturelles rendant les

diagrammes commutatifs

exlp

x1
T s ToT < T ToToT — T s Tor

M 1p*p H

S

—_—
ToT } T

Afin de montrer l'utilité de la notion de monade, on peut citer la proposi-
tion suivante qui montre une application de la notion de monade quand nous

avons une adjonction entre deux foncteurs.
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PROPOSITION 4.2.1.2. [8, Proposition A.6.3] Soit R : 9 — €6, L :6 — 2
deux foncteurs adjoints tels que L est adjoint a gauche & R. Soient a :idy =
RoL et B:LoR = idg respectivement l'unité et la co-unité de cette adjonc-
tion . Dans ces conditions, si on pose le foncteur T = RoL : € — 6 avec les

transformations naturelles :
e=a:idg=>Tetu=1g*Px1: ToT=>T

alors le triplet T = (T, e, 1) est une monade sur €
Illustrons cette proposition via un exemple qui est di a I'auteur.

EXEMPLE 4.2.1.3. [5, Examples 3.1.6b] Soit U : GRP — SET le foncteur
d’oubli qui envoie un groupe G sur I'ensemble G en oubliant la structure
de groupe de G et en ne gardant que I'ensemble G. Il existe un foncteur
F :SET — GRP tel que F est adjoint & gauche de U. Définissons le foncteur
F' de la maniére suivante : soit X un ensemble, alors on pose que F(X) est
le groupe libre sur X. Cependant avant de donner une construction expli-
cite de F(X), il est utile de faire quelques rappels sur les monoides libres.
Soit X € SET, on peut considérer X~ comme étant une « copie de X », c’est-a-
dire que d’'un point de vue ensembliste X = X, mais on notera les éléments
de X comme x* et ceux de X~ avec la notation x~. Dés lors, nous pouvons
considérer 'union disjointe X UX ™. Par conséquent, on peut considérer le mo-
noide M(X) engendré par X comme suit : M(X) est composé de mots dans
Palphabet XUX ™. En d’autres termes, si on considére un élément de M(X)
qui n’est pas le vide alors on peut 'écrire comme x7'---x5" ol {x;}1<i<n € X et
{oi}1<i<n € {+,—}. Et pour I'opération sur M(X), on considéra la concaténation
des mots et on la nommera conc. En outre, on peut former un groupe a partir
de M(X). En effet, il suffit de considérer la relation d’équivalence = qui est
la plus petite relation d’équivalence sur M(X) qui contient tous les couples
de type (x*x™,()) ou (x"x™,()) ot () désigne le mot vide qui est le neutre du

monoide libre. Par conséquent, on peut poser
F(X):=(M(X)/ =,conc/ =)

On peut montrer qu’avec une telle construction, F(X) est un groupe libre
et que, dés lors, ce groupe possede la propriété universelle suivante : soit pour
tout G € GRP et pour toute application f : X — G, alors il existe un unique

morphisme de groupes f : F(X) — G tel que ﬁ x = f. On peut résumer cela
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avec le diagramme commutatif suivant :

X — 3 FX)

|
| A
!

G

On notera que cette propriété nous permet de montrer que F' est bien
un foncteur puisque l'on peut définir F' sur les fleches avec le diagramme

commutatif suivant :
X — 3 F(X)

fl lF(f)::ﬁ?

Y %} FY)

Montrons que nous avons bien une adjonction F H U. Pour cela, on va
trouver I'unité de I'adjonction et on va vérifier que la propriété universelle
associée est satisfaite. On pose comme unité la transformation naturelle 7 :
1ens = U oF définie par la famille {nx : X - UoF(X) = (XU X)*/Z}xeens qui
est I'inclusion des générateurs de X dans le monoide libre UoF(X). Avec cette
définition, on a que le diagramme suivant, qui est dans ENS, est commutatif
avec f € ENS(X,Y) :

X — 5 UoF(X)

fl [

Y — UoF(Y)
ou F(X) et F(Y) sont vus comme des ensembles et F(f) comme une appli-
cation. De plus, on a que la propriété universelle du groupe libre F(X) nous
donne la propriété suivante qui est suffisante pour conclure que nous avions
bien une adjonction : soit X € ENS, Y € GRP et f € ENS(X,U(Y)) il existe un

unique morphisme f € GRP(F(X),Y) tel que le triangle suivant commute

X — 1 3 UoF(X)

|
[

\‘ :U(f)
'

Uuwy)

Puisque nous avons montré que ’on a une adjonction entre GRP et ENS,
on peut alors appliquer la Proposition 4.2.1.2. Montrons a quoi ressemble la
monade associée a 'adjonction F 4 U. On a déja explicité I'unité associée a
cette adjonction, on va maintenant expliciter la co-unité € : FoU = 1ggrp. Soit
G € GRP; dés lors, FoU(G) est le groupes libre engendré par ’ensemble sous-

jacent au groupe G. On a alors que ¢ : F(U(G)) — G envoie les générateurs
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de F(U(G)) sur les éléments de G correspondants. On peut dés a présent
considérer la monade donnée par le triplet (T',n,u) ou par T =UoF et u=
1y * € * 1. On note alors que pour X € ENS, T'(X) est ’ensemble composé des
mots constitués par ’alphabet XUX ™~ et dont aucun mot de la forme x™x~ ou
x~x* n’est présent. On sait que = 1y *e+ 1p, dés lors, si on prend X € ENS et
qu’on développe on trouve que pux = U(ep(x)), cest-a-dire que si on a un mot
en 'alphabet T(X)UT(X)™), disons w, alors

ou {y;}1<i<n sont des générateurs de T(X) et o1 {0 ;}1<j<n € {—, +}. On peut des

lors penser u comme une certaine concaténation des éléments de T'(X).

4.2.2, Retour aux blocs. La sous-section précédente permet de définir
la notion de blocs via la notion d’action liée a un objet fixé de la catégorie
%. Mais avant cela nous avons besoin d'une monade. Par conséquent nous
allons avoir besoin de définir deux foncteurs dont I'un sera adjoint a gauche

de l'autre.

DEFINITION 4.2.2.1. [8, Definition 2.1.10] Soit € une catégorie et soit
B € €6 un objet. On peut alors définir la catégorie Ptg(€) des points de € sur

B comme étant la catégorie dont

a

— les objets sont les paires de morphismes de ¢ A ¢ > B tels
B

que aof = 1p (cela veut dire que a est un épimorphisme scindé avec

un scindage donné);

— les morphismes sont donnés par

Y
u:(A4><ZB)—»(C—>”B)

ou u : A — C est un morphisme de € tel que a =you et uoff =0 (voir

le diagramme 4.3).

(4.3) Nﬁ %

REMARQUE 4.2.2.2. 1l est courant de noter un objet de Ptg(%¥) par un
triplet (A, a, ). On remarquera que l'ordre du triplet est important puisqu’il
détermine laquelle des deux fleches est I’épimorphisme scindé. Dans notre

cas c’est le morphisme a.
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Dans la suite on considérera que la catégorie 6 est pointée, compete et
qu’elle admet les coproduits finis. Soit B € €, on peut alors définir un foncteur
"ker" :

A

ker:Ptp(€)— €, 4||a —— Klal.

B

Lexplication suivante et les détails sont dus a 'auteur.
On sait comment se comporte le foncteur ker sur les objets de Ptp(%¥)
mais nous ne savons pas comment ils se comportent sur les morphismes de

a
la catégorie des points de € au-dessus de B. Soit u :( A ¢ ; > B)—

Y
(C7% - ? B ) un morphisme dans P¢5(%) et le fait qu'on aimerait dé-

terminer un morphisme @ dans € tel que @ = ker(u) : K[a] — K[y]. Considé-

rons le diagramme suivant :

Kla] > > A > C > B
\\t\\ .
U \\\\
s Kyl

On note que yok' =0 or youok = aok =0 dés lors, on a l'existence d'une
unique fleche % : K[a] — K [y] par la propriété universelle du noyau de a. On
note que @ est tel que kot =uok.

On peut définir un foncteur adjoint a ker de la maniére suivante :
B+X

B+(-):€ — Ptp(6),X — in| |(§)

B

Lexplication suivante et les détails sont dus a 'auteur.

Pour se convaincre que B+(—) est bel et bien un foncteur, on peut regarder
comment il agit sur les morphismes. Soit f: X — Y un morphisme de €, on
aimerait savoir comment est défini B+ (f): B+X — B+Y. Or on sait que
B+ X et B+Y sont des coproduits et donc chacun a une propriété universelle

qui peut étre utilisée pour déterminer B + (f). Soit le diagramme illustrant
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la propriété universelle du coproduit B + X et en reprenant les notations du

diagramme 2.8 (voir p 26)
B+Y

27N
B | Y
|

B ! X
B+X
Posons B +(f) = jp +(jy of). Il reste & montrer que cette fleche est bien un
morphisme de Ptg(%). Pour cela, il faut vérifiée deux conditions : ((1)5 Jo(jiB +
(jyof)) = (éi )etigo (35) = jp. On notera que la seconde égalité est directe-
ment vérifier par définition de ((1)5 ). Considérons le diagramme suivant pour
montrer la premieére égalité

B

iB

JB+(yof)

X Xy pix D (o puiy
(;g)\B (%)

Pour montrer (éf:) o(jp+(yof) = (é}‘i ), il faut et il suffit de prouver deux
autres égalités qui sont satisfaites :

— 1= (%) ejn=(o8) oG +Uyof)oj=(o8)oin = 15;

1 . 1 . . . 1 .

— 0=00f=(2)ojyof = (") o +(yofNoix=(2)oix=0.

On vient de montrer que jg + (jy o f) est bien un morphisme de Ptp(%).
Dans la sous-section précédente, nous avons mis en lumiére que pour

avoir une action nous avions besoin d'une monade. Or on sait par la Pro-
position 4.2.1.2, que si on a une adjonction entre deux foncteurs, alors nous

avons une monade. Cependant ici nous avons deux foncteurs, que ’on notera
G =keret F=B+(-).

LEMME 4.2.2.3. Le foncteur F est adjoint a gauche du foncteur G.

La preuve du lemme précédent est due a une collaboration entre Mr Van

der Linden et 'auteur.

DEMONSTRATION. Afin de montrer que cette paire de foncteurs forme

une adjonction nous allons trouver une bijection naturelle que I'on va noter
0x,A,p,s): PtB(E)NF(X),(A,p,s)) — €(C,Klpl) ou X € € et le triplet (A, p,s) €
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Ptp(€). On rappelle que la notation sous-forme de triplet implique que nous
p

avons ce couple de morphismes A — % B tel que pos=1pg. Soient Z €

€6, (A,p,s) € Ptg(€¥) et soit un morphisme f € €(Z,ker(A,p,s)) et un autre

morphisme f € Ptg(€)F(Z),(A,p,s)), on a alors le diagramme suivant dans

€ .

f ker(p) %}
et le suivant dans Ptg(%¥) :
B+z -y a
o
B B

ou h:B+Z — A est un morphisme tel que (13) pohets=hoig.Deéslors, on
pose h := ( ) ol g: Z — A est un morphisme dans € tel que pog = 0. Vérifions
que ce candidat pour % est le bon morphisme f : avec le diagramme suivant
dans € résumant les morphismes liés au coproduit B + Z. C’est presque im-
médiat que i remplisse les deux conditions pour que ce soit un morphisme

dans Ptg(€)
B+Z

|

|

|

|

|

|

9]

AN
Sl

Dés lors, on a bien que ( )Joip = s et pour la condition ( P)=po(®), il suffit

de vérifier que si on précompose6 avec ig et iz, on obtient bien les mémes
morphismes :
1 . s .
— lB:(é?)olB :po( )OlB =pos;

— 0= ()OI,Z po( )olZ:pog

Cependant, il n’est pas clair que nous ayons une bijection entre
fe€(Z ker(A,p,2)) et fePtg(€)F(Z),(A,p,s))

fe€(Z,ker(A,p,2) et f € Ptg(€)F(Z),(A,p,s)). Or, on se rappelle que nous
avons dans ¥ que poker(p) =0 et que donc poker(p)of =0 et ker(p)of €
6(Z,X). Des lors, on pose g :=ker(p)o f. Cela nous montre que nous avions

une bijection via le morphisme g.

6. On rappelle que la paire (ig,iz) est conjointement épimorphique.
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Il ne reste plus qu’a montrer la naturalité de cette bijection Ox (4 p ).
Soit y € €(X',X) et y un morphisme dans Ptp(€) comme montré dans le

diagramme suivant :
A—2
YX V
B
On veut montrer que le carré

-1
GX,(A,p,s)

PtB((g)(F(X)’(A’p’S)) % Cg(XaG(Ayp,s))

5o—oF(y)\L lG(é)o—oy

Ptp(€)F(X'),(A",p',s")  E— €X',G(A',p',s")
)

XA ps!

est commutatif. Soit f € €(X,G(A,p,s)) alors on sait que 6)}1( Ap s)( f)= (ker (; o f)

et de plus, on sait que F(y)=1g+y:B+ X' — B +X. On a alors

609}_(}(A,p,s)(f)oF(Y)=5°( )0(13 +7).

S
ker(p)of
De l'autre coté, on sait que G(6) est donné par I'unique morphisme rendant
le carré suivant commutatif

Kipl 2297 kip1

ker(p) ker(p')
A T) A,

On a alors une composition de morphismes

x 5 x Ly kip) -2 KIp'l

-1

et si on applique la bijection 6, (A p ) a cette composition, on trouve un

morphisme

s/
h:= < :B+X' — A’
(ker(p’)060foy) *

qui est 'unique morphisme rendant les deux triangles suivants commutatifs.

B+X'

|
/ ! '¢

|

|

|

|

h X’
\ A}ogofoy

B

|

|

l
<
A
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Des lors, pour montrer le résultat il suffit de vérifier que si on précompose
do (ker(;)o f) o(lp +7) avec ip et iz et que l'on trouve respectivement s’ et

ker(p')obofo Y alors la preuve sera terminée :
— 00 (er(prop) ©(La +7)0iB = 0 (o) 0B = 05 = s ot la derniere
égalité est obtenue puisque y est un morphisme dans P¢p(%¥);

— do (ker(;)if) o(lg+7y)oix =0bo (ker(sp)of) ojxoy=0ocker(p)ofoy=
ker(p')obof oy ou la derniere égalité est obtenue par la définition de

0.

Cela conclut la preuve. O

Puisque nous avons une adjonction par le Lemme 4.2.2.3, on peut alors

expliciter I'unité et la co-unité de cette adjonction” :

— soit X € € alors I'unité nx est induite par I'injection X — B+ X. En

d’autres mots, on a que nx est le morphisme rendant le triangle

X % yB+X
S
BbX
commutatif.
— soit (A, p,s) € Ptg(€) alors ea ps) : FoG(A,p,s) = (B+KIpl,({¥),ip)

est induit par les morphismes s: B — A et ker(p) : K[p] — A comme

le montre le diagramme suivant :

B+Klpl
|

B v Kip]
:
A

Par la suite on notera par Bb(—) := G oF la monade associée a I’adjonction

du Lemme 4.2.2.3. En fait, pour chaque objet A € €, on a un diagramme de

noyau :
F B+A G 1p npa (15})
A~ iBT(l(z);) — K 0 =BbA = B+A - B+A.
B

7. Voir [9, Section 3.2] pour plus de détails.
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On notera que le morphisme np 4 est un monomorphisme puisque par défi-
nition c’est le noyau de (1(’)3).

Afin de mieux comprendre & quoi correspond ce nouvel objet BbA, nous
allons voir a quoi cela correspond si on considére 6 comme étant la catégorie

des groupes GRP.

EXEMPLE 4.2.2.4. [23] Dans la catégorie GRP, I'objet BbA (ou1 B est un
groupe fixé et o A est un groupe arbitraire) correspond au groupe engendré
par les conjugaisons formelles d’éléments de A par ceux de B. On rappelle
qu'une conjugaison formelle d’éléments de A par ceux de B veut dire que
Pon a des triplets de la forme (b,a,b™!) ot a € A et b € B. En effet par la
définition du morphisme np 4 : BbA — B + A qui est le noyau du morphisme
(1(‘)3) :B+A — B alors BbA ={geB +A|(lé3)(g) = ep}. Or on sait que dans le
cadre des groupes le coproduit B + A correspond au produit libre de B et A.
Des lors, on sait que si g€ B+ A, alors g =(s1,89,--+,8,) oU {S;}1<i<n € AUB
et tel que, sauf si g est le neutre, alors aucun des s; n’est le neutre de A et
ni de B et deux éléments consécutifs dans I’écriture de g n’appartiennent pas
au méme groupe. De plus on sait caractériser le morphisme (1(’)5) :B+A — B.
En effet sia € A et b € B alors ab € B+ A et dés lors (l(f)(a,b) =0(a) 15(b) =
ep-b =b. Ainsi, il est facile de voir que les g € B+ A tel que (l(f)(g) =eg sont
de la forme (b,a,b™1) avec a € A et b € B.

On a maintenant assez de matériel pour définir les B-actions internes
dans €.

DEFINITION 4.2.2.5. [23] Soit B € ¥ un objet fixé dans une catégorie €
finiment compléte et admettant les produits, une B-action interne dans € est

la donnée d’'un morphisme ¢ : BbA — A rendant commutatif le diagramme :

(B)p1a
Bb(BbA) Z2A (B+BbA 25 BhA <A
1Bb£l lf
s A

¢

\

Avant de poursuivre vers la définition de blocs, on va commenter la défi-
nition précédente :
— N4 :A — BbA est 'unité associée a la monade;
— la composition (iﬁ)bl A°YBB,A = pa estla multiplication dans la dé-

finition de monade® et le morphisme YaBx : Ab(BbX) — (A + BpX

8. Voir [9] pour plus de détails.
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est 'unique morphisme rendant commutatif le diagramme :

YABX

Ab(BbX) —— (A+BpX

nA,BaX\L

A +(BbX) nA+BX

1A+nB’Xi

A+(B+X) — (A+B)+X

De plus si on note la composition Gﬁ)bl AOYB.B.A Par 4, qui est la multipli-
cation associée a la monade, alors 4 est I'unique morphisme rendant com-

mutatif le diagramme

Bb(BbA) = s BbA
nB,BbA\L
B+(B bA) npa

1B+nB’A\L

B+(B+A) — (B+B)+A - B+A
(lg)+1A

ou a est 'isomorphisme canonique entre B+ (B + X) et (B+B)+X.

Avant de continuer la discussion d’action dans le but de définir les blocs,
il est utile de noter qu’étant donné une catégorie € semi-abélienne ° alors la
catégorie des actions internes dans 6 est équivalent a la catégorie des points
de €. Faisons une petite remarque pour montrer cette équivalence avant de

revenir a I’étude des actions pour définir les blocs.

REMARQUE 4.2.2.6. [13] [15, Remark 2.17] Commencons par définir les
deux catégories mentionnées précédemment. Soit P#(%) la catégorie des points
de 6. Les objets de P#(€) sont les points dans ¢ donnés par une paire (p,s)
tel que p est un épimorphisme scindé avec comme scindage s, c’est-a-dire que
sip:A—Bets:B— A alors pos =1p. Les morphismes de P#(%¢) entre deux
points (p,s) et (p’,s’) est donné par une paire de morphismes verticales (f, g)
telle que les deux carrés formées par les morphismes paralleles

p
A_——"B

(N
A %} B’

commutent. Soit Act(€) la catégorie des actions internes sur %. Les objets

de cette catégorie sont les triplets (A,X,¢) ou ¢ : AbX — X est une A—action

9. Voir [13, 3.4 Theorem] pour plus d’explications sur cette condition.
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sur X. Un morphisme entre deux triplets (4,X,¢) et (A’,X’',&') est donné par
une paire de morphisme dans € (f,g)ou f:A — A’ et g: X — X' telle que
{'o(fbg)=god.

Regardons maintenant comment on peut montrer que les catégories P#(6)
et Act(¥) sont équivalentes. Nous n’allons pas faire les détails de la preuve
de I'équivalence mais nous allons tout de méme définir deux foncteurs qui
permettent de vérifier 'équivalence (voir [5, Definition 3.4.4]).

Définissons deux foncteurs : F' : Pt(€) — Act(€) et Fy : Act(€) — Pt(6).
Définissons le foncteur F1. Soit (p: A — B,s:B — A)e Pt(¥), alors F1(p : A —
B,s:B— A)=(B,KI[pl,¢) ou ¢ est 'unique morphisme rendant commutatif le

diagramme suivant

1
B Klp] %)

BbK[pl>—— B+K[p] ——— B

|
’f : l(ke:(p))
\I/

K[p] b A — B

et (K[pl,ker(p)) est le noyau du morphisme p. Pour montrer que ¢ est bien
I'unique morphisme rendant commutatif le carré de gauche dans le diagramme

ci-dessus, il faut noter deux choses :

— On a bien que le carré de droit est commutatif puisque pos =1g et
poker(p) =0, et il suffit de noter que la commutativité suite de ces
deux égalités et de I'unicité dans le morphisme associé au coproduit
B +Klpl;

— La commutativité du diagramme de gauche et I'unicité du morphisme
¢ le rendant commutatif suivent de la propriété universelle du noyau

1
de p. En effet, on a que po (kers(p)) onpkipl = (&) onBkip = 0. On
rappelle que la derniére égalité suit de la définition du morphisme

np kip)- Dés lors, (kers(p)) onp k[p) Se factorise a travers ker(p) via ¢.

Montrons que le triplet (B,KI[p]l,¢) est bien une action et donc un objet de la
catégorie Act(¥). Il nous suffit de vérifier les deux conditions de la Définition
4.2.2.5:

— Puisque ker(p) est un monomorphisme, montrer 1’égalité ¢onp =
1kp) cela revient a vérifier 'égalité ker(p)o ¢ onp = ker(p). Or par

définition de ¢ et de la condition liée & I'unité np, on a

S S .
ker(p)O§onB = (ker(p)) OnBK[pl°NB = (ker(p)) OlK[p] = ker(p)_
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(4.4)

(4.5)
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— La seconde égalité sera un peu plus technique & montrer puisque

nous allons devoir utiliser ce que 'on sait sur la multiplication pg(p)

associée a la monade. En effet, on sait que
1p
PBK(pICHKp) = || 1| T 1k(p1| o @o(1p +nB K(p)) © N B BYBKIp]-

De plus, en explicitant 'isomorphisme canonique @, on peut mon-

trer que

1 i
(( B)+1K[p])0a0(13+n3’1{[p])=( B )
1p "B Kip]

Des lors, on peut montrer la seconde égalité afin de vérifier que ¢ est
bien une B-action sur K[p]. De nouveau, puisque ker(p) est un mo-
nomorphisme, on sait que 'on ’équivalence entre les deux égalités

suivantes :
§oukip) =¢o(1pb8) < ker(p)oso gy = ker(p)ogo(1pbs)

Ainsi, il suffit de vérifier la seconde égalité. Par les équations (4.4)

et (4.5) et par définition du morphisme &, on a

iB

S S
ker(p)o&oukip) = (ker(p)) ONBKpl°HK[p] = (ker(p)) ° (nB . ]) On B BHhK[p]-
ey

ker(p)o&o(lgbé) = (

D’un autre coté, on a par définition de ¢ et par définition du mor-

phisme np __ : Bb— — B+ —, on trouve

onpkp1°o(1gb¢) = ( o(1g +&)onp puk(p)-

s s
ker(p) ker(p)
Dés lors, on note que pour terminer la vérification que ¢ est bien une

iB
B Kip]
unicité du morphisme associé au coproduit B + (BbK), par définition

action, il suffit de montrer que 1p +¢ = ( ). Or Cest le cas par

de ¢ et par protomodularité ° de €. Ainsi, on a montré que le triplet
(B,KI[pl,&) € Act(6).

Définissons maintenant le second foncteur Fs. Ce foncteur Fy9 envoie un tri-

g
plet (A,X,¢) de Act(€) sur X x:A —>( A ou le produit semi-direct

%

X X¢ A est défini comme étant le coégalisateur suivant

ixod [of3
AbX L A+X —— X xcA

10. En effet, il faut utiliser le fait que (kef( p)) est un épimorphisme mais par protomodula-

rité, c’est un épimorphisme fort.
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Le morphisme 7; est 'unique morphisme tel que le diagramme
A+X —Z 5 X x; A
|
ZA,Xl : T
\I/
A X X T> A

commute, ot 24 x = (%}1’?) = <(164)’(12()>' En effet, 7; est défini via la pro-

priété universelle du coégalisateur puisque w1024 x coégalise ny x et ixo¢ :

myoXp xo(ixoq) m10¢0,1x)¢=0

14
o |°nAx =T oXAXONAX-

Et pour finir, on pose i = 0¢oi4. Ainsi, on a bien que (71¢,1¢) est un point de

% puisque
Mgolg =Tylo0soig =102 x0ia =710(14,0)=14

Cette derniere égalité conclut la remarque concernant I’équivalence entre la

catégorie des actions de ¥ et la catégorie des points de 6.

On peut toutefois aussi considérer un cas particulier d’action. En effet,
pour tout objet A € €, on peut définir une action canonique de A sur A par la

composition :
G4
nAA 1h
xAa: APA ———— A+A ——— A,
LEMME 4.2.2.7. Le morphisme y 4 défini ci-dessus est une action.

La démonstration du résultat précédent est due a I'auteur.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, on a par la condition sur l'unité n4 as-
socié a la monade, que ng o ona =ia et donc Gi) OnAAONA = (ii) oig =14.

Pour la seconde condition, on doit vérifier I'égalité
xaopa=xao(labya).
Or par définition du morphisme n4 _ : Ab— — A + —, on obtient I'’équation
xao(labya)= (ij) onpao(labya)= (ij) o(la+xa)ona apa-

De lautre coté par la propriété énoncée pour le morphisme p4, on obtient

1 1 1
Xaopa= 4 onpAouA = Aol A +14 oao(la+naalonaapa.
1a 14 14
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Or puisque « correspond a I'isomorphisme canonique du produit ternaire, on
a ainsi (G‘Z) +1 A) oa=1y+ G‘:) Dés lors, par l'unicité du morphisme induit
par le coproduit, on a (14 + G:))O(lA +n44)=14+xa. Ainsi si on résume les

derniéres étapes comme suit :

1a

XAOHA= 14

ONAA°HA

1 1
. +1p]oao(lg+naa)ong apa
14 14 , ,

1 1
=4l 14 + A o(la+naa)ona apa
14 1a

1
=4 o(1p+yxa)ona apa
14

1 1
=4 °nA,A°(1AbXA):(12)°(1A +XA)ONA AbA

1a

xao(labya)

On peut voir que 'on a montré I’égalité souhaitée et cela termine la preuve.
O

Deés lors, on peut noter que ce morphisme correspond dans GRP a la conju-
gaison usuelle dans A. En effet, on sait déja que AbA est engendré par les tri-
plets de la forme (g,x, g~ 1). Or le morphisme Gi) envoie ce triplet sur g-x-g~ !

la conjugaison usuelle.

DEFINITION 4.2.2.8. [23] Un sous-objet £: K ~— A est un bloc dans A

quand il existe un morphisme y: AbK — K tel que le diagramme

APK — X s K

o Ik

AbAT>A

commute.

On notera que contrairement aux définitions de sous-objets normaux et
semi-normaux, on impose dans la définition de blocs que % soit un monomor-
phisme car ce n’est pas une conséquence de la définition. De plus, on note que
puisque % est un monomorphisme alors y est unique.

Le prochain résultat et sa preuve sont dus a Pauteur.

LEMME 4.2.2.9. Dans les conditions et avec les notations de la Définition

4.2.2.8, alors y est une action.
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DEMONSTRATION. Tout d’abord montrons que y ong = 1g. Puisque % est
un monomorphisme cela revient équivalent a vérifier que k£ = ko yong. Or on
sait par définition de y que ko yong = yaolabkong, de plus comme 71 est une
transformation naturelle et puisque 14bk = GF(k) on a que y4 0 1abkong =
x1°n4cok. Pour finir puisque y4 est une action on a ainsi y;ongok =140k =k.

D’autre part on veut montrer que le diagramme
Ab(ADK) —— AbK

Ak —r2 3 K
commute. Or puisque £ est un monomorphisme, on sait que montrer
xo(laby)=youx
revient a montrer que
(4.6) xao0labkolpbk=koyo(laby)=koyoug=y10Abkopug.
Or on sait que puisque y4 est une action alors le carré
Ab(AbA) —— AbA

14 bXAl \LXA

AbA —H 4 A
commute. Deés lors, pour montrer I'équation 4.6 , il suffit de montrer que le
carré supérieur commute dans le diagramme suivant :

Ab(ADK) —2 5 AbK

lAb(lAbk)\{ 14bk

~

Ab(AbA) —4 5 AbA

lAb)(Al XA
~

AbAT>A

et que 1abolaby =1bys 014b(14bk). Puisque p: (Ab(-))o(Ab(-)) => Ab(-) est
une transformation naturelle, on a directement que le carré supérieur com-
mute. Pour finir, on remarque que si on note le foncteur associé a la monade

par T := G o F alors, on trouve

(1abxa)o(1ab(14bk)) =T(xa)o T(1abk)=T(xa014b)
=T(koy)=Tk)oT(x)=(1abk)o(1aby)

Cela termine la preuve que y est bien une action. O
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On notera que l'on peut définir la notion de bloc d'une autre maniére
équivalente a la Définition 4.2.2.8. En effet par [18, Definition 7.1], dans les
conditions et avec les notations de la Définition 4.2.2.8, on peut montrer que

les deux carrés suivants sont équivalents :

ADK —L 5 K ADK —L 5 K

lAbkl lk nA,KI lk

APA ——5 A A+K — 5 A
o )

Lexplication entre '’équivalence des deux définitions est due a 'auteur.
Celui de gauche étant celui de la Définition 4.2.2.8. Afin de montrer ’équi-
valence entre les deux diagrammes, il suffit de regarder le diagramme sui-

vant :
14

ADK > sy A+K — % v A

1A+k
| |

X APAD—24 L AbA — M v A

\ l(}ﬁ)
xa
k > A

On assume que ce diagramme montre 'équivalence entre les deux diagrammes

nAK

K

pour la définition de blocs. En effet, il suffit de faire quelques remarques :
— par définition de y4, on a que Y4 = Gﬁ) ONAA;

— par la propriété universelle du coproduit A + K, on a que (1}?) = Gi) o
(14 + k). En effet le résultat suit de I'unicité et des équations : 14 =
(ii)OLA = (ii)o(lA-l—k)OJA = (1}?)0.]14 = lA etk = ]_Aok = (ii)OLAOk =
(}2) o(l+k)ojg= (1,;“) ojg =k ol ja, jk sont les injections associées

au coproduit A + K et i 4 est 'injection associée au coproduit A + A ;

— avec un argument similaire a celui fait dans le point précédent, on a
que (éﬁ) o(lg +k)= ((l)i) ; dés lors, on a par définition de ng 4 et na g
que le morphisme (14 +k)ony4 i se factorise a travers nx 4 et cette

factorisation est donnée par 14bk.

Des lors, on remarque que 'on a

1
koX:(:)OnA,K — kOX:XAOIAbk.

On aimerait savoir le lien entre 1a notion de bloc et les deux autres notions

données précédemment. Deés lors, on va approfondir le lien entre les blocs et
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les sous-objets normaux. On va montrer que tout sous-objet semi-normal est
toujours un bloc et que la réciproque n’est vraie que si ¥ est pointée, admet

les coproduits et est réguliéere.

THEOREME 4.2.2.10. [19, Theorem 2.2] Les conditions suivantes sur un
sous-objet m : K — A dans une catégorie pointée réguliére avec les coproduits

finis sont équivalentes :
(1) (K,m) est un bloc dans A;

(2) il existe une relation réflexive (S,s1,s2) sur A telle que m soit un sous-

objet normal de A par rapport a la relation S.

On notera que la condition (ii) est équivalente & demander I'existence
d’une relation réflexive (S,s1,s2) et d'un morphisme k2 : K — S tel que m =

s1ok et (K,k) est le noyau de so.

DEMONSTRATION. (i) = (ii). On prend comme définition pour la rela-
tion (S,s1,s2) 'image réguliere du morphisme
14,1 1 1
(A,A>:<A,A>:A+K__AXA
(m,0) m 0

Dés lors (S,s1,s2) est défini (comme sur le diagramme 4.7) avec un épimor-

phisme régulier e : A + K — S tel que

1 1
sloez( A):A+K—>A etszoez( A):A+K—>A
m 0

A+K —=—% S

@n l ]w

AXA:A)(A

Avec cette définition pour le morphisme (s1,s9), on a par la factorisation « épi-
morphisme régulier-monomorphisme » associée au catégorie réguliére que
c’est un monomorphisme et donc (S,s1,s2) est bien une relation sur A.

De plus, la relation (S,s1,s2) est une relation réflexive. En effet, en com-
posant les deux morphismes avec la premiére injection du coproduit iy : A —
A + K, on obtient

: 141 . 14) . )
spo0eoiy = L oiga=1y= 0 olp=890e0iL4.

Ainsi on peut utiliser eoi comme scindage joint pour la paire s1,s9.
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Considérons maintenant le diagramme commutatif

ADK ! s N 5 0
\\ /\(
SO X L7 -
(48) nA’K \/1 K g n
\\\\ k

\\,(

(4
constitué des fleches solides o1 (IV,n) est le noyau de sg et puisque (AbK,n 4 k)

1 N .
est le noyau de sgoe = ( 6‘), alors eony i se factorise a travers n via le mor-

phisme f qui est induit par la propriété universelle du noyau de ss.

Puisque le carré de gauche et le rectangle extérieure sont des pullbacks
par définition de noyau d'un morphisme alors le carré de gauche est aussi un
pullback.

Ensuite, on peut considérer les fleches en pointillées dans le diagramme

4.8 comme définies comme suit :
— x est le morphisme associé au block (K,m);

— k=eoig ol ig : K — A+ K est la seconde injection associée au

coproduit;

— puisque sgok = sg0e0ig = (l(f)OiK =0, alors par la proriété universlle

du noyau de sg il existe un unique morphisme [ tel que nol =%

Ainsi, on remarque que m = (}f;) =sj0edcircig =si ok comme souhaité.
Ensuite, on assume que le diagramme reste commutatif. Pour montrer

cela, il suffit de vérifier que
(4.9) eOnA,K:kOX

Or, on a déja que

14
S10eo0npA K = onpg=moy=s10koy
m

et de plus puisque (K,m) est un bloc, on a

14

O):O:Oox:(l(;q)OI,KOX:szokOX

32°e°nA,K:(

Or, puisque s7 et sg sont conjointement monomorphiques et puisque (S, s1,s2)

est une relation, alors cela prouve I'’équation 4.9.
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On assume aussi que y est un épimorphisme scindé. Soit & : £ — AbK le
morphisme induit par la propriété universelle du noyau (AbK,n 4 x) puisque
(16‘) oig =0 comme sur la diagramme

nAK (®)
AbK>———— A+K :; A
0

DN
~ .
RS [2:4
h \\
~

~

K

des lors, on a que ny g oh = ik. Ainsi, on trouve

1 1
moxoh:( A)onA’Koh:( A)oiK:m
m m

Mais puisque par hypothése m est un monomorphisme, on trouve que yoh =
1x.
Finalement, on observe

— Puisque le carré de droite est un pullback et puisque e est un épimor-
phisme régulier, alors par régularité f est aussi un épimorphisme
régulier;

— Puisque y et f sont des épimorphismes réguliers, alors [ aussi en est

un;

— Etant donné que nous avons que sjok =m, sgok =0 et m est un
monomophisme alors £ aussi est un monomorphisme. En effet si on

considere les diagrammes suivants :

.
K—* g z —=Kk "%, AxA
g
<m,0>\/‘ l“l’s” x l’”
AxA A

Le diagramme de gauche nous montre que si on a que (m,0)o f =
(m,0) o g alors, puisque m est un monomorphisme, alors f = g et

donc (m,0) est un monomorphisme et donc % aussi;

— Puisque nol =k, I est un épimorphisme régulier et & et n sont des
monomorphismes alors [ est un isomorphisme. Cela nous montre
alors que (K,k) est le noyau de sg et cela conclut la preuve de la

premiére implication.
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(ii) = (i) Assumons que (i7) soit vrai et considérons le diagramme commu-
tatif

D\
AP A Dy

Xl l(kerfs 2 ))

Kp——S8 5 A

out:A — Sesttel que sjot =14 =sg0t (un tel morphisme existe puisque la
relation (S,s1,s2) est réflexive) et y est induit par la propriété universelle du
noyau de sg puisque sgo (})ona g =0.

On veut montrer qu'un tel y rend le diagramme suivant

1Abm

ADK ———— AbA

K—p—A

commutatif ou de maniere équivalente, prouver I'égalité :
14
m o X = on A, K
m

Puisque m =sjoketkoy= (,i)onA,K, on a

t sjot 14
moy=sjokoy=sy0 ONAK = OMAK = ONAK-
k ’ s1ok ’ m ’

g

Au vu de la preuve, on notera que I'implication (ii) = (i) est vraie sans

I’hypothéese de régularité sur €6 alors que pour la réciproque c’est nécessaire.

4.3. Idéaux

Apres avoir vu la notion de sous-objet semi-normal et de bloc, il est temps
de passer a la derniére notion de sous-objet la plus générale possible : la
notion d’ idéaux. Commencons par la définition avant de voir le lien entre ce

nouveau concept et ceux introduits précédemment dans le chapitre.

DEFINITION 4.3.0.1. [23] Un sous-objet &2 : K ~— A est un idéal dans A

quand il est 'image réguliére d'un bloc le long d'un épimorphisme régulier.
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Afin de mieux comprendre cette définition on va I’expliciter. Un sous-objet

k :K — A est un idéal s’il existe un diagramme commutatif

f/

=~
> X

ool

—>
—F
ot / est un bloc et £, f’ sont des épimorphismes réguliers.

Avant de continuer a étudier les idéaux, il est utile de motiver une telle
définition. On sait que dans les catégories semi-abéliennes, 'axiome (A2) est
vrai (voir Proposition 2.4.3.11). On rappelle cet axiome : I'image réguliere
de noyau est encore un noyau. Dés lors, on a que dans les catégories semi-
abéliennes, les noyaux sont stables par image réguliére. Or on sait que la no-
tion de noyau est assez restrictive puisqu’elle est déja plus forte que la notion
de sous-objet normal en générale (voir Lemme 3.1.0.9). Deés lors, on pourrait
essayer de considérer des objets moins restrictifs et d’ensuite prendre leur
image régulieére. Pour le moment, la notion la plus faible que 'on a rencontré
est la notion de bloc. Dés lors, on peut voir ce qui motive la définition d’idéal
puisque qu’un idéal est 'image réguliére d'un bloc qui est la notion la plus
générale que 'on a introduit dans ce texte et dans ce cas, on n’a pas besoin
de se restreindre a des catégories ou 'axiome (A2) est vrai comme dans les
catégories semi-abéliennes.

Tout d’abord, on note que 'on impose que le morphisme % soit un mono-
morphisme comme dans la définition de blocs car ce n’est pas une condition
de la définition.

Au vu de cette caractérisation des idéaux, il est évident que tout bloc est
un idéal. Par contre, il est moins évident, que sous certaines conditions, un
idéal soit un sous-objet normal. Avant de donner le résultat que 'on vient
d’énoncer vaguement, nous allons faire quelques remarques préliminaires et
donner des résultats intermédiaires nécessaires afin de donner la preuve de
I'implication entre idéaux et sous-objets normaux .

Tout d’abord, si on suppose que ¥ est régulier alors les blocs sont les

images réguliéres d'un noyau. En effet, si on regarde le diagramme

APK —* w K

A+KT»A
k
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De plus on sait que par la preuve du Théoréeme 4.2.2.10, y et (1,;‘) sont des épi-
morphismes scindés et doncmmutatif des épimorphismes réguliers. De plus
on sait que dans une catégorie réguliére les épimorphismes réguliers se com-
posent. Ainsi, les idéaux sont les images réguliéres de noyaux. En outre, si on
arrive a montrer que les images réguliéres de noyaux sont normales, alors on
aura montré I'implication souhaitée. Ce sera l'objectif du reste de la section.
Commencons par donner deux résultats préliminaires. La prochaine pro-
position et sa démonstration sont dues a une collaboration entre Mr Van der

Linden et 'auteur.

PROPOSITION 4.3.0.2. Soit une catégorie € réguliere et de Mal’tsev. Si
(R,r1,rg) est une relation d’équivalence sur un objet X de € alors limage

réguliére de R est aussi une relation d’équivalence.

DEMONSTRATION. On pose S I'image réguliére de R a travers les régu-
liersp:R—+»Setfxf:xX—-YxY ouf:X—Y.Sionmontre que (S,s1,s2)
est une relation sur Y et que c’est une relation réflexive alors, ce sera néces-
sairement une relation d’équivalence par la condition que % est de Mal’tsev.

Considérons les diagrammes suivants :

X ! .Y
\ es X—f»Y
R %} S Ay POQl . e/s/ lAY
Ax k//
I s S ¥—— Y xY
XXXWYXY

Tout d’abord, s est un monomorphisme puisque I'on a la factorisation épi-
morphisme régulier - monomorphisme du morphisme (f x f)or et p est un
épimorphisme régulier par hypothese.

Et pour finir puisque R, est entre autre une relation réflexive, alors il
existe un morphisme e : X — R tel que roe = Ax. Dés lors, on a que le dia-

gramme de droite. En effet, par le diagramme de gauche on a

Ayof =(fxf)oAx=(f xf)oroe=sopoe

De plus puisque s est un monomorphisme et que f est un épimorphisme fort
alors il existe un morphisme eg : y — S tel que sceg = Ay. Cela montre que

S est réflexive. O
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LEMME 4.3.0.3. [8, Lemma 2.5.7] Soit € une catégorie réguliére et de

Mal’tsev. Considérons les deux carrés commutatifs

A—fsB AL, p
oI O
X——»Y  X——>Y

avec la méme fleche en bas. Supposons que les morphismes f, g et g’ sont
des épimorphismes réguliers et que les morphismes verticaux pour le carré de
gauche sont des épimorphisme réguliers : pos =1x et got = ly. Dans ces

conditions, la factorisation
gxrg :AxxA'—BxyB'
a travers le pullback est aussi un épimorphisme régulier.
DEMONSTRATION. Premiérement considérons le diagramme

AxXA’—~>A

|g><FA (g,p)
L
X
pa| BxyA —25 Bx
lPA/ bx l

/
A - >

p

yA

ou les deux carrés en dessous sont des pullbacks. Pour étre précis, le mor-
phisme (g,p): A — B xy X est 'unique morphisme rendant les deux triangles

suivants commutatifs :

Le rectangle avec les fleches incurvées et le diagramme en dessous a
gauche est un pullback. Dés lors, on a une factorisation g x¢ A’ rendant le
carré du dessus un pullback. Or, par [8, Lemma 2.5.6], le morphisme (g, p)

est un épimorphisme régulier et ainsi g x A’ I'est aussi.
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Ensuite on considére le diagramme

ppo(Bxyp')
B XYA/ —Z?———,> B XYB, —— B
X PB
pAi lp} q
fop'

ou le carré de droite est un pullback et le carré extérieur aussi par le dé-
but de la preuve. Ainsi, on obtient une factorisation B xy g’ rendant le carré
de gauche commutatif et pullback. Puisque g’ est un épimorphisme régulier,
alors B xy g’ aussi.

Des lors, on peut conclure que, puisque dans une catégorie réguliere la

composition d’épimorphismes réguliers est encore un épimorphisme régulier
gxr8 =Bxygho(gxsA)
Cela termine la preuve. U

A la fin de la preuve, on a utilisé la définition de la factorisation g x
g'. On va montrer d’ou vient cette définition. Si on considére le diagramme

commutatif suivant :

~

Axx Al Pa A

ppo(Bxyg')

fop

On voit alors que I'on a bien g xr g’ = (B xy g')o(g xs A).

Deés a présent, on a assez de résultats pour montrer le résultat disant
que : dans une catégorie réguliere et de Mal’tsev, les images régulieres de
noyaux sont des sous-objets normaux. Avec un tel résultat, on aura bien mon-

tré que les idéaux sont des sous-objets normaux.
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PROPOSITION 4.3.0.4. [8, Proposition 3.2.7] Soit € une catégorie réguliére
et de Mal’tsev. Considérons un sous-objet j: X' — X normal pour une relation
(R,r1,re) sur X. Pour tout épimorphisme régulier f : X — Y, le sous-objet

image j': f(X')—Y est normal pour la relation d’équivalence f(R) surY.

DEMONSTRATION. Le sous-objet image et la relation image sont don-
nés par la factorisation épimorphisme régulier-monomorphisme présent dans

une catégorie réguliére :

x Ly rx) R—2 s r®
A [

On sait par la Proposition 4.3.0.2 que f(R) ainsi défini est une relation
sur Y et que c’est aussi une relation d’équivalence.

Par la définition de normalité, on a aussi les pullbacks

X'xX' 2 3R X'xX L SR
i J

Ir lﬂl lrl

X,XX’>T>XXX X’%X

ol j est un monomorphisme et j aussi.

On doit prouver que les pullbacks analogues existent avec cette fois j' et
la relation f(R).

Le rectangle extérieur dans le diagramme 4.10 commute trivialement
avec f' x f' qui est un épimorphisme puisque f' en est un et que dans une ca-
tégorie réguliere, le produit d’épimorphismes réguliers est un épimorphisme
régulier. Et j' x j' est un monomorphisme puisque j’ en est un.

(4.10)

X'xX b / s R ¢ > F(R)
\ Ir
fixf! X'xX —2 s xxX "
Fxf
fFX)x f(X") — S Y xY




140 4. NOTIONS PLUS FAIBLES QUE LA NORMALITE

Puisque f' x ' est un épimorphisme régulier et ainsi un épimorphisme fort,
il existe une factorisation unique ' : f(X') x f(X') — f(R) qui est un mono-

morphisme puisque j' x j’ en est un (voir le diagramme ci-dessous).

X' x X' /s p_*¢ % F(R)
f’xfl /’,._]T'/// l’,r
fXNx fX') » 7 > Y xY

Lexistence de ce morphisme ', rendant commutatif le triangle en bas a
gauche du diagramme au-dessus, nous donne déja la preuve que le premier
carré pour la définition de normalité est un pullback.

Maintenant on doit prouver que le carré
FEN XX —=— fR)
I
Fxy —L sy
est aussi un pullback. Pour cela on considére les carrés

Rg»f(R) X’Hf(X)

T 1

XHY X%}Y

ol 71081 = 1x ol s1 existe puisque R est une relation réflexive et o1 f/, f

et ¢ sont des épimorphismes réguliers. Par le Lemme 4.3.0.3, la factorisation
f'xpdp:X"xxR— f(X')xy f(R)

est un épimorphisme régulier.

Ensuite on considére la factorisation v a travers le pullback

jl

fX) x f(X')

T~y
XN xy f(R) —— f(R)

| |

f(X')>j—.>Y

ou le carré extérieur commute par définition de j'. Puisque j’ est un mono-

morphisme alors la factorisation 1y est aussi un monomorphisme. On peut,
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des lors, considérer le diagramme commutatif

X' x X' Ly pxyx £

(p1.J )l; Iu/

X'xxR W X)) xy f(R)

ou le morphisme de gauche vertical est un isomorphisme par la condition de
normalité de j par rapport a la relation d’équivalence R. Puisque [’ xf ¢ est
un épimorphisme régulier alors le monomorphisme ¥ est un épimorphisme
régulier aussi. Ainsi on a montré que ¥ est un isomorphisme. En conclusion,
on vient de montrer que f(X') xy f(R) =y f(X)' x f(X)'. Et cela montre la

deuxiéme condition de normalité de j' pour la relation d’équivalence f(R). [

La prochaine explication est due a 'auteur. A la fin de la preuve, nous

avons utilisé le fait que le diagramme

X x X' s rxyx FX)

(P1,J~')l Iu/

X'xxR W XN xy f(R)

était commutatif. A priori il n’est pas facile de vérifier sa commutativité mais
on va l'expliciter : considérons les projections liées au pullback f(X') xy f(R)
ol on notera la premiere sur la composante f(X') par pr(x) et la seconde sur
la composante f(R) par p s(g). Dés lors, pour montrer que yo(f' x f')=(f" x
¢)o(m1,]), il suffit de post-composer avec les deux projections et de vérifier
que les équations obtenues sont satisfaites puisqu’alors ’égalité recherchée

découlera de I'unicité de la factorisation associée au pullback. On trouve :
(P, (f g Plopraxn=(pr,Nopxof =piof’
(f'xfoyoprxy=fomi=piof’
et pour avec la seconde projection
(pLA)of *pPoprm)=(P1,j)opRO=jo¢
(f' < fyowopsmy = (f'xf)o].
4.4. Conclusion du chapitre

Avec ce dernier résultat, on trouve que si € est une catégorie réguliére
et de Mal’tsev alors toutes les notions introduites dans ce chapitre sont équi-

valentes. En effet résumons tous les résultats montrés dans le diagramme
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ci-dessous :

Exacte + Normale Mal'tsev

Noyaux =——= Normaux ——— Semi — normaux

Réguliere + Mal’tsevﬂ ﬂ) Réguliere

Idéaux <———————= Blocs

Le prochain paragraphe explicatif est di a 'auteur. Par ailleurs, si on re-
garde dans GRP, on peut noter quelque chose d’assez particulier. Regardons
dans un premier temps ce que la définition de bloc implique dans GRP. Sup-
posons, que k : K — A soit un sous-objet de A qui soit en plus un bloc de A.
Deés lors, on peut regarder a quoi correspond 1'égalité ko y = y1 0(14bk). Tout
d’abord, on se rappelle que les éléments de AbK sont de la forme (a,l,a™ 1)
pour a € A et ] € K. De plus, on sait de quelle maniére agit le morphisme 14bk
sur des éléments de la forme (a,l,a!). En effet, on a que c’est une injection.
Deés lors on peut regarder 'image de (a,l,a!) via ’action XA : (a,l,a™l) —
a-1-a~ 1. D’'un autre coté, on sait que 'élément (a,%k,a 1) sera envoyé sur un
élément de K par laction y. En outre, puisque ’on peut voir la fleche £ comme
une injection, on note alors que a-k-a_IXA(a,k,a_l) =k= X(a,k,a‘l) € K. Tout
cela montre alors bien que la condition sur les blocs nous dit clairement que
K doit étre stable par conjugaison.

Si on combine cette remarque avec le commentaire général précédent, on
se rend compte que 'on vient de montrer qu'un sous-groupe est normal si et

seulement si il est stable par conjugaison.



Chapitre 5

Les commutateurs et le lien avec la notion de

normalité

Dans les chapitres précédents, nous avons montré que I'on peut carac-
tériser les sous-objets normaux via les notions de noyaux, sous-objets semi-
normaux, de blocs et d’idéaux en fonction des conditions que 'on imposait
sur la catégorie ¥. Si on regarde les différentes manieres dont on peut défi-
nir la notion de sous-groupes normaux, on se rend compte que nous n’avons
pas encore expliciter celle disant : H <G < [H,G] < G. Ce sera le but de
ce chapitre mais pour cela nous allons tout d’abord donner une définition
pour la notion de commutateur et ensuite présenter un résultat montrant
Péquivalence entre un certain type de commutateur (en fonction des objets
considérés) et 1a notion de sous-objets normaux. Ce chapitre s’inspire de [23].

Dans la suite, on utilisera les notations suivantes :

— k:K»— A et h:H — A deux objets de € une catégorie pointée,

finiment compléte et admettant les coproduits;

— gk = ((15"), (3{)) = (E(I)HIE;) :H+K — H x K. On notera que Xy g est

un épimorphisme fort si et seulement si € est une catégorie unitale.

5.1. Les définitions pour la notion de commutateur

Avant de donner des résultats concernant les commutateurs, il nous faut
définir cette notion. Cependant contrairement au commutateur dans les groupes,
il existe trois notions de commutateur dans les catégories. Toutefois on ne
s'intéressera qu'a seulement deux d’entre elles et nous verrons quand ces

deux notions coincident.

5.1.1. Le commutateur formel. [23, § 5.2]

Considérons H et K deux objets de 6. On définit le commutateur formel
de H et K comme le noyau (H¢K,oq k) de Zg k. De plus, HoK est I'inter-
section de HbK et KbH. Avant de montrer cela, il est utile de donner un peu
de terminologie.

143
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Etant donné un objet A d’une catégorie 9, considérons la classe
Mono(A) := {m monomorphisme [IB€ 2, m :B — A}.

Un monomorphisme r: S — A est plus petit que le monomorphisme s: S — A
quand il existe un monomorphisme ¢: R — S tel que so¢ =r. On notera alors
r <s. Side plus s <r, alors ¢ est un isomorphisme. En effet la condition s < r
nous donne 'existence d’un morphisme ¢ : S — R tel que rot = s. Ainsi on
arot'or=retsotot' =s. Et, puisque r et s sont des monomorphismes, on
trouve t'ot = 1 et tot' = 1g. En réalisant le quotient de Mono(A) en iden-
tifiant les monomorphismes qui sont isomorphes, on obtient un ordre partiel
sur la classe Sub(A) des sous-objets de A. Puisque Sub(A) est partiellement
ordonné, cela fait sens de considérer 'existence d'un infimum pour la famille

des sous-objets.

DEFINITION 5.1.1.1. [5, Definition 4.2.1] Considérons un objet A dans
une catégorie 9. Par l'intersection d'une famille de sous-objets, on veut dire
Iinfimum dans Sub(A).

Dés lors, pour montrer que H ¢ K est l'intersection de HbK et KbH, on

doit montrer :
— H oK est un sous-objet de HbK et de KbH ;
— HoK est le plus grand de tels sous-objets.

La vérification de cela est due a une discussion entre Mr Van der Linden et
Iauteur.

Considérons le diagramme commutatif

HoK —"— HbK

bI \U HK IHH,K
S )

1

KbH>—— H+K ——— K

(lgf)l ik Tﬂz
-

H(THXK

ou le morphisme a : Ho K — HbK est induit par la propriété universelle du
noyau ny g puisque (lg) oXgkg=n1oZggoonyk =0.De plus, a est un mono-
morphisme puisque o x en est un. De maniere similaire, le monomorphisme
b est induit par la propriété universelle de ng g. Ainsi, HoK est un sous-objet
de HbK et de KbH. Afin de montrer que H ¢ K est I'infimum on considére le
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diagramme

P — IHK

o Sl

2 HbK—;)H+K—>K

2 ] e

H(—HxK

Montrons que (P,q) = (Zg k,ker(Zg k)) car si tel est le cas alors P =H oK et
par la propriété universelle associée au pullback, on aura bien que c’est I'in-
tersection de HbK et KbH. On note que puisque ( Mogq = ( MNongrgoq1=0
et ( ) qg= ( )onKHoqz =0; on a que 2y g oq = 0 puisque la paire (71,72)
est conjointement épimorphique. Pour la propriété universelle du noyau, on
considere un morphisme z : Z — H + K tel que g g oz = 0. Ainsi on a que
m1oZg ko =0 et par la propriété universelle du noyau ng g, il existe un
unique z; : Z — HYK tel que z = ng g 0z1. De maniére similaire, on a trouvé
I'existence d’'un unique morphisme 23 : Z — HbK tel que e = ng g o z2. Deés
lors par la propriété universelle du pullback, il existe un unique morphisme
2':Z — P tel que z1 =qgo0Zz’ etainsiz=ng gozi=qoz'.

Lappellation formelle provient de la catégorie des groupes. En effet, on
sait que les éléments de H + K peuvent étre exprimés comme un format
réduit de juxtaposition d’éléments de H et K comme la suite de ce genre
(h1,k1,--* ,hy,ky). Ainsi Ho K est engendré par tous les mots de la forme
(x,y,x L,y D avecxe Het yeK.

En outre on peut essayer de voir le lien entre ce commutateur formel et
le commutateur usuel dans GRP. Pour cela si on rappelle que les sous-objets
K et K d'un groupe A sont notés comme suit : 2 : K — A te h: H — A alors

Papplication canonique

h
H+k—A

posséde une interprétation intéressante. L'application (2) agit sur la suite du
type (h1,k1, - ,hpn,k,) par comme la multiplication dans le groupe A ; ainsi
on obtient un élément A1-k1---h, -k, calculé dans A. Dés lors, si on considére
I'image du groupe H ¢ K a travers ce morphisme on trouve le sous-groupe

commutateur de H et K dans A.

5.1.2. Le commutateur de Higgins et de Huq. Comme annoncé pré-

cédemment, nous allons nous concentrer sur deux notions de commutateur
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afin d’élaborer un résultat montrant un lien avec la théorie des commuta-
teurs et la notion de normalité. Dans un premier temps, nous allons énoncer
ces deux types de commutateurs et ensuite nous allons voir les liens entre les

deux et dans quel cadre ils coincident.

DEFINITION 5.1.2.1. [23, Definition 5.1] Soit € une catégorie avec dé-
termination des idéaux. Alors le commutateur de Higgins [H,K]ly de deux
sous-objets £ : K — A et h : H — A de A est 'image réguliére de HoK a

travers le morphisme (Z) ooy k (voir le diagramme ci-dessous)

HoK —% [H,Kly

I I

H+K T) A
DEFINITION 5.1.2.2. [23, Proposition 5.5] Soit ¢ une catégorie unitale,
finiment compléte et finiment cocompléte, telle que les épimorphismes forts
et normaux coincident. Considérons deux sous-objets 2 : K — A eth:H— A
de A. On définit le commutateur de Huq [H,K]g de H et K comme étant le
noyau du morphisme ¢ décrit dans le pushout

h
H+KL>A

HXKTQ

REMARQUE 5.1.2.3. Soit ¥ étant la catégorie des groupes. L'opération de
groupe # : H x K --» A n’est pas pas toujours un morphisme. En effet !, si on

considére A = S3 et les sous-groupes H = ((12)) et K = ((23)), alors on a
*(((12),(23)) -4 ((12),(23))) = x(e,e) =e-pe=e
et de I’autre coté, on trouve
*((12),(23)) -4 *((12),(23)) = (123) -4 (123) = (132) # e.

Cependant, on peut toujours quotienter A avec un sous-groupe normal de
telle sorte que I'application quotient soit un morphisme. C’est toujours pos-
sible : un exemple trivial est de considérer A comme sous-groupe normal. Une

meilleure réponse est donnée par le commutateur de H et K qui est le plus

1. Cet exemple est di a 'auteur.
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petit sous-groupe normal tel que I'application quotient est un morphisme :
avec @ = A/[H,K]g on a

HxK ----- s A —1 3 A/H, Ky
\m_/

Finalement, si on prend K = H = A par Pargument de Eckmann-Hilton (voir
le Lemme 2.4.2.13), alors on a que A est abélien si et seulement si I'opération
de groupe A x A — A est un morphisme de groupe et cette derniére condition

est vraie quand le sous-groupe dérivé [A,Alg est trivial.

Avant d’énoncer un premier résultat liant ces deux commutateurs, on a

énoncer un lemme qui sera utilisé dans la preuve de ce premier résultat.

LEMME 5.1.2.4. [25, Lemma 2.1] Soit 6 une catégorie pointée avec les

colimites finies. Pour chaque diagramme commutative comme ci-dessous :

X f Sy coker(f i) 7
A——B——C

olr e est un épimorphisme, le carré de droite est un pushout si g est le conoyau

de k.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier la propriété universelle. Pour cela

on considére le diagramme

f

ou f1 et fo sont tels que f10s = foocoker(f). Ainsi on trouve fiokoe = fiosof =
fo ocoker(f) = 0. Or puisque e est un épimorphisme, alors fiok = 0. Ainsi,
par la propriété universelle du conoyau de £, il existe un unique morphisme
t:C — @ tel que tog = f1. Il nous reste a vérifier si fo = tor. Or puisque

coker(f) est un épimorphisme, cela revient & montrer que

foocoker(f)=f1o0s=tosog=torocoker(f)
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DEFINITION 5.1.2.5. [25] Pour un sous-objet [ : L — X de X dans une
catégorie normale ¥ avec des colimites finies, la cléture normale de [ dans X

est donnée par le noyau du conoyau de /.

On notera que la cléture normale de tout objet est un sous-objet normal
puisque c’est un noyau.
Avec cette définition et ce lemme, on peut montrer que la cléture normale

du commutateur de Higgins est le commutateur de Huq.

PROPOSITION 5.1.2.6. [25, Proposition 2.2] Dans une catégorie normale,
réguliere, unitale avec les colimites finies, le commutateur de Huq est la cléture

normale du commutateur de Higgins.

DEMONSTRATION. Soit 2:H — A et k:K »— A une paire de sous-objets

de A. Considérons le diagramme commutatif

>
HoKi—% s H+K "y HxK

|
l l(i:) i¢

[H,K]g > > A > Q

m coker(m)

ou le diagramme de gauche commute par définition du commutateur de Hig-
gins et le morphisme ¢ est donné par la propriété universelle du conoyau.
En effet, puisque coker(m)o (Z) ooy k =coker(m)omoe =0, ainsi il existe un
unique ¢ rendant le carré de droite commutatif. Puisque la catégorie de dé-
part est unitale, alors 2y g est un épimorphisme fort mais comme en plus
c’est une catégorie régulier alors Xy g est un épimorphisme réguliere. De
plus comme la catégorie est normale, alors 2y x est un noyau et en particu-
lier, Xp x = coker(ker(Xp k)) = coker(0 g k).

Par le Lemme 5.1.2.4, le carré de droite est un pushout. De plus le noyau
de coker(m) est par définition le commutateur de Huq [H,K]g, qui est alors

la cléture normale du commutateur de Higgins [H,K]g. U

Le résultat précédent peut s’écrire comme [H,K]g = m ou on utilise
la notation = pour faire référence a la cléture normale.

Il est temps de voir quand ces deux notions coincident. Tout d’abord les
deux ne sont en général pas les mémes (voir [23, Example 5.8]. Par contre, il

existe un cas spécifique ou les deux coincident. Pour voir cela, on regarde le
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diagramme qui résume les deux définitions

OHK ZHK

HoK > ' > H+K : > HxK

e [H,K lg ) m

/i
)Y
\
\
\
-
\
\
\
\
W
| /
Z
N
Z
N

A\
"

nN

N <

On observe que [H,K]g est un sous-objet de [H,K]g puisque
i h
golh,k]=0 < 0=gojoe=gqo p|ooHK=molHK 0 K =0

des lors, il existe un unique ¢ :[H,K]g — [H,K]g tel que le triangle commute
et ¢t est un monomorphisme. De plus, on sait par la Proposition 5.1.2.6 que
q = coker(j).

De plus, si on se met dans une catégorie semi-abélienne, alors si on prend
H = A alors (2) = (1};“) qui est un épimorphisme scindé et donc un épimorph-
sime régulier. Ainsi [A,k] est normal puisque c’est I'image réguliere dun
noyau par la Proposition 4.3.0.2 et par la Proposition 3.2.0.4. Dés lors, on

trouve que

[h,k] = ker(coker(lh,k])) = ker(g) =on k

et cela nous montre bien que [A,K]g =[A,K]g. Dans un tel cas on dira que

c’est le commutateur de A avec K et on le notera [A,K].

5.2. Le lien avec la notion de sous-objets normaux

Apres avoir introduit les différentes notions de commutateur et d’avoir
regardé les liens entre eux, il est nécessaire de voir le lien avec la normalité.
Mais avant de donner le premier résultat, on va faire une remarque concer-

nant les conoyaux.

REMARQUE 5.2.0.1. [23, Remark 5.9] Dans une catégorie pointée avec

des colimites finies, le conoyau d’un morphisme % : K — A peut étre obtenu
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comme le pushout p de (1(‘)“) :A+K — Alelong de (1,;“) A+K— A

('a)
A+K —2" 3 A

r
A — C
(en précomposant par l'injection i 4 : A — A + K, cela force le fait que les deux

morphismes obtenus par le pullback soient égaux et avec 'autre injection on
obtient pok =0).

On peut des a présent montrer que, si on a un sous-objet K dans A qui

est normal, alors [A, K] est un sous-objet de K.

PROPOSITION 5.2.0.2. [23, Proposition 6.1] Soit € une catégorie semi-
abélienne. Si K est un sous-objet normal de A alors [A,K] est un sous-objet

normal de K.

DEMONSTRATION. Considérons le diagramme suivant :
AgK — % [AK] --—-- > K
\v/

oAk j

v (1A) ~
A+K ——

N

ZAK q
¥ oW

(| AxK —— @ p

T

~ ~

A——C

Par la Remarque 5.2.0.1, le pushout de (16“) le long de (1];‘) nous donne le

conoyau p de k. Or & est un sous-objet normal alors c’est un noyau par exac-
titude et protomodularité de €, ainsi k = ker(coker(k)) = ker(p). Dés lors, pour
prouver que [A,K] < K, il suffit de prouver que p o j. En effet, si c’est le cas,
alors par la propriété universelle du noyau de p, il existe un unique mor-
phisme rendant commutatif le triangle en haut a droite et de plus un tel
morphisme sera un monomorphisme. Or, p o j = 0 découle de la factorisation
de p par q = coker(j). En effet, puisque j = ker(q) alors g =j puisque le carré

du milieu est un pushout par définition. O

La réciproque a cette proposition qui est vraie et ce sera le dernier ré-
sultat de ce texte. Mais ceal demande un peu plus de matériel pour faire la

preuve.
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On va tout d’abord donner une nouvelle caractérisation de la cloture nor-
male. Pour cela, on rappelle 'axiome (A2), qui a déja été introduit a la page
84 :

I'image réguliére de tout noyau est un noyau .

Le prochain lemme et la démonstration en dessous sont dus a 'auteur.

LEMME 5.2.0.3. Soit 6 une catégorie pointée, réguliére, finiment cocom-
pléte et satisfaisant 'axiome (A2) et soit m : M — X un monomorphisme. Alors
m:Mx — X est la cléture normale de m si et seulement si m est le plus petit

morphisme normal a travers lequel m se factorise.

DEMONSTRATION. Supposons dans un premier temps que m est la clo-

ture normale de m et considérons le diagramme suivant :

S
/Y \
3
~
P
|~<

coker(m)”
S .
u\ AN m
S

Mx

ou (K,k) est le noyau du morphisme [ tel que m se factorise a travers &
via t. Puisque coker(m)om, alors par la propriété universelle du noyau, on a
Pexistence d'un unique morphisme u : M — Mx tel que m = mou. De plus,
comme fom = fokot =0, alors par la propriété universelle du conoyau de
m, il existe un unique morphisme x : Y — Z tel que f = x ocoker(m). Ainsi,
on a que fom = xocoker(m)om =x00 =0 et par la propriété universelle du
noyau de f, il existe un unique morphisme ¢: Mx — K tel que m =ko¢ et ce
morphisme ¢ est un monomorphisme.

Inversement supposons que m est le plus petit noyau a travers lequel m

se factorise. Considérons le diagramme suivant

Mx
70
S
Vi ~-
u
/// K m
//t //>( T
VA k
/-
VPl ~
M L) X
f g
~
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ou % est le noyau de f et m est le conoyau de g. Il suffit, dés lors, de montrer
que g est le conoyau de m. Tout d’abord, on note que gom = gomou = 0ou =0.
De plus, si on considére un morphisme f : X — Z tel que fom = 0, alors
il existe un unique ¢ : M — K tel que m = kot par la propriété universelle
du noyau. De plus, on a qu’il existe un monomorphisme ¢ : Mx — K tel que
m =kodp. Or, puisque fom = foko¢ =0, alors il existe un unique morphisme

v:y— Z tel que f =vog. Cela montre que g est le conoyau de m. O

On observera que cette derniére caractérisation de la cléture normale
s’apparente plus a celle que 'on connait pour les groupes. En effet, on rap-
pelle que la cléture normale d’'un sous-ensemble A d’'un groupe G est définie
comme l'intersection sur tous les sous-groupes normaux de G contenant A.

Il est temps de donner un résultat important afin de montrer la réci-

proque a la Proposition 5.2.0.2.

LEMME 5.2.0.4. [14, Lemma 6.12] Soit 6 une catégorie pointée, réguliére,
finiment cocompléte et remplissant I'axiome (A.2). Pour un monomorphisme

m:M — X, le monomorphisme dans le diagramme

i ()
XoM 5 X oM T X

I
Mx >T> X

ot mo0 est la factorisation de (lnf) onx m comme étant un épimorphisme ré-

gulier suivi d’'un monomorphisme; alors m est la cléture normale de m.

DEMONSTRATION. Tout d’abord, notons que m peut étre obtenu comme
I'image de nx p le long de (1;1‘) En effet puisque la paire X SNV —— X
est conjointement fortement épimorphique alors le morphisme (1,;‘) est un
épimorphisme fort et par régularité de %, on a que c’est en plus un épimor-
phisme régulier. Ainsi ce monomorphisme est normal par (A.2). Soit 1y :
M — XbM T'unique morphisme ? tel que

nX,MOT]M=iM:M—>X+M.

Le morphisme m se factorise a travers m puisque

_ (1)() (lX) .
mof@ony = onxmMonNM= oliyy=m
m m

2. On rappellera que c’est 'unité associée a I'adjonction B +(—) - ker.
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Ainsi d’apres le Lemme 5.2.0.3, on doit montrer que m est le plus petit noyau
a travers lequel m se factorise.
Soit & : K — X un morphisme normal et soit f : X — Y un morphisme tel

que % est le noyau de f. Considérons le diagramme

N

XbKD—)X+K( X

% <zzg;’;;>l H

K»%KXYX

H r (1x,1x) l
K >

: ) 7 >Y

— 1k est 'unique morphisme rendant commutatifle triangle au-dessus;
— Le carré du bas a droite est un pullback;

— (k,0) est le noyau de 9. En effet, il nous suffit de vérifier la propriété

universelle. Pour cela on considere le diagramme

Z
A
/t/// z
K /(k—O)> XXYX L) X
P
K z y X 7 >Y

ouz:Z— XxyX esttel que pgoz=0. Ainsion a 0 = fonmgoe = fomjoz
et par la propriété universelle du noyau de f, il existe un unique
morphisme ¢: K — Z tel que m1oz =kot=m10(k,0)0t. Dés lors, on a
bien que (k,0)of = z puisque w1 0{k,0)0t =m0z et 0 =m90(k,0) 0t =
790z par hypothese;

— ¢ est 'unique morphisme rendant le dessus comme étant un mor-

phisme d’extension scindé.
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Puisque (%,0) est un monomorphisme, il suit que ¢pong = 1x (ainsi ¢ est un

épimorphisme scindé) et donc dans la diagramme commutatif

XbK X5 X4+ K

d)l l(l,f )

KT>X

ko est la factorisation épimorphisme régulier-monomorphisme de (1];" Jonx k.
Maintenant supposons que m se factorise a travers k£ via un morphisme ¢ :
M — K tel que kot =m.

Puisqu’il existe un unique morphisme Xb¢ : XbM — XbK rendant le dia-

gramme
nxu ()
XbMp>—— X+ M ¢ r X

ix
thl llxﬂ‘ H
&3]

XbK e X +K —>‘j;( X

un morphisme d’extension scindé, ainsi si on considére le cube suivant

XbM XM s X+ M

Xbt

1x+t
XbK PXK L X+ K (x)
0
i &)
¢ Mx > > X

_ m

. /

gl
K > >y X

Deés lors puisque 6 est un épimorphisme fort, on a alors I’existence du mor-
phisme x tel que m = k ox (voir le diagramme ci-dessous) :

XbM po(Xbt) K

//?
My — X
O

COROLLAIRE 5.2.0.5. Avec les conditions et I’énoncé du lemme précédent,

Mx est un sous-objet normal de X.



5.2. LE LIEN AVEC LA NOTION DE SOUS-OBJETS NORMAUX 155

On vient de caractériser la cléture normale d'un sous-objet. Cependant il
est possible de relier I'objet Mx associé a cette cloture normale et le commu-

tateur [X, M]. Pour se faire, on introduit la notion d’« union » de deux objets.

DEFINITION 5.2.0.6. [23] Dans une catégorie avec idéaux déterminés, on
peut définir I'union de deux sous-objets (H,h) et (K,k) d'un objet A comme

I'image réguliére de I'application canonique (Z) :

HvVvK

®)
Le prochain résultat et la démonstration sont dus a une collaboration

entre Mr Van der Linden et 'auteur.

LEMME 5.2.0.7. Dans les conditions du Lemme 5.2.0.4, on a que
Mx =[X,M]vM.

DEMONSTRATION. Considérons les diagrammes
. (5 )onmx
XoM —— MpX 7———— X

1\ nx
Txl ox.M nyx H
nx M\ (x
XbM>—— X+M — X

0 0 \
(1M)°nX,M\U\77M (lM)l Zx M - Tﬂl

>
XoM>—2M s xoM Y s xxM

[

(X, M]> ker(q) > X q > Q@

ou le diagramme du dessous est commutatif par définition du commutateur

qui est le commutateur de Higgins et de Hugq.

(3 )onx.mr
) TX — .
Tout d’abord on note que X oM —— XbM ; M est une suite courte
nm

scindée. En effet, il nous suffit de vérifier que 7x est le noyau de (1?‘4) onx.m
et que 1y est le scindage pour le morphisme (1(1)\4) onx, m. Afin de vérifier que

Tx est le noyau de (124) onx M, on observe que

0 0
onx MOoTX = ooxmM=ng0Xxmo0x,m=0
1y 1y
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Ensuite considérons un morphisme z : Z — XbM tel que (I?W)on x moz=0.Des
lors, on a d'une part ngoXx pronx pmoz =0 et dautre part m10Zx yonx mo
z= (16() onx moz=0; cela implique que Xx pronx y oz =0. Des lors, par la
propriété universelle du noyau de Zx j il existe un unique morphisme ¢: Z —
XoM tel que ox pot=nx poz. Or, puisque nx y est un monomorphisme et
queox mot=nxpmoTxot,onaque Ty ot =2z. Pour montrer que I'on a bien le

scindage souhaité, il suffit de noter que

0 01 .
onx MomnNM = oiy=1pm
1m 1m

Par conséquent, on sait par protomodularité que le morphisme (;A’; ): X o
M)+ M — XbM est un épimorphisme fort. Dés lors, par régularité de la caté-
gorie %, ce morphisme est un épimorphisme régulier. On peut, dés a présent,

considérer le diagramme commutatif

GX)
XoM)+M — XoM

6
o+ lMl nx.um

(X, M]+M 2O oy M

el \ (ker(q)) (lrj‘f)
[X,M1vM Q X

Afin de vérifier que le diagramme précédent soit bien commutatif, il nous
suffit de vérifier que le carré en haut a gauche est commutatif. Pour cela
on note les injections pour le produit (X ¢ M)+ M comme suit ixoy: X oM —
(XoM)+Metipy: m— (XoM)+M et concernant les injections pour le produit
X + M, on les notera jx: X - X+ M et jyr : M — X + M. Ainsi pour montrer

que

(Rer(q) +137) 0 (¢ + 137) = (ker(q) o §) + 1ag = nx a0 (:MXI)
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il suffit d’utiliser le fait que la paire (ijs,Ixop) soit conjointement épimor-

phique. Or puisque ker(q)o¢ = (1;’1‘) oo x M, on trouve

[

X . .
nX,MO( )OlM =nxMoNM=JjM

olyM =JM

M

(5o

X .
nX,MO(n )olXoM:nX,MOTX:UX,M-
M

) . 1x
OlxoeM =JXO© ((m ocoxM|=1lxocoxmMm=0xMm

Cela montre alors que 'on a bien que (ker(q) + 1p)o(dp+1y) =nx pmo (;i) et
que donc le diagramme considéré avant est bien commutatif.

Comme mOHO(;I’;) =ioeo(¢p+1p) et comme 60(;1"‘4) et eo(¢p+1p7) sont tous
les deux des épimorphismes réguliers alors par l'unicité associée a la fac-
torisation épimorphisme régulier-monomorphisme, on a que Mx =[X,M]vVv

M. O

On a suffisamment de matériel pour énoncer le dernier résultat et le dé-

montrer.

PROPOSITION 5.2.0.8. Soit € une catégorie semi-abélienne. Si un sous-
objet m : M — X de X est tel que [X,M] est un sous-objet de M alors M est un

sous-objet normal de X.

La démonstration de la proposition précédente est due a I'auteur.

DEMONSTRATION. Par le Corollaire du Lemme 5.2.0.4, il nous suffit de
montrer que Mx = M. Or par Lemme 5.2.0.7, on sait que Mx =[X,M]v M et

on a alors le diagramme

[X,M]vM

N
\/

(X, M1+M > >

(ker(q))
Puisque m est la cléture normale de m, il existe un unique morphisme £ :
M — [X,M]vM tel que m = mok. Des lors, puisque m est un monomorphisme,
alors % est aussi un monomorphisme. De plus, par régularité et comme 7 est

un monomorphisme alors mok est la factorisation épimorphisme régulier-
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monomorphisme, cela implique alors que le monomorphisme % est aussi un

épimorphisme régulier. Ainsi %2 est un isomorphisme et donc M = Mx. O

On a alors le résultat plus général qui met en lumiére le fait qu'un sous-
groupe H de G est normal si et seulement si son commutateur de H et G est

un sous-groupe de H.

THEOREME 5.2.0.9. [23, Theorem 6.3] Soit € une catégorie semi-abélienne
et K — A. Alors K est un sous-objet normal de A si et seulement si [A,K] est

un sous-objet de K.

5.3. Les commutateurs et les algebres de Lie

Dans la Section 3.3, nous avons montré que la catégorie des algebres de
Lie LIEK est une catégorie semi-abélienne (voir Remarque 3.3.0.2) et par la
Proposition 3.2.0.4, on a montré que les sous-objets normaux sont les idéaux.
Premieérement, on notera que puisque LIEk est une catégorie semi-abélienne,
alors tous les équivalences discutées dans la Section 4.4 sont vraies dans cette
catégorie.

Ensuite étant donné que c’est une catégorie semi-abélienne, nous pouvons
définir le commutateur de Higgins et de Huq. En outre, on peut caractériser
les sous-objets normaux a l'aide des commutateurs (voir Théoréme 5.2.0.9).
Deés lors, on peut se demander a quoi correspond le commutateur dans les
algebres de Lie. La réponse est trés simple : le commutateur n’est rien de
plus que le crochet associé aux algébres de Lie. On notera que c’est cohérent
avec le Théoréme 5.2.0.9 puisque si on considére une algebre de Lie g et une
sous-algebre de Lie b, alors on sait que h est un sous-objet normal de g si
et seulement si le commutateur [g,h] est un sous-objet de h. Or dans le cas
des algebres de Lie, on peut montrer qu’étre un sous-objet c’est équivalent
a étre une sous-algebre. De plus, on sait que les sous-objets normaux sont
les idéaux et on sait qu'une sous-algebre est un idéal si le crochet [g, ] est
un sous-algebre de fj. Ainsi, c’est cohérent que les commutateurs soient les
crochets de Lie. De plus, on notera que dans certains ouvrages on appelle
Popérateur [-,-]: g x g — g le commutateur (voir [21, Section 3.2]).

Puisque l'on sait a quoi correspond le commutateur, on peut se demander,
si comme pour les groupes, on peut définir une sous-algebre via le commuta-
teur. Soit g une algebre de Lie et soit ) et £ deux sous-algebres de Lie de g, on
pose [h, ] la sous-algebre de Lie de g comme étant 'espace linéaire engendré
par les éléments [X,Y] ou X € ) et Y € £. Il est courant d’appeler cette sous-

algebre, la sous-algébre de Lie commutateur des sous-algebres de Lie h et £.
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Deés lors, on se rend compte que [g,h] est toujours une sous-algebre de g et
que si en plus, b est un idéal de g, alors [g,h] est une sous-algebre de h.

Au vu de cette nouvelle sous-algébre, on peut donner une sous-algébre de
g qui sera un idéal. Il suffit de considérer le cas particulier ou h =g=¢. Il est
évident que [g, gl est un idéal de g. Il est courant d’appeler cette idéal I'idéal
dérivé.

Un dernier fait intéressant concernant les sous-algebres de Lie commu-
tateurs est de savoir quand cette sous-algebre est un idéal de g. Il suffit que
h et t soient des idéaux et le résultat suit de I'identité de Jacobi. On notera
que ce dernier résultat est similaire a celui dans les groupes. En effet, si on
considére un groupe G et deux sous-groupes H et K, alors le sous-groupe

commutateur [H,K] est normal dans G si H et K le sont dans G.
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