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Introduction

L’algebre tropique, qui reprend trois algeébres isomorphes (I’algébre max-times, max-
linéaire et min-linéaire) a été introduite dans le courant des années 1960 par plusieurs
mathématiciens et physiciens motivés par des domaines de recherche variés. Parmi eux,
on compte Raymond Cuninghame-Green qui est I'un des premiers a avoir publié a propos
de I'algebre max-linéaire, son premier ouvrage étant publié en 1960 ; et Bernard Giffler qui
a utilisé les opérations de I'algebre max-linéaire dans son ouvrage “Schedule algebra : A
progress report” en 1968 ([9]), tous les deux dans un travail de planification de machines,
dont nous présenterons un exemple en page 12. Leur idée était de définir deux opérations,
@ et ® représentant respectivement le maximum et 'addition classique, de sorte a
présenter des problemes non linéaires de maniere linéaire. D’autres auteurs ont également
utilisé ces outils dans des questions d’optimisation (comme présenté dans 1’exemple en
page 11), d'informatique et de théorie des graphes. Plus récemment, 1’algebre tropique a
également été utilisée dans des domaines de physique, comme la déquantification ([10]).
Le mot tropique a été donné en I'honneur du mathématicien brésilien Imre Simon, 'un
des pionniers de cette branche ; cependant, les sources divergent sur la question de qui a
introduit ce mot (cf. [8], [10]).

Dans ce mémoire, nous nous concentrerons sur ’algebre max-times, qui est définie sur
I'ensemble des réels non négatifs R, et qui présente comme opération I'addition @ et la
multiplication ® qui sont respectivement le maximum et la multiplication classique. Les
chapitres 1 et 2 constitueront les bases mathématiques de l'algebre, dans lesquels nous
définirons les propriétés de nos deux opérations, et ou nous présenterons d’importants
résultats analogues a 'algebre linéaire, comme la moyenne cyclique maximale (définition
2.1) et la matrice Kleene Star (définition 2.11).

Ensuite, le chapitre 3 nous permettra de lier cette algebre a des modeles non-linéaires,
permettant ainsi de décrire ces modeles de maniere récursive et de représenter leurs
relations causales graphiquement. Le théoréme principal de ce chapitre (théoreme 3.5)
donne la définition non récursive de nos variables, qui aura un lien avec la matrice Kleene
Star introduite dans le chapitre 2. Ce type de modele s’appelle modéle max-linéaire et
s’appuie grandement sur notre algebre max-times.

Enfin, dans le chapitre 4, nous présenterons deux grands théorémes (théoremes 4.8 et 4.15)
nous donnant des criteres suffisants dans ’étude d’indépendance conditionnelle entre des
variables dans de tels modeles max-linéaires. Nous cléturerons sur la question de réciprocité
de ces deux théoremes, dont nous donnerons une motivation via un exemple, et pour
laquelle un début de base théorique sera présenté dans I’annexe A.
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Chapitre 1

Algebre max-times : introduction

Dans ce premier chapitre, nous allons construire une base mathématique de I'algebre que
nous allons utiliser tout au long du mémoire, 1’algebre max-times. Toutes les définitions
et résultats de ce chapitre sont dérivés du livre de P. Butkovic¢, [7] qui se concentre sur
I’algebre max-linéaire. Cependant, comme nous le verrons dans la suite, nous serons plus
intéressés par I’algebre max-times.

Nous verrons plus loin que nous utiliserons parfois le mot tropique. Ce mot fait référence
aux algebres max-linéaires, min-linéaires et max-times, qui sont étroitement liées comme
nous le verrons plus bas. L’origine de ce mot vient du fait que le mathématicien Imre
Simon (1943 — 2009), qui était I'un des pionniers de cette branche en ayant développé
I’algeébre min-linéaire pour des problemes d’optimisation, était Brézilien. Cette branche des
mathématiques a été introduite en réponse a des problemes d’optimisation. Commencons
par présenter une version de deux de ces problemes.

Temps de transfert !

Considérons deux avions décollant respectivement de leurs aéroports initiaux A et B. Le
premier avion décolle de ’aéroport A & un temps y; et met un temps d; pour arriver
dans un troisieme aéroport C. Le second avion décolle a y, et a un temps de vol ds
jusqu’au méme aéroport C. Certains voyageurs de chacun des deux vols doivent prendre
une correspondance dans cet aéroport, pour deux destinations différentes. Ces deux
vols ont chacun des temps de départ fixés by et by et ne peuvent pas étre changés. Les
temps de transfert entre les portes d’arrivée et les portes de départ sont connus et
donnés par aii, ais, as, ase. La question est de savoir quels sont les temps de départ
y1 et yo des deux avions de leurs aéroports initiaux afin d’optimiser les temps de
trajet.

1. Exemple 1.2.2 du livre [7]
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La situation peut se modéliser par le schéma suivant :

d
<£> (e (o S
a2
21
N T b >
<§> 4 \J am \ 2

Chercher z; et x5 revient a résoudre les deux équations non linéaires suivantes

b1 = max(y1 + d1 + a1, Y2 —+ d2 -+ CL21>,
by = max(y; + di + a12, Y2 + da + as2).

Nous aimerions pouvoir écrire ces relations de maniere “linéaires”, et c¢’est cela qui motive
les définitions d’une nouvelle algebre, dont ’addition serait donnée par le maximum
et le produit serait la somme au sens classique du terme. Cette algebre est appelée
maz-linéaire et fait donc partie des algebres tropiques. Grace aux outils que nous al-
lons développer plus loin, nous pouvons alors réécrire ces deux relations sous forme
matricielle :

B=A®X,

ou A est la matrice des temps de transfert et D est le vecteur des temps de vol des deux
avions entre les aéroports initiaux et ’aéroport C'.

Processus de production interactif multi-machines?

Un probleme assez connu qui est relevé dans plusieurs ouvrages est le probleme de
processus de production interactif multi-machines, qui est le suivant. Dans le cas ou n
machines doivent travailler simultanément et en chaine pour préparer m produits, il se
peut que certaines machines ne puissent pas commencer leur tache avant que d’autres
n’aient fini. On aimerait déterminer les temps de départ x; auxquels les machines M;
doivent commencer leur tache de maniere optimale. Soit a;; le temps durant lequel
la machine M; doit travailler sur le produit F;, la matrice A s’appelle la matrice de
production. Chaque produit P; sera ainsi fini apres un temps égal a

max(x1 -+ i1, Ty + am).
Si on note by, -, b, ce temps de prduction total, alors le temps de départ de chaque
machine z; doit satisfaire
bi = max(xl + i1, , Ty + am)

2. Section 1.3.1 du livre [7]
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pour tout ¢ = 1,--- , n. Ainsi, en écrivant sous forme matricielle avec les mémes opérations
que dans notre exemple précédent, cela nous donne

B=A®X.

1.1 Introduction et définitions des opérations

Nous allons donner ici un condensé de définitions, propriétés, résultats et théoremes
concernant ce que 1’on appelle 'algebre max-times. Cette algebre se révele trés intéressante
dans I'idée de résoudre des problemes non linéaires d’une maniere analogue a l’algebre
linéaire.

Soient Gy = (R>,-, <), G1 = (R, +,<) et Go = (R,+,>) des groupes commutatifs
ordonnés linéaires, ou + et . sont les opérations de groupes, et < et > représentent les
ordres linéaires.

Algébre max-linéaire Intéressons nous d’abord & G;. On commence par définir R =
R U{—o0}. Et pour a,b € R,

a ® b = max(a,b),

a®b=a+b,
ou le symbole “+” dénote la somme classique. Comme dans 'algebre linéaire, nous
pouvons étendre les opérations (B, ®) aux vecteurs et aux matrices. Pour les matrices
A = (a;5), B = (bi;) et C = (¢;;) de tailles compatibles (dans le méme sens que pour

les opérations matricielles de 'algebre linéaire), on définit les opérations matricielles
suivantes :

C = A e, B Cij = Clij b bij = max(aij, bU)
C=A®B Cij = @aik ® bkj = m}?X(az’k + bk])
k

13



Exemple 1.1. Pour illustrer ces nouvelles opérations, voici quelques exemples de calculs :

1®5=5
1®5=6

(3,4)@(1 ) —max(3—5,4+1) =5

(7)e () =()
(2 9o (7 1) wi) - 9

On peut également exprimer des systémes d’équations :

(4 9+6)-(9
max(1+z,3+y) =4

ce qui se traduit par le systeme
max(—2+z,2+y) =0.

Avec ces définitions, et en développant certaines propriétés, on peut voir que (R, ®, ®)
constitue un semi-anneau commutatif et idempotent. En effet pour a,b,c € Ret A, B,C €

@’RX’R .
— ® est distributif par rapport a @, c’est-a-dire
a®bdc)=(a®b)®(a®c)
A (B (C)=(A®B)® (A (),

— les neutres de @ et ® sont bien définis, a savoir

ad—00=a A®—-oc0=A
a®0=a A =A

ou on note I la matrice identité de dimensions n x n pour cette algebre

0 —00
Ilz ’

—00 0

e}

— (R, ®, —00) est un monoide® commutatif et (R " ®, I1) est un monoide;

— le neutre —oo est absorbant pour ®, c¢’est-a-dire que a ® —00 = —00;

3. Pour rappel, un monoide est un ensemble muni d’une loi de composition interne associative et
d’un élément neutre
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— lopération @ n’a pas d’'inverse. En effet, si par exemple x & 3 = 3, on est incapable
de déterminer x ;

— lopération @ est idempotente : c’est-a-dire que a & a = a.

La théorie autour de ce G, s’appelle I'algebre max-linéaire.

Algebre min-linéaire Nous pouvons a présent nous intéresser a Go = (R, 4, >). Grice a
I'isomorphisme f(x) = —x, nous pouvons voir que G est isomorphe a G;. Nous définissons
alors 'opération ® de la méme maniere : a ® b = a + b, mais 'opération @ est telle que
a @ b=min(a,b). On a ici une algebre min-linéaire.

Algebre max-times Ensuite, grace a I'isomorphisme f(z) = In(z), Gy = (R>,-, <)
est également isomorphe a G;. Contrairement au cas précédent, ici I'opération & reste
inchangée : a & b = max(a, b) et représente le maximum, mais I'opération ® devient telle
que a ® b =a-b. On parle ici d’algebre max-times.

Grace a ces deux isomorphismes, tous les résultats obtenus pour I'algebre max-linéaire, qui
est présente dans beaucoup d’ouvrages, peuvent étre transposables pour ces deux autres al-
gebres. Dans la suite, nous allons nous intéresser a 1’algebre max-times.

Définissons proprement cette algebre.
Notation 1.2. Dans la suite, nous dénoterons
R> = [0, +00),
et pour a,b € R,
a ® b= max(a,b)
a®b=a-b.

Etendons a présent les opérations (6, ®) aux vecteurs et aux matrices.

Notation 1.3. Pour les matrices A = (a;;), B = (bi;) et C = (¢;j) de tailles compatibles
(dans le méme sens que pour les opérations matricielles de 'algébre linéaire), on définit
les opérations matricielles suivantes :

C = A ) B Cij = aij b bij = max(aij, bl])
C=A06B Cij :@aikakj :m]?X(CLik'bkj).
k

Nous notons également AT pour la matrice transposée de A, et A < B si a;; < b;; Vi, j.

Afin de nous familiariser avec le produit matriciel ®, voici quelques exemples :
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Exemple 1.4.
5
(34)@()2 x(3-5,5-1) =15
1 3 x(1-5,3-0) max(1-2,3-1)\ (5 3
2 0 rnaXQ 5,0-0) max(2-2,0-1)) — \10 4
16 5 2\ (20 8
01/ \0 4
Afin de pouvoir définir plus d’outils, notons que nous avons toutes les propriétés suivantes

(dont les preuves sont plus ou moins directes depuis les définitions de nos opérations)
pour a,b € R :

adbb=0ba a®b=00®a
a®(bdc)=(adb)®c a®boc)=(a®b)®c
ad0=a a®l=a
a®©0=0

a®b>a et a®b>b
a>b=>a®Pc>bDc a>bsa®e>boe (si > 0)

(a®b)©ec=(a®c)®(bOc)

On peut remarquer par ces propriétés que les neutres pour @ et © sont respectivement 0
et 1. De plus, ces propriétés s’étendent aux vecteurs et matrices. Ici, la matrice identité

de dimensions n X n se note
1 0

I = .
0 1

Et on a donc pour des matrices A, B,C, I de tailles compatibles sur R‘é et pour a €
R>

AGB=B®A

(AeB)@C=Aa(BaC) (A®B)oC=A6 (BoC)
AB0=A=0@A Aol=A=10A

AGB<A et AGB<B AG0=0=00A

O©BoC)=Bo(acC)

OBaC)=(a®B)® (ae®C)
Ao (BaC)=(AeoB)a (A ()

Et nous pouvons ainsi voir que les neutres pour @ et » de 'opération matricielle sont
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respectivement les matrices 0 et [.

Ainsi, avec toutes nos définitions et propriétés établies, on a que (R, @, ®) constitue
également un semi-anneau commutatif et idempotent.

En effet :
— © est distributif par rapport a @, c’est-a-dire

a®Ob®c)=(a®b)®(ad®c)
Ao BaC)=(AoB)® (Ao C);

— les neutres de ® et @ sont bien définis, a savoir

a®0=a Ap0=A
a®l=a AolI=A

ou on note I la matrice identité “classique” de dimensions n X n;
— (RE™,@,0) est un monoide commutatif et (RL*",®, I) est un monoide;
— le neutre 0 de & est absorbant pour ©®, c’est-a-dire que a ©® 0 = 0;
— l'opération & n’a pas d’inverse;
— l'opération @ est idempotente.

Bien que @ n’ait pas d’inverse, le fait qu’il soit idempotent nous permettra de construire
des outils qui nous seront utiles pour des problemes de valeurs et vecteurs propres, de
résolution de systemes d’équations, etc.

Définition 1.5. Une matrice diagonale A est telle que les éléments sur sa diagonale
sont dy,dsy, . ..,d, et que ceuzr en dehors de la diagonale sont 0 : A = diag(d). Ainsi, la
matrice identité peut s’écrire I = diag(1,...,1).

Définition 1.6. Une matrice de permutation est une matrice obtenue a partir de la

matrice identité en échangeant des lignes et/ou des colonnes.

Une matrice de permutation généralisée est une matrice obtenue a partir de la
matrice identité en échangeant des lignes et/ou des colonnes et en multipliant chacune
de celles-ci par des constantes strictement positives.

Pour toute matrice de permutation A = (ay;) € RY™, il existe une permutation 7 de
N ={1,...,n} tel que a;; € R> & j =n(3).

Exemple 1.7. Par exemple, soient

010 030 020
A=(0 0 1}, B=10 0 3 et =100 3
1 00 300 100

17



La matrice A est une matrice de permutation, tandis que les matrices B et C' sont des
matrices de permutation généralisées.

Le théoréme suivant nous prouve que les seules matrices qui possédent un inverse sont
les matrices de permutation généralisées.

Théoréme 1.8. Soit A = (a;;) € RY*". Il existe une matrice B telle que A® B =1 =
B ® A si et seulement si A est une matrice de permutation généralisée.

Démonstration. Supposons qu’il existe une telle matrice B. Cela revient a écrire que

1 st 1=
Prenons par exemple I"équation 1 = maxy(a; - bg;). Soit r € {1,...,n} qui maximise ce
produit, et donc qui est tel que a;. ® b,; = 1. Cela implique que a;, et b,; sont non nuls.
Nous voulons montrer qu’il s’agit du seul élément sur la i-eme ligne de la matrice A qui
soit non nul. Supposons par contradiction qu’il existe [ # r tel que a; # 0. Dans ce cas,
le produit b,; - a; est non nul et nous avons que ’élément (1) de notre matrice identité
donné par
ml?x(ark cbg) =max (- by a0 ) #0,

ce qui contredit la définition de la matrice /. Ainsi, il ne peut y avoir qu’un seul élément
non nul par ligne de A. Nous pouvons montrer que c’est également le cas pour les
colonnes de la matrice par un argument similaire. Finalement, A est bien une matrice de
permutation généralisée.

Supposons a présent que A est une matrice de permutation généralisée, et prenons 7 une
permutation telle que a;; € R> < j = 7(i). On définit B = (b;;) € R> telle que

bij = {(%j)_l st =m0

0 sinon.

Ainsi, onabien AO B=BoA=1 O

Remarque 1.9. Notons que l'inverse d'une matrice diagonale est facile a déterminer et,

si X = diag(zy,...,2,), son inverse est X' = diag(z7?, ..., z;").

Dans la suite, nous allons beaucoup travailler avec des puissances de matrices. Pour cela,
nous aurons besoin de la définition suivante.
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Définition 1.10. La puissance k-éme d’un élément a € R est tout simplement a*
comme dans le sens classique. La puissance k-éme de la matrice A € RY*" s’écrit par
['itération

A*=A0A0---0A=A"10 A

Et par convention, nous notons

=1 e A=1.

Notation 1.11. [l faut bien différencier les deur notations suivantes :
(k)
ij
k
ij

a;;’ représente la (ij) éme entrée de la matrice AF.

a;; réprésente la puissance k de la (ij) éme entrée de la matrice A.

Lemme 1.12. Pour une matrice A € RY*" et un entier positif k, on a
IoAf=IoA0 Ao o A"

Démonstration. On calcule simplement depuis les définitions et en utilisant que 'opéra-
tion & est idempotente et que I ® A = A,

ToA?=[TaAe0IdA)=10A0ACA’ =10 AD A%
Et donc, par récurrence sur k :

ToA=ToA" oo A
=(IoAe---eA" o (e A)
—I0AD - 9A ' 9Ap A’ - @ A
=I0AD- -0 A" O

1.2 Graphes et matrices dans I'algébre max-times

Comme nous 'avons vu dans les exemples introductifs de temps de transfert et de
processus de production intéractif multi-machines aux pages 11 et 12 au début du
chapitre — et que nous le verrons de maniere plus approfondie dans le chapitre 3 — nous
sommes intéréssés dans la représentation graphique que peut offrir cette nouvelle algebre.
Cette section se concentre donc a donner une breve série de définitions et concepts sur
les graphes.

Définition 1.13. Un graphe est une paire ordonnée D = (V, E) ou V est un ensemble
fini non vide de noeuds et E CV x V est l’ensemble des arcs entre ces noeuds.
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Un sous-graphe est un graphe D' = (V'  E') tel que V' CV et E' = {(u,v) € E | u,v €
V'} CE.

Notation 1.14. On dit qu'un arc e € E va de u 4 v pour u,v € V' en notant e = (u,v).
Ainsi, avec cette notation, e = (u,u) est une boucle.

Définition 1.15. Soit D = (V, E) un graphe. Un chemin est une suite de noeuds
= (v1,02,...,0,) 0Up>1, (v;,v41) € E pour tout i =1,...,p—1. On dit que vy est
le noeud de départ et v, le noeud d’arrivée. On peut également noter m comme vy — v,.

La longueur du chemin 7 est donnée par l(m) =p — 1.
Si il existe un chemin u — v, alors on dit que v est accessible depuis u.

Nous pouvons voir que si il existe 7 : u — v et 7’ : v — w, alors w o 7’ est un chemin
U — w.

Définition 1.16. Un cycle est un chemin o = (v1,...,v,-1,01) tel que vi = v, pour
p=>1

Un cycle élémentaire est un cycle tel que chacun de ses noeuds v; est différent pour
ie{l,...,p—1). Cest-a-dire un chemin (vq,...,v,) tel que v; = v, et tel que v; # v,
pour tout i % j.

Un graphe D est acyclique s’il ne contient aucun cycle de longueur supérieure a 1.
Un graphe D est fortement connexe s’il existe un chemin u — v pour tout u,v € V.
Notons donc que si un graphe ne contient quun noeud et aucun arc, alors le graphe est

fortement connexe et acyclique. Et si un graphe contient 2 noeuds et un arc, alors il est
acyclique (et fortement connexe).

Définition 1.17. Un graphe pondéré D = (V, E,w) est un graphe (V, E) avec w une

fonction réelle dans E ; ou, si m = (vq,...,v,) est un chemin, alors le poids de 7 est
w(m) = W) W vs) o wlvp ) sip
0 sip=1.

Notation 1.18. Soient N = {1,...,n} et une matrice A = (a;;) € RY*". On note D4
le graphe pondéré (N, E,w) ou E est l’ensemble des arcs, c’est-a-dire toutes les paires
(i,7) tels que a;; > 0 et ot w;; = a;; pour tout (i,7) € E. Sim= (i1,...,1,) € Da est un
chemin, alors

sip>1

wwﬁnzumOZ{?m'%m'””%pw ip=1
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Si D 4 est un graphe pondéré avec la fonction poids w, alors on note la matrice distance-
directe de D Ap := (a;;) € RY™ ou

G — {w(@j) si(i,j) € E

0 STnon.

De plus, dans ce cas on note Fy= (N, E).

Exemple 1.19. Considérons le graphe D4 suivant.

Avec un tel graphe, ou les poids de chaque arc sont notés a cété de I’arc correspondant,
nous avons la matrice distance directe correspondante :

42 3
Ap=1|1 2 3
01 1

De plus, on a F4 =

Nous pouvons voir que, tout comme dans l’algebre linéaire, nous pouvons avoir des
relations d’équivalence entre deux matrices.

Définition 1.20. Une matrice B peut étre obtenue da partir d’une autre matrice A par
échelonnement similaire diagonal si on peut écrire B comme B=X"10A® X ot
X est une matrice diagonale.
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Remarque 1.21. Nous pouvons noter d’autres relations d’équivalence, qui ne seront
pas utilisées dans la suite du mémoire mais qui sont néanmoins présentées ici a titre
d’information pour le lecteur.

Soient les matrices

1 3 01 2 0 30 0 2 20
A=) =) o= 0= 8) e 0) - ()
ou P est une matrice de permutation, C, D sont des matrices diagonales et (), R sont

des matrices de permutation généralisées.

A et B sont équivalentes, A = B, si on peut écrire la matrice B comme B = P! A® P,
ou P est une matrice de permutation. Autrement dit, si B peut étre obtenue a partir de
A en échangeant certaines lignes et/ou colonnes. Par exemple, on a

_1 (2 0\ _ (0o 1\ (02
proasr- (2 o0 )= (02 -0

ou cette matrice B est bien obtenue en échangeant ses lignes et colonnes : A = B.

A et E sont directement similaires, A ~ E, si on peut écrire £ comme E=C®AG®D
ou C' et D sont des matrices diagonales. Autrement dit, si £ peut étre obtenue a partir
de A en multipliant des constantes finies non nulles aux lignes et aux colonnes de A. Par

exemple,
2 6 30 6 24
C@A@D-<2 0)@<0 4)_(6 0)_];

ou cette matrice E est bien obtenue en multipliant toutes les entrées de A par une
constante : A ~ F.

A et F sont similaires, A ~ B, si on peut écrire ' comme FF=Q ®A® Rou Q et R
sont des matrices de permutation généralisées. Autrement dit, si F' peut étre obtenue a
partir de A en permutant et/ou en multipliant des constantes non nulles aux lignes et
aux colonnes de A. Par exemple,

4 0 2 0 8 0
QOAOR= <3 9> ©) <0 1) = (6 9> =F
ou cette matrice F' est bien obtenue a partir de A, en échangeant les deux lignes et
ensuite en multipliant chaque entrée par une constante non nulle, A ~ F'.

Proposition 1.22. Soient des matrices A,B € RY", B=X"1T0A0X ot X =
diag(zq,- - x,). Alors w(o, A) = w(o, B) pour tout cycle o dans Fa(= Fp).
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Démonstration. Si B=X"1® A® X, alors les éléments de X! ® A sont de la forme

Ci1 = rnaxk(xzkl - ay) et donc les éléments de la matrice B sont tels que

by = mlax(ml?x(mlkl k) - Tj).

Ensuite, puisqu’on a que
xr; si 1=
Tij = .
0 sinon

cela revient a dire que le maximum sera atteint lorsque i = k et [ = j, ¢’est-a-dire
bij = max(xy,' - ap - 1) = 27t - ay - T
iy ik kL= &) — 44 ij g

1
:—-aij-xj.
i

A présent, soit un cycle o = (i1, 42, ...,1y_1,1, = i1) dans (IV, E), on a

IU(O', B) = biliz ’ bi2i3 e bip—1i1

1 1 1
—_ . ai1i2 . :L‘iz . ai2i3 . xi?) e e — aip71i1 . xil
Ly Liy ip—1
= Qiyig * Qigig "~ " " gy, = w(07 A) L
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Chapitre 2

Algebre max-times : nouvelles notions

Grace a toutes les définitions du chapitre précédent, nous sommes a présent capables
de développer des outils clefs dans cette algebre max-times. Tout comme le premier

chapitre du mémoire, ce chapitre-ci s’appuie également sur le livre de P. Butkovic,
[7].

Le premier point essentiel est la moyenne cyclique maximale d’une matrice. Cette no-
tion est primordiale pour la suite. Nous en donnerons donc la définition, des exemples
pour la calculer, et plusieurs propositions intéressantes qui en découlent. Il est inté-
ressant de noter que cette notion est analogue a celle de valeur propre dans I’algebre
linéaire.

La seconde partie de ce chapitre sera consacrée aux matrices de fermeture transitives
faibles et fortes, qui nous permettront d’ensuite construire notre troisieme chapitre. Dans
le cadre de ce mémoire, nous ne développerons malheureusement pas tous les objets
mathématiques de notre algebre, mais pour une présentation plus complete de tous les
analogues que nous pouvons construire, le lecteur est invité a consulter le livre de P.
Butkovic, [7], qui en donne un spectre assez large.
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2.1 Moyenne cyclique maximale

Définition 2.1. La moyenne cyclique maximale de A se définit par

A(A) = max p(o, A)

c€D s

ot on prend le mazimum sur les cycles élémentaires dans D (définition 1.16 et notation
1.18) et ou
(o, A) = w(o, A1)

est la moyenne géométrique du cycle élémentaire o.

Notons que D 4 est acyclique si et seulement si A(A) = 0. En effet, si le graphe est acyclique,
alors on prend par convention que le maximum du vide est nul.

3

2
Exemple 2.2. Soit la matrice A = 2 3| de notre exemple 1.19. Les cycles
11

SN

¢lémentaires de longueur 1 possibles sont

'U)(l) = ai] = 4
’LU(Q) = a9y = 2
w(3) = azs = 1.

De méme, pour les cycles élémentaires de longueur 2, on a

w(1,2):a12-a21:2-1:2 w(2,1):a21-a12:1-2:2

w(2,3):a23-a32:3-1:3 w(3,2):a32~a23:1~3:3.
Et pour ceux de longueur 3,

w(1,3,2):a13~a32«a21:3«1'1:3
w(2,1,3):a21~a13-a32:1-3-1:3
w(3,2,1):a32~a21-a13:1-1~3:3.

On calcule donc
AMA) = max(4!, 2!, 11, 212 312 31/3) — 4,

Dans les faits, la définition que I'on a donné de A\(A) peut rendre le calcul long. On va
donc donner un résultat qui facilite le calcul. Pour cela, rappelons nous de la notation
1.11.
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Proposition 2.3 (Propriété de Vorobyov).

_ (k) 1/%
) = e (o)

NN
w

4
Exemple 2.4. On reprend la méme matrice A = | 1 3| que dans 'exemple 1.19.
0 1

On calcule les puissances de A :

4 2 3
A=11 2 3
01 1
4 2 3 4 2 3 16 8 12
A2=11 2 3|leol|1 2 3|l=|4 4 6
011 01 1 1 2 3
16 8 12 4 2 3 64 32 48
AA=14 4 6|lol1 2 3|=[16 8 12
1 2 3 01 1 4 4 6

Il nous faut donc regarder pour chaque puissance, la plus grande valeur sur la diagonale
(inscrite & chaque fois en rouge dans les calculs précédents). Nous avons alors

1/k
A(A) = max max (agf)) k_ max (41, 162, 641/3) —4
kEN ieN

Définition 2.5. A est définite si A\(A) = 1. C’est-da-dire si tous les cycles dans D4 ont
un poids inférieur a 1 avec au moins un cycle de poids égal a 1.

Exemple 2.6. Prenons a présent une matrice
1 00
B=111 1},
2 01

qui représente la matrice distance-directe du graphe suivant.
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1 2
1 1
1
On peut calculer
1 00 100
B*=(2 11 et B =1(2 1 1
2 0 1 2 0 1

Ainsi, grace a 'axiome de Vorobyov 2.3,

A(B) rlgle%crz%aj\?c(b“ ) max(1) = 1.

On peut donc voir que cette matrice est définite.
Proposition 2.7. Soient une matrice A € RY™ et a € R Alors

Ma®A) =a-A(A).

On peut également en déduire que la matrice Ay = (/\(A))_l ® A est définite quand
A(A) > 0.

Démonstration. Soient A = (a;;) € RY*", un cycle dans Da, 0 = (iy, ... ik, 1), et @ € Rs.
Notons que si a = 0, la preuve est claire. Supposons donc a présent o > 0. On calcule
facilement que

1/k
:u(gv a© A) = (aahiz FQQgggg -t Qg g4, aaikil) /
1/k
k

- (Oé (ai1i2 CQigig ottt Qg gy aikh))

1/k
= a(ailiz CQigig Qg gy, aikh) /
=a®u(oA).

A présent, grace a ce résultat, nous pouvons voir que
Ma® A) = max plo,a ® A)
= maxa © p(o, A)
= a © max p(o, A)
=a G AA).

28



De plus,
A((A(A))l ® A) = (AA) oA =1 O

Définition 2.8. Un chemin m : i — j est critique si son poids est plus lourd que les
poids de tous les autres chemins w11 — j 1 w(m) > w(m) VEk.

Définition 2.9. Soit A € RY", on écrit I’ensemble des noeuds critiques
Ne(A)={ie N:Jo=(i=ri1,...,0g01) € Da tel que p(o, A) = \A)}.

C’est-a-dire 'ensemble des noeuds i qui font partie d’un cycle qui mazimise notre moyenne
cyclique mazximale.

De plus, on dit qu’un cycle o est eritique si u(o, A) = A(A).
On dit que i et j sont équivalents, i ~ j, sii,j € No(A) appartiennent au méme cycle
critique.

Notons que ~ définit une relation d’équivalence sur N¢.

Proposition 2.10. Soit une matrice A € RY™, alors pour tout o > 0, No(a © A) =
Neo(A).

Démonstration. Nous avons déja prouvé dans la proposition 2.7 que pour A € RY*" et
aeRs, Ma®A) =al(A). Orsiie No(a® A), alors il appartient a un cycle critique
o, qui est tel que p(o,a® A) = M(a® A). Nous voulons montrer que pour ce méme cycle,
(o, A) = A(A). Nous avons

0 © p(o, A) = plo,a © A) = Ma © A) = ak(A),

et donc finalement (o, A) = A(A). O
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2.2 Fermeture transitive faible et matrice Kleene Star

Définissons a présent les fermetures transitives faible et forte. Ces deux concepts permet-
tront de décrire des solutions de “vecteurs propres” dans notre algebre.

Définition 2.11. La fermeture transitive faible est égale a T'(A) = A A2 A3D- - -.

La fermeture transitive forte, également appelée matrice Kleene! star est égale d
AA)=ToT(A) =T A A?.--.

Ces deux notions sont bien définies si la limite est finie pour chaque élément ~;; et ¢;;.
Notons que les limites existent, puisque chaque élément de nos deux matrices définissent
des suites non décroissantes. Nous verrons plus loin un critere pour déterminer si toutes
les entrées de I'(A) et A(A) sont finies.

(k)

i ), représentent les poids des chemins

de longueur £ les plus lourds. En effet a;; = w(i, j) ot w est la fonction poids, donc a,(;Jl-)

est bien le poids maximum de longueur 1 pour la paire de noeuds (i, j). En effectuant
le produit A2, on aura az(?) = max;(a; - a;j), et on peut remarquer que c’est le poids le
plus lourd de tous les chemins allant de i a 5 de longueur 2, c¢’est-a-dire les chemins
(i,1, 7). Par itération, on peut ainsi voir que les valeurs ag?) représentent bien les poids

des chemins les plus lourds de longueur k.

Remarque 2.12. Les entrées de la matrice A*, (a

Ainsi, les entrées de I'(A) sont les poids des chemins les plus lourds de n’importe quelle
longueur pour toute paire de noeuds, puisque chaque entrée (7;;) de la matrice I'(A) est

donnée par le maximum sur k& des (agf)).

En fait, comme nous le montrerons plus loin, la matrice de fermeture transitive faible per-
mettra de décrire les solutions de A®x = A®x, tandis que la matrice Kleene star permettra
de décrire les solutions de A©x < A©®x pour A € Rs et z € Rg.

Définition 2.13. Les valeurs propres tropiques de A sont les A € R tels qu’il existe
v € RY tels que
AOxr=\0Ouw.

Les x € RY correspondants sont les vecteurs propres tropiques.

Les sous-valeurs propres et sous-vecteurs propres tropiques de A sont les A € R
et v € RY satisfaisant
Az <A AOuw.

1. Ce nom vient du mathématicien Stephen Cole Kleene (1909-1994). Il est I'un des fondateurs de la
logique de récursion. Il a notamment introduit un opérateur nommé fermeture de Kleene : si X est un
alphabet, alors sa fermeture de Kleene est I’ensemble des mots que ’on peut construire a partir de cet
alphabet. Notre matrice Kleene Star est étroitement liée avec ce principe.
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On note I’ensemble des sous-vecteurs propres tropiques par

VAN ={rcRL: A0z < Oz} (2.1)

Théoréme 2.14. ° Le moyenne cyclique mazimale \(A) de notre définition 2.1 est
toujours valeur propre tropique de A.

Dans un premier temps, nous allons juste donner un exemple de ce théoréme, sans le
prouver. Un début de preuve, ou on montre que A\(A) est sous-valeur propre tropique,
est donnée par la proposition 2.24.

Exemple 2.15. Reprenons a nouveau notre exemple 2.2, nous voulons montrer qu’il
existe z € RY tel que

AGOx =4x.
Pour ce faire, nous écrivons

4 2 3 T 1
1 2 3O |x]| =42
01 1 T3 T3
4z, @ 229 O 315 4z,
1 D 2wy D323 | = | 4o

To D x3 43

Nous pouvons réécrire cela selon le systeme

41‘1 D 25(]2 D 3[)’23 = 41’1 22)
xr1 P 21’2 D 3I3 = 4%2 (23)
2.

To D x3 = 4x3.

La derniére équation nous dit donc que max(zy, x3) = 4xz. Ce maximum doit étre atteint
par soit xy soit x3. On sait également que si x3 est nul, cela voudrait dire que x5 I'est
également (car alors 2o ®0 = 0 et donc z5 < 0), et ensuite que x; I'est aussi. Considérons
donc que 'on cherche une solution non dégénérée et supposons x3 # 0. S’il était atteint
par x3, nous aurions xy & x3 = x3. Puisque cela n’est pas le cas, cela force xo ® x3 = x4
et donc

To = 41’3.

Ensuite, grace a cette égalité, la seconde équation peut se réécrire x, @ 8xz b 3rg =
x1 @ 8xz = 16x3. Or le maximum entre (x1,8z3) doit étre atteint par soit x, soit 8xs.

2. D’apres P. Butkovic, ce serait Raymond Cuninghame-Green qui aurait été le premier a réaliser ce
fait, dans son article [2].
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S’il était atteint par 8x3, on aurait xy & 8xr3 = 8x3, ce n’est pas le cas, et donc cela force
r1 @ 8x3 = x1, et donc
T = 161’3

Dans ce cas-ci, la premiere équation ne nous donne pas plus d’informations. En effet, elle
peut se réécrire 4x1 @ 2xo O 3x3 = 64x3 P 813 D 3r3 = 6473 ce qui est précisément donné
par notre solution.

Nous avons donc le vecteur propre tropique de la forme

16@'3
v = 4512'3
Zs3

qui est associé a la valeur propre tropique A(A) = 4. On peut vérifier, qu’en prenant
n’'importe quel vecteur de la forme v, cela vérifie bien A ® v = 4v. (Par exemple, le
vecteur (16,4, 1) vérifie bien cette identité, tandis que (1,4, 1) ne la vérifie pas.)

Proposition 2.16. — Si\(A) <1, alors les matrices de fermetures transitives faibles
et fortes sont données par

NA)=ApA®---dA" e
AA=TGAG--- @ A"

— Si AM(A) > 1, la somme I'(A) diverge.

Démonstration. — Si A(A) < 1 (c’est en particulier le cas pour les matrices définites
entre autres), alors tous les cycles de D4 ont des poids inférieurs a 1, et donc il
existe un chemin “le plus lourd” mais dont le poids sera néanmoins inférieur a 1.

De plus, on sait que le chemin le plus lourd a une longueur inférieure ou égale a n.
En gardant en téte que chaque ag-c) représente le poids le plus lourd de longueur k,
alors pour tout £ > 1, on a

Ar<Ap A e @A
Ainsi, pour toute matrice A telle que A\(A) <1,

A=A A’@. - A",
(k)

puisque en prenant k > n, les entrées (aij ) seront inférieures ou égales aux entrées

de A A’ - A™.
Nous avons ainsi également

AA) =TBAD - @ A",
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— Si M(A) > 1, alors cela veut dire qu’il existe au moins un cycle de poids supérieur a
1 dans Dy, et donc qu’au moins une entrée de A* peut tendre vers I'infini quand
on prend k — oc. O

Définition 2.17. Une matrice A € RL*" est croissante si toutes ses entrées diagonales
a;; sont supérieures ou égales a 1.

On peut remarquer que si A est une matrice croissante, alors A = [ & A et donc

T(A) = A(A).

4 2 3
Exemple 2.18. Par exemple, dans la matrice A = [1 2 3| de notre exemple 1.19, on
011

voit que toutes les entrées a;; sont supérieures ou égales a 1, et donc cette matrice est
croissante. De plus

4 2 3 1 00 4 2 3
AelI=1|1 2 31|01 0)]=1|1 2 3| =A.
011 0 01 011

Mais puisque A(A) > 1, on peut voir qu’au moins une entrée de I'(A) = A(A) tendra
vers 'infini.

s}

Exemple 2.19. Reprenons a présent notre matrice B = ) de notre exemple

1
1
2
2.6. On est donc face a une matrice croissante, mais telle que \(B

1. On a bien

—~ O = O

1
1
)
Bal=8B

et on peut remarquer grace aux calculs effectués dans ’exemple 2.6 que

100
I'(B)=AB)=[2 11
2 0 1

Proposition 2.20. Si A est croissante, alors t < A ® x pour tout x € R™, et donc

A<A?< A<,

Démonstration. Si A est croissante, alors clairement [ < A, et doncx = [0z < AGz. [
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On remarque donc que lorsque A € RZ*" est une matrice croissante, alors A(A) =I'(A)
sera égale a la plus haute puissance possible de A. Mais on a vu que si A(A) < 1, alors
['(A)=A®--- @ A™ Donc, on peut finalement voir que si A est a la fois croissante et
telle que A(A) < 1, alors

['(A)=A(A) = A"

Cela motive la définition suivante.

Définition 2.21. Une matrice A est fortement définite si elle est définite et croissante
(voir définitions 2.5 et 2.17). C’est-a-dire que ces entrées sur sa diagonale sont toutes
égales a 1 et telle que \(A) = 1.

Lemme 2.22. Si A € RY™" est fortement définite, alors

T(A) = A(A) = AL = A" = AL,

Démonstration. Si A est fortement définite, elle est en particulier croissante et donc telle
que A < A? < A3 < .... De plus, puisque A\(A) = 1, on a grace a la proposition 2.16 que

MNA)=AeA@ - A" = A"

Regardons les entrées diagonales d’une matrice A* pour n’importe quel k& > 1. Elles sont

obligatoirement inférieures ou égales a 1, car sinon cela contradirait A\(A) = 1, et elles
®) _ 4

il

sont en fait exactement égales a 1 : a

(n—1)

)

™M) On sait que a

(n—1) (n)
] S a

et a ij ij » €t nous

A présent, soit i # 7, et considérons a

(n=1) _ (n)
ij = Q5.

" (1) _ () q -
Supposons par contradiction que a;; ’ < a;;". Soit le chemin 7, de longueur n allant

de 7 a j qui maximise le poids de tous les tels chemins, et le chemin 7,,_; de longueur
n —1 allant également de ¢ & j et maximisant également le poids. Alors w(m,—1) < w(m,).
Considérons que m, contienne un cycle o, alors on peut considérer le nouveau chemin 7’
qui est le chemin 7w auquel on a enlevé le cycle o. Ainsi, le poids de notre chemin 7’ est
tel que w(m,) = w(n’).w(o). Et donc, puisque w(o) < 1 (car A(A) = 1), on a

allons prouver qu’en fait a

wir) = L) S .

w(o)
Ce qui contredit donc I'’hypothése ag“l) < al(-;). O

Grace a toutes ces propriétés, nous pouvons a présent formuler la proposition suivante,
qui sera également tres importante dans la suite, car elle nous permet en effet de calculer
de maniére rapide la matrice Kleene Star dans des cas ou A(A) < 1.
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Proposition 2.23. Si A € RY™" est telle que A(A) < 1, alors

AN =TRAG B A
(A(A)) = A(A) pour tout k > 1;
— AGA(A) =T(A).

Démonstration. — Si A(A) < 1, alors on a que (I & A) est fortement définite et
I ® A=A En effet, si A\(A) < 1, alors forcément A\(I & A) < 1, et est enfait égale
a 1, car, les entrées diagonales de I @& A sont maintenant, toutes égales a 1.

Et donc on a grace aux lemmes 1.12 et 2.22
AA)=TIoA)=IToA" '=IdAd - @A™
— De méme, on calcule grace aux lemmes 2.22 et 1.12
(AAf=TpA® A" Hr =T @AVt =AA
— Et également
ACAA=AC U DA A" ) =AdA?D -0 A" =T(A). O

Si A\(A) < 1, alors on a vu dans la proposition 2.16 que A* < A @ A2 @ --- @ A"; et
donc

AT(A)=A0(Ap 2@ - A"
:AQ@A3@'-~@An+1
<AQA*® - @ A" =T(A).

On a également vu que dans ce cas, A(A) =T &A@ ---H A" ! et donc de manicre
similaire, on a
AOAA) =Ac(IoAs---a A"
=AA@ @ A" =T(A) <A(A).

Ainsi, on a les deux inégalités

AGOT(A)
A® A(A)

T(A)

<
< A(A).

Donc, si A(A) < 1, toutes les colonnes de I'(A) et de A(A) sont solutions de A ® z <
.
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Supposons a présent que A soit fortement définite, alors on a vu dans le lemme 2.22
que
A(A)=T(A)=A"1= A" = A
et donc
AOT(A) =A0 A = A" =T'(A)
AOAA) =A@ A = A" = A(A).

Dong, si A est fortement définite, toutes les colonnes de A(A) et de I'(A) sont solutions
de Az = .

Proposition 2.24. Soient A = (a;;) € RY™" # 0 et x € RY, et ou V* est défini dans
Uéquation (2.1),

1. A®x < A®x a une solution finie si et seulement si A > A(A).

2. SiA>XA), alors V(A A) ={AN 'O A) Ou:ueRL}

8. SiAZ>XNA), alors |[AGz <A Oz, eRL S r=AN"TOA) OuueRL

Notons que le premier point constitue un argument que la moyenne cyclique maximale
est une sous-valeur propre tropique (cf. théoréme 2.14).

Démonstration. 1. = : Supposons qu'on ait un x € R% tel que A©x < A®x. Puisque
A #£0, alors A # 0.
Notons que si A(A) = 0, alors évidemment A > A(A).
Si par contre A\(A) > 0, alors il existe au moins un cycle possible dans D 4. Prenons

un cycle quelconque ¢ = (iy,...,ix_1,% = i1). Notre z vérifie I'inégalité
ai;pr a2 ... QAip T T
o1 A2 ... QAgp ) )
ON I I5-SP.NON I I
an1 Gp2 ... Gpp Tn Tn

qui peut se réécrire sous le systeme

max(ayy - 1,019 - Ta, ..., Q1p - Tp) < A 27,
max(agy - T1, 092 Ta, ..., 02 - Tp) < - To,
max(Gp1 © T1, Ap2 * T2y -« oy G~ Tp) < N - T
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De plus, en prenant les noeuds du cycle o, on arrive au systéme

Uiy = Tiy < A Ly

ai2i3 : xi3 S )\ : xig)

Ay yiqp * Lig < A Lip_q-
En multipliant chacune de ces équations, on arrive a
k
Qiyig = Qigig " Aig_yiy " Lig * Lig =" " Lip_y * Liy <A Liy * Lig " Lig_qs

autrement dit
1/k
(iriy * Qigiy Qi) " <N,

Puisque le membre de gauche est exactement égal a u(o, A),on a finalement 'in-
égalité souhaitée :
mgx,u(a, A)=AA) <A\

< Supposons a présent qu’'on ait A > A(A) et A > 0. On a alors
A
MATod) =X x1ToNA) = M4 <1

A
Nous allons montrer que, soit u € R%, z = A(A™' ® A) ® u vérifie notre inégalité.
On calcule

AN oA =ToN oA\ oA’ - > 1

Ainsi, £ > u et € R%. On peut ensuite calculer, en se souvenant que (A(A))*F =
A(A),

ANToA)oz=AN"ToA)0ANT0A)ou
= (ap™e A))2 ®u
=AMNTOA) U

=x.
Avec tout ceci, on a I'inégalité suivante :
AN'odeor<AN'ToA) oz =u1.
D’otl on peut finalement tirer que A\™' ® A ® z < z et donc
Az <A AOx.

2. Le deuxiéme point de cette proposition nous dit donc que si A > A(A), alors les
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r € RY définis par = AN A)®u pour tout u € RY sont les seuls sous-vecteurs
propres associés a la sous-valeur propre A. Nous ne montrerons pas ici cette fin de
proposition. ]

Nous pouvons également brievement développer un outil analogue au déterminant de
I’algebre linéaire, que nous n’utiliserons pas dans la suite. Cet outil peut étre utilisé pour
résoudre des problemes d’affectation, comme expliqué ci-dessous.

Probléme d’affectation® Considérons que nous avons, dans une entreprise, n postes de
travail que nous aimerions affecter a n individus. Pour chaque 1 < 4,5 < n, la valeur
a;; représente la mesure de l'efficacité du i-eme individu pour le j-eéme travail. Nous
cherchons donc I'affectation qui maximise cette efficacité. Cela revient a chercher la
permutation 7 qui maximise

n
D> Gin)-
i=1
On peut voir que 'on peut représenter ¢a en termes d’algebre tropique.

Pour ce faire, on notera Py ’ensemble des permutations de N, et on notera de maniere
équivalente o : iy — iy — -+ — i — 11 = (i1,149,...1k,71). On rappelle également que
toute permutation peut s’écrire comme un produit de cycles :

:G § ?1’ ;l g) — (143)(25).

Définition 2.25. La permanence max-times de A :

maper(A) = @ @am(i).

€PN iEN

Le poids de la permutation est

w(m, A) = () i),

ieN
et finalement on a également

ap(A) = {7 € Py : w(w, A) = maper(A)}.

Illustrons ces notions sur base d'un exemple :

3. Exemple 1.2.5 dans [5]
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2

N}

SN = W = W

3
3 |. Les poids des différentes
1

0=0,
1=3,
1=12
1=2
1=38,
2=0.

Exemple 2.26. Reprenons la méme matrice A = | 1
0
permutations 7 possibles sont
w(123) = a12 * Q93 - A31 — 2-
w(132) = Q13+ A32 - Ag1 — 3-
w((1)(23)) = ai1 - ags - az =4-
w((12)(3)) = a1z - ag - azz =2
w((1)(2)(3)) = a11 - az - ass = 4-
w((13)(2)) = a13 - a1 - az =3 -
Ainsi, on a
maper(A) = ma]%(((], 3,12,2,8) =12
TE
et donc

ap(A)
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Chapitre 3

Modeles max-linéaires

Nous avons déja défini dans les deux premiers chapitres les fondements de I’algebre
max-times, ses définitions et propriétés. Nous allons a présent voir comment cela s’inscrit
dans I’étude de modeles statistiques.

On peut en effet considérer un modele récursif ot on peut identifier chaque variable
en fonction de leurs variables parentales et d’innovations indépendantes. Nous pouvons
des lors représenter la structure causale de ce type de modele par un graphe dirigé
acyclique, ou chaque noeud représente une variable et le graphe montre donc les relations
d’indépendance conditionnelle entre différentes variables, comme nous en parlerons dans
le quatrieme et dernier chapitre.

Nous avons déja défini dans le chapitre précédent ce qu’est un graphe dirigé acyclique (cf.
définition 1.16). Ajoutons a notre vocabulaire quelques définitions.

Définition 3.1. Le noeud i est un parent de j s’il existe une fleche allant de i a j
(i — j), c’est-a-dire si (i,7) € E. On notera i € pa(j). Le noeud j est alors également
appelé un enfant de i.

Le noeud v est un ancétre de j s’il existe un chemin allant de v a j, c’est-a-dire s’il existe
un chemin ™ = (i,...,7). On notera i € an(j). De plus, on notera An(j) = an(j) U{j}.

Soient un vecteur aléatoire X = (Xj,...,X,), un graphe dirigé acyclique pondéré
D = (V,E,w) avec Ap = (a;;) la matrice distance-directe de D dépendant de w
(cf. notation 1.18), et Z = (Zy,...,Z,) un vecteur d’innovations identiquement et

continuement distribué.

Chaque variable X; est définie par le systeme récursif d’équations max-linéaires :

Xj: @ CL,‘jXZ‘@Zj. (31)

i€pa(j)

Notons que si pa(j) = 0 alors X; = Z;.
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Sous forme matricielle, cela s’écrit

X=(A,oX)®Z

C’est cela que I'on appele modéle max-linéaire : on peut écrire chaque variable X; comme
fonction max-linéaire de ses parents et de son innovation.

Notation 3.2. Afin de faciliter les notations dans la suite, nous noterons Ap pour
notre matrice distance-directe, et A = A}, pour sa transposée, que nous utiliserons plus
fréquemment a partir de maintenant. La précédente équation s’écrit maintenant comme

X=(A0X)®Z (3.2)

Exemple 3.3. Par exemple, considérons le graphe

Gréce a ’équation (3.1) et a notre matrice distance-directe

0 a1 Q13 0 0 0 0 0

. 0 0 0 a94 | Q12 0 0 0
Ap = 0 0 0 ay et donc A= as 0 0 ol

0O 0 0 0 0 agy azy O

nous pouvons écrire chaque variable X; comme :

X1 =24,

Xy = a12X1 D 2o,

X3 = a13X1 @ Z3,

Xy = a4 Xo D a3 X3 ® Zy.

Nous aimerions pouvoir écrire ces équations de maniere non récursive, sur base uniquement
de notre matrice A.
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Pour ce faire, en substituant dans chaque équation, nous pouvons obtenir

X1 =2,

Xo = a1271 © Zy,

X3 = a1321 ® Zs,

Xy = a12a24 21 B a24Z2 S 1303471 © 3423 D Zy
= (a12024 @ 13a34) 21 D 4723 © (3473 © Zy.

Ainsi, on a pu écrire chaque variable X; telle que

X;= @ b (3.3)

i€An(j)

Sous forme matricielle, cela revient a écrire

X, 1 0O 0 0 A

X, _ a2 1 0 0 o Zy

X3 a3 0 1 0 Zs

Xy a12G24 D 13034 Q24 G341 Zy
X=BoJZ,

ou B est une matrice qui est une fonction de A.

Nous allons voir dans la remarque 3.4 et plus formellement dans le théoréme 3.5 qu’en
fait, cette matrice B est exactement la matrice Kleene Star (définie dans la définition
2.11) de notre matrice A, A(A).

Notons que puisque notre graphe est acyclique, nous savons que notre moyenne cyclique
maximale (définition 2.1) est nulle, A(A) = 0, et donc dans ce cas — et ce le sera pour tous
nos exemples & partir de maintenant — la matrice Kleene Star de A est bien définie, et
grace & la proposition 2.23, elle peut se calculer comme A(A) =T ADA? D ... A" L.

En effet, on calcule

0 0
0 0
0 0

0

Q12024 D a13a34

A? = AP =

o O O O
o O O O
o O OO
o O OO
o O OO
o O O O
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et donc

AA) =T A A2 o A3

1 0 0 0
o a19 1 0 0 o
- a3 0 1 0 =B
(12024 D 13034 A4 Q34 1

Remarque 3.4. La matrice B qui nous permet d’écrire notre systeme sous forme d’une

équation non récursive X = B ® Z est exactement donnée par la matrice Kleene Star
A(A).

En effet, nous avons déja explicité dans la remarque 2.12 que les entrées ag-f) de la matrice
AF représentent les chemins les plus lourds de longueur k entre I’élément ¢ et 1'élément j.
Et qu’ainsi, les entrées de la matrice de fermeture transitive faible I' € RZ*" représentent
les chemins les plus lourds de n’importe quelle longueur entre ces deux éléments. La
matrice Kleene Star fait le méme processus, en ayant en plus les éléments diagonaux
égaux a 1.

Or via I’équation (3.1), on sait que la matrice B doit représenter les ancétres sur toute
“génération” de chaque variable. Donc I'élément b;; — qui représente donc le poids avec
lequel I'innovation Z; influence la variable X; — passe par tous les noeuds intermédiaires
entre eux. De plus, il faut que chaque entrée diagonale de B soit égale a 1, car chaque
X, doit également étre déterminée par sa propre innovation Z;. C’est la méme idée que
ce que fait la matrice Kleene Star.

Cela ajoute également du sens au fait que, dans nos cas de graphes acycliques, A(A)
se calcule en allant jusqu’a la n — 1 éme puissance de A, car ¢a n’aurait pas de sens de
remonter a plus de générations qu’il n’en existe dans notre graphe.

Théoreme 3.5. Si X suit un modéle mazx-linéaire, alors le modéle peut etre décrit de
maniere non récursive par l’équation

X=A(A)oZ

Démonstration. Partons de I’équation récursive (cf. équation (3.1)) d’une variable X.
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Le prochain calcul se fait ainsi de maniere récursive

Xj= D aXieZ

i€pa(y)
= @ a,»j( @ alin@Zi)@Zl
i€pa(j) lepa(i)
= EB aliainlEB @ aijZi@Zj
lepa(i) i€pa(y)
i€pa(y)
2
= @ al(j)Xl@ @ a,-jZiGBZj
lepa(i) i€pa(y)
i€pa(y)
= @ al(?)( @ alem@Zl)@ @ aijZi@Zj
gepagg)) mepa(l) i€pa(y)
1€pal(y
B 2, @) » T.D 7.
= @ alj Aml m@ @ CLlj l@ @ az] zEB j
méepa(l) lepal(i) i€pa(y)
{Epagé)) i€pa(j)
epaly
_ ® x 2 s
EB ApjAm D @ a;" 41 @ @ ij2i © Zj.
mepa(l) lepa(s) i€pa(j)
lepa(i) i€pa(j)
i€pa(y)

On peut ainsi remarquer qu’en continuant et en allant de plus en plus haut dans le
graphe, jusqu’au premier parent possible, cela s’écrit

X;= @ a2 (3.4)
dEAkn(j)
Or les éléments de la matrice Kleene Star A(A) sont exactement définis par

B {maxk ag?) sii#j

dji = .
! maxk(l,ag?)) sii=j

Finalement, 1’équation 3.4 devient donc

X] = @ 5ded>
deAn(y)

c’est-a-dire

X=A(A)oZ O
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Chapitre 4

Indépendance conditionnelle

Ce dernier chapitre présente 1'utilité de I'algebre max-times dans la résolution de ques-
tion d’indépendance conditionnelle dans un modeéle max-linéaire. Il se base sur les
articles de N. Gissibl et C. Kliippelberg, [6], et de C. Améndola, C. Kliippelbeg, S.
Lauritzen et N. M. Tran, [1]. Nous y verrons trois différents cas d’indépendance condi-
tionnelle :

— selon un contexte spécifique en fixant la valeur d’une variable. Nous n’approfondirons
pas ce cas dans ce mémoire, le lecteur est invité a se référer au texte [1];

— sans contexte spécifique mais en ayant une matrice distance-directe donnée (impli-
quant l'existence de chemin critique) ;

— et enfin le cas général qui nous permettra de savoir s’il peut exister des indépendances
conditionnelles valables pour toute matrice distance-directe.

Pour cela, nous allons définir deux graphes dérivés d’un graphe orignal D (le graphe
critique Dj;(A) et le graphe d’accessibilité conditionnelle Dj,) ainsi que plusieurs criteres
de séparations (séparation critique et séparation D*). Nous verrons finalement comment
chacune de ses séparations peut impliquer une éventuelle indépendance conditionnelle
dans le graphe original D.

Les deux théorémes principaux de ce chapitre (4.8 et 4.15) sont basés sur l'article de C.
Améndola, C. Kliippelbeg, S. Lauritzen et N. M. Tran, [1]. De plus, nous discuterons
brievement de la question de réciprocité de ces théoremes dans la derniere section, mais
nous en donnerons uniquement des contre-exemples. L’énoncé d’'un théoreme formalisant
cette réciprocité peut se trouver en annexe A.

Le premier exemple ci-dessous (exemple 4.1) montre un exemple d’indépendance condi-
tionnelle, sans contexte spécifique — c’est-a-dire sans fixer les valeurs des variables X;
— tandis que le second exemple (exemple 4.2) nous montre un exemple d’indépendance
conditionnelle sous un contexte spécifique.
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Exemple 4.1. Si on reprend notre dernier exemple 3.3, choisissons un chemin critique,
par exemple le chemin 1 — 2 — 4.

Cela veut dire que ajaa24 > ai3ass, et donc la variable X, peut se réécrire différemment
et nous avons le systeme suivant :

X1 = 73, Xo = a1921 @ 2y,
X3 = ai1321 © Zs, X4 = a12a2471 ® a9425 D azaZs ® Zy
= a24X2 D a34Z3 D Z4.

On observe ainsi que X; et X, sont indépendantes conditionnellement a X,

X; AL X4 | X,

Cette méthode peut permettre de visualiser des dépendances entre variables dans un
certain contexte que 1’on ne voit pas a premiere vue graphiquement.

Exemple 4.2. Considérons a présent le graphe D

Supposons que tous les arcs du graphe valent 1. C’est-a-dire qu’on a les matrices

00111 10000
00111 01000
Ap=10 000 0], AA)=[1110 0f,
00000 11010
00000 11001
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de telle sorte qu’on ait a présent le systeme

X=A(A)oZ

A présent, on choisit de fixer les variables K = {4,5}, et on va voir ce qu'il se passe dans
le contexte spécifique de Xy, = X5 = 3. Dans ce cas, nous avons le systeme

Xlzzl7 XQZZQ7
Xg =21 @ Zy @ Zs, Xo=210 2y ® 2y =3,
Xs =71 D7yD Zs = 3.

Puisque la distribution des Z; est continue, les deux dernieres équations forcent 2147, = 3,
et donc 721, Zs, Zy, Z5 < 3. D’autre part, on a ainsi le systeme

X1:Z1a XQZZQ7
ng?)@Zng, X4:3@Z4:3,
X5:3EBZ5:3

Finalement, on voit ici que dans ce contexte ou X4 = X5 = 3, on a l'indépendance
conditionnelle de X3 par rapport a X; et Xo,

X3 J_L (Xl,X2> ’ X4 - 3 - X5.

Nous n’approfondirons pas la théorie derriere 'indépendance conditionnelle dans un
contexte spécifique.

Dans la suite, nous allons présenter deux théorémes donnant un critére d’indépendance
conditionnelle sans contexte. Le premier théoreme présentera un résultat dépendant d’une
matrice distance-directe Ap fixée, le théoreme 4.8, tandis que le second est indépendant
de toute matrice distance-directe, le théoreme 4.15. Pour ce faire, nous aurons besoin des
deux définitions suivantes.

Définition 4.3. Soient D = (V,E), et K C V. Un chemin 7 : i — j se factorise a
travers K s’il existe un noeud k € 7, tel que k # i,k # j et k € K.

Définition 4.4. Un chemin © non dirigé entre i et j est *-connectant relativement
a K si c’est un chemin de la forme suivante, ot les noeuds en rouge représentent les
seuls noeuds k appartenant a K.

49



FiGURE 4.1

Il est important de noter que chaque arc représente un chemin de de longueur 1. Comme
nous le verrons plus tard, cette définition est centrale dans les questions d’indépendances
conditionnelles.

Exemple 4.5. Considérons le graphe D, ainsi que I'ensemble K = {3}, représenté en
rouge dans le graphe.

[lustrons d’abord la définition 4.3.
— Les chemins 7 : 1 =3 —> 4, m; : 1 — 3 — 4 — 6 se factorisent a travers K.
— Il en est de méme pour les chemins 73 :2 -3 —5et m14: 1 — 3 — 5.
— Il en est également de méme pour les chemins 75 : 2 -3 — 4etmg: 2 —3 — 4 — 6.

— Aucun autre chemin ne se factorise a travers K. Par exemple pour les chemins
1 —>3et3—=4, k={3} € K est le noeud de départ ou d’arrivée et donc cela
contredit la définition.

A présent, regardons la définition 4.4.

— Les chemins de longueur 1 entre {1} et {4}; {2} et {5} ; et également entre {4} et
{6} sont *-connectant, puisqu'’ils sont du type de la figure 4.1a de la définition 4.4.
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— D’autre part, le chemin non dirigé entre {1} et {2} est *-connectant, puisqu’il est
du type de la figure 4.1c : ils ont le noeud {3} en enfant commun.

— Parmi les chemins possibles entre {1} et {5}, et entre {2} et {4}, il y en a un qui
est *-connectant, puisqu’ils sont de la forme de la figure 4.1d de notre définition, cf.
figures 4.2a et 4.2b.

— Enfin, parmi les chemins entre {4} et {5}, il y en a également un qui l’est, puisqu’il
est comme la figure 4.1e de la définition, cf. figure 4.2c.

— Tous les autres chemins ne sont pas *-connectant dans notre graphe D.

5 4 4 ‘ 5
(b)

()

FIGURE 4.2

4.1 Indépendance conditionnelle selon une matrice
distance-directe précise

Dans cette section, nous noterons le graphe pondéré dirigé D = (V, E,w), K C V un
ensemble de noeuds inclus dans notre graphe, et A = AL la transposée de la matrice
distance-directe associée au graphe.

Définition 4.6. Le graphe critique Dj.(A) est le graphe sur V' qui contient les arcs
1 — J si et seulement si les deux conditions suivantes sont respéctées :

— [élément (ji) de la matrice Kleene-Star A(A) est non nul;

— aucun chemin dirigé critique i — j ne se factorise a travers K.

Définition 4.7. Soient I, J, K C V disjoints. On dit que I et J sont critiquement
séparés par K dans le graphe D s’il n’existe aucun chemin *-connectant de I a J a
travers K dans D} (A).

On note cela I L4« J | K.

Remarquons que, comme explicité dans la remarque 3.4, la premiere condition de la
définition 4.6 du graphe critique qui demande que 1’élément (j7) de la matrice Kleene Star
soit non nul revient a dire qu’il faut qu’il existe un chemin dirigé entre {i} et {j} dans le
graphe original D, c’est-a-dire que {i} soit un ancétre de {j}.
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De plus, dans notre définition 4.4 de chemins *-connectants, les arcs représentent toujours
des chemins de longueur 1, mais étant donné qu’ils sont ici considérés dans le graphe
critique, il se peut qu’ils représentent en fait des chemins plus longs dans le graphe
original.

Toutes ces définitions nous menent finalement au théoréme suivant, que nous ne prouverons
pas. La démonstration se base sur le cas d’indépendance avec contexte, que nous avons
déja mentionné plus haut. Le lecteur est invité a se réferer au théoréme 5.12 de [1], qui
explique les bases de la démonstration de notre théoreme 4.8.

Théoréme 4.8 (Sans contexte, avec matrice A fixée). ! Soient X = (Xi,...,X,),
D = (V,E,w) et A € RY™ la transposée de la matrice directe associée d la fonction
poids w. Pour tout I, J, K CV disjoints, si I L« J | K, alors

X; AL X, | Xk

Des lors qu’il existe un chemin *-connectant relativement & K entre [ et J dans le

graphe critique (et ce qui suit sera également d’application pour le graphe d’accessibilité
conditionnelle que nous définirons dans la section suivante), nous ne pouvons pas affirmer
I'indépendance entre X; et X; conditionnellement a K.

Regardons la définition 4.4 de plus pres. Si nous avons deux variables X; et X telles que
dans la figure 4.1a, cela parait logique qu’elles ne soient pas indépendantes, étant donné
que X est déterminée, entre autre, par X;. Si maintenant X; et X; ont un parent commun
dans D3 (A), Xy, tel que représenté dans la figure 4.1b, alors il existe un lien entre elles,
puisqu’elles seront toutes deux déterminées par X;. Ces deux cas ne dépendaient pas de
notre variable Xj. Mais si maintenant, X; et X; ont X} comme enfant commun (figure
4.1¢c), et que 'on connait Xy, alors puisque X}, est déterminée par ces deux variables, on
peut en effet s’attendre a ce qu’il existe un lien entre elles.

Supposons maintenant qu’on soit dans le cas de la figure 4.1d. Ici, via le point précédent,
si X est un enfant commun a X, et X;, nous savons qu’il existe un lien entre X; et X;.
Par extension, puisqu’il existe également un lien entre X, et X;, nous avons donc une
dépendance entre X; et X; conditionnellement a Xj.

Enfin, la figure 4.1e est le cas qui mélange notre premiere et quatrieme configuration.
Sachant Xj, on sait que X, et X; ont un lien, de méme que X;; et X et également
pour Xj et X;. Finalement, il y a une dépendance entre X; et X; conditionnellement a
Xg.

Qu’est ce qui nous empécherait alors d’aller encore plus loin 7 Par exemple, si nous avons
une figure de la forme 4.3, pourquoi ne pouvons pas dire qu'il existe un lien entre {i}
et {7} conditionnellement au noeud {k} 7 Nous savons a présent qu’en connaissant X,
X; et X;» sont liés, mais nous ne pouvons pas faire remonter ce lien jusqu’a un autre

1. Théoreme 5.14 de [1]
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parent de X,», car méme si X, et X;» sont *-connectant, ce n’est pas le cas pour X et

FIGURE 4.3

Exemple 4.9. Reprenons notre exemple 4.1, avec a nouveau K = {2} et le chemin
critique 1 — 2 — 4. Soient [ = {1} et J = {4}.

Nous voulons voir si 1 L 4+« 4 | 2. Pour cela, il faut d’abord déterminer le graphe critique
D3 (A). Dans la matrice Kleene star de notre graphe, A(A), on peut voir que les éléments
(21), (31), (41), (42) et (43) sont non nuls.

Puisqu’aucun des chemins entre {1} et {2}; {1} et {3}; {2} et {4}; et {3} et {4} ne se
factorise a travers K, ils feront tous les quatres partie du graphe critique. Cependant,
le seul chemin critique entre {1} et {4} étant 1 — 2 — 4, et ce chemin se factorisant a
travers K, il n’y aura pas de chemin 1 — 4.

Finalement, le graphe critique D} (A) est le méme que le graphe original D4 et il est
donné par

Pour savoir si 1 L 4« 4 | 2, nous devons vérifier qu’aucun chemin entre {1} et {4} soit
*-connectant dans Dj;(A). On peut en effet vérifier que ni le chemin 1 — 2 — 4, ni
1 — 3 — 4 n’est de la forme de la définition 4.4. Nous avons donc bien

X; AL X4 | X,

Ce qui était également montré dans I'exemple 4.1.
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4.2 Indépendance conditionnelle valable pour toute
matrice distance-directe

Dans cette section, nous noterons le graphe pondéré dirigé D = (V, E,w), et K C V
un ensemble de noeuds inclus dans notre graphe. La discussion est valable pour toute
matrice A = A}, € RL*".

Tout comme on a défini le graphe critique D3 (A) a la section précédente, on définit ici
le graphe d’accessibilité conditionnelle D7.

Définition 4.10. Soient un graphe pondéré dirigé D = (V, E,w), et K C V. Le graphe
d’accessibilité conditionnelle Dj; est le graphe sur V' qui contient les arcs i — j si
et seulement s’il existe un chemin dirigé + — j dans E qui ne se factorise pas a travers

K (cf. définition 4.3).

Proposition 4.11. Soit Ap une matrice distance directe d’un graphe dirigé pondéré
D = (V,E,w). Le graphe critique D3 (A) est toujours inclus dans le graphe d’accessibilité
conditionnelle Dy :

Dj(A) € Dj.

Démonstration. Prenons un arc i — j dans Dj-(A). Par la définition 4.6, on sait alors
que I'élément b;; de la matrice Kleene Star de A est non nul, et qu’il existe au moins un
chemin dirigé critique ¢ — 7 qui ne se factorise pas a travers K dans D 4.

Le fait que bj; soit non nul implique qu’il existe en effet un chemin dirigé allant de {i} a
{j}, et on sait donc qu’au moins un de ces chemins ne se factorise pas a travers K. Donc
I'arc i — j existe également dans Dj,. O]

Lemme 4.12. Sl existe un chemin *-connectant entre I et J dans le graphe critique
D3 (A), alors il en eziste également un dans le graphe d’accessibilité conditionnelle Dj,.

Démonstration. Si un chemin non dirigé entre {i} et {j} est *-connectant dans le graphe
critique, on sait par la proposition 4.11 que ce chemin existe également dans le graphe
d’accessibilité et, de plus, il sera également *-connectant, car de la forme d’une des figures
4.1a a 4.1e de la définition 4.4. O

En se rappelant la définition 4.4 d’un chemin *-connectant, on définit (analogiquement a
la définition 4.7) :

Définition 4.13. Soient I, J, K C V disjoints. On dit que I et J sont D*-séparés par
K dans le graphe D, s’il n’existe aucun chemin *-connectant de I a J a travers K dans
Dy..

On note cela I Lp- J | K.
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Ici, contrairement a la section précédente, la notion de chemin critique n’intervient pas,
puisque la définition est valable pour toute matrice A € RL*".

Lemme 4.14. Si I et J sont D*-séparés par K dans D, alors ils sont également
critiquement sépareés.

Démonstration. Nous allons plutét montrer que si I et J ne sont pas critiquement séparés
par K dans le graphe D, alors ils ne sont pas D*-séparés non plus.

Si I et J ne sont pas critiquement séparés par K, cela veut dire qu’il existe au moins un
chemin *-connectant de I & J dans Dj(A). Or par le lemme 4.12 on sait que ce chemin
I'est également dans Dj ; et donc I et J ne sont pas D*-séparés. [

Grace a toutes ces définitions, nous pouvons formuler notre deuxieme grand théoreme de
ce chapitre :

Théoréme 4.15 (Sans contexte, pour toute matrice A). # Soit D = (V, E). Pour tout
I,JJKCV,sil Lp-J| K, alors pour toute matrice A € RY*" telle que l'élément a;
est non nul si et seulement si (i,j) appartient a E,

X; AL X, | Xk

Démonstration. Si nous avons I L p« J | K, alors on sait par le lemme 4.14 que I L 4«
J | K, et donc le théoréme 4.8 nous garantit que X; 1l X; | Xg. O

Exemple 4.16. Reprenons & nouveau notre exemple 4.1 avec K = {2}, mais sans
considérer aucun chemin critique. Notre développement suivant est valable pour toute
matrice distance directe Ap.

Nous voulons voir si nous pouvons également obtenir 'indépendance entre X; et Xy
conditionnellement & X, pour toute matrice A € R2*%

Le graphe d’accessibilité conditionnelle D7 est donné par :

2. Théoréme 5.15 de [1]
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Ici, il y a en effet 'arc 1 — 4, car le chemin 1 — 3 — 4 ne se factorise pas a travers
K ={2}.

A présent, il nous reste a regarder si {1} et {4} sont D*-séparés par {2}. Pour cela, il faut
qu'il n’existe aucun chemin *-connectant de {1} & {4} dans Dj.. Les chemins 1 — 2 — 4
et 1 — 3 — 4 ne sont en effet pas *-connectant, mais le chemin 1 — 4 'est.

Ainsi, nous n’avons pas 1 Lp« 4 | 2, et donc nous ne pouvons pas affirmer I'indépen-
dance de X; et X, conditionnellement a X, pour toute matrice A € RZZ”.

Nous pouvons nous demander s’il existe un contre-exemple de matrice A qui ne nous
permet en effet pas d’affirmer que X; et X, soient indépendants conditionnellement a
X3.

Exemple 4.17. Reprenons une derniere fois notre exemple avec le graphe en diamant
3.3, avec a nouveau K = {2}, I = {1} et J = {4}. Mais choisissons cette fois-ci une
matrice Ap telle que c’est le chemin 1 — 3 — 4 qui est critique, c’est-a-dire telle que
(13034 2> (12024.

Cette fois-ci, le seul chemin critique entre {1} et {4} — le chemin 1 — 3 — 4 — ne se
factorise pas a travers K. Cela implique qu’il existe un arc 1 — 4 dans notre graphe

critique DJ(A), qui sera donc donné par

a12 a3

24 az4

A présent, regardons si 1 1 5. 4] 2. 11 faudrait qu’il n’existe aucun chemin *_connectant
entre {1} et {4} dans le graphe Dy (A). Or le nouveau chemin 1 — 4 T'est, et nous
n’avons donc & priori pas X; Il X, | X5 pour cette matrice A.

Cela peut en effet se vérifier en se rappelant que Xy = (G12G94 © G13G34) 71 D G242 B
G3473 D Zy, qui grace a l'inégalité ai3a34 > 12004, peut se réécrire comme

Xy = Q1303471 D G472 © 3473 © Zy.
Cela confirme que nous avons trouvé un exemple ou

X1 Xy | Xo.

Nous verrons plus tard (dans 'exemple 4.18) si nous pouvons toujours trouver un contre
exemple de dépendance conditionnelle lorsque nous n’avons pas I L J | K.
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4.3 Exemple

Dans cette section, nous allons discuter d’éventuelles relations de dépendance condition-
nelle dans notre exemple 4.5.

Selon une matrice distance-directe Considérons le graphe suivant (V, E, w) avec la
matrice distance-directe Ap associée :

0o 0 O

A= AT — aiz az 0
a;g 0 asy
0 az ass
O 0 O 46

S OO OO
OO oo oo
o OO oo oo

Choisissons K = {3}, et pour commencer, posons le chemin critique 1 — 3 — 4,
c’est-a-dire ajzasqs > a14.

Si on veut appliquer la méthode comme dans I’exemple 4.1, il nous faut d’abord trouver
la matrice Kleene star A(Ap).

En calculant ensuite les puissances A%, A3, A*, A% on trouve la matrice Kleene star

1 0 0 0O 00

0 1 0 0O 0 0

_ ai3 Q23 1 0O 0O

Al4) = a13a34 D A14 23034 as4 1 00
13035 a3ass O ass  ass 0 10

ase(a1a D a13a31) Q23034046 34046 Qg6 0 1

En écrivant cela sous forme d’équations et en utilisant la relation aisasy > aq4, on
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obtient

X1 =24,
Xy = Zy,
X3 = a13Z1 ® ag3Zs & Zs,
Xy = (a13a34 D a14)Z1 D (a3a34) Z> D a3473 D Zy
= a34. X3 D Zy,
X5 = (a13a35) Z1 D (a23035 © ag5)Z2 © a3523 © Zs
= a3 X3 D ag5Z2 © I,
Xo = ay6(a14 © a13a34) Z1 © (a93a34046) 22 © (a34046) 23 © a6 24 © Zs
= a46(a34 X3 D Zy) © Zs
= au6X4 D Zs.

On peut observer qu’on a les relations

Xp AL Xy | X, (
X; AL Xg | X3, (
Xy AL X4 | X, (
X, 1L Xg | Xs. (

N

N N
S— N N N

Mais on a dii faire beaucoup de calculs intermédiaires pour en arriver la. C’est pour cela
que la méthode du graphe critique D3 (A) (définition 4.6) peut étre plus pratique. Ici, le
graphe critique est donné par

Il est le méme que le graphe d’origine D4, sans I'arc 1 — 4, celui-ci n’apparaissant pas
car le chemin critique 1 — 3 — 4 se factorise par K = {3}.

De plus, méme si les éléments (15), (16), (24), (26) de la matrice Kleene star sont positifs,
ils n’apparaitront pas dans le graphe critique, car ces chemins critiques se factorisent a
travers K.
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Vérifions quelles variables sont critiquement séparées par K grace a la définition 4.7.

— 1 L4+ 237 Non, car, puisque {1} et {2} ont un enfant commun, le chemin entre
{1} et {2} est *-connectant.

— 1 L4+ 4] 37 Oui, car le seul chemin entre {1} et {4} dans le graphe critique est le
chemin 1 — 3 — 4, qui n’est pas *-connectant.

— 1 L4+ 5|37 Non, car il existe un chemin *-connectant entre {1} et {5}, cf. figure
4.2a

— 1 L4637 Oui, car il n’y a pas de chemin *-connectant entre {1} et {6}.
— 2 14+ 437 Idem.
— 2 14+ 5|37 Non, car le chemin direct 2 — 5 est *-connectant.

— 2 14+ 6|37 Oui, car il n’y a pas de chemin *-connectant.

Finalement, dans le cas ou le chemin 1 — 3 — 4 est critique, nous avons donc observé
les mémes relations de dépendance conditionnelle qu’exprimé dans les équations (4.1) a
(4.4).

Pour toute matrice distance-directe Dans le méme exemple, considérons encore
K = {3} mais regardons ce qu’il se passe pour toute matrice Ap. Le graphe d’accessibilité
conditionnelle D} est donné par

Il yaun arc 1 — 6, car le chemin 1 — 4 — 6 ne se factorise pas par K. Regardons a
présent quelles variables sont D*-séparées par K, selon la définition 4.13. Nous devons
donc vérifier s’il existe un chemin *-connectant entre I et .J. Beaucoup de cas ont déja
été développés dans 'exemple 4.5. De plus, par le lemme 4.12, nous savons déja que
tous les chemins qui étaient *-connectant dans le graphe critique le seront également
dans le graphe d’accessibilité conditionnellement. Nous avons donc d’emblée 1 Y« 2| 3;
1 Lr=5|3et2 Lg-5]3. Considérons les cas qu'il nous reste :
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— 1 Lg+ 4|37 Non, car le chemin 1 — 4 est *-connectant.

— 1 Lk« 6|37 Non, car le chemin 1 — 6 est *-connectant.

*

— 2 L g+ 4|37 Non, car il existe un chemin *-connectant, cf. figure 4.2b.

— 2 L g+ 6|37 Non, car le chemin non dirigé 2 —3 — 1 — 6 est de la forme de la figure
4.1e de la définition 4.4.

Il n’y a donc aucune variable qui peut étre D*-séparée d’une autre par K. Et nous n’avons
donc aucun cas d’indépendance conditionnelle par rapport & K = {3} pour toute matrice
A e R,

4.4 Réciprocité

Nous voulons savoir si nous pouvons avoir la réciprocité des théoremes 4.8 et 4.15.
Autrement dit, la condition d’étre critiquement séparé ou D*-séparé est-elle nécessaire
pour avoir I'indépendance conditionnelle ?

Comme le montre ’exemple suivant, ce n’est pas le cas.

Exemple 4.18. Considérons le graphe suivant, ou K = {3,4} et le chemin 1 — 3 — 5
est critique.

a13

Commengons par construire le graphe critique Dj(A) et le graphe d’accessibilité condi-
tionnelle Dj,.

Ces deux graphes contiennent les arcs 1 —+ 4,1 — 3,2 — 4, 2 — 5, et 3 — 5, car aucun
de ces chemins ne se factorise a travers K. Le dernier chemin a étudier est le chemin
1 — 5, car c’est le seul chemin tel que I’élément (bs;) de la matrice Kleene Star est non
nul ({1} est un ancétre de {5}). Ce chemin n’appartient cependant pas aux graphes
critique et d’accessibilité conditionnelle, car il se factorise a travers {3} qui appartient &
K. On a donc

Dy (A) = Dy = D.
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A présent, regardons si nous avons 1 L4« 5| 3,4. Puisque le chemin 1 — 4 < 2 — 5
est *-connectant (car il est de la forme de la figure 4.1d de la définition de chemin
*_connectant), nous pouvons conclure que

1 fae 53,4

Et donc, via le lemme 4.14,
1 fp«5]3,4.

On se demande a présent si il est quand méme possible que X; 1L X5 | X3, X4. On peut
écrire toutes les variables telles que :

X1 =27

Xo =2y

X3 =a13X1 D Z3

Xy = a13 X1 B anXe @ Zy
X5 = a2 Xy @ a3s X3 © Zs.

On peut ainsi voir que, si nous connaissons X3 et Xy, alors X; et X5 deviennent
indépendantes, donc
Xp 1L X5 | X3, Xy

Ce qui montre que nous n’avons pas la réciprocité des théoremes 4.8 et 4.15.

Nous avons cependant un théoreme donnant une condition nécessaire et suffisante sur
le graphe critique D3 (A) pour avoir une indépendance conditionnelle étant donné
une matrice A. Ce théoreme peut étre retrouvé dans l'annexe A ou nous donnerons
les bases théoriques pour construire ce théoreme, sans en donner une démonstra-
tion.
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Conclusion

L’objectif de ce mémoire était d’étudier des relations d’indépendance conditionnelle
dans des modeles max-linéaires. Dans le chapitre 3, nous avons vu que nous pouvons
représenter les relations causales de tels modeles par des graphes. Pour ce faire, nous
avons étudié I'algebre tropique, et plus particulierement 1’algebre max-times, et en avons
donné une série de propriétés et outils.

Nous avons notamment observé le role que la moyenne cyclique maximale joue sur les
matrices de fermetures transitives faibles (I'(A)) et fortes (A(A)) de la matrice A (qui,
graphiquement, encode les poids des arcs dans notre graphe). Dans le chapitre 2, nous
avons en effet vu dans la proposition 2.16 que si A(A) > 1, alors au moins une des entrées
de nos matrices de fermetures transitives tend vers l'infini. Tandis que si A\(A) < 1, alors
toutes les entrées de I'(A) et A(A) (notre matrice Kleene Star) sont finies. Nos deux
matrices sont alors définies par ['(A) = AQA?D - DA et A(A) = T[PAPA2D--- P A"
(ou1 n est la nombre de lignes et de colonnes de A).

Nos modeles max-linéaires étant représentés par des graphes acycliques pondérés, nous
savons que A(A) = 0. Nous pouvons donc définir notre matrice Kleene Star via une
somme finie de puissances de notre matrice A. Tout cela nous a permis de construire une
équation non récursive définissant nos variables :

X =A(A)oZ,

qui a été donnée dans notre théoreme 3.5.

Forts de toutes ces notions, nous avons finalement pu construire nos deux théoremes
principaux du chapitre 4, les théoremes 4.8 et 4.15. Ces deux théoremes présentent un
critere suffisant pour déterminer une éventuelle relation d’indépendance conditionnelle
dans notre modele, I'un dépendant de la matrice A, 'autre étant valable indépendamment
de A. Ce critere s’appuie sur deux nouveaux types de séparation graphique, la séparation
critique (définition 4.7) et la D*-séparation (définition 4.13). Chacune de ces séparations
est basée sur I’étude de chemin *-connectant (définition 4.4) dans de nouveaux graphes
construits a partir de notre graphe original D 4.

— Le graphe critique (définition 4.6) Dj(A) est construit en prenant tous les arcs
i — j tels que {i} est un ancétre de {j} dans le graphe D4 et si aucun chemin
critique ¢ — j ne se factorise a travers un des noeuds appartenant a I’ensemble K
par lequel on conditionne notre indépendance.
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— Le graphe d’accessibilité (définition 4.10) D}, quant a lui est composé des arcs
i — j si{i} est un ancétre de {j} et s’il existe un chemin ¢ — j qui ne se factorise
pas a travers K.

Nous avons finalement vu que la réciproque de ces deux théoremes est fausse grace a un
contre-exemple.

Ce domaine d’étude est vaste et il ouvre la porte a plusieurs questions qui n’ont
pas été approfondies dans ce mémoire. Parmis celles-ci, nous relevons les points sui-
vants :

— Le théoréme A.1 nous donne justement une condition nécessaire et suffisante pour
des liens d’indépendance conditionnelle. Nous n’en avons donné qu’une vision
restreinte, mais il peut étre intéressant de I’explorer plus en détails. Ceux-ci peuvent
étre trouvés dans 'article de C. Améndola, C. Kliippelberg, S. Lauritzen et N. M.
Tran [1].

— Nous avons assumé le théoreme 4.8 comme acquis mais il peut également étre
intéressant d’en développer la preuve, qui s’appuie sur un troisieme critere qui
n’a été que cité dans le mémoire, la séparation source. Cette séparation source
est étudiée dans un nouveau graphe, le graphe source, qui correspond a 1’étude de
dépendance conditionnelle sous un contexte spécifique, dont nous avons donné un
bref aper¢u dans 'exemple 4.2. A nouveau, le lecteur est redirigé vers l'article [1].

— Finalement, 'algebre tropique constitue un vaste sujet d’étude et beaucoup d’autres
outils intéressants peuvent y étre développés. Nous n’en avons donné qu'une breve
présentation, mais le livre de P. Butkovi¢ [7] peut assouvir la curiosité de ceux qui
aimeraient en découvrir plus.
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Annexe A

Réciprocité des théoremes
d’'indépendance

Dans cette annexe, nous donnons les bases théoriques pour formuler un théoréme nous
donnant une condition nécéssaire et suffisante pour avoir 'indépendance conditionnelle
entre des variables de nos modeles max-linéaires, comme abordé dans la section 4.4. Pour
plus de détails concernant la démonstration de ce dernier théoreme A.1, le lecteur peut
se référer a la sixieme section de l'artice [1].

Théoréme A.1. © Soit un graphe pondéré acyclique D = (V, E), une matrice distance
directe A € RY*", et les ensembles disjoints I,.J, K C V.

Nous avons l'indépendance conditionnelle X; Il X; | Xk si et seulement s’il n’existe
aucun chemin *-connectant effectif (définition A.J) entre I et J relativement a K dans
le graphe critique D} (A).

Pour comprendre ce théoreme, nous aurons encore besoin de deux définitions.

Dans la suite, I'ensemble enfp« (i) est 'ensemble des enfants du noeud {i} dans le graphe
D3 (A) et pap.(j) est 'ensemble des parents du noeud {i} dans le méme graphe. De plus
nous notons la matrice Kleene Star par B € RY*".

Définition A.2. Soit un graphe pondéré acyclique D = (V, E), une matrice distance
directe A € RY" fixée, et K C V. La matrice de substitution E% d’un chemin
i — j € Di(A) est une matrice de taille |K| x |K|, ot les entrées se calculent de la
maniere suivante.

1. Déterminer les k € K Nenfp«(i),
2. Déterminer les | € K N (pap-(7) U{j})

1. Théoreme 6.18 de [1]
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3. Pour chaque combinaison possible de k et I, les éléments non nuls de la matrice
=9 sont uniquement tels que k # 1 et sont calculés par
ji _ bribji
kl b :

Je

Si m est un chemin *-connectant entre {i} et {j} dans D3 (A), alors la matrice de
substitution de w relativement a K est donnée par

=T __ —vu
L_JK e L_AK .

U—VET

Exemple A.3. Reprenons l'exemple 4.18, mais en considérant que tous les arcs existant
dans le graphe D sont égaux a 1, pour faciliter les calculs suivants. Intéréssons nous au
chemin *-connectant 7 : 1 — 4 < 2 — 5. Les arcs composant ce chemin sont 1 — 4,
2 — 4,2 — 5. Nous devons donc calculer ces trois matrices de substitution.

— =} =?1Ici, k € KNenfp.(1) = {3,4}, et I € K N (pap.(4) U {4}) = {4}. Nous
avons donc la forme de matrice

41 41
=41 33 34
—K — 41 41 | -

43 44

N4l 41 41 41 __ b31bga __ :
ou &3 = &y = &3 =0, et &y = *** = 1. Finalement,

—a1_ (0 1

— 2B ="1ci, k € KNenfp-(2) = {4}, et [ € K N (pap.(4) U {4} = {4}. Tl est donc
impossible de trouver un k différent de [, et donc

—12 (00
“E\0 o

— =92 ="1Ici, k € KNenfp:(2) = {4}, et | € KN (pap.(5) U{5}) = {3}. Nous avons

52 __ ¢52 __ 52 52 __ bgobsz __ :
33 = &u1 = &35 = 0, et g5 = > = 1. Finalement,

—a1_ (00

Nous avons finalement la matrice de substitution

—=r __ =4l —42 —52

:G é).
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Définition A.4. Un chemin *-connectant = de I a J dans le graphe critique est effectif
St
A(FKK D EWK) < 1.
ot
— X représente la moyenne cyclique mazimale (définition 2.1) ;

— T'kk est la matrice de fermeture transitive faible (définition 2.11) restreinte aux
composantes de K ;

=T

=% est la matrice de substitution du chemin *-connectant (définition A.2).
Nous allons terminer en cloturant I'exemple A.3.

Exemple A.5. Pour savoir si le chemin 7 : 1 — 4 < 2 — 5 est effectif, nous devons
d’abord déterminer I' . Le seul élément non nul de la matrice dont nous devons calculer
la matrice de fermeture transitive faible est I’élément azs = 1. On a

0 1 0 1

FKK:F(O 0>:<0 0)‘
. 0 1 0 1 0 1
E:rKK@:K:(O O)@(1 0);(1 0).

Pour calculer la valeur moyenne cyclique maximale, nous calculons E? = I, et donc par
la propriété 2.3 de Vorobyov,

Alinsi,

AME) = max(0,1%) = 1.
Cela implique que ce chemin *-connectant 7 n’est pas effectif, et donc par le théoreme

A.1, nous avons bien
X 1L X5 | X3, Xy
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