Annexe C

Equations de Saint-Venant

Cette annexe vise a présenter les développements détaillés qui permettent d’obtenir les équations
bidimensionnelles de Saint-Venant en intégrant sur la profondeur les équations tridimensionnelles
de Navier-Stokes. Elle est fortement inspirée de [3]. On exprimera alors les composantes de vitesses
moyennées sur la profondeur par la composante longitudinale U et transversale V définies comme

1 Zw 1 Zw
U= / udz V= / vdz (C.0.1)
Zp Zp

suit :
h h

ol h = zy — 2p

C.1 Développement

Rappelons tout d’abord les équations de Navier-Stokes.

ou_ ow 0w _,

Di_ 10p  _, (W) 9@WV)  a(uw)

Dt P8x+yvu < ox + Oy + Oz

Dv_ 19p oo (0(W) 0(V) 0 (w) (C.1.1)
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Ou les contraintes turbulentes sont définies comme suit :

u'? v uw!

turbulent __ 1o, "2 Tapy!
ot —olow v (C.1.2)

wu  w' ,w/2

C.1.1 Conditions limites

Tout d’abord, il est important de développer les différentes conditions limites ce qui permet d’ob-
tenir des relations utiles & la démonstration des équations.

La premiére condition limite est la condition limite de surface libre. Elle est définie en supposant
qu’une particule présente & la surface pour un temps donné, restera a la surface. Définissons d’abord

la surface libre
S(iﬁ»y,zat)zzw(%y,t)*zzo (Cl?))
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Cette définition exprime simplement le fait que la coordonnée z prend la valeur z,, a la surface libre.
Pour exprimer la condition limite, il suffit alors d’égaler la dérivée matérielle de cette expression a
Z€r0.

DS 0 0 0 0
D = 5 (2 — 2) + T (2w — 2) + vwa—y (2w — 2) + Wy (2w —2) =0 (C.1.4)
ou l'indice w indique une variable & la surface libre. On obtient alors I'expression de la condition

limite de surface libre :
0z __ 0z 0z

T A Uy Vg — Wy =0 C.1.5
ot Y Ox Y oy v ( )
La deuxiéme condition limite est la condition limite du lit et est obtenue de maniére similaire. Au vu
de 'hypothése prise concernant le fond 2z, sa dérivée temporelle est nulle et on obtient :
62{, 8zb

Up—=—F+p—— —wp =0 C.1.6

b O b ay b ( )
L’hypothése de pression hydrostatique implique que pour I’équation de conservation de quantité
de mouvement (C.1.1ld), l'accélération verticale et les contraintes de cisaillement (moléculaires et
turbulentes) sont négligeables par rapport aux autres termes.E On obtient alors, aprés intégration,
I’expression de la pression qui dépend uniquement de la profondeur z :

P =pg (2w —2) + Pa (C.1.7)
ol la pression p, a la surface libre est fixée a zéro.
Ces 2 conditions limites et cette expression de pression hydrostatique permettent de simplifier les
développements qui suivent.
C.1.2 Equation de continuité
On procede alors a I'intégration de I’équation de continuité des équations de Navier-Stokes (C.1.1a) :

oo o O0v 0w
/Z <&C+ay+82)dz_o (C.1.8)

b

On utilise ensuite la formule de Leibniz pour développer chacun des 3 termes :

2o 01 o [* 0zy __ 0Oz
iy = tdz — Uy —2 Zb
5 0T : ax/zb uae T ey +ub8x
2w Qv o [ 0zy 0z
—dz = — Vdz —Vy—7— + Vp7— (C.1.9)
Zw O
%dz = Wy — Wy

Zb

En regroupant les termes pour mettre en évidence les conditions limites (C.1.5)) et (C.1.6)), on obtient :

0 0 0z 0z 0zp 0z

—(Uh)+ —(Vh) — | Up——— + Vp—— — Wy — —-— — = 1.1

OJU(U )+ 8y(v ) (u o +7 By w >+ (ub o + 7 By wb> 0 (C.1.10)
= 85—;“ par (C.1.5) =0 par(C.1.6)

En introduisant z,, = 25 + h et en réutilisant 'hypothése de fond fixe, I’équation de continuité est

alors obtenue :
Oh | O(UK) | (V)
ot oz oy
1. On remarque bien qu’aprés avoir négligé ces termes, on obtient ’expression de la pression qui est bien hydrosta-
tique

9 b(y,t) b(y,t) 9 da ab
2. ot a(;t) f(m7y7 t)d.’E = fa(s,t) aijtcdx - f(avyat)a + f(bvyat)ﬁ

=0 (C.1.11)
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C.1.3 Equations de conservation de quantité de mouvement

Le développement complet de l'intégration des équations de conservation de quantité de mouve-
ment de Navier-Stokes sera uniquement démontré pour la direction z. Le développement selon y est
en effet le méme et n’a donc ne sera pas présenté.

L’intégration selon la hauteur de I’équation de conservation de quantité de mouvement selon x

(C.1.1]b) donnef’]:

Terme 1 Terme 2 Terme 3

A

b Zb b

(C.1.12)

Terme 1 : terme d’accélération et termes de convections
Comme pour I'équation de continuité, le théoréme de Leibniz sera fort utile dans les développements
afin de permuter les opérateurs d’intégrations et de dérivations.
Pour exprimer le terme d’accélération, on utilise de nouveau le fait que le fond 2z, est fixe dans le

temps ainsi que la définition (C.0.1)) de la vitesse moyennée U.

2w Ou o [* O0zy Oz O Oz
—dz = — Udz — Uy —— — = —(Uh) —up— C.1.13
L, ot at/Zbuzuat+ub8t or VR ~ gy (G-1.13)
Le premier terme de convection donne quant & lui :
Fw 8(1_“1) 0 Fw _9 __9 0z ) Oz
dz = — dz — Uy —— — C.1.14
/Zb or 8ac/zb waET e Ty o ox ( )
En insérant l'identité 4 = U + (4 — U),l'intégration de %? peut s’écrire :
/ #wz/ (U + (@ —U))%dz
* e o o (C.1.15)
:/)Lﬂh+2/ U@—Umz+/ (u—U)3dz
2p Zb Zb

En exprimant la vitesse comme @ = U + F ou E est "lerreur" par rapport a la moyenne, on peut

alors réécrire ((C.1.15) :
/ u2dz:/ U2d2+2U/ Edz+/ (u—U)3dz (C.1.16)

b b Zb b
—_——— —

0 terme de dispersion

1>

L’intégrale de l'erreur E est par définition nulle.
En introduisant la définition du coefficient de Boussinesq et ’hypothése négligeant la non-uniformité
de la distribution de vitesse,c’est & dire que 8 = 1, on peut écrire :

/w#WZBWh:/wWW (C.1.17)
Zp Zb

Cette hypothése implique que le terme dit de dispersion est nul.
En utilisant le méme développement pour le deuxiéme terme de convection, on peut enfin écrire les 3

3. On rappelle 'hypothése faite sur le terme de contraintes visqueuses négligeables dans les équations de Navier-
Stokes
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termes de convections :

W o(uu) ,  O(U?h) 50z __,0%
/Zb ox dz = ar " Bz + Oz
Fw 9(uv) OUVh) 0z _ _ Oz
dz = — Uy Uy —— + UpUp—— (C.1.18)
/zb dy Iy Ay dy
/ ’ a(uw) Az = Uy Wy — UpWp
5 0%

Terme 2 : terme de pression
Le théoréme de Leibniz est de nouveau utilisé pour développer ce terme-ci :

v Op 10 _ Pw 02w Db O02p
- _PwZw | PO TE 1.1
pJz Ga:d pax/ pdz p Ox + p Ox (C.1.19)

En utilisant Pexpression de la pression hydrostatique (C.1.7)), 'expression devient :

2o Op 10 [ pg (2w — 2w) Oz pg (2w — 2p) O2p
pJs 8acd pox /, P9 (2w = 2) dz p Ox + P Ox
= g% <Zw (Zw — Zb) — 5 (Zw )) + haix (C].QO)

S WA
“ 992 \ 2 oz

Terme 3 : termes de contraintes de cisaillement turbulentes
De nouveau, en utilisant le théoréme de Leibniz, le dernier terme peut s’écrire de la facon suivante :

(9 (W) 9 (u) 9 (uuw) - / 95 - D2
/Zb ( i 3y +—a dz-ax/% wi'dz — (W) 8ac+( )b87x

O [ 02w | O0m  (C121)
—i—ay/Zb uv'dz — (') 9 +(uv)b8y

+ (W), = (W),

On peut légitimement considérer les contraintes de cisaillement & la surface comme négligeable, donc
(u’u’)w = (u’v’)w = (u'w’)w = (. Pour ce qui est des contraintes de cisaillement le long du lit, les

contraintes le long du plan vertical (u’u’ )b et (u’v’ )b sont supposées négligeables devant le terme de
contrainte horizontale (u’ w’ )b. On peut alors simplifier fortement I’expression pour obtenir :

w (@) o) o@w)\, & [ 9 [
/zb ( o7 + oy + 9, dz_@x/ uudz—|—8/ uvdz—(uw)b

:8/ uu’dz—i—/ uv’dz—i-f
Ox

En se rappelant la définition des contraintes turbulentes (C.1.2)), on a transformé le dernier terme
pour faire apparaitre 7.

(C.1.22)

Insertion des 3 termes
On peut enfin développer I'expression (C.1.12) en y insérant les expressions ((C.1.13), (C.1.18),(C.1.20)
et ((C.1.22). En réarrangeant I’équation, on peut faire apparaitre les 2 conditions limites qui permettent
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de simplifier fortement 1’expression :

A(Uh a(U?%h (UVh _ [0z _ 0z _ 0z _ _(_ 0Oz _ Oz, __
(Wh) (aa:)"‘ (3y)_uw<8:)+u“’a;+vw8;_ww U Wy + Ty - — W
=0 par =0 par (C.1.6)

9 (R _ 302 _ D [Fwiiig._ O [Fwo oid. T
- gax<2) gh8$ oz Jz, u''dz ayfzb u'v'dz p

(C.1.23)
La contrainte de cisaillement le long du lit 7, peut aussi s’exprimer en fonction de la pente d’énergie

Sta:

% — ghSy, (C.1.24)
Ensuite, la pente de fond dans la direction longitudinale x peut étre définie par :
0z
Soz = ——— C.1.25
0 Ox ( )
Et enfin, on définit les contraintes de cisaillement moyennées sur la hauteur 7., et 7y :
T 1 Ri— T 1 Rl g——
Tez —/ u'u'dz Toy —/ u'v'dz (C.1.26)
p h Zp p h Zb
En insérant les 3 expressions (C.1.24), (C.1.25) et (C.1.26) dans (C.1.23), on obtient alors :
d(Uh) 0 9 gh? o(UVh) 0 [ Tuzh 0 (Tuyh
— (Uh+=— = gh (Soz — Sfz) + — — C.1.27
ot +8x< +2 + oy gh(So f)+8x P +8y ( )

Finalement, la forme non conservative des équations de Saint-Venant sont obtenues en mettant en
évidence I’équation de continuité (C.1.11) multipliée par U puis en divisant le tout par la hauteur
d’eau h.

oU oU _dU Oh 10 [Twh\ 10 [Toyh
AU 4 V= =g (Sos— Sfs) — g + —— —— 1.2
o HUGs t Vg, =9k =S —ag 4, < >+h8y<p> (C.1.28)

C.1.4 Synthése

Le développement pour obtenir I’équation de conservation de quantité de mouvement selon y étant
identique, on peut alors résumer les équations de Saint-Venant sous forme non conservative comme
suit :

(Oh 0 0

a%-%(Uh)—i—afy(Vh)—O

oUu oU ou oh 10 Tuw 10 Ty

U+ V@TJ =980z = Spa) =95+ 35 (hp> oy <hp> (C.1.29)
A LA gy 1O (e (1O (T

ot +Uax+vay_g(soy Srv) g8y+h8m< p>+hay<hp>

ol la premiére équation est ’équation de continuité et les deux autres sont les équations de conser-
vation de quantité de mouvement selon les axes z et .

C.1.5 Equations de Saint-Venant sous forme conservative

Développer les équations de Saint-Venant sous forme conservative, c’est & dire en termes de va-
riables globales, est utile pour la suite. En effet, la forme conservative est mieux adaptée pour les
schémas numériques vu que les dérivées sont groupées oul c’est possible, c’est & dire qu’on a dQ & la
place de V' dA + AdV. Définissons alors deux nouvelles variables ¢, et qy[m2 /s], respectivement le
débit par unité de largeur dans la direction longitudinale et dans la direction tansversale.

gz =Uh gy =Vh (C.1.30)
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On choisit ainsi des variables dites conservatives qui représentent des quantités conservées dans le
systéme contrairement aux vitesses qui ne le sont pas.

L’équation de continuité (C.1.29a) devient :
Oh  0q, Ogy
—+t=—+—===0 C.1.31
ot + ox oy ( )

Pour ce qui est des équations de conservation de quantité de mouvement, on repart des équations
(C.1.29b) et ((C.1.29¢) multipliées par h. On y additionne ensuite I’équation de continuité multipliée
par U pour (C.1.29b) et multiplié par V pour (C.1.29¢).

oh o(Uh) d(Vh) oUu ou ou oh 0 (Tezh 0 (Tuyh
— h— h— h— = gh (Sox — Stz) — gh— + — —
Uat+U 5 +U 9y + 8t+U ax+v 9y gh (Soz — Sfz) gax+8x ; +ay )
Oh O(Uh) d(Vh) oV oV oV oh 0 [T1yzh 0 [ Tyyh
V—+V Vv h— +Uh— +Vh— = gh(Soy — S¢y) —gh— + — — | =
ot + ox * oy * ot * Ox * oy gh (Soy sv) =9 oy + ox \ p + dy \ p
(C.1.32)
En y intégrant les expressions tout en réarangeant les termes, on obtient :
0q 9 (q® gh? 0 (quqy\ 0 ( Tazh 0 ([ Tuyh
8t+8x<h+ 2 +8y< h )—gh(SOx Sf’”)+ax P +8y p
(C.1.33)

00y, 0 (asay) O (G, g\ _ o o0 (Teh), 0 (nh
8t+6x<h>+8y p T | TRy =St g o ) Tay\ 7,

Les équations conservatives de Saint-Venant peuvent aussi s’écrire sous la forme vectorielle suivante :

ou oOF 0G
— 4+ —=—+—=—=S C.1.34
ot "oz oy (C.1.34)
ou les différentes matrices sont définies par :
h dx Qy 0
2 x
U=| ¢ FU) = | %+ Jau)=| 5" 2 S(U)= | gh(Sox— Spa) + Tew + Ty
Iy T & | o gh (Soy = Spy) + Tya + Tyy
(C.1.35)
Avec les termes de turbulence regroupés dans la matrice de turbulence :
TLE$ Tmy 8Q (M) g (Txyh>
T— —| N7 yAr (C.1.36)
o zyh o Tyuh
Tyw Tyy oz (T[;’ ) Ay (yTy)
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