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Introduction

Depuis leur introduction dans les années 30, les espaces de Sobolev ont su se frayer

une place de choix en analyse mathématique, et surtout en équations aux dérivées

partielles et en calcul des variations. L’utilisation d’une notion faible de dérivée offre

la possibilité de rechercher des solutions pour des équations aux dérivées partielles

parmi des fonctions présentant des discontinuités ou n’étant pas dérivables en tout

point au sens classique, tandis que l’emploi d’une norme définie à partir d’une inté-

grale s’avère – entre autres – particulièrement compatible avec les estimations d’ener-

gie. Leurs bonnes propriétés séquentielles – complétude, compacité dans la topologie

faible – permettent la construction de solutions à certains problèmes à partir de solu-

tions approchées, et les rendent parfaitement adaptés à lamise enœuvrede laméthode

directe du calcul des variations. Ces espaces ont depuis fait l’objet de nombreuses re-

cherches, et leurs propriétés fondamentales sont désormais bien connues. Quantité

d’ouvrages de référence sont disponibles pour les étudier.

Déjà dans les années 80, une petite communauté demathématiciens avait saisi l’intérêt

de considérer des fonctions de Sobolev prenant leurs valeurs dans une variété. La

motivation pour l’étude de telles fonctions provient notamment d’applications à des

problèmes issus de la physique. Par exemple, si on souhaite décrire la configuration

d’un champ de cristaux liquides localisé dans un domaine � ⊂ ℝ3
, il est naturel de

considérer des applications D : � → �2
, qui donnent en chaque point la direction

dans laquelle pointent les cristaux. En tenant compte du fait que les cristaux ne sont

pas orientés, on peut vouloir remplacer la cible �2
par le plan projectif de dimension 2

ℝℙ2
. D’autres variétés cibles émergent de l’étude d’autres systèmes physiques, dont

les cristaux liquides biaxiaux ou l’hélium superfluide. Le cercle �1
apparaît quant à lui

dans l’étude du problème deGinzburg-Landau, qui consitue un champde recherche à

part entière.Onpourra consulter l’article deBethuel etChiron [6] pourunebrève revue

des motivations physiques pour l’étude des espaces de Sobolev à valeurs variétés, et

les références qui s’y trouvent fournissent au lecteur curieux unmoyen d’approfondir

ses recherches.

En présence de la contrainte variété, les espaces de Sobolev perdent leur statut d’es-

paces vectoriels. En effet, l’appartenance à une variété n’a aucune raison d’être pré-

servée par combinaison linéaire. En raison de ce fait, les outils de la théorie linéaire ne

sont pas disponibles pour l’étude des espaces de Sobolev à valeurs variétés. Au rang

des pertes, on mentionnera surtout le produit de convolution, outil dont l’utilité n’est

plus à prouver en théorie des espaces de Sobolev classiques. En effet, en général, le
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produit de convolution détruit complètement la contrainte variété. En outre, le choix

d’une cible à la topologie non triviale combiné à la possibilité qu’ont les applications

de Sobolev d’exhiber des singularités robustes est source d’obstructions nouvelles,

inconnues du paysage classique. Pour ces raisons, les espaces de Sobolev à valeurs

variétés offrent des défis qui ne se présentent pas dans l’étude des fonctions de So-

bolev à valeurs réelles. Nous avertissons dès à présent le lecteur habitué à la théorie

classique : certains résultats bien connus du cadre réel ne sont en général pas valides

en présence de la contrainte variété, comme nous aurons l’occasion de le découvrir

dans ce travail.

Dans ce mémoire, nous explorons la théorie de ces fonctions de Sobolev à valeurs

variétés et les problèmes fascinants qu’elles soulèvent. Plus précisément, nous nous

concentrons sur trois problèmes particulièrement importants : l’approximation, l’ex-

tension et le relèvement. Le premier porte sur la possibilité d’approcher les fonctions

de Sobolev par des applications lisses en préservant la contrainte variété. Le deuxième

demande si toute application de Sobolev définie sur le bord d’un domaine s’étend en

une fonction de Sobolev définie sur tout le domaine sous la contrainte variété. Le der-

nier s’interroge sur l’existence d’un relèvement d’une application de Sobolev à travers

un revêtement de la variété cible. Nous ne souhaitons pas donner au lecteur l’impres-

sion que nous avons rassemblé trois problèmes distincts en un seul texte, aussi nous

saisissons à chaque fois qu’elle se présente l’opportunité d’illustrer les liens entre ces

trois questions, que ce soit en présentant des techniques communes, ou des implica-

tions directes entre des résultats issus de deux de ces problèmes.

Ces trois problèmes ont fait l’objet de nombreuses recherches, et un grand nombre

d’articles leur sont dédiés – bien que plusieurs questions restent à ce jour encore ou-

vertes. Cependant, la discipline manque toujours d’une synthèse qui résumerait les

connaissances actuelles disponibles au sujet de ces problèmes. Le livre de Brezis et

Mironescu [22] constitue une référence complète pour ces trois problèmes et bien plus

encore,mais se concentre presque exclusivement sur le cas où la variété est le cercle. Le

coursdeVanSchaftingen [56] considère la théorie générale,mais reste encore enprépa-

ration. L’ambition de ce travail est de proposer une telle synthèse de la théorie actuelle

concernant les trois problèmes que nous avons mentionnés.

Les résultats que nous présentons ne sont pas nouveaux, et sont tous bien connus des

experts. L’originalité de ce travail ne réside donc pas dans les énoncés qui y figurent,

mais plutôt dans son approche synthétique et, nous l’espérons, pédagogique. Nous

partons du constat que plusieurs des articles que nous utilisons comme référence

sont écrits par et pour des experts du domaine, et peuvent s’avérer assez difficiles à

comprendre pour le lecteur non familier du sujet – l’auteur en est le premier témoin.

Nous avons donc cherché à présenter un certain nombre de résultats et surtout d’outils

appartenant au domaine des espaces de Sobolev à valeurs variétés de façon claire et

cohérente, en fournissant suffisamment d’explications pour que le lecteur débutant

puisse suivre avec lemoins de difficultés possible. À cette fin, nous n’avons pas hésité à

présenter d’abord –voire exclusivement –des casparticuliers contenantdéjà l’essentiel
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des idées du cas général, et où le fil conducteur de l’argument est plus apparent. En

particulier, nous avons de façon systématique pris soin d’éviter de passer sous silence

des subtilités dans nos raisonnements, certaines apparaissant de façon récurrente. Au

contraire, nous avons tâché d’attirer l’attention du lecteur sur celles-ci à chaque fois –

ou au moins les premières fois – qu’elles se présentent. Une conséquence de ce choix

est la longueur plus conséquente du texte qui en résulte, et nous espérons que cela ne

découragera pas le lecteur. Notre souhait est que ce texte donne au lecteur l’envie de

poursuivre plus avant son exploration de ce domaine passionnant que sont les espaces

de Sobolev à valeurs variétés, et qu’il constitue une aide pour aborder la littérature

spécialisée.

Ce travail se veut abordable avec le minimum de prérequis possible. Une certaine

familiarité avec les espaces de Sobolev classiques constituera un atout précieux, mais

des rappels accompagnés de références seront proposés au lecteur peu familier de

ce domaine. En ce qui concerne les concepts de topologie, de géométrie différentielle

et les résultats plus avancés d’espaces de Sobolev que nous utiliserons, ils seront

systématiquement rappelés et énoncés de façon complète. Plutôt que de présenter ces

notions dans un chapitre dédié, nous avons choisi de les inclure dans la continuité

du mémoire, au moment où nous en faisons usage. En de rares occasions, cela nous

conduira à employer un résultat qu’il nous a semblé plus pertinent d’inclure plus loin

dans le texte, là où la motivation pour l’introduire semblait plus claire, mais un renvoi

à l’énoncé du résultat sera alors systématiquement fourni.

Le premier chapitre de ce mémoire est dédié à quelques rappels qui n’ont pas

trouvé leur place dans le reste du texte. Partant des espaces de Sobolev classiques,

nous introduisons les espaces de Sobolev à valeurs variétés, qui seront notre objet

d’étude central. Nous expliquons ensuite l’argument de généricité, outil indispen-

sable dont nous ferons usage à de nombreuses reprises, et nous terminons par un

lemme permettant d’élargir ou de contracter le domaine de définition de nos fonc-

tions.

Le trois chapitres suivants introduisent les problèmes que nous allons étudier, et par-

tagent une structure commune. Après avoir fourni une motivation, nous donnons un

énoncé précis du problème. Nous étudions ensuite le cas où la résolution du pro-

blème est facile, qui correspond au cas où la régularité des applications de Sobolev

est suffisante pour se ramener à la théorie classique. Nous terminons par un exemple

modèle du type d’obstructions topologiques, inconnues de la théorie classique, qui

surgissent en présence de la contrainte variété. Dans ces chapitres, nous avons particu-

lièrement pris soin de fournir les détails des raisonnements, même en ce qui concerne

les arguments considérés comme triviaux dans la littérature spécialisée, afin de per-

mettre au lecteur qui découvre le sujet de se familiariser avec les outils de base du

domaine.

Ensuite, dans le Chapitre 5, nous traitons le problème de l’approximation pour des

fonctions de Sobolev d’ordre 1, ce qui nous donne l’opportunité de présenter plusieurs
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techniques centrales dans l’étudede ceproblème, dont laméthodedes bons etmauvais

cubes et la méthode de l’extension homogène.

Le Chapitre 6 est dédié à la méthode de la projection singulière. Sous des hypo-

thèses topologiques sur la variété cible, cette méthode permet de travailler avec

la théorie réelle avant de projeter nos constructions sur la cible. Elle constitue un

très bel exemple d’interaction entre des outils topologiques, géométriques et analy-

tiques.

Le Chapitre 7 aborde la méthode de construction d’obstructions analytiques. Contrai-

rement aux obstructions topologiques, elles sont construites en recollant ensemble,

après une mise à l’échelle convenable, des fonctions se comportant de plus en plus

mal en regard du problème considéré, mais néanmoins lisses.

Enfin, dans le Chapitre 8, nous étudions plusieurs résultats non triviaux concernant le

problème du relèvement. Nous partons du cas des fonctions de Sobolev d’ordre 1, qui

est le plus technique. Ce cas nous servira ensuite de point de départ pour le cas d’ordre

supérieur à 1. Nous abordons enfin le cas d’ordre inférieur à 1, où nous verrons que

la compacité du revêtement joue un rôle fondamental.

À la fin de chaque chapitre à l’exception des quatre premiers, une section de commen-

taires et perspectives est proposée au lecteur curieux. On y trouvera une esquisse

de certains résultats et outils qui n’ont pas trouvé place dans le corps du texte,

souvent par souci de longueur ou parce qu’ils nous auraient conduits à introduire

un trop grand nombre de notions intermédiaires, mais également des perspectives

vers d’autres problèmes que nous n’avons pas eu l’occasion de traiter. Des réfé-

rences seront systématiquement fournies pour permettre au lecteur de poursuivre

son étude.
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Chapitre 1

Autour des espaces de Sobolev

Dans ce chapitre, nous introduisons plusieurs notions qui nous seront utiles tout au

long de ce travail. Dans la Section 1.1, après un rappel sur les espaces de Sobolev

classiques, nous introduirons l’objet d’étude central de ce mémoire : les espaces de
Sobolev à valeurs variétés. La Section 1.2 est dédiée aux arguments de généricité, qui nous

seront utiles à de nombreuses reprises pour étudier le comportement d’une fonction

de Sobolev sur un sous-ensemble générique de sondomaine. Enfin, dans la Section 1.3,

nous présenterons un lemme permettant d’élargir ou de contracter un domaine �,

auquel nous aurons plusieurs fois recours par la suite.

1.1 Espaces de Sobolev à valeurs réelles et variétés

Dans l’ensemble de ce travail, � désigne un sous-ensemble ouvert borné de ℝ<

supposé suffisamment régulier. L’objectif de ce texten’est pasdeprésenterdes résultats

optimaux selon la régularité du domaine, aussi le lecteur pourra garder en tête que

� est un ouvert lisse, ou étoilé et localement lipschitzien. Ceci permet d’inclure dans

notre analyse des domaines usuels de faible régularité, tels que le cube, tout en ayant à

notre disposition les théorèmes classiques sur les espaces de Sobolev – notamment les

injections de Sobolev – ainsi que le Lemme 1.4 permettant d’élargir ou de contracter

�. Toute hypothèse de régularité supplémentaire sera précisée explicitement le cas

échéant.

On considère également 1 ≤ ? < +∞ et 0 < B < +∞. Là encore, toute restriction

supplémentaire sur la gamme de valeurs autorisée pour ? ou B sera énoncée explici-

tement.

On rappelle que, pour : ∈ ℕ∗, l’espace de Sobolev, :,?(�) est l’ensemble des fonctions

D ∈ !?(�) dont toutes les dérivées au sens faible jusqu’à l’ordre : appartiennent

également à !?(�). On munit, :,?(�) de la norme définie par

‖D‖, :,?(�) = ‖D‖!?(�) +
:∑
8=1

‖� 8D‖!?(�).
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Les espaces de Sobolev de régularité fractionnaire joueront également un rôle central

dans ce travail. Rappelons ladéfinitionde la semi-normedeGagliardo :

|D |, B,?(�) =

(∫
�

∫
�

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH

) 1

?

.

Lorsque 0 < B < 1, l’espace de Sobolev fractionnaire, B,?(�) – également appelé espace
de Sobolev-Slobodeskii – est l’ensemble des fonctions D : � → ℝ mesurables telles que

|D |, B,?(�) < +∞, muni de la norme

‖D‖, B,?(�) = ‖D‖!?(�) + |D |, B,?(�).

Mentionnonsque la condition |D |, B,?(�) < +∞ entraînequeD ∈ !?(�). En effet, comme

� est supposé borné, nous avons une inégalité de type Poincaré∫
�

∫
�
|D(G) − D(H)|? dGdH ≤ (diam�)<+B? |D |?

, B,?(�) < +∞.

Cela implique que ∫
�
|D(G) − D(H)|? dG < +∞

pour presque tout H ∈ �, et permet de conclure que D ∈ !?(�).

Lorsque B > 1 n’est pas un entier, on peut écrire de façon unique B = : + � avec : ∈ ℕ∗
et 0 < � < 1, et on définit, B,?(�) comme l’ensemble des fonctions D ∈, :,?(�) telles
que �:D ∈,�,?(�), muni de la norme

‖D‖, B,?(�) = ‖D‖, :,?(�) + |�:D |,�,?(�).

On définit de manière analogue les espaces de Sobolev de fonctions à valeurs vecto-

rielles, B,?(�;ℝ�). Nous omettrons parfois de mentionner l’espace d’arrivée lorsque

celui-ci est clair par le contexte. Ainsi, nous noterons parfois , B,?(�) au lieu de

, B,?(�;ℝ�).

Nous pouvons à présent en venir aux espaces qui donnent son titre à ce travail, les

espaces de Sobolev à valeurs variétés. Dans la suite de ce texte, sauf mention contraire,N
désigne une variété riemannienne lisse, compacte, connexe et sans bord, isométrique-

ment plongée dansℝ�
. Le théorème de plongement de Nash assure qu’un tel plonge-

ment isométrique existe toujours, pour peu que l’on choisisse � assez grand ; voir [47]
et [48]. On définit, B,?(�;N) comme l’ensemble des fonctions D ∈, B,?(�;ℝ�) telles
que D(G) ∈ N pour presque tout G ∈ �.

Il est utile de préciser que ces espaces ne sont pas des espaces vectoriels, étant donné

que l’appartenance à N n’a aucune raison d’être préservée par combinaison linéaire.
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Néanmoins, , B,?(�;N) est un espace métrique muni de la distance héritée de la

norme, B,?(�) définie par

3, B,?(�;N)(D, E) = ‖D − E‖, B,?(�) pour toutes D, E ∈, B,?(�;N).

On peut montrer que, B,?(�;N) ne dépend pas du choix du plongement à l’isomor-

phisme naturel près, et que les distances induites sont équivalentes. Plus précisément,

si 81 : N → N1 ⊂ ℝ�1
et 82 : N → N2 ⊂ ℝ�2

sont deux plongements isométriques deN ,

alors D ∈, B,?(�;N1) si et seulement si 82 ◦ 8−1

1
◦ D ∈, B,?(�;N2) et (D=)=∈ℕ converge

dans , B,?(�;N1) si et seulement si (82 ◦ 8−1

1
◦ D=)=∈ℕ converge dans , B,?(�;N2).

Ceci peut se démontrer à l’aide du théorème de composition dans les espaces de

Sobolev – Théorème 4.4 – que nous énoncerons plus tard dans ce travail. L’objec-

tif de ce texte n’est pas d’étudier la dépendance des différents résultats par rapport

au plongement, aussi nous supposerons toujours qu’un plongement a été choisi à

l’avance.

Nous terminons ce chapitre par une précision concernant notre convention sur les

éléments de !? et des espaces construits à partir de !? . Nous considérerons toujours

qu’une fonction D ∈ !? est une véritable fonction mesurable, et non une classe d’équi-

valence de telles fonctions identifiées par la relation d’égalité presque partout. Étant

donné que nous travaillerons régulièrement avec des restrictions de fonctions !?(�)
à des ensembles de dimension inférieure à <, cette convention nous évitera de de-

voir systématiquement procéder à des extractions de représentants et nous assurer

que nos constructions ne dépendent pas du choix ainsi fait. Le prix à payer est que les

quantités ‖·‖, B,? sont uniquement des semi-normes,mais nous commettrons l’abus de

notation de les qualifier de normes. Ainsi, deux fonctions mesurables D et E satisfont

‖D − E‖, B,? = 0 si et seulement si D = E presque partout.

1.2 Argument de généricité

Dans ce mémoire, nous utiliserons souvent des constructions qui nous demanderont

de travailler sur des sous-ensembles � ⊂ � de dimension inférieure, tels des por-

tions de droites ou d’hyperplans, ou plus généralement des sous-variétés de�. Lors

de tels raisonnements, nous aurons par exemple besoin de savoir qu’étant donnée

D ∈, B,?(�), on a D ∈, B,?(�) pour « la plupart » des choix de �, ou qu’étant donnée

une suite (D=)=∈ℕ qui converge dans, B,?(�), quitte à extraire une sous-suite, (D=)=∈ℕ
converge dans, B,?(�). À cette fin, nous présentons l’argument de généricité. Nous ne

prétendons pas donner de résultat précis et général, mais plutôt illustrer la méthode

sur des exemples modèles qui illustrent les différentes situations dans lesquelles nous

serons amenés à l’utiliser. Par la suite, nous laisserons au lecteur le soin de s’assu-

rer que l’argument de généricité s’applique bien à chaque fois que nous en ferons

usage.

15



Exemple 1.1 (Convergence). Considérons une suite (D=)=∈ℕ telle que D= → D dans

!?((0, 1)2).Nous allonsmontrer qu’il existeune sous-suite (D=: ):∈ℕ telle queD=: (·, H) →
D(·, H) dans !?((0, 1)) pour presque tout H ∈ (0, 1).

Choisissons (D=: ):∈ℕ de telle sorte que∫
(0,1)2
|D=: (G, H) − D(G, H)|? dGdH ≤ 2

−:
pour tout : ∈ ℕ.

Le théorème de convergence monotone entraîne que∫
(0,1)2

∑
:∈ℕ
|D=: (G, H) − D(G, H)|? dGdH < +∞.

Le théorème de Tonelli assure que∫
(0,1)

∑
:∈ℕ
|D=: (G, H) − D(G, H)|? dG < +∞ pour presque tout H ∈ (0, 1).

Or, pour tout H ∈ (0, 1) comme ci-haut, nous avons D=: (·, H) → D(·, H) dans !?((0, 1)),
et la conclusion suit.

Cet exemple peut être pensé de façon plus abstraite. En effet, nous pouvons écrire

!?((0, 1)2) = !?((0, 1); !?((0, 1))), et notre exemple se reformule de la façon suivante.

Nous savons que D= → D dans !?((0, 1); !?((0, 1))), et nous en déduisons que D=: (H) →
D(H) dans !?((0, 1)) pour presque tout H ∈ (0, 1), où D=: (H) = D=: (·, H) et D(H) = D(·, H)
sont des éléments de !?((0, 1)). Ceci n’est rien d’autre que la réciproque partielle

du théorème de convergence dominée, voir par exemple [57, Proposition 4.2.10],

appliquée à un espace de Lebesgue de fonctions à valeurs dans un espace de Ba-

nach.

Exemple 1.2 (Régularité). Soit D ∈,1,?((0, 1)2). Nous souhaitonsmontrer que D(·, H) ∈
,1,?((0, 1)) pour presque tout H ∈ (0, 1). Nous prenons soin de justifier l’existence des

dérivées faibles, un point qui est souvent omis dans la littérature spécialisée. En effet,

tandis qu’il est clair que si D admet un gradient au sens fort, alors pour tout H ∈ (0, 1),
D(·, H) admet une dérivée au sens fort dans la direction G donnée par %GD(G, H), la
dérivabilité au sens faible requiert quant à elle une justification.

Soit (D=)=∈ℕ une suite dans C∞((0, 1)2) telle que D= → D dans ,1,?((0, 1)2) – l’exis-

tence d’une telle suite sera rappelée dans le chapitre dédié à l’approximation, voir

le Théorème 2.1. L’Exemple 1.1 assure que, quitte à extraire une sous-suite si néces-

saire, il existe �1, �2 ⊂ (0, 1) négligeables tels que pour tout H ∈ (0, 1) \ �1, nous

avons D=(·, H) → D(·, H) dans !?((0, 1)), et pour tout H ∈ (0, 1) \ �2, nous avons

%GD=(·, H) → %GD(·, H) dans !?((0, 1)). Posons � = �1 ∪ �2, qui est négligeable. En
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utilisant le lemme de fermeture – voir par exemple [57, Lemma 6.1.5] – nous dédui-

sons que pour tout H ∈ (0, 1) \ �, D(·, H) admet une dérivée au sens faible donnée par

%GD(·, H) et D(·, H), %GD(·, H) ∈ !?((0, 1)), ce qui permet de conclure.

Nous formulons dès à présent une remarque concernant les fonctions de Sobolev à

valeurs variétés. Nous verrons qu’en général, ces fonctions ne peuvent pas être ap-

prochées par des fonctions lisses en préservant la contrainte variété. Néanmoins, si

D ∈ ,1,?((0, 1)2;N) dans l’exemple qui précède, il suffit d’approcher D par une suite

dans C∞((0, 1)2;ℝ�) pour pouvoir effectuer le même raisonnement. Un argument

supplémentaire est requis pour savoir que D(·, H) ∈ ,1,?((0, 1);N) et pas seulement

D(·, H) ∈ ,1,?((0, 1);ℝ�). Comme D(G, H) ∈ N pour presque tout (G, H) ∈ (0, 1)2, le
théorème de Tonelli fournit un ensemble négligeable � ⊂ (0, 1) tel que pour tout

H ∈ (0, 1) \ �, D(G, H) ∈ N pour presque tout G ∈ (0, 1). Pour tout H ∈ (0, 1) \ (� ∪ �),
nous avons donc D(·, H) ∈,1,?((0, 1);N).

Exemple 1.3 (Trace). Comme nous le rappellerons dans le chapitre dédié à l’extension,

pour des fonctions ,1,?
, la restriction au sens classique sur un sous-ensemble de

codimension 1 est une mauvaise notion de restriction, car elle n’est pas stable par

modification sur un ensemble négligeable. La bonne notion de restriction est fournie

par la théorie des traces. Néanmoins, nous aurons souvent besoin de savoir que ces

deux notions coïncident sur un sous-ensemble générique, ce qui est l’objet du présent

exemple.

Soit D ∈ ,1,?((0, 1)2). Nous allons montrer que pour presque tout H ∈ (0, 1), nous
avons tr(0,1)×{H} D = D(·, H) presque partout sur (0, 1).

Soit (D=)=∈ℕ une suite dans C∞((0, 1)2) telle que D= → D dans ,1,?((0, 1)2). Quitte à

extraire une sous-suite, il existe � ⊂ (0, 1) négligeable tel que D=(·, H) → D(·, H) dans
!?((0, 1)) pour tout H ∈ (0, 1) \ �. Or, la continuité de l’opérateur de trace entraîne

que D=(·, H) → tr(0,1)×{H} D dans !?(0, 1) pour tout H ∈ (0, 1). Nous en déduisons que

tr(0,1)×{H} D = D(·, H)presque partout pour tout H ∈ (0, 1)\�, ce qui fournit la conclusion
souhaitée.

Dans les exemples qui précèdent, nous avons travaillé avec des sous-ensembles suf-

fisamment simples pour que le théorème de Tonelli classique suffise à obtenir les

résultats de généricité souhaités. Pour des ensembles à la géométrie plus compliquée

– comme la famille des sphères %�A dans �<
pour 0 < A < 1 – il peut être nécessaire

d’employer des outils comme la formule d’intégration radiale, ou plus généralement

la formule de la co-aire.

Nous pouvons bien entendu obtenir plusieurs de ces propriétés à la fois sur un sous-

ensemble générique. Par exemple, étant donnée D ∈ ,1,?((0, 1)2), pour presque tout

H ∈ (0, 1), nous avons simultanément D(·, H) ∈ ,1,?((0, 1)) et tr(0,1)×{H} D = D(·, H). Il
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suffit de combiner plusieurs arguments de généricité et de considérer l’ensemble où

toutes les propriétés souhaitées sont vérifiées.

Pour conclure cette section, mentionnons qu’il est possible d’unifier les exemples que

nous avons présentés ci-haut. En effet, la généricité s’incrit dans un cadre plus général

lié aux notions d’applications de Fuglede et de détecteurs ; voir [16].

1.3 Élargir ou contracter �

Une autre technique dont nous ferons souvent usage dans ce mémoire consiste à

élargir ou à contracter légèrement le domaine �. Cela nous sera notamment utile

pour pouvoir supposer que les fonctions avec lesquelles nous travaillons sont en fait

définies sur un ouvert légèrement plus grand que �, ou au contraire pour travailler

sur un ouvert plus petit que� afin de conserver une «marge de sécurité » par rapport

à %�.

Nous commençons par illustrer notre propos sur un domaine simple, en supposant

que � = �<
. Étant donné � > −1, nous définissons 
� : � → �� = �1+� par 
�(G) =

G + �G. Nous observons que 
� est un difféomorphisme entre� et��, et nous notons

	� son inverse. Nous avons 	� → Id et 
� → Id dans C: pour tout : ∈ ℕ. Ceci

nous fournit une famille de difféomorphismes entre �<
et des versions élargies ou

contractées de �<
.

Si� est un ouvert lisse borné, il est possible de procéder à une construction analogue

en utilisant le vecteur normal à %� ; voir par exemple [22, Lemma 15.25]. En voici le

principe.

On note �� = {G ∈ ℝ<
: dist(G,�) < �} si � > 0, �� = {G ∈ � : dist(G, %�) > |�|} si

� < 0 et�0 = �. Observons que�� est une dilatation de� si � > 0 et une contraction

de� si � < 0.

Au vu de la régularité de �, il existe un vecteur normal sortant �� : %� → ℝ<
,

satisfaisant |�� | = 1 sur %� et �� ∈ C∞(%�). Lorsque � > 0 est suffisamment réduit,

en définissant +� = {G ∈ ℝ<
: dist(G, %�) < �}, tout point G ∈ +� s’écrit de façon

unique comme G = H + C��(H) avec H ∈ %� et |C | = dist(G, %�). Nous étendons

�� à +� en définissant ��(H + C��(H)) = ��(H) pour tout H ∈ %� et tout C tel que

|C | < �.

Onfixe# ∈ C∞
c
(+�) telle que 0 ≤ # ≤ 1 sur+� et# = 1 sur %� et ondéfinit
� : �→ ��

par
�(G) = G+�#(G)��(G). Pourpeuque |�| soit suffisamment réduit, onvérifieque
�

est un difféomorphisme entre� et��, et on note	� son inverse.

Lorsque� est étoilé par rapport à 0 ∈ �, onpeutprocéder àune construction analogue

en remplaçant ��(G) par G−0
|G−0 | .
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Raisonnant ainsi, nous parvenons au lemme suivant. Nous notons $ b � lorsque

$ ⊂ �.

Lemme 1.4. Soit � ⊂ ℝ< un ouvert borné lisse ou étoilé. Pour tout � tel que |�| est
suffisamment réduit, il existe un ouvert�� et un difféomorphisme 	� : �� → � tels que

1. �� b ��′ lorsque � < �′ et�0 = � ;

2. 	� admet une extension continue à��, toujours notée 	�, qui est un difféomorphisme
de�� sur� ;

3. ‖	� − Id‖C:(��)→ 0 et ‖(	�)−1 − Id‖C:(�)→ 0 pour tout : ∈ ℕ lorsque �→ 0.

À l’aide des propriétés des 	�, nous obtenons sans peine le lemme suivant ; voir [22,

Lemma 15.26].

Lemme 1.5. Soit � un ouvert borné lisse ou étoilé et soit D ∈ , B,?(�). Pour tout � tel que
|�| est suffisamment réduit, nous avons D ◦	� ∈, B,?(��), et ‖D ◦	�−D‖, B,?(�

min{�,0})→ 0

lorsque �→ 0.
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Chapitre 2

Introduction au problème de
l’approximation

2.1 Énoncé et motivation du problème

En tant qu’espaces fonctionnels, les espaces de Sobolev, B,?
jouissent de nombreuses

propriétés qui en font un outil particulièrement adapté pour travailler sur un grand

nombre de problèmes dans des branches variées de l’analyse mathématique, des

équations aux dérivées partielles au calcul des variations. Ces propriétés entraînent

qu’il est souvent bien plus confortable de travailler avec ces espaces qu’avec les espaces

de fonctionsdérivables au sens classiquemunisde la normeuniforme. En contrepartie,

les fonctions dans , B,?
sont parfois plus délicates à manipuler que les fonctions

dérivables au sens classique.

Par conséquent, il est souhaitable de pouvoir approximer les éléments de , B,?
par

des fonctions plus régulières. Ceci rend applicable la technique suivante. Supposons

que l’on veuille prouver une propriété pour tous les éléments de, B,?
. On commence

par démontrer qu’elle est vérifiée pour les fonctions lisses. Ensuite, étant donnée D

arbitraire dans , B,?
, on construit une suite (D=)=∈ℕ de fonctions lisses qui converge

vers D dans, B,?
. Si la propriété considérée est stable par passage à la limite, on peut

alors conclure. Le lecteur pourra consulter [17, Chapter 9.1] ou [57, Chapter 6.1] pour

voir cette technique employée de façon simple pour étendre aux espaces de Sobolev

les règles de calcul différentiel usuelles. Par ailleurs, la Section 1.2 fournit d’autres

exemples d’application de cet argument de densité pour déduire des résultats de

généricité.

Dans les espacesdeSobolev àvaleurs réelles, le théorèmededensité assurequ’une telle

procédure d’approximation est toujours possible. Nous notons C∞(�) l’espace des

fonctions E : �→ ℝ lisses jusqu’au bord de�, c’est-à-dire telles que E est la restriction

à� d’une fonction F ∈ C∞($) pour un certain� b $.

Théorème 2.1. L’espace C∞(�) est dense dans, B,?(�).

21



La démonstration de ce théorème repose sur la notion de régularisation par convolu-

tion. Un noyau régularisant est une fonction � ∈ C∞
c
(ℝ<) telle que

supp � ⊂ �1 = �1(0), � ≥ 0 et

∫
ℝ<

� = 1.

Nous pouvons toujours choisir � comme étant de plus une fonction radiale. Étant

donnés un noyau régularisant � et C > 0, on définit

�C(G) =
1

C<
�
(
G

C

)
.

Pour toute D ∈, B,?(�;ℝ�), le produit de convolution

�C ∗ D(G) =
∫
ℝ<

D(G − H)�C(H)dH =

∫
�C

D(G − H)�C(H)dH

est bien défini et lisse sur tout ouvert $ b � dès que C < dist($, %�) – cette restriction
garantissant que G − H ∈ � pour tout H ∈ �C . Un résultat classique sur les espaces de

Sobolev assure alors que �C ∗D → D dans, B,?($) lorsque C → 0. Dans le cas où B ∈ ℕ,

le lecteur pourra consulter [17] ou [57]. Dans le cas fractionnaire, nous renvoyons

à [1, Proof of Theorem 7.38] pour un argument basé sur la théorie de l’interpolation,

ou [43, Proof of Lemma 21] pour un argument plus élémentaire. Nous pouvons à

présent procéder à la preuve du théorème de densité.

Démonstration. Soit D ∈ , B,?(�). Le Lemme 1.4 fournit, pour � > 0 suffisamment

réduit, un ouvert�� tel que� b �� et une fonction D� = D ◦	� ∈, B,?(��) telle que
D� → D dans, B,?(�) lorsque �→ 0. Par un argument diagonal, il suffit d’approcher

chaque D� sur � par une suite de fonctions lisses, et nous pouvons donc supposer

dès le départ que D ∈ , B,?($) pour un ouvert $ tel que � b $. En particulier,

dist(�, %$) > 0.

Soit � > 0 tel que � < dist(�, %$). Pour tout 0 < C ≤ �, la fonction DC = �C ∗ D est

bien définie sur � et DC ∈ C∞(�). De plus, DC → D dans, B,?(�) lorsque C → 0, et la

conclusion suit. �

Mentionnons que dans le cas où � ⊂ ℝ<
est un ouvert quelconque, sans aucune

hypothèse de régularité, le théorème de densité admet un analogue où C∞(�) est
remplacé par l’espace plus grand C∞(�) ∩, B,?(�), qui contient également des fonc-

tions lisses singulières au bord de�. Ce théorème est connu sous le nom de théorème
de Meyers-Serrin ; voir [39]. On pourra aussi consulter [57, Theorem 6.1.17] pour une

version de ce résultat due à Hajłasz et permettant d’approximer en préservant la

trace au bord du domaine. La preuve repose également sur le produit de convolution,
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mais il est nécessaire d’adapter le paramètre de convolution à mesure qu’on se rap-

proche de %� et de recoller les approximations obtenues à l’aide d’une partition de

l’unité.

Motivéspar le théorèmededensité, nous formulons leproblème suivant.

Problème 1. L’espace C∞(�;N) est-il dense dans, B,?(�;N)?

Observons dès à présent qu’on ne peut obtenir une réponse à ce problème par simple

adaptation de la preuve du théorème de densité. En effet, la démonstration repose

de façon cruciale sur le produit de convolution. Or, étant donnés D ∈ !1

loc
(�;ℝ�)

et un noyau régularisant � : ℝ< → ℝ, la fonction � ∗ D peut être vue comme une

combinaison convexe de D. Dès lors, si D prend ses valeurs dans un sous-ensemble

� de ℝ�
, � ∗ D prend ses valeurs dans l’enveloppe convexe de � mais son image n’a

aucune raison d’être contenue dans �. Par conséquent, la démonstration du théorème

de densité permet d’approximer tout élément de, B,?(�;N) par des fonctions lisses
à valeurs dans l’enveloppe convexe de N mais ne permet en principe pas de déduire

que C∞(�;N) est dense dans, B,?(�;N).

Par la suite, il nous sera utile de pouvoir parler de la fermeture de C∞(�;N) dans
, B,?(�;N). Aussi nous introduisons la définition suivante, dans l’esprit de la notation

qui était parfois utilisée en théorie classique, et qui a donné son titre à l’article � =,

de Meyers-Serrin [39].

Définition 2.2. La classe �B,?(�;N) est la fermeture de C∞(�;N) dans, B,?(�;N) :

�B,?(�;N) = C∞(�;N)
, B,?(�;N)

.

Le Problème 1 revient donc à savoir si�B,?(�;N) =, B,?(�;N).

2.2 Le cas surcritique : B? > <

Lorsque B? > <, la réponse au Problème 1 est toujours affirmative. Ceci se démontre

en se ramenant à la théorie des fonctions à valeurs réelles, ce qui est rendu possible

par la régularité des fonctions, B,?
dans la gamme surcritique B? > <. En effet, pour

cette gamme de valeurs, le théorème d’injection de Morrey-Sobolev assure que les

fonctions de, B,?(�) sont continues.

Théorème 2.3 (Morrey-Sobolev). Supposons que B? > <. Alors, B,?(�) s’injecte conti-
nûment dans C0(�) :, B,?(�) ⊂ C0(�) et il existe � = �(B, ?,�) > 0 telle que

‖D‖!∞(�) ≤ �‖D‖, B,?(�) pour toute D ∈, B,?(�).
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On trouvera une démonstration de ce théorème dans le cas où � est de classe C1

dans [17] et [57] par exemple. On renvoie également à [1] pour une discussion plus

précise des hypothèses de régularité requises sur� et une preuve du cas fractionnaire

basée sur l’interpolation, et à [43] pour une démonstration plus élémentaire dans le

cas 0 < B < 1.

Il convientd’observerune certaineprudence lorsqu’onemploie le théorèmedeMorrey-

Sobolev. En effet, de façon plus précise, l’injection, B,?(�) ⊂ C0(�) signifie que toute
fonction dans , B,?(�) coïncide presque partout avec une fonction dans C0(�). En
outre, nous utiliserons souvent la continuité de l’injection pour déduire que D= → D

uniformément lorsque que D= → D dans , B,?(�). À nouveau, ceci est vrai pour peu
qu’on sache à l’avance que les D= ainsi que D sont continues, ce qui peut nécessiter de modi-

fier les D= et D sur un ensemble de mesure nulle. Par la suite, ces considérations seront

parfois gardées implicites dans nos raisonnements, mais nous invitons le lecteur à

toujours conserver cet avertissement à l’esprit.

Considérons D ∈ , B,?(�;N). Le Théorème 2.1 assure l’existence d’une suite (D=)=∈ℕ
dans C∞(�;ℝ�) telle que D= → D dans, B,?(�;ℝ�). En vertu de l’injection deMorrey-

Sobolev, quitte à modifier D sur un ensemble de mesure nulle, on en déduit que

D= → D uniformément. Dès lors, pour tout � > 0, il existe =0 ∈ ℕ tel que pour tout

= ≥ =0, ‖D= − D‖!∞ ≤ �. En particulier, dist(D=(G),N) ≤ � pour tout G ∈ �. Par

conséquent, nous pouvons approcher tout élément de , B,?(�;N) par des fonctions
lisses prenant des valeurs uniformémentprochesdeN . Pour obtenir des fonction lisses

à valeurs dans N comme requis, nous introduisons la notion de voisinage tubulaire
d’une variété.

Théorème 2.4. Supposons queN est de classe C: avec : ≥ 2. Alors il existe � > 0 tel que, si
on pose O = {G ∈ ℝ�

: dist(G,N) < �}, la projection sur le point le plus proche � : O → N
est bien définie et de classe C:−1.

Un tel ouvert sera par la suite appelé un voisinage tubulaire de N de rayon �. La
démonstration de ce théorème repose sur le théorème de la fonction inverse. Le

lecteur pourra par exemple consulter [29].

Exemple 2.5. Supposons que N est la sphère unité de dimension ℓ , vue comme

l’ensemble des éléments de ℝℓ+1
de norme égale à 1 : N = �ℓ ⊂ ℝℓ+1

. On pourra

alors construire la projection sur le point le plus proche � : O → N en définissant

O = {G ∈ ℝℓ+1
: |G | > 1

2
} et �(G) = G

|G | .

Si nous choisissons � < �, alors E= = � ◦ D= est bien définie et à valeurs dans N pour

tout = ≥ =0. De plus, commeN est supposée lisse, nous savons que � est lisse, et par

conséquent E= ∈ C∞(�;N) et E= → � ◦ D = D dans, B,?(�;N) – voir le paragraphe

qui suit la Proposition 2.6. Ceci prouve que tout élément de , B,?(�;N) peut être
approché par une suite de fonctions lisses à valeurs dans N . Pour résumer, nous

avons démontré la proposition suivante.
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Proposition 2.6. Supposons que B? > <. L’espace C∞(�;N) est dense dans, B,?(�;N).

Notons que dans notre raisonnement, nous avons utilisé le fait que la composition

�◦D= est dans, B,?
et convergevers�◦D dans, B,?

lorsqueD= → D dans, B,?
. Lorsque

B = 1, cela suit aisément de la régularité de � et de la définition de , B,?
. Pour des

valeurs généralesde B et de ?, ce résultat est loind’être trivial et découlede la continuité

de l’opérateur de composition sur les espaces de Sobolev, que nous introduirons

ultérieurement ; voir le Théorème 4.4 et la remarque qui suit.

2.3 Le cas critique : B? = <

Dans le cas où B? = <, l’injection de , B,?
dans C0

n’est pas valide. Cependant, en

raisonnant de façon plus précise, il est possible d’adapter l’argument employé dans

le cas surcritique, ce qui conduit au résultat suivant.

Proposition 2.7. Supposons que B? = <. L’espace C∞(�;N) est dense dans, B,?(�;N).

Ceci fut observé pour la première fois par Schoen et Uhlenbeck [55], et fut clarifié

ensuite par les travaux de Brezis et Nirenberg [23] en lien avec l’espace VMO des fonc-

tions d’oscillation moyenne évanescente. Bien qu’il ne soit pas indispensable d’introduire

cet espace pour démontrer la Proposition 2.7, nous pensons que l’éclairage apporté

par celui-ci vaut la peine d’accomplir ce détour.

Nous commençons par définir l’espace BMOdes fonctions d’oscillationmoyenne bornée.
Étant donnée D ∈ !1

loc
(�), on définit la moyenne (D)�A(0) de D sur une boule �A(0) b �

par

(D)�A(0) =
⨏
�A(0)

D =
1

|�A(0)|

∫
�A(0)

D.

Définition 2.8. L’espace BMO(�) est l’ensemble des fonctions D ∈ !1

loc
(�) satisfaisant

‖D‖
BMO(�) < +∞, où

‖D‖
BMO(�) = sup

�A(0)b�

⨏
�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG.

L’espace BMO(�;N) est l’ensemble des D ∈ BMO(�;ℝ�) telles que D(G) ∈ N pour presque
tout G ∈ �.

Mentionnons qu’au vu de la régularité que nous supposons pour �, les fonctions

BMO(�) sont dans !1(�).
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La quantité ‖D‖
BMO(�) ne constitue pas une norme sur BMO(�), mais il s’agit d’une

semi-norme qui s’annule si et seulement si D est constante. Une semi-norme équiva-

lente est donnée par la quantité

sup

�A(0)b�

⨏
�A(0)

⨏
�A(0)
|D(G) − D(H)| dGdH,

qui vérifie

‖D‖
BMO(�) ≤ sup

�A(0)b�

⨏
�A(0)

⨏
�A(0)
|D(G) − D(H)| dGdH ≤ 2‖D‖

BMO(�).

Nous pouvons à présent définir l’espace VMO des fonctions d’oscillation moyenne
évanescente.

Définition 2.9. L’espace VMO(�) est la fermeture de Cc(�) dans BMO(�). L’espace
VMO(�;N) est l’ensemble des D ∈ VMO(�;ℝ�) telles que D(G) ∈ N pour presque tout
G ∈ �.

Il sera souvent plus commode de travailler avec la caractérisation suivante de VMO

due à Sarason [54].

Proposition 2.10. Une fonction D ∈ BMO(�) appartient à VMO(�) si et seulement si pour
tout � > 0, il existe � > 0 tel que pour tous 0 < A ≤ � et 0 ∈ � tels que �A(0) b �,⨏

�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG ≤ �.

De même que pour BMO, on peut remplacer la quantité

⨏
�A(0) |D(G) − (D)�A(0) | dG par⨏

�A(0)
⨏
�A(0) |D(G) − D(H)| dGdH dans la proposition qui précède.

Comme nous l’avons mentionné, , B,?
ne s’injecte pas dans C0

lorsque B? = <.

Cependant, dans ce cas critique, l’espace VMO consitue le remplaçant adéquat pour

C0
; voir [23, Examples 1 and 2].

Proposition 2.11. Supposons que B? = <. Alors , B,?(�) s’injecte continûment dans
VMO(�).

Démonstration. Nousdistinguonsplusieurs cas. Commençonspar supposer que ? = <

et B = 1. Rappelons l’inégalité de Poincaré-Wirtinger (voir par exemple [17] ou [57]) :∫
�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG ≤ �1A

∫
�A(0)
|∇D(G)| dG.
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Notons que la dépendance de la constante par rapport à A s’obtient par un argument

de changement d’échelle. L’inégalité de Hölder entraîne que∫
�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG ≤ �2A

<

(∫
�A(0)
|∇D(G)|< dG

) 1

<

.

On en déduit que⨏
�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG ≤ �3

(∫
�A(0)
|∇D(G)|< dG

) 1

<

.

Comme ∇D ∈ !<(�), ceci assure que D ∈ BMO(�). De plus, en faisant A → 0, par le

lemme de Lebesgue – voir par exemple [57, Proposition 3.1.7] – on obtient

lim

�→0

sup

0<A≤�
�A(0)⊂�

⨏
�A(0)
|D(G) − (D)�A(0) | dG → 0,

ce qui montre que D ∈ VMO(�). Une façon de penser à la limite que nous avons écrite

est de dire qu’elle découle de l’équi-intégrabilité des singletons.

Supposons à présent que B ≥ 1. Comme B? = <, on a (B − 1)? < <, et on déduit

alors du théorème d’injection de Sobolev (voir [17] ou [57] pour le cas où B est entier

et [1] pour le cas fractionnaire) que, B,?(�) s’injecte continûment dans,1,?∗(�), où
?∗ =

<?

<−(B−1)? = <. On conclut à l’aide du premier cas.

Il reste à traiter le cas 0 < B < 1. L’inégalité de Jensen assure que⨏
�A(0)

⨏
�A(0)
|D(G) − D(H)| dGdH ≤

(⨏
�A(0)

⨏
�A(0)
|D(G) − D(H)|? dGdH

) 1

?

≤
(⨏

�A(0)

⨏
�A(0)

|D(G) − D(H)|?
|G − H |2< (2A)2< dGdH

) 1

?

.

En utilisant le fait que B? = <, nous écrivons⨏
�A(0)

⨏
�A(0)
|D(G) − D(H)| dGdH ≤ �4

(∫
�A(0)

∫
�A(0)

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH

) 1

?

.

Puisque D ∈, B,?(�), on conclut comme dans le premier cas que D ∈ VMO(�). �

Àl’aidede cette injection, nouspouvons àprésentdémontrer laProposition2.7.

Démonstration de la Proposition 2.7. Soit D ∈ , B,?(�;N), et soit � : ℝ< → ℝ un noyau
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régularisant. En utilisant le Lemme 1.4, nous pouvons supposer que D ∈ , B,?($;N)
pour un certain � b $. Soit 0 < � < dist(�, %$). Pour 0 < C < �, définissons
DC = D ∗ �C , de telle sorte que DC → D dans, B,?(�;ℝ�) lorsque C → 0. Contrairement

au cas surcritique, on ne peut pas conclure que DC → D uniformément. Néanmoins, il

reste possible de montrer que DC est uniformément proche deN pour C suffisamment

petit, ce qui suffit pour recourir à nouveau à la projection sur le point le plus proche.

En effet, comme D(H) ∈ N pour presque tout H ∈ $, on a dist(DC(G),N) ≤ |DC(G)−D(H)|
pour tout G ∈ � et presque tout H ∈ $. En intégrant, il vient

dist(DC(G),N) ≤
⨏
�A(G)
|DC(G) − D(H)| dH

pour tout 0 < A < �. Par définition de DC , on calcule⨏
�A(G)
|DC(G) − D(H)| dH =

⨏
�A(G)

����∫
ℝ<

D(I)�C(G − I)dI − D(H)
����dH

≤
⨏
�A(G)

(∫
ℝ<

|D(I) − D(H)|�C(G − I)dI
)

dH.

Comme supp �C ⊂ �C et �C ≤ �1

1

C< , on obtient⨏
�A(G)
|DC(G) − D(H)| dH ≤ �2

⨏
�A(G)

(⨏
�C(G)
|D(I) − D(H)| dI

)
dH.

En choisissant A = C, on déduit de l’injection, B,? ⊂ VMO que

dist(DC(G),N) ≤ �2

⨏
�C(G)

(⨏
�C(G)
|D(I) − D(H)| dI

)
dH → 0

lorsque C → 0, uniformément par rapport à G. Nous pouvons alors conclure comme

dans la preuve de la Proposition 2.6 : pour C suffisamment petit, EC = � ◦ DC est bien
définie, lisse, à valeurs dansN , et EC → D dans, B,?

. �

2.4 Une obstruction topologique

Nous concluons ce chapitre par un contre-exemple suggérant que la réponse au pro-

blème d’approximation pour les fonctions de Sobolev à valeurs variétés n’est pas

aussi tranchée que dans le cas réel. Pour des fonctions à valeurs réelles, le théorème

de densité garantit que la réponse au problème d’approximation est positive pour

toutes valeurs de ? et B. Dans le cas des fonctions à valeurs variétés, des obstructions

topologiques émergent.

28



Avant de présenter le contre-exemple annoncé, il est nécessaire de rappeler quelques

notions de théorie de l’homotopie.

Définition 2.12. Soient 5 , 6 : - → . deux applications continues entre les espaces topolo-
giques - et.. On dit que 5 et 6 sont homotopes lorsqu’il existe� : -×[0, 1] → . continue
telle que �(·, 0) = 5 et �(·, 1) = 6, et on note 5 ∼ 6.

Intuitivement, 5 ∼ 6 signifie que 5 peut-être déformée continûment en 6. Remar-

quons que la relation d’homotopie est une relation d’équivalence. Nous illustrons

cette notion par un exemple simple mais qui nous sera d’une grande utilité par la

suite.

Exemple 2.13. Soit ℓ ∈ ℕ et soit 5 : �ℓ → - une application continue, où - est un

espace topologique quelconque. Si 5 est la restriction à �ℓ d’une application continue

6 : �ℓ+1 → -, alors 5 est homotope à une application constante. En effet, il suffit de

définir� : �ℓ×[0, 1] → - par�(G, C) = 6(CG)pour obtenir une homotopie de G ↦→ 6(0)
à 5 .

La proposition suivante assure que deux applications continues à valeurs dans une

variété compacte sont homotopes dès qu’elles sont suffisamment proches pour la

distance uniforme.

Proposition 2.14. Soient - ⊂ ℝ< un espace topologique et 5 , 6 : - → N deux fonctions
continues. Soit O un voisinage tubulaire de N de rayon �. Si ‖ 5 − 6‖!∞(-) < �, alors 5 et 6
sont homotopes.

Démonstration. Nous souhaiterions définir �(G, C) = (1 − C) 5 (G) + C 6(G), mais rien

n’assure que � soit à valeurs dansN . Cependant, par hypothèse, nous avons

dist((1 − C) 5 (G) + C 6(G),N) ≤ |(1 − C) 5 (G) + C 6(G) − 5 (G)|
≤ C | 5 (G) − 6(G)| ≤ ‖ 5 − 6‖!∞(-) < �

pour tous G ∈ - et C ∈ [0, 1], et nous pouvons alors définir �(G, C) = �((1 − C) 5 (G) +
C 6(G)), ce qui fournit l’homotopie souhaitée. �

Nous pouvons à présent fournir un exemple d’une application de Sobolev à valeurs

variété qui ne peut pas être approchée par une suite de fonctions lisses en préservant

la contrainte variété.

Exemple 2.15. Considérons� = �2
, et définissons sur�

D(G) = G

|G | .
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On observe que D ∈ ,1,?(�;�1) pour tout 1 ≤ ? < 2. En effet, comme D est à valeurs

dans �1
par construction, nous avons D ∈ !∞(�) et donc D ∈ !?(�). De plus, on

calcule que

�D(G) = 1

|G | � −
G ⊗ G
|G |3 ,

et donc

|�D(G)| ≤ �

|G | .

Dès lors, �D ∈ !?(�) pour tout 1 ≤ ? < 2, montrant que D ∈,1,?(�;�1).

Nous affirmons que, étant donné 1 ≤ ? < 2, il n’existe aucune suite (D=)=∈ℕ dans

C∞(�;�1) telle que D= → D dans ,1,?
. En effet, supposons par l’absurde qu’une

telle suite existe. Par un argument de généricité, quitte à passer à une sous-suite,

D= → D dans ,1,?(%�A) pour presque tout 0 < A < 1. Choisissons donc 0 < A < 1

tel que D= → D dans ,1,?(%�A). Comme ? ≥ 1 et comme les D= et D sont continues,

l’injection de Morrey-Sobolev entraîne que D= → D uniformément sur %�A . (Notons

qu’en dimension 1, l’injection de Morrey-Sobolev est valide y compris dans le cas

critique,1,1
.)

Les fonctions D= |%�A étant la restriction à %�A de fonctions continues sur �A , elles

sont homotopes à une fonction constante. Comme D= → D uniformément sur %�A , la
Proposition 2.14 assure que D est homotope à une constante, ce qui contredit le fait

que l’identité sur �1
n’est pas homotope à une constante. On en conclut que la suite

(D=)=∈ℕ ne peut exister.

Cet exemple n’a rien de spécifique à�2
et �1

. Au contraire, il s’agit d’un cas particulier

d’une obstruction topologique bien plus profonde, liée au groupe fondamental de la

variété cibleN .Dansnotre construction, nous avonsutiliséde façon cruciale l’existence

d’une fonction �1→ �1
dont la classe d’homotopie est non triviale, i.e. non homotope

à une constante. Pour généraliser cette obstruction, nous introduisons la notion de

groupe d’homotopie.

Définition 2.16. Soit ℓ ∈ ℕ et soit - un espace topologique. On définit le ℓ -ième groupe

d’homotopie de - comme l’ensemble des classes d’homotopie d’applications continues �ℓ →
-, et on le note �ℓ (-). Autrement dit,

�ℓ (-) = C0(�ℓ ;-)/∼,

où ∼ est la relation d’homotopie introduite dans la Définition 2.12.

En topologie algébrique, comme son nom l’indique, le groupe d’homotopie �ℓ (-)
est un ensemble muni d’une structure de groupe. Dans ce travail, la structure de
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groupe de �ℓ (-) ne jouera aucun rôle, aussi nous nous contentons de définir l’en-

semble sous-jacent. Par la suite, nous serons principalement intéressés par la tri-

vialité du groupe d’homotopie. Pour le lecteur peu familier avec la topologie al-

gébrique, ceci peut se comprendre sans définir le groupe d’homotopie. En effet, le

ℓ -ième groupe d’homotopie de - est trivial – ce que nous notons �ℓ (-) = {0} – si et

seulement si toute application continue 5 : �ℓ → - est homotope à une application

constante.

Exemple 2.17. L’exemple privilégié pour illustrer la notion de groupes d’homotopie

consiste à prendre N = �ℓ . Dans ce cas, nous avons �:(�ℓ ) = {0} si : < ℓ , et �ℓ (�ℓ ) =
ℤ. Pour tout = ∈ ℤ, un représentant de la =-ième classe d’homotopie dans �ℓ (�ℓ )
s’obtient en prenant l’application qui « tourne = fois autour de �ℓ ». Par exemple,

pour ℓ = 1, il suffit de définir 5= : �1 → �1
par 5=(eiC) = e

i=C
. La détermination des

groupes d’homotopie de �ℓ pour : > ℓ s’avère bien plus délicate, même si on cherche

uniquement à savoir si �:(�ℓ ) est trivial ou non – il suffit de consulter une table

d’homotopie des sphères, que l’on trouvera par exemple dans [35, Section 4.1], pour

s’en apercevoir.

Dans l’Exemple 2.15, nous avions �1(�1) ≠ {0}. Une généralisation (non triviale) de

l’argument que nous avons employé, en remplaçant l’identité sur �1
par une ap-

plication continue 5 : �[B?] → N dont la classe d’homotopie est non triviale, permet

d’obtenir une obstruction générale à l’approximation. Ici, [B?] désigne la partie entière
de B?.

Théorème 2.18. Si �[B?](N) ≠ {0}, alors C∞(�;N) n’est pas dense dans, B,?(�;N).

Ce résultat fut observé pour la première fois par Schoen et Uhlenbeck [55] pour

des applications à valeurs dans la sphère. Il fut ensuite démontré par Bethuel et

Zheng [8, Theorem 2] dans le cas où� = �<
et B = 1, mais la méthode se généralise à

B arbitraire ; voir par exemple [27] et [41]. Ce théorème fournit une condition nécessaire

pour que la réponse au problème d’approximation soit positive, formulée en termes

de la topologie de la variété cible.
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Chapitre 3

Introduction au problème des traces et
de l’extension

3.1 Énoncé et motivation du problème

Comme nous l’avons déjà évoqué, un des contextes d’application privilégiés pour les

espaces de Sobolev est la théorie des équations aux dérivées partielles. Lors de l’étude

de ces problèmes, une notion importante est celle de condition au bord. Plus précisé-
ment, considérons le problème de trouver une fonction D solution d’une équation aux

dérivées partielles dans un domaine � ⊂ ℝ<
. Pour que le problème soit bien posé,

il est en général nécessaire de prescrire une condition au bord de la forme D = 6 sur

%�, où 6 est une fonction définie sur %� connue à l’avance. De telles conditions sont

naturelles pour des équations provenant d’applications pratiques, notamment pour la

physique. Si D décrit la configuration d’une membrane élastique, cela revient à pres-

crire la position du bord de la membrane, en la fixant à un cadre rigide par exemple.

Si D est la vitesse d’un fluide dans un contenant�, la condition dite de Dirichlet D = 0

sur %� signifie simplement que le fluide demeure immobile le long des parois du

contenant.

Lorsqu’on recherche D parmi un espace de fonctions continues voire différentiables

au sens classique, cette condition signifie simplement que la restriction de D à %� doit

coïncider avec 6. Mais lorsque D est à rechercher parmi un espace de Lebesgue ou de

Sobolev, il est plus délicat de donner un sens à cette condition. En effet, les éléments

de ces espaces sont définis à un ensemble de mesure nulle près, et comme %� est

négligeable dès que � est un ouvert suffisamment régulier, il ne fait a priori pas sens
de parler de leur restriction à %�. Même dans notre cadre de travail où les fonctions

de Sobolev sont définies partout, et non quotientées par la relation d’égalité presque

partout, il est souhaitable d’avoir une notion de restriction stable par modification sur

un ensemble de mesure nulle.

La recherche d’une notion raisonnable de restriction pour les fonctions de Lebesgue

ou de Sobolev conduit au problème des traces. Comme le montre le théorème suivant,
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contrairement aux éléments de !?(�), les éléments de ,1,?(�) ont une trace sur

%�.

Théorème 3.1. Il existe un unique opérateur linéaire continu tr : ,1,?(�) → !?(%�), appelé
opérateur de trace, tel que tr D = D|%� pour toute D ∈ C0(�) ∩,1,?(�). De plus, si ? > 1,
alors tr D ∈,1− 1

? ,?(�) pour toute D ∈,1,?(�).

Ce théorème repose sur le principed’extensionpardensité.On commenceparmontrer

que ‖D‖!?(%�) ≤ �‖D‖,1,?(�) pour toute D ∈ C∞(�) à l’aide du théorème de la diver-

gence, et on en déduit que l’opérateur de restriction possède une unique extension

continue à,1,?(�). La seconde partie du théorème repose sur un calcul basé sur l’in-

égalité de Hardy. On renvoie à [25] ou [52] pour plus de détails.

La réponse au problème des traces pour les fonctions de Sobolev à valeurs variétés

suit de la théorie des traces pour les fonctions à valeurs réelles.

Proposition 3.2. L’opérateur de trace satisfait tr : ,1,?(�;N) → !?(%�;N). Si de plus
? > 1, alors tr : ,1,?(�;N) →,

1− 1

? ,?(�;N).

L’existence de l’opérateur de trace ainsi que la régularité de tr D sont des conséquences

immédiates de la théorie réelle, en observant que,1,?(�;N) ⊂ ,1,?(�;ℝ�). Le réel

apport de cette proposition est d’assurer que la trace préserve la contrainte variété.

Comme cette contrainte n’est imposée qu’en dehors d’un ensemble de mesure nulle

et que %� est négligeable, une justification est requise.

Démonstration. Choisissons � > 0 suffisamment réduit pour que tout � tel que |�| ≤ �
soit admissible pour le Lemme 1.4. Par un argument de généricité, pour presque tout

−� < � < 0, nous avons simultanément tr%�� D = D|%�� et D|%��(G) ∈ N pour presque

tout G ∈ %�� par rapport à la mesure (< − 1)-dimensionnelle sur %��. Définissons

D� = D ◦ (	�)−1
, de telle sorte que D ∈ , B,?(�;N) et (tr D�) ◦ 	� = tr%�� D. De plus,

nous avons D� → D dans , B,?(�) lorsque � → 0. La continuité de la trace entraîne

que tr D� → tr D dans !?(�;ℝ�) lorsque � → 0. En utilisant la réciproque partielle

du théorème de convergence dominée, nous obtenons donc une suite (�=)=∈ℕ avec

−� < �= < 0 pour tout = ∈ ℕ et �= → 0 qui satisfait tr D�= (G) ∈ N pour presque tout

G ∈ %� et tr D�= → tr D presque partout sur %�. Ceci implique que tr D(G) ∈ N pour

presque tout G ∈ %�, et la conclusion suit. �

Après ces considérations, il est naturel de s’intéresser au problème réciproque du

problème des traces, à savoir le problème de l’extension. Une motivation naturelle

pour l’étude de cette question provient d’un autre contexte où les espaces de Sobolev
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sont omniprésents, le calcul des variations. Un problème typique de ce domaine est

le problème de minimisation suivant :

min

{∫
�
|∇D |? : D ∈,1,?(�), D = 6 sur %�

}
, (3.1)

où 6 ∈ !?(%�) est donnée et où la contrainte est entendue au sens des traces. Avant de

rechercher une solution pour ce problème deminimisation, il est nécessaire de s’assu-

rer que l’ensemble des fonctions admissibles est non vide. Autrement dit, nous vou-

drions savoir s’il existe aumoinsune fonctionD ∈,1,?(�)dont la trace sur %� est 6. La

réponse est donnée par le théorème suivant, dû à Gagliardo [30].

Théorème 3.3. Supposons que 1 < ? < +∞. Pour toute D ∈ ,1− 1

? ,?(%�), il existe * ∈
,1,?(�) telle que tr* = D sur %�. De plus, nous pouvons choisir * de telle sorte que
* ∈ C∞(�).

Démonstration. Pour éviter les difficultés liées à la nécessité de travailler en cartes

locales sur %�, on présente la preuve avec� = ℝ<−1 × [0,+∞). Soit � : ℝ<−1→ ℝ un

noyau régularisant. Définissons E : ℝ<−1 × [0,+∞) par

E(G, C) = �C ∗ D(G) =
∫
ℝ<−1

�C(G − H)D(H)dH,

où on rappelle que �C(G) = 1

C<−1
�
(
G
C

)
. Comme D ∈ !?(ℝ<−1), nous avons E(·, C) ∈

!?(ℝ<−1) avec ‖E(·, C)‖!?(ℝ<−1) ≤ ‖D‖!?(ℝ<−1) pour tout C > 0 ; voir par exemple [57,

Proposition 4.3.14].

Montrons à présent que ∇E ∈ !?(ℝ<−1 × [0,+∞)). Comme �C est à support compact

dans ℝ<−1
, on déduit du théorème de la divergence que∫

ℝ<−1

∇�C = 0.

D’autre part, comme �C est d’intégrale 1 surℝ<−1
pour tout C > 0, en dérivant sous le

signe intégral, on déduit que∫
ℝ<−1

d�C
dC

=
d

dC

∫
ℝ<−1

�C = 0.

Par conséquent, pour presque tout G ∈ ℝ<−1
, nous avons∫

ℝ<−1

��C(G − H)D(G)dH = 0,
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où on a noté ��C la dérivée totale de (G, C) ↦→ �C(G). Ceci entraîne que

∇E(G, C) =
∫
ℝ<−1

��C(G − H)D(H)dH =

∫
ℝ<−1

��C(G − H)(D(H) − D(G))dH

=

∫
�C(G)

��C(G − H)(D(H) − D(G))dH.

En intégrant, nous obtenons donc via l’inégalité de Hölder que

‖∇E‖?
!?(ℝ<−1×[0,+∞)) =

∫ +∞

0

∫
ℝ<−1

����∫
�C(G)

��C(G − H)(D(H) − D(G))dH
����? dGdC

≤
∫ +∞

0

∫
ℝ<−1

(∫
�C(G)
|D(H) − D(G)|? dH

) (∫
�C(G)

��C(G − H)?
′
dH

) ?

?′

dGdC.

Nous estimons

|��C | ≤ �1

1

C<
sur �C(0),

et donc (∫
�C(G)

��C(G − H)?
′
dH

) ?

?′

≤ �2

1

(C?′<−<+1)
?

?′
= �2

1

C<+?−1

.

À l’aide du théorème de Tonelli, nous en déduisons que

‖∇E‖?
!?(ℝ<−1×[0,+∞)) ≤ �2

∫ +∞

0

∫
ℝ<−1

∫
�C(G)

|D(H) − D(G)|?

C<+?−1

dH dGdC

= �2

∫
ℝ<−1

∫
ℝ<−1

(∫ +∞

|G−H |

|D(H) − D(G)|?

C<+?−1

dC

)
dGdH

= �3

∫
ℝ<−1

∫
ℝ<−1

|D(H) − D(G)|?

|G − H |<+?−2

dGdH = �3 |D |?
,

1− 1

? ,?(ℝ<−1)
.

La fonction E que nous avons construite satisfait donc l’estimation adéquate pour le

gradient, mais n’a aucune raison d’être dans !?(ℝ<−1×[0,+∞)).Nous corrigeons cela

en définissant*(G, C) = �(C)E(G, C), où � : [0,+∞) → ℝ est une fonction lisse à support

compact telle que � = 1 sur un voisinage de 0.

D’une part, comme ‖E(·, C)‖!?(ℝ<−1) ≤ ‖D‖!?(ℝ<−1), nous trouvons ‖* ‖!?(ℝ<−1×[0,+∞)) ≤
�4‖D‖!?(ℝ<−1). D’autre part, par la règle de dérivée du produit, nous estimons

‖∇* ‖?
!?(ℝ<−1×[0,+∞)) ≤ �5

(
‖D‖!?(ℝ<−1) + |D |

?

,
1− 1

? ,?(ℝ<−1)

)
.

On en conclut que* ∈,1,?(ℝ<−1× [0,+∞)). Le fait que* ∈ C∞(ℝ<−1× [0,+∞)) suit
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de sa construction, reposant sur un produit de convolution.

Il reste à prouver que tr* = D. À cette fin, choisissons une suite (�8)8∈ℕ de nombres

strictement positifs tendant vers 0. Par la continuité des translations dans !? , la suite

de fonctions lisses (*8)8∈ℕ définie par*8(G, C) = *(G, C+ �8) converge vers* dans,1,?

lorsque 8 → +∞. D’autre part, par la propriété d’approximation par convolution,

*8(·, 0) → D dans !?(ℝ<−1). La continuité de l’opérateur de trace permet de conclure

que tr* = D. �

Nous avons suivi la preuve de [52, Proposition 15.12], notamment parce que la tech-

nique utilisée nous sera utile par la suite. Cependant, d’autres méthodes d’extension

sont possibles, notamment en utilisant l’extension harmonique ; voir par exemple [25].

En outre, nous attirons l’attention du lecteur sur le fait qu’on peut choisir* ∈ C∞(�),
mais en général on ne peut pas prendre * ∈ C∞(�). Autrement dit, l’extension peut

être supposée lisse loin du bord, mais pas jusqu’au bord, puisque la donnée au bord

est seulement supposée de régularité,
1− 1

? ,?
.

Ce théorème stipule que l’opérateur trace est surjectif de ,1,?(�) à ,1− 1

? ,?(%�).
Symboliquement, nous écrivons tr,1,?(�) = ,

1− 1

? ,?(%�). Par contraste, la trace

n’est pas surjective de ,1,?(�) à !?(%�) puisque tr D ∈ ,
1− 1

? ,?(%�) pour toute

D ∈ ,1,?(�), tandis que ,
1− 1

? ,?(�) ( !?(�) comme l’illustre l’Exemple 3.4 ci-

dessous. Ceci constitue une des motivations pour l’étude des espaces de Sobolev

fractionnaires, puisqu’il s’agit de la cible appropriée pour l’opérateur de trace. Dans

l’étudeduproblème (3.1), l’ensemble admissible est donc nonvide exactement lorsque

6 ∈,1− 1

? ,?(%�).

Exemple 3.4. Dans cet exemple, nous montrons que, B,?(�) ( !?(�) pour 0 < B < 1.

Supposons sans perte de généralité que 0 ∈ �, et définissons D : � → ℝ par D(G) =
|G |−
, où 
 > 0 est à déterminer. Nous savons que D ∈ !?(�) si et seulement si 
 < <

? .

À présent, comme � est ouvert, borné et contient 0, il existe 0 < A < ' tels que

�A ⊂ � ⊂ �'. Nous calculons

|D |, B,?(�) ≤
∫
�'

∫
�'

| |G |−
 − |H |−
 |?
|G − H |<+B? dGdH.

Après une mise à l’échelle, pour � > 0, nous obtenons

|D |, B,?(�) ≤ �
?+<+B?−2<

∫
��'

∫
��'

| |G |−
 − |H |−
 |?
|G − H |<+B? dGdH.
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En choisissant � < A
' < 1, nous déduisons

|D |, B,?(�) ≤ �
?+B?−<
∫
�A

∫
�A

| |G |−
 − |H |−
 |?
|G − H |<+B? dGdH ≤ �
?+B?−< |D |, B,?(�).

Prenons 
 tel que 
? + B? − < ≥ 0. Si |D |, B,?(�) < +∞, comme � < 1, on trouve

|D |, B,?(�) = 0, une contradiction. Donc D ∉, B,?(�).

Par conséquent, si nous prenons

<−B?
? ≤ 
 < <

? , alors nous avons D ∈ !?(�) mais

D ∉, B,?(�), ce qui montre que, B,?(�) ( !?(�).

L’analogue du Théorème 3.3 pour ? = 1 reste valide, en remplaçant,
1− 1

? ,?(%�) par
!1(%�). Ce résultat est également dû à Gagliardo [30] ; le lecteur pourra également en

trouver une preuve élégante dans [42].

Considérons à présent le problème analogue pour des fonctions de Sobolev à valeurs

variétés. Étant donnée D ∈ ,1− 1

? ,?(%�;N), nous souhaiterions savoir s’il est possible
d’étendre D à � par une fonction toujours à valeurs dans N . Le Théorème 3.3 assure

l’existence de * ∈ ,1,?(�;ℝ�) dont la trace sur %� est D, mais * n’a a priori aucune
raison de prendre ses valeurs dans N . La technique de preuve elle-même se heurte

à la même obstruction que pour l’approximation : l’extension par convolution n’a

aucune raison de préserver le fait que * est à valeurs dans N . Nous formulons donc

le problème suivant.

Problème 2. Soit D ∈,1− 1

? ,?(%�;N). Existe-t-il* ∈,1,?(�;N) telle que tr* = D sur

%� ?

3.2 Extension locale lorsque ? ≥ <

Comme nous le verrons par la suite, lorsqu’on souhaite étendre une fonction D ∈
,

1− 1

? ,?(%�;N) en une fonction* ∈,1,?(�;N), des difficultés liées à la topologie de

la variété cible surgissent même dans le cas surcritique, où D est continue ou aumoins

VMO. Nous commençons donc par considérer le problème de l’extension locale, où

on souhaite simplement étendre D à un voisinage de %� dans�.

Proposition 3.5. Supposons que ? ≥ <. Alors, pour toute D ∈,1− 1

? ,?(%�;N), il existe un
voisinage + ⊂ � de %� et * ∈ ,1,?(+ ;N) telle que tr* = D sur %�. De plus, on peut
choisir* ∈ C∞(+ ∩�).
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Démonstration lorsque ? > <. Le Théorème 3.3 assure l’existence de E ∈ ,1,?(�;N)
telle que tr E = D sur %�. L’injection de Morrey-Sobolev assure que E ∈ C0(�). De

plus, comme

(
1 − 1

?

)
? = ? − 1 > < − 1, nous savons que D est continue sur %�, et la

trace est alors comprise au sens classique de la restriction. En particulier, E ∈ N sur

%�.

Soit O un voisingage tubulaire de N de rayon � > 0. Il suffit alors de choisir +

suffisamment réduit pour que E ∈ O sur + et de poser * = � ◦ E. Nous avons

* ∈,1,?(+ ;N), et comme E ∈ N sur %�, on a tr* = tr E = D. �

Lorsque ? = <, il convient d’être plus précis car l’injection deMorrey-Sobolev échoue.

Nous nous reposons sur la construction explicite de la Proposition 3.5 et sur l’injection

de,1,?
dans VMO. À nouveau, on présente la preuve pour� = ℝ<−1 × [0,+∞), par

souci de simplicité.

Démonstration lorsque ? = <. Considérons l’application * définie dans la démonstra-

tion du Théorème 3.3. Pour C suffisamment proche de 0, nous avons *(·, C) = �C ∗ D.
En raisonnant comme dans la preuve de la Proposition 2.7, nous montrons que

dist(*(G, C),N) → 0 uniformément par rapport à G lorsque C → 0. Il suffit alors

de choisir � > 0 suffisamment réduit pour que *(G, C) ∈ O pour tous G ∈ ℝ<−1
et

0 ≤ C ≤ �, où O est un voisinage tubulaire de N . Sur + = ℝ<−1 × [0, �), on peut alors

projeter* surN pour obtenir l’extension souhaitée. �

Nous expliquons brièvement les idées clés de la preuve pour un ouvert borné lisse

� général. Pour un tel ouvert, on peut trouver un nombre fini d’ouverts +8 indexés

par � qui recouvrent %� et des difféomorphismes )8 : +8 → �<−1 × (−1, 1) ⊂ ℝ<

tels que )8(+8 ∩ %�) = �<−1 × {0} et )8(+8 ∩�) = �<−1 × (0, 1). On considère une

partition de l’unité {#8}8∈� subordonnée au recouvrement %� ⊂ ⋃
8∈�
+8 et on pose

D8 = #8D.

On transporte ensuite D8 sur�
<−1 via le difféomorphisme )8 et on l’étend par 0 àℝ<−1

tout entier, ce qui fournit une application D̃8 ∈,1− 1

? ,?(ℝ<−1). On obtient une extension

*̃8 ∈ ℝ<−1×[0,+∞) enutilisant la constructionduThéorème3.3, et on raisonne comme

dans la preuve de la Proposition 2.7 pour trouver �8 > 0 tel que⨏
�C(G)
|*̃8(G, C) − D̃8(H)| dH ≤ �

⨏
�C(G)

(⨏
�C(G)
|D̃8(I) − D̃8(H)| dI

)
dH <

�
card �

pour tous G ∈ ℝ<
et 0 ≤ C ≤ �8 , où � > 0 est le rayon d’un voisinage tubulaire O

de N . On choisit � = min

8∈�
�8 et on retransporte les *̃8 sur +8 via )8 . Notons *8 les

applications ainsi obtenues. On peut alors définir * =
∑
8∈�*8 sur un voisinage + de

%� dans�. Par l’additivité de la trace nous avons tr* = D, et par notre choix de �, en
utilisant un raisonnement analogue à celui de la Proposition 2.7, l’image de * sur +
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est contenue dans O, ce qui permet de projeter* surN et d’obtenir ainsi l’application

souhaitée.

Nous n’écrivons pas les détails de l’adaptation de la méthode de la Proposition 2.7

en présence d’une partition de l’unité, mais mentionnons tout de même que l’ordre

des arguments est important. Il est crucial de commencer par écrire dist(*(G),N) ≤
|*(G)−D(H)| avant de décomposer la somme et d’appliquer l’argument de moyenne à

chaque terme de celle-ci. En effet, si on commence par utiliser l’argument demoyenne

de la Proposition 2.7 à chaque terme pour déduire que chaque *8 est uniformément

proche de N , rien n’assure que cette propriété ne soit pas détruite en prenant la

somme.

Nous terminons par un autre résultat d’extension, qui fait intervenir des données au

bord continues et qui nous sera utile par la suite.

Proposition 3.6. Soit D ∈ C0(%�;N). Il existe un voisinage+ ⊂ � de %� et une application
* ∈ C0(+ ;N) ∩ C∞(+ ∩�;N) telle que* = D sur %�.

Ce résultat est un produit dérivé des techniques que nous avons introduites précé-

demment. Il repose sur le fait que si D ∈ C0(ℝ<) est uniformément continue et bornée,

alors la convolution �C ∗ D converge uniformément vers D lorsque C → 0. Cette conver-

gence uniforme joue le même rôle que l’injection de Morrey-Sobolev dans le contexte

,
1− 1

? ,?
– ou l’injection dans VMO dans le cas critique ? = < – pour garantir qu’au

voisinage de %�, l’extension par convolution est uniformément proche de N pour C

suffisamment réduit, ce qui permet de projeter sur le point le plus proche. On peut

alors suivre le même raisonnement que précédemment pour déduire la proposition,

en étendant localement par convolution et en recollant les extensions à l’aide d’une

partition de l’unité.

Ceci permet de clarifier le rôle joué par l’hypothèse D ∈ ,1− 1

? ,?(%�;N) avec ? ≥ <
dans la Proposition 3.5. Nous observons en effet que l’essentiel dans notre argument

d’extension est de disposer d’une donnée au bord suffisamment régulière pour ob-

tenir une extension par convolution jouissant de la régularité souhaitée, et qui soit

uniformément proche de la variété au voisinage du bord afin de pouvoir recourir à la

projection sur le point le plus proche.

3.3 Extension globale lorsque ? ≥ <

Dans cette section, nous revenons à notre problème de départ, consistant à étendre

D à tout l’ouvert �. Puisque dans la gamme ? > < les applications de Sobolev

,1,?
sont continues, il n’est pas étonnant que cette question soit liée au problème

analogue de l’extension des fonctions continues. Nous introduisons les définitions

suivantes.
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Définition 3.7. On dit que N possède la propriété d’extension continue par rapport
à � lorsque toute application continue 5 : %� → N s’étend en une application continue
6 : � → N . On dit que N possède la propriété d’extension,1,? par rapport à � lorsque
toute application D ∈ ,1− 1

? ,?(%�;N) s’étend en une application * ∈ ,1,?(�;N) au sens
de la trace.

Déterminer si la variété N possède la propriété d’extension continue par rapport

à l’ouvert � de façon générale s’avère être un problème de topologie particulière-

ment délicat. Aussi, nous proposons un exemple simple en guise d’illustration, qui

fait le lien avec les notions d’homotopie que nous avons introduites dans la Sec-

tion 2.4.

Exemple 3.8. La variété N possède la propriété d’extension continue par rapport à

�<
si et seulement si �<−1(N) = {0}. En effet, supposons dans un premier temps que

N possède la propriété d’extension continue par rapport à �<
, et soit 5 : �<−1 → N

continue. Par hypothèse, il existe une extension 6 : �< → N de 5 , et l’Exemple 2.13

permet de conclure que 5 est homotope à une application constante.

Réciproquement, supposons que �<−1(N) = {0}, et soit 5 : �<−1 → N continue. Soit

� : �<−1×[0, 1] → N une homotopie entre une fonction constante et 5 . En particulier,

�(·, 0) est constante. Ceci permet de définir 6 : �< → N par 6(G) = �( G|G | , |G |) avec
6(0) = �($, 0) pour tout $ ∈ �<−1

, et on vérifie sans peine que ceci fournit l’extension

de 5 souhaitée.

La proposition suivante, due à Bethuel et Demengel [7], révèle que dans la gamme ? ≥
<, la propriété d’extension,1,?

et la propriété d’extension continue sont équivalentes.

Remarquons que dans le cas critique ? = <, les applications de ,1,?
ne sont plus

continues, mais l’équivalence persiste dans ce cas limite.

Proposition 3.9. Supposons que ? ≥ <. Alors N possède la propriété d’extension,1,? par
rapport à� si et seulement siN possède la propriété d’extension continue par rapport à�.

Démonstration. Nous démontrons que la propriété d’extension continue implique la

propriété d’extension,1,?
en trois étapes. Soit D ∈,1− 1

? ,?(%�;N).

Étape 1 : extension sur un voisinage de %�. La Proposition 3.5 assure l’existence d’un

voisinage + de %� dans � et d’une application E ∈ ,1,?(+ ;N) telle que tr E = D sur

%� et lisse loin de %�.

Étape 2 : extension continue à tout �. Étant donné que + est un voisinage ouvert de

%� dans �, nous pouvons choisir � < 0 suffisamment proche de 0 pour que � soit

admissible pour le Lemme 1.4 et que %�� ⊂ + . Comme� et�� sont difféomorphes,

N possède également la propriété d’extension continue par rapport à ��, et nous
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pouvons donc définir *̃ : �→N continue telle que *̃(G) = E(G) si G ∉ �� et *̃|�� est

une extension à�� de E |%�� .

Étape 3 : régularisation de l’extension. La fonction *̃ que nous avons construite est déjà

lisse proche de %�. Aussi nous souhaitons la régulariser sans modifier ses valeurs à

proximité de %�, pour ne pas détruire le fait qu’il s’agit d’une extension de D. Soit

# ∈ C∞
c
(�) une fonction de troncature telle que 0 ≤ # ≤ 1 sur �, # = 1 sur ��

et # = 0 en dehors de ��/2. Soit � : ℝ< → ℝ un noyau régularisant. Pour C > 0

suffisamment réduit, la convolution �C ∗ *̃ est bien définie sur ��/2. De plus, comme

*̃ est continue, nous savons que �C ∗ *̃ → *̃ uniformément. Par conséquent, si C > 0

est suffisament réduit, la fonction (1 − #)*̃ + #(�C ∗ *̃) est bien définie, lisse sur

�, et son image est contenue dans un voisinage tubulaire de N . Il suffit de définir

* = �((1 − #)*̃ + #(�C ∗ *̃)) pour conclure. Nous observons qu’à proximité de %�,

nous avons (1 − #)*̃ + #(�C ∗ *̃) = *̃ ∈ N , et par conséquent tr* = tr *̃ = tr E = D.

L’implication réciproque suit le même schéma de preuve. Soit 5 ∈ C0(%�;N). Lors de
l’Étape 1, nous utilisons la Proposition 3.6 au lieu de la Proposition 3.5 pour étendre

localement 5 en une application lisse loin du bord. À l’Étape 2, nous utilisons cette

fois la propriété d’extension ,1,?
pour obtenir une extension globale sur �, qui

sera donc de régularité,1,?
loin du bord et continue au voisinage du bord. Comme

précédemment, on conclut par l’Étape 3, consistant à régulariser loin du bord. Nous

utilisons cette fois l’hypothèse ? ≥ < pour garantir que le procédé de régularisation

fournit une fonction suffisamment proche deN pour pouvoir recourir à la projection

sur le point le plus proche. �

3.4 Nouvelle obstruction topologique lorsque ? < <

Comme nous venons de le voir, dans le cas ? ≥ <, l’extension locale est toujours

possible, tandis que l’extension globale est liée à la propriété d’extension continue de

N par rapport à l’ouvert�. Dans le cas sous-critique ? < <, une nouvelle obstruction

topologique émerge, qui s’applique même à l’extension locale.

Nous allons à nouveau avoir recours à la fonction utilisée pour l’Exemple 2.15,

mais nous aurons besoin d’estimations pour la semi-norme fractionnaire de cette

application. Nous énonçons donc l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire sui-

vante.

Théorème 3.10. Soit 0 < � < 1. Si ? ≠ 1 ou B ≠ 1, alors pour toute D ∈ !∞(�) ∩, B,?(�),
nous avons D ∈,�B,?/�(�) et

‖D‖,�B,?/�(�) ≤ �‖D‖�, B,?(�)‖D‖
1−�
!∞(�).
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Ce théorème apparaît, par exemple, chez Brezis et Mironescu pour ? > 1 [19, Corol-

lary 2], avec une preuve utilisant des techniques d’analyse harmonique. Une preuve

plus élementaire fut ensuite proposée, toujours pour ? > 1, par Maz’ya et Shaposh-

nikova [38], qui obtinrent également le comportement de la constante lorsque B ↗ 1.

L’article [21] de Brezis et Mironescu fournit, par ailleurs, un portrait clarifié du pay-

sage des différentes inégalités de Gagliardo-Nirenberg et de leur domaine de validité,

permettant notamment d’inclure le cas ? = 1 ≠ B dans l’énoncé du théorème qui

précède ; voir également [22, Section 15.2].

Avec cette inégalité à disposition, nous sommes en mesure de présenter le contre-

exemple annoncé.

Exemple 3.11. Considérons à nouveau l’application D : �2→ �1
définie par D(G) = G

|G | .

Nous savons déjà que D ∈ !∞(�2) ∩ ,1,@(�2) pour tout 1 ≤ @ < 2. On déduit

de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire que D ∈ ,�,@/�(�2) pour tout

0 < � < 1 dès que 1 < @ < 2. En choisissant � = 1 − 1

? et @ = ? − 1 avec 2 < ? < 3, on

obtient D ∈,1− 1

? ,?(�2
;�1).

Nous allons montrer qu’il n’existe aucune application * ∈ ,1,?(�2 × (0, �);�1) telle
que tr* = D sur�2

, et ce pour tout � > 0. En effet, supposons qu’une telle application

existe. Par un argument de généricité, il existe alors 0 < A < � tel que simultanément

*|(A ∈ ,1,?((A ;�1) et tr*|(A = D|%�A sur %�A , où (A désigne la demi-sphère de rayon A

définie par (A = {G ∈ ℝ3
: |G | = A, G3 > 0}.

Comme ? > 2, l’injection deMorrey-Sobolev entraîne que*|(A ∈ C0((A). Mais alors, en

utilisant le fait que la trace d’une fonction continue coïncide avec la restriction au sens

classique, nous obtenons que D|%�A est la restriction à %(A d’une application continue

définie sur tout (A . Ceci entraîne que D|%�A est homotope à une application constante,

une contradiction avec le fait que l’identité sur �1
n’est pas homotope à une constante,

ce qui permet de conclure.

À nouveau, cette obstruction n’a rien d’un cas particulier, et est liée au fait que �1(�1)
est non trivial. Une généralisation (non triviale) de l’Exemple 3.11 en utilisant une

fonction 5 : �[?−1]→N non homotope à une constante permet d’obtenir l’obstruction

générale suivante.

Théorème 3.12. Si 2 ≤ ? < < et si �[?−1](N) ≠ {0}, alors N ne possède pas la propriété
d’extension,1,? par rapport à�.

Dans la gamme 1 ≤ ? < 2, nous avons �[?−1](N) = �0(N) = 0 car nous supposons

toujours que N est connexe dans ce travail. Nous verrons dans le Chapitre 6 que N
possède toujours la propriété d’extension ,1,?

par rapport à � dans cette gamme

de valeurs, voir le Théorème 6.2. Le Théorème 3.12 fut observé pour la première fois

par Hardt et Lin [34, §6.3] pour des applications à valeurs dans le cercle, puis énoncé
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en toute généralité par Bethuel et Demengel [7, Theorem 4] ; voir également [45,

Theorem 1.3]. Il fournit une condition nécessaire pour que N possède la propriété

d’extension ,1,?
par rapport à � formulée en termes de la topologie de la variété

cible.
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Chapitre 4

Introduction au problème du relèvement

4.1 Énoncé et motivation du problème

Le point de départ de cette section est l’observation suivante. Étant donnée une appli-

cation D : �→ �1
, où �1

est vu comme l’ensemble des nombres complexes de module

1, il existe une application D̃ : � → ℝ telle que D = e
iD̃

sur �. Bien entendu, cette

observation est plus intéressante si nous pouvons choisir D̃ possédant une certaine

régularité. Un résultat bien connu assure que lorsque D est continue et� simplement

connexe, on peut prendre D̃ continue. Dans notre cadre de travail, il est donc naturel

de se demander si on peut choisir D̃ de régularité , B,?
lorsque D est de régularité

, B,?
.

Ce problème fut notamment étudié par Bethuel et Zheng [8] puis par Bourgain, Bre-

zis et Mironescu [9]. La motivation de Bethuel et Zheng provenait du problème de

l’approximation. Comme nous l’avons vu en détail dans le Chapitre 2, le problème de

l’approximation pour des fonctions de Sobolev à valeurs variétés s’avère bien plus dé-

licat que son analogue pour des fonctions à valeurs réelles. À l’époque de la parution

de leur article, la connaissance du problème de l’approximation se limitait essentiel-

lement au cas B? ≥ < que nous avons présenté, où la régularité des applications, B,?

est suffisante pour pouvoir utiliser la théorie réelle après projection sur le point le plus

proche. Le cas B? < < restait quant à lui largement inexploré.

À présent, supposons que nous pouvons écrire D ∈ , B,?(�;�1) comme D = e
iD̃
, avec

D̃ ∈, B,?(�;ℝ). La théorie réelle permet d’approximer D̃ par une suite (D̃=)=∈ℕ de fonc-

tions lisses. Pourvu qu’on puisse passer à la limite à travers l’application exponentielle,

nous obtenons une approximation de D par la suite de fonctions lisses (eiD̃= )=∈ℕ. Cette
approche fut employée par Bethuel et Zheng pour obtenir une réponse positive au

problème de l’approximation lorsque N = �1
, B = 1 et ? ≥ 2 – ce qui correspond aux

valeurs optimales de ?, puisque le cas 1 ≤ ? < 2 se heurte à l’obstruction topologique,

étant donné que �1(�1) ≠ {0}.
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Lamotivation de Bourgain, Brezis et Mironescu provenait quant à elle de l’étude de la

fonctionnelledeGinzburg-Landau.Leproblèmeconsiste àminimiser

��(D) =
1

2

∫
�
|∇D |2 dG + 1

4�2

∫
�
(|D |2 − 1)2 dG,

avec � > 0 et � = & × (0, 1) pour & un cube dans ℝ<
. La minimisation s’effectue

sur toutes les fonctions D ∈ ,1,2(�;ℂ) telles que tr&×{0} D = 6, avec 6 ∈ , 1

2
,2(�;�1)

prescrite. Le minimum de ��(D) est appelé énergie de Ginzburg-Landau, et est noté
��.

Ce problème est connecté à celui de l’extension, que nous avons exposé au Chapitre 3.

En effet, la minimisation de la fonctionnelle de Ginzburg-Landau s’effectue en fait

parmi les extensions de 6 à � de régularité ,1,2
. Supposons pour l’instant qu’on

puisse écrire 6 = e
i6̃

pour une certaine 6̃ ∈ , 1

2
,2(&;ℝ). La théorie de l’extension

classique s’applique alors et permet d’étendre 6̃ en une fonction D̃ ∈ ,1,2(�;ℝ), et
on pose D = e

iD̃
. Nous avons donc D ∈ ,1,2(�;�1) et tr D = 6 sur &. Par conséquent,

D est admissible dans le calcul de ��. Si de plus nous avons l’estimation ‖ 6̃‖
,

1

2
,2(&)
≤

�1‖6‖,1,2(&), alors en utilisant les estimations pour l’extension et la trace fournies par

la théorie classique, on trouve �� ≤ �2‖6‖2
,

1

2
,2(&)

, ce qui fournit une borne pour �� en

fonction de ‖6‖
,

1

2
,2(&)

, indépendante de �.

Cependant, il s’avère que dans le cas de ,
1

2
,2
, l’existence du relèvement n’est pas

garantie, comme nous le verrons dans le Théorème 4.7 ci-dessous. Notre objectif en

ce début de chapitre étant seulement d’expliquer la motivation de Bourgain, Brezis

et Mironescu pour l’étude du problème du relèvement, nous n’entrerons pas dans

les détails de leur raisonnement car cela nous emmènerait trop loin de notre sujet.

Aussi nous mentionnons seulement qu’en l’absence d’un relèvement 6̃ ∈ , 1

2
,2(&;ℝ)

pour 6, on peut seulement obtenir une borne de la forme �� ≤ � log

(
1

�

)
‖6‖2

,
1

2
,2(&)

, qui

dégénère quand �→ 0 ; voir [9, Theorem 5]. La preuve repose sur des techniques de

relèvement et d’extension, mais contrairement à notre discussion ci-haut, leur combi-

naison est bien plus délicate, et des estimations précises des différentes constructions

impliquées dans l’argument sont nécessaires à chaque étape.

Pour le lecteur familier avec la théorie des revêtements, le problème d’écrire D = e
iD̃

appelle à un problème plus général, celui du relèvement. Ci-après nous rappelons

brièvement quelques concepts de théorie des revêtements que nous utiliserons par la

suite. Notre objectif n’est nullement de fournir un exposé complet de ce vaste sujet, le

lecteur intéressé pourra consulter [35] ou [36] pour une exposition bien plus détaillée

de ce domaine.

Étant donnés deux espaces topologiques Ñ et N , on dit que � : Ñ → N est un

revêtement lorsque pour tout G ∈ N , il existe un ouvert * ⊂ N contenant G tel que
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�−1(*) est une union disjointe d’ouverts de Ñ homéomorphes à* via �. Nous dirons

dans ce cas que le revêtement est trivial au-dessus de * , ou que * trivialise �. Pour un
tel ouvert * , si + ⊂ �−1(*) est un ouvert homéomorphe à * via �, nous noterons

par abus de notation �−1
l’inverse de la restriction à + de �. Il convient cependant de

garder à l’esprit que � n’est en général pas globalement inversible, et que l’application

que nous notons ainsi �−1
dépend donc du choix de * et + ⊂ �−1(*) et n’est définie

que sur* .

Lorsque N est une variété riemannienne connexe, alors le revêtement � induit une

structure de variété riemannienne sur Ñ pour laquelle� est une isométrie locale, c’est-

à-dire un difféomorphisme local qui préserve la métrique. Inversément, toute isomé-

trie locale entre variétés riemanniennes complètes et connexes est un revêment. Par la

suite, nous supposerons toujours que les revêtements de variétés riemanniennes sont

des isométries locales. Enparticulier, ce sontdes applications lisses.

En lien avec le problème qui nous occupe, nous rappelons le théorème du relève-

ment.

Théorème 4.1. Soit� : Ñ → N un revêtement entre variétés connexes non vides. Supposons
que � ⊂ ℝ< est simplement connexe. Toute application continue 5 : � → N se relève en
une application continue 5̃ : �→ Ñ telle que 5 = � ◦ 5̃ .

Il est commundeprésenter la situationà l’aidedudiagrammesuivant.

Ñ

� N
�

5̃

5

En général, la topologie de Ñ peut s’avérer plus simple que celle de N . On pourra

notamment penser au revêtement universel � : ℝ→ �1
donné par l’application expo-

nentielle, dont nous avons parlé précédemment. Un autre exemple est donné par le

revêtement du plan projectif ℝℙ< par �< , qui joue, pour < = 2, un rôle crucial dans

l’étude du problème des cristaux liquides.

Motivés par ce résultat, nous formulons la question de savoir si les applications de

Sobolev peuvent être relevées. Pour la suite de ce chapitre et à chaque fois qu’il sera

question du problème du relèvement, nous ferons l’hypothèse additionnelle que �
est simplement connexe.

Problème 3. Soit � : Ñ → N un revêtement entre variétés connexes non vides avecN
compacte. Soit D ∈ , B,?(�;N). Existe-t-il une application D̃ ∈ , B,?(�; Ñ) qui relève
D, c’est-à-dire telle que D = � ◦ D̃ ?
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Ñ

� N
�∃? D̃

D

Avant d’aborder ce problème, une précision est nécessaire concernant la définition de

, B,?(�; Ñ). En effet, contrairement à N , Ñ n’a aucune raison d’être compacte – on

pourra penser simplement au revêtement de �1
par ℝ. Le théorème de plongement

de Nash s’applique néanmoins, et permet de supposer dès le départ que Ñ est isomé-

triquement plongée dans ℝ�̃
. Cependant, contrairement au cas compact, il n’est pas

clair que l’espace, B,?(�; Ñ) est indépendant du choix du plongement – sauf dans le

cas B = 1, voir [14, Proposition 2.1]. Nous verrons d’ailleurs dans l’Exemple 8.4 que

cela peut ne pas être le cas. En particulier, la définition de la semi-norme de Gagliardo

est source de difficulté. Lorsque B ≥ 1, la définition de, B,?(�; Ñ) est identique à celle
utilisée pour le cas compact, mais pour 0 < B < 1, on définit

|D |, B,?(�;Ñ) =

∫
�

∫
�

3Ñ (D(G), D(H))?

|G − H |<+B? dGdH,

où 3Ñ est la distance géodésique sur Ñ .

Dans le cas où Ñ est compacte, cette définition est équivalente à celle du Chapitre 1,

basée sur la distance dans l’espace ℝ�̃
ambiant. Dans le cas non compact, cette équi-

valence n’est en général pas valide. Nous avons |G − H | ≤ 3Ñ (G, H) lorsque G, H ∈ Ñ ,

et par conséquent l’espace construit avec la distance géodésique est toujours contenu

dans celui reposant sur la distance induite par l’espace ambiant, mais l’autre inclusion

n’est pas vérifiée en général. Dans ce travail, nous proposons l’exemple suivant pour

illustrer ce fait.

Exemple 4.2. Nous allons construire un plongement isométrique 8 : ℝ→ ℝ2
tel que,

si on note Ñ = 8(ℝ), il existe D : �< → Ñ telle que∫
�<

∫
�<

3Ñ (D(G), D(H))?

|G − H |<+B? dGdH = +∞

mais ∫
�<

∫
�<

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH < +∞.

Nous allons de plus faire en sorte que Ñ soit un sous-ensemble fermé deℝ2
, en évitant

par exemple de construire une spirale qui s’enroule autour d’un point.
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Supposons que < ≥ 2, et soient 0 < B < 1 et 1 ≤ ? < +∞ tels que 1 < B? < <.

Étant donné 0 < � < 1 à déterminer ultérieurement, nous choisissons un plongement

isométrique 8 : ℝ → ℝ2
tel que =� ≤ |8(G)| ≤ (= + 1)� lorsque = ≤ |G | ≤ = + 1. Un tel

plongement peut se construire en parcourant à vitesse unité une courbe bien choisie

dans ℝ2
. Le fait que Ñ est un fermé de ℝ2

se déduit du fait que |8(G)| → +∞ lorsque

|G | → +∞.

Définissons E : �< → ℝ par E(G) = |G |−
 avec 
 ≥ <−B?
? , et posons D = 8 ◦ E. Comme 8

est une isométrie, elle préserve la distance géodésique, et par conséquent∫
�<

∫
�<

3Ñ (D(G), D(H))?

|G − H |<+B? dGdH =

∫
�<

∫
�<

|E(G) − E(H)|?
|G − H |<+B? dGdH = +∞

en vertu de l’Exemple 3.4.

Observons que

<−B?
B? >

<−B?
? . Par conséquent, nous pouvons choisir B? < @ < ? tel que

<−@
@ >

<−B?
? , et nous pouvons donc supposer que 
 <

<−@
@ . Comme 8 est une isométrie,

nous avons |∇D(G)| ≤ 
 |G |−
−1
, ce qui implique que |∇D | ∈ !@(�<) car @(
 + 1) < <.

En outre, pour C ≥ 1 à déterminer ultérieurement, nous estimons∫
�<

|D(G)|C dG ≤ �1

∑
=∈ℕ∗

=C�(=−<
 − (= + 1)−<
 ),

puisque |D(G)| = |8(E(G))| ≤ =� lorsque = ≤ |G |−
 ≤ = + 1. L’inégalité de Bernoulli

entraîne que∫
�<

|D(G)|C dG ≤ �1

∑
=∈ℕ∗

=C�−
<



(
1 −

(
1 + 1

=

)−<
 ) ≤ �1

<




∑
=∈ℕ∗

=C�−
<

 −1.

Cettedernièrequantité est finiedèsque C�−<
−1 < −1, et nous choisissonsdonc � < <
C
 ,

ce qui entraîne que D ∈ !C(�<). À présent, nous prenons ? ≤ C < +∞ suffisamment

grand pour que
1

? = B
@ + 1−B

C . Ceci est toujours possible car nous avons requis @ > B?,

et donc
B
@ < 1

? . En vertu d’une inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire – voir

par exemple [21, Theorem 1] – nous obtenons D ∈ , B,?(�<) par rapport à la norme

dans l’espace ambiant, ce qui achève la preuve de notre affirmation.

4.2 Le cas surcritique : B? > <

Dans le cas B? > < où les fonctions de Sobolev sont continues, le relèvement des

fonctions de Sobolev se déduit du théorème du relèvement pour les applications

continues.
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Proposition 4.3. Supposons que B? > <. Alors, pour toute D ∈ , B,?(�;N), il existe une
fonction D̃ ∈, B,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃.

Nous souhaiterions raisonner comme suit. Étant donné que B? > <, l’injection de

Morrey-Sobolev entraîne que D ∈ C0(�;N). Puisque � est supposé simplement

connexe, il existe D̃ ∈ C0(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃. La compacité deN et la continuité

uniforme de D permettent de choisir � > 0 tel que pour tout 0 ∈ �, D(��(0) ∩ �)
est contenu dans un ouvert de N au-dessus duquel � est trivial. Sur ��(0) ∩�, nous

pouvons alors écrire D̃ = �−1 ◦ D.
Nous voudrions utiliser la régularité de �, qui est une isométrie locale de classe C∞,
pour pouvoir conclure que D̃ ∈ , B,?(�; Ñ). Dans le cas où B = 1, nous avons di-

rectement �D̃ = ��−1(D)[�D] sur ��(0) ∩ �, et comme � est une isométrie locale,

ceci entraîne que |∇D̃ | = |∇D | sur � et permet de conclure que D̃ ∈ , B,?(�; Ñ).
Le cas général nécessite davantage de travail, et nous nous reposons sur le résul-

tat suivant concernant l’opérateur de composition pour les applications de Sobolev.

Le lecteur pourra par exemple consulter [22, Chapter 15.3] et les références qui s’y

trouvent.

Théorème 4.4. Soit : ∈ ℕ le plus petit entier supérieur ou égal à B. Soit 5 : ℝ� → ℝ�′ une
application lisse telle que 5 , � 5 , . . ., �: 5 ∈ !∞(ℝ�).
(a) Si 0 < B ≤ 1, alors pour toute D ∈ , B,?(�;ℝ�), on a 5 ◦ D ∈ , B,?(�;ℝ�′). De plus,

l’application, B,?(�;ℝ�) →, B,?(�;ℝ�′), D ↦→ 5 (D) est continue.
(b) Si B > 1, alors pour toute D ∈, B,?(�;ℝ�)∩,1,B?(�;ℝ�), on a 5 ◦D ∈, B,?(�;ℝ�′).

De plus, l’application , B,?(�;ℝ�) ∩,1,B?(�;ℝ�) → , B,?(�;ℝ�′), D ↦→ 5 (D) est
continue.

(c) Si B > 1, alors pour toute D ∈ , B,?(�;ℝ�) ∩ !∞(�;ℝ�), on a 5 ◦ D ∈ , B,?(�;ℝ�′).
De plus, l’application , B,?(�;ℝ�) ∩ !∞(�;ℝ�) → , B,?(�;ℝ�′), D ↦→ 5 (D) est
continue.

Dans le point (b), la continuité est entendue au sens où 5 ◦D= → 5 ◦D dans, B,?(�;ℝ�′)
pour toute suite (D=)=∈ℕ dans , B,?(�;ℝ�) ∩ ,1,B?(�;ℝ�) telle que D= → D dans

, B,?(�;ℝ�) et (D=)=∈ℕ est bornée dans ,1,B?(�;ℝ�). De même pour le point (c),

en remplaçant ,1,B?(�;ℝ�) par !∞(�;ℝ�). Le résultat reste valable lorsque � n’est

pas supposé borné, mais il convient d’ajouter l’hypothèse que 5 (0), . . ., �:−1 5 (0) =
0.

En utilisant le raisonnement que nous venons d’expliquer, le fait que 5 ◦ D ∈, B,?
est

clair pour B = 1. Plus généralement, dans le cas où B est entier, cela suit de la formule

de Faà di Bruno en utilisant l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg classique, initialement

obtenue indépendamment par Gagliardo [31] et Nirenberg [49]. D’autre part, lorsque

0 < B < 1, il suffit d’écrire | 5 ◦ D − 5 ◦ E | ≤ ‖� 5 ‖!∞ |D − E | et d’injecter cela dans

l’expression de la semi-norme de Gagliardo pour parvenir à la même conclusion. Le

cas fractionnaire B > 1 est beaucoup plus délicat, et fut établi pour la première fois

50



par Brezis et Mironescu [19] sous l’hypothèse que ? > 1. Une preuve plus élémentaire

fut ensuite proposée par Maz’ya et Shaposhnikova [37] ; voir également [11, Propo-

sitions 2.5 and 2.6]. Le point (c) est une conséquence du point (b) en utilisant l’in-

égalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire assurant que , B,? ∩ !∞ ⊂ ,1,B?
pour

B > 1.

Une autre difficulté provient de l’absence d’additivité de la semi-norme de Gagliardo.

En effet, nous ne pouvons appliquer le Théorème 4.4 que localement, sur les boules

��(0). Il est donc nécessaire de recoller ensuite la régularité locale obtenue sur chaque
boule pour obtenir la régularité globale souhaitée. Par additivité de l’intégrale, si E ∈
, :,?(�1) et E ∈, :,?(�2) avec : ∈ ℕ∗, nous trouvons directement E ∈, :,?(�1 ∪�2)
avec ‖E‖?

, :,?(�1∪�2)
≤ ‖E‖?

, :,?(�1)
+ ‖E‖?

, :,?(�2)
. Ce raisonnement échoue dans le cas

B ∉ ℕ, car la semi-norme de Gagliardo sur�1 ∪�2 comporte un terme d’interaction

entre �1 et �2. Nous nous reposons sur le lemme suivant, qui permet d’obtenir de

la régularité fractionnaire globale sur � à partir de régularité locale sur une famille

d’ouverts recouvrant�.

Lemme 4.5. Supposons que � est borné. Soient {$8}8∈� un recouvrement de � par des
ouverts, D : � → ℝ mesurable et 0 < B < 1. Si |D |, B,?(�∩$8) < +∞ pour tout 8 ∈ �, alors
|D |, B,?(�) < +∞.

Démonstration. Comme � est borné, � est compact. Quitte à défausser des indices

8 ∈ �, nous pouvons donc supposer que � est fini. Le lemme de Lebesgue assure

l’existence de � > 0 tel que� ⊂ ⋃
8∈� $8 ,�, où $8 ,� = {G ∈ $8 : dist(G, %$8) > �}. Nous

estimons à présent

|D |?
, B,?(�) ≤

∑
8∈�

∫
$8 ,�∩�

∫
�

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH.

Pour chaque 8 ∈ �, nous décomposons∫
$8 ,�∩�

∫
�

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH =

∫
$8 ,�∩�

∫
�∩$8

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH

+
∫
$8 ,�∩�

∫
�\$8

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH.

La première intégrale est finie par hypothèse. Pour la seconde, si G ∈ $8 ,� et H ∈ �\$8 ,
alors |G − H | ≥ �, ce qui entraîne que∫

$8 ,�∩�

∫
�\$8

|D(G) − D(H)|?
|G − H |<+B? dGdH ≤ �

‖D‖?
!?(�)

�<+B?
< +∞.
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Notons que nous utilisons ici le fait que , B,? ⊂ !? , combiné avec le fait que les $8
recouvrent�, pour déduire que ‖D‖!?(�) < +∞. Ceci achève la preuve. �

La preuve de la Proposition 4.3 n’est désormais plus qu’une question de combiner les

résultats qui précèdent.

Démonstration de la Proposition 4.3. CommeN est compacte et� est une isométrie lisse,

nous obtenons que �−1
est de classe C∞ et est bornée ainsi que toutes ses dérivées.

De plus, nous avons D ∈ , B,?(�;N), mais également D ∈ !∞(�;N) car D est à

valeurs dans une variété compacte. Nous pouvons donc invoquer le Théorème 4.4

pour déduire que D̃ est de régularité , B,?
sur ��(0) ∩ � pour tout 0 ∈ �. Dans le

cas où B est entier, cela suffit à déduire que D̃ ∈, B,?(�;N). Dans le cas fractionnaire,

nous employons le Lemme 4.5 en utilisant le fait que� ⊂ ⋃
0∈�

��(0) pour déduire que
D̃ ∈, B,?(�;N), et ainsi conclure la preuve. �

4.3 Une obstruction topologique

Comme pour l’approximation et l’extension, lorsque B? < <, des obstructions topo-

logiques surgissent. Nous allons une fois de plus recourir à ce qui est désormais notre

contre-exemple habituel.

Exemple 4.6. Soit D : �2 → �1
définie par D(G) = G

|G | . Nous avons montré dans

l’Exemple 2.15 que D ∈ ,1,@(�2
;�1) pour tout 1 ≤ @ < 2, et on déduit de l’inéga-

lité de Gagliardo-Nirenberg que D ∈ , B,?(�2
;�1) pour tous 0 < B ≤ 1 et 1 < ? < +∞

tels que 1 ≤ B? < 2. Nous prétendons que lorsque 1 < B? < 2, il n’existe aucune

application D̃ : �2 → ℝ qui relève D à travers l’application exponentielle, c’est-à-dire

telle que D = e
iD̃
.

En effet, supposons qu’une telle application existe. Par un argument de généricité, il

existe 0 < A < 1 tel que D̃|%�A ∈ , B,?(%�A) et D|%�A = e
iD̃|%�A presque partout sur %�A .

Comme B? > 1, l’injection de Morrey-Sobolev entraîne que D̃|%�A coïncide presque

partout avec une application continue. Ceci est une contradiction au fait que l’identité

sur �1
ne se relève pas continûment à travers l’application exponentielle, et montre

qu’une telle fonction D̃|%�A ne peut exister.

Une fois de plus, cette obstruction peut être généralisée, en remplaçant l’identité

sur �1
par une application continue 5 : �1 → N qui ne se relève pas continûment à

travers �. À cette fin, nous devons supposer que le revêtement � : Ñ → N est non
trivial.

Le revêtement trivial de N est le revêtement de N par elle-même via l’application

identité, à homéomorphisme près. Dès que � : Ñ → N est non trivial, il existe une
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application continue 5 : �1 → N qui ne se relève pas continûment à travers �. En
guise d’illustration, le lecteur pourra garder à l’esprit l’identité sur �1

, que nous avons

utilisée dans l’Exemple 4.6, et qui ne se relève pas continûment à travers le revêtement

de �1
par ℝ via l’application exponentielle.

L’existence d’une application continue 5 : �1 → N ne pouvant être relevée continû-

ment repose sur le fait que �1
n’est pas simplement connexe, et ne peut donc être

généralisée à �ℓ pour ℓ ≥ 2. Par conséquent, l’obstruction topologique que nous allons

énoncer ne surgit que lorsque 1 ≤ ? < 2, par contraste avec les problèmes de l’ap-

proximation et de l’extension, où une obstruction topologique peut surgir pour tout

1 ≤ ? < +∞ selon la topologie deN .

Théorème 4.7. Supposons que le revêtement� : Ñ → N est non trivial. Si 1 ≤ B? < 2 ≤ <,
alors il existe D ∈, B,?(�;N) qui ne se relève pas en une application D̃ ∈, B,?(�; Ñ).

Ce théorème est dû à Bourgain, Brezis etMironescu [9] dans le casN = �1
, et à Bethuel

et Chiron [6] dans le cas général.
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Chapitre 5

Approximation lorsque B = 1

5.1 Une réponse complète au problème d’approximation
lorsque B = 1

Dans le Chapitre 2, nous avons présenté des résultats positifs au Problème 1 dans

le cas surcritique B? ≥ <, où les fonctions de Sobolev sont suffisamment régulières

pour pouvoir se ramener à la théorie classique des fonctions de Sobolev à valeurs

réelles à l’aide de la projection sur le point le plus proche. Dans le cas sous-critique, le

problème s’avère beaucoup plus délicat, et est resté sans réponse pendant plusieurs

années. En 1988, quelques résultats partiels furent obtenus par Bethuel et Zheng [8]

dans le cas oùN est une sphère. Puis, en 1991, dans son article [2] désormais considéré

comme un des articles fondamentaux du domaine, Bethuel obtint le résultat suivant.

Dans le reste de ce chapitre, nous noterons &(A) = (− A
2
, A

2
)< le cube de côté A centré en

l’origine dans ℝ<
, et & = &(1).

Théorème 5.1. Soit 1 ≤ ? < <. L’espace C∞(&;N) est dense dans ,1,?(&;N) si et
seulement si �[?](N) = {0}.

Combiné aux Propositions 2.6 et 2.7, le Théorème 5.1 résout complètement le problème

de l’approximation dans le cas où B = 1 lorsque� = &. Nous avons déjà observé dans

la Section 2.4 que la condition �[?](N) est nécessaire pour la densité des fonctions

lisses dans ,1,?(&;N), et le Théorème 5.1 assure qu’elle est également suffisante.

Il est remarquable que la densité des fonctions lisses dans ,1,?
en présence d’une

contrainte variété soit entièrement caractérisée par une propriété topologique de la

variété cible aussi simple à énoncer.

Observons que le résultat reste valide si on remplace & par un domaine de ℝ<

équivalent à & via un homéomorphisme bilipschitzien, comme une boule. Pour un

ouvert � ⊂ ℝ<
à la géométrie plus compliquée, la question est plus délicate. Dans

son article [2], Bethuel commence par démontrer le Théorème 5.1 pour un cube, et

affirme ensuite que le résultat se généralise pour un domaine pouvant être une variété

compacteℳ de dimension < arbitraire. Hang et Lin [33] observèrent par la suite que
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cette dernière affirmation est incorrecte, et que la topologie dudomainedoit également

être prise en compte. Ils proposèrent notamment un contre-exemple impliquant des

fonctions de Sobolev entre deux plans projectifs.

Nousmentionnons ces résultats par souci d’exhaustivité et pour la curiosité du lecteur

intéressé, mais dans ce mémoire, nous nous en tiendrons au cas où le domaine est

un cube. Dans la suite de ce chapitre, nous allons prouver le Théorème 5.1 lorsque

< − 1 < ? < <, qui contient déjà l’essentiel des idées de la preuve du cas général.

La démonstration étant assez longue et reposant sur plusieurs idées importantes, elle

sera répartie sur plusieurs sections, chacune se concentrant sur une idée clé. Dans

la Section 5.2, nous découperons & en sous-cubes de façon bien choisie. Certains de

ces cubes seront qualifiés de bons cubes, les autres seront les mauvais cubes, suivant
la terminologie introduite par Bethuel. Dans la Section 5.3, nous démontrerons une

version plus faible du Théorème 5.1,mais qui s’avérera suffisante pour approximer sur

les mauvais cubes, au prix de la création de singularités. Ce sera l’occasion d’évoquer

au passage la notion de convergence faible pour les applications de Sobolev à valeurs

variétés. La Section 5.4 sera dédiée à l’approximation sur les bons cubes, qui repose

sur une projection sur des boules suffisamment réduites, sur lesquelles il est possible

de régulariser par convolution et de reprojeter sur la variété comme dans le cas

surcritique. Enfin, la démonstration s’achèveradans la Section 5.5, oùnousmontrerons

comment effacer les singularités créées par l’approximation sur les mauvais cubes. Le

chapitre se conclura par la Section 5.6, où nous expliquerons brièvement comment

généraliser les idées qui précèdent au cas ? ≤ < − 1. Cela nous mènera naturellement

à la définition d’un candidat adéquat pour remplacer la classe C∞(&;N) en l’absence

de la condition topologique �[?](N) = {0}.

Dans le reste de ce chapitre, nous considérerons D ∈ ,1,?(&;N) et � > 0. Pour dé-

montrer le Théorème 5.1, nous chercherons donc à trouver une fonction E ∈ C∞(&;N)
telle que ∫

&

|D − E |? + |∇(D − E)|? dG ≤ �.

5.2 Découpage de & : bons et mauvais cubes

Commençonspar observer quenouspouvons toujours supposer queD ∈,1,?(%&;N).
En effet, par un argument de généricité, il existe une suite (� 9)9∈ℕ de réels strictement

compris entre 0 et 1 telle que � 9 → 1 et D ∈,1,?(%&(� 9);N) pour tout 9 ∈ ℕ. La suite

(D�9 )9∈ℕ dans,1,?(&;N) définie par D�9 (G) = D(� 9G) vérifie alors D�9 ∈ ,1,?(%&;N)
pour tout 9 ∈ ℕ et D�9 → D dans,1,?(&;N). Il suffit donc d’approximer chaque D�9
par des fonctions lisses pour conclure, aussi nous pouvons supposer dès le départ que

D ∈,1,?(%&;N).
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Donnons une précision concernant la définition de,1,?(%&;N). Cet espace est consti-
tué des fonctions D : %& →N de régularité,1,?

sur chaque face de&, et telles que les

traces des restrictions de D à deux faces adjacentes de & coïncident sur l’arête com-

mune à ces deux faces. Autrement dit, outre la régularité,1,?
sur chaque face de &,

nousdemandonsune conditionde compatibilité sur le borddes faces.

Nous introduisons la notation suivante. Étant donnée une familleK de cubes dansℝ<
,

pour tout � ∈ K et pour tout ℓ ∈ {0, . . . , <}, nous notons �ℓ le squelette de dimension ℓ

de �, autrement dit l’union de ses faces ℓ -dimensionnelles. Nous notons  ℓ =
⋃
�∈K

�ℓ le

ℓ -squelette deK . Mentionnons que nous appelons cube tout produit de < intervalles,

et pas seulement un produit de< intervalles demême longueur.

Le lemme suivant est le résultat principal de cette section.

Lemme 5.2. Pour tout � > 0 suffisamment réduit, il existe des constantes � et �′ indépen-
dantes de D et de � et une décomposition de & en une familleK� de cubes telles que

(a) pour tout � ∈ K�, � est équivalent à &(�) via un difféomorphisme linéaire 	 tel que
‖�	‖∞, ‖�	−1‖∞ ≤ � ;

(b) D ∈,1,?( <−1

� ;N) avec∫
 <−1

�

|∇D |? dG ≤ �′�−1

∫
&

|∇D |? dG.

Avant de démontrer ce lemme, arrêtons-nous un instant pour en expliquer l’intérêt.

Nous commençons par définir les bons et mauvais cubes.

Définition 5.3. Un cube � ∈ K� est un bon cube lorsque

1

�<−?

∫
�
|∇D |? dG ≤ �? et 1

�<−1−?

∫
%�
|∇D |? dG ≤ �? ,

où � > 0 sera choisi ultérieurement. Dans le cas contraire, nous disons que � est unmauvais

cube. Nous notons G� l’ensemble des bons cubes et ℬ� l’ensemble des mauvais cubes.

Mentionnons que dans son article [2], Bethuel ajoute un facteur �2 dans le membre de

droite de la première inégalité définissant les bons cubes, avec 0 < 2 < ?. Ce facteur

supplémentaire est utilisé pour garantir la convergence des approximations sur les

bons cubes. Dans ce mémoire, nous proposons une modification de l’argument sur

les bons cubes permettant de se passer de ce facteur.

Comme ? > < − 1, on déduit de l’injection de Morrey-Sobolev que – quitte à modifier

D sur un ensemble de mesure (< − 1)-dimensionnelle nulle – D est continue sur  <−1

� .

De plus, si � est un bon cube, alors l’inégalité de Morrey – voir par exemple [17,
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Theorem 9.12] ou [57, Lemma 6.4.3] – assure que D ∈ C0,
(%�;N) avec 
 = 1 − <−1

? ,

et

|D(G) − D(H)| ≤ �" |G − H |
�
<−1−?

? � ≤ �̃� (5.1)

pour tous G, H ∈ %�, où �" > 0 est la constante provenant de l’inégalité de Morrey.

Cette constante dépend du domaine sur lequel l’inégalité de Morrey est appliquée,

mais en vertu de l’équivalence entre � et &(�) et par un argument de changement

d’échelle, on montre que �" peut être choisie indépendamment du cube � et de

�.

Autrement dit, le Lemme 5.2 nous permet de décomposer & en cubes sur le bord

desquels D est continue, et de plus, l’oscillation de D est contrôlée sur le bord des bons

cubes.

Démonstration du Lemme 5.2. Étant donnés 0 ∈ (−1

2
, 1

2
) et : ∈ {1, . . . , <}, on note

%(:, 0) = {G ∈ & : G: = 0}, qui est une portion d’hyperplan contenue dans &.

Par un argument de généricité, nous avons D ∈ ,1,?(%(:, 0);N) pour presque tout

0 ∈ (−1

2
, 1

2
). Pour −1

2
+ 1

4
� < 0 < −1

2
+ 3

4
�, nous notons %(:, 0, �) = ⋃

0≤ 9≤�−1−1

%(:, 0 + 9�).

Le théorème de Tonelli entraîne que∫ − 1

2
+ 3

4
�

− 1

2
+ 1

4
�

(∫
%(:,0,�)

|∇D |? dG

)
d0 ≤

∫
&

|∇D |? dG.

Par conséquent, nous pouvons trouver un −1

2
+ 1

4
� < 0: < −1

2
+ 3

4
� tel que D ∈

,1,?(%(:, 0: , �);N) avec∫
%(:,0: ,�)

|∇D |? dG ≤ 2�−1

∫
&

|∇D |? dG.

Nous employons les %(:, 0: , �) pour obtenir un découpage de & en une famille de

cubes K�. Comme nous avons supposé que D ∈ ,1,?(%&;N), nous déduisons que

D ∈,1,?( <−1

� ;N) avec∫
 <−1

�

|∇D |? dG ≤
∫
%&
|∇D |? dG+

<∑
:=1

∫
%(:,0: ,�)

|∇D |? dG ≤
∫
%&
|∇D |? dG+2�−1<

∫
&

|∇D |? dG.

Si � est assez réduit, nous trouvons finalement∫
 <−1

�

|∇D |? dG ≤ �′�−1

∫
&

|∇D |? dG.

Par construction, tous les cubes � ∈ K� qui ne sont pas en contact avec le bord de &

sont équivalents à &(�) via une translation. Pour les cubes en contact avec le bord, un
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difféomorphisme linéaire peut-être nécessaire pour obtenir cette équivalence, mais

l’hypothèse −1

2
+ 1

4
� < 0: < −1

2
+ 3

4
� fournit la contrainte souhaitée sur la norme de la

dérivée de ce difféomorphisme et de son inverse, et la preuve est complète. �

Notons que dans la preuve qui précède, un argument de généricité pour les traces

est utilisé de façon implicite, afin de s’assurer que la trace coïncide avec la restriction

classique sur chacun des %(:, 0: , �), mais également sur leurs intersections – qui sont

des ensembles (<−2)-dimensionnels. Ceci assure que les D|%(:,0: ,�) se « recollent bien»,
pour avoir réellement D ∈ ,1,?( <−1

� ;N) et pas seulement D ∈ ,1,?(%(:, 0: , �);N)
pour chaque : ∈ {1, . . . , <}.

Nous concluons cette section enmontrant qu’il n’y apas tropdemauvais cubes.

Lemme 5.4. Il existe une constante � > 0 telle que

|�<� |≤ ��?�−?
∫
&

|∇D |? dG,

où |�<� | est le volume de l’union des mauvais cubes.

Démonstration. Notons cardℬ<� le nombre de mauvais cubes. Par définition des mau-

vais cubes, nous avons

�? cardℬ<� ≤
∑
�∈ℬ<�

1

�<−?

∫
�
|∇D |? dG + 1

�<−1−?

∫
%�
|∇D |? dG

≤ 1

�<−?

∫
&

|∇D |? dG + 2

1

�<−1−?

∫
 <−1

�

|∇D |? dG.

Le point (b) du Lemme 5.2 entraîne que

�? cardℬ<� ≤ �1

1

�<−?

∫
&

|∇D |? dG.

Comme |�<� |≤ �2�< cardℬ<� , la conclusion suit. �

Nousobservonsdoncquepour� > 0fixé, |�<� | → 0 lorsque�→ 0.

5.3 Un résultat de convergence faible : la technique de
l’extension homogène

Le résultat principal de cette section est la proposition suivante.
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Proposition 5.5. Si <− 1 < ? < < et F ∈,1,?(&;N), alors pour tout � > 0 suffisamment
réduit, il existe une fonction F� ∈,1,?(&;N) telle que

1. les F� sont continues sur & sauf en un nombre fini de points ;
2. ‖∇F�‖,1,?(&;N) ≤ �‖∇F‖,1,?(&;N) ;
3. F� → F presque partout sur & lorsque �→ 0 ;

où � > 0 ne dépend ni de F ni de �. Si de plus F ∈,1,?(%&;N), alors nous pouvons choisir
les F� pour que F� = F sur %&.

Ce résultat constitueuneversion faible duThéorème5.1dans le cas<−1 < ? < <. Tout

d’abord, la suite d’approximations est uniquement continue sauf en un nombre fini

de points. Cependant, le résultat est valide en l’absence de la condition topologique

�<−1(N) = �[?](N) = {0}, et nous verrons dans la Section 5.5 comment effacer les

singularités lorsqueN satisfait à cette condition (et comment régulariser pour obtenir

des fonctions lisses).

Mais surtout, la convergence forte du Théorème 5.1 est remplacée par la convergence
faible, pour laquelle on demande uniquement une borne uniforme sur la norme du

gradient ainsi que la convergence presque partout.

Comme le volume de l’union des mauvais cubes tend vers 0, cette convergence faible

est néanmoins suffisante pour obtenir l’approximation sur lesmauvais cubes. En effet,

en appliquant cette construction à D sur chaque mauvais cube – après transport par

le difféormorphisme	 adéquat et une mise à l’échelle – nous obtenons des fonctions

E� ∈ ,1,?(�<� ;N) telles que E� est continue sur �<� sauf en un nombre fini de points,

E� = D sur �<−1

� – cette condition assurant que E� se « recolle » bien le long des bords

des mauvais cubes adjacents – et∫
�<�

|∇E� |? dG ≤ �1

∫
�<�

|∇D |? dG → 0 lorsque �→ 0

car |�<� | → 0. Dès lors,∫
�<�

|∇(D − E�)|? dG → 0 lorsque �→ 0.

PuisqueN est compacte, |�<� | → 0 et E�, D sont à valeurs dansN sur �<� , nous avons

également ∫
�<�

|D − E� |? dG ≤ �2 |�<� | → 0 lorsque �→ 0,

ce qui achève l’approximation sur les mauvais cubes.

Notons que nous n’avons pas utilisé la convergence presque partout dans notre rai-

sonnement. Néanmoins, nous l’incluons dans la conclusion de la Proposition 5.5
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pour faire le lien avec la convergence faible telle qu’on la trouve dans la littérature.

Dans certains articles, l’exigence de convergence presque partout est remplacée par la

convergence enmesure. Comme& est de mesure finie, on peut aisément passer d’une

notion à l’autre, quitte à extraire une sous-suite pour obtenir la convergence presque

partout à partir de la convergence en mesure.

Nous procédons à présent à la démonstration de la Proposition 5.5. L’outil principal est

la notiond’extensionhomogène, quenous expliquons ci-dessous.

Étant donnée 5 ∈,1,?(%&(A);N), nous définissons E : &(A) → N par E(G) = 5
(
A G
|G |∞

)
,

où |G |∞ = max

1≤8≤<
|G8 | pour G = (G1, . . . , G<). Comme 5 ∈ C0(%&(A);N), nous observons

que E est bien définie et continue sur &(A) \ {0}. Nous appelons E l’extension homogène
de 5 à &(A).

Le lemme suivant fournit une estimation de l’énergie d’une extension homogène en

termes de l’énergie de la fonction qu’elle étend.

Lemme 5.6. Supposons que 1 ≤ ? < <. L’extension homogène E de 5 satisfait E ∈
,1,?(&(A);N) avec ∫

&(A)
|∇E |? dG ≤ 1

< − ? A
∫
%&(A)
|∇ 5 (G)|? dG.

Démonstration. PuisqueN est compacte, il est clair par construction que E ∈ !∞ et donc

E ∈ !? . Comme E est constante dans la direction radiale, sa dérivée radiale s’annule.

En outre, comme 5 ∈,1,?(%&(A);N), nous déduisons que E admet une dérivée faible

dans la direction tangentielle, et nous concluons que E admet un gradient faible

vérifiant l’estimation

|∇E(G)| ≤ A

|G |∞

���∇ 5 (A G

|G |∞

)���.
Le théorème de Tonelli entraîne alors que∫

&(A)
|∇E |? dG ≤

∫ A

0

∫
&(�)

A?

|G |?∞

���∇ 5 (A G

|G |∞

)���? dGd�

= A?−<+1

∫ A

0

�<−1−?
d�

∫
%&(A)
|∇ 5 (G)|? dG =

1

< − ? A
∫
%&(A)
|∇ 5 (G)|? dG.

�

Avec cet outil enmain, nous pouvons prouver la Proposition 5.5.

Démonstration de la Proposition 5.5. En raisonnant comme dans la Section 5.2, nous

pouvons dès le départ supposer que F ∈ ,1,?(%&;N). Notons cependant que la
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procédure limite décrite dans la Section 5.2, consistant à remplacer F par F�9 définie

parF�9 (G) = F(� 9G), ne préserve pas la conclusionF= = F sur %& siF ∉,1,?(%&;N).

Nous souhaiterionsutiliser l’extensionhomogènepour approcher faiblementF.Néan-

moins, l’énergie de l’extensionn’est contrôlée quepar l’énergie de la fonctiondedépart

au bord du cube. Pour obtenir une estimation en termes de l’énergie de F dans &, il

convient de découper & comme dans la Section 5.2.

En appliquant le Lemme 5.2 à F, nous obtenons pour tout � > 0 suffisamment réduit

une décomposition de & en une famille K� de cubes satisfaisant les conditions (a)

et (b). Nous définissons F� ∈,1,?(&;N) comme étant l’extension homogène de F |%�
à � pour chaque cube � ∈ K� – après transport par le difféomorphisme 	 de la

condition (a). De cette façon, F� est continue sur & sauf en un nombre fini de points,

localisés au centre des � ∈ K�, et coïncide avec F sur  <−1

� . Le Lemme 5.6 combiné

avec la condition (b) assure que∫
&

|∇F� |? dG ≤ �1�
−1

∫
 <−1

�

|∇F |? dG ≤ �2

∫
&

|∇F |? dG.

Il nous reste à obtenir la convergence presque partout. Comme F� = F sur  <−1

� , nous

pouvons appliquer l’inégalité de Poincaré (voir par exemple [57, Theorem 6.4.7]) sur

chaque cube � ∈ K� pour trouver∫
�
|F − F� |? dG ≤ �%�?

∫
�
|∇(F − F�)|? dG,

où �% est la constante de l’inégalité de Poincaré, et où la dépendance explicite en �
s’obtient par un argument de changement d’échelle. En sommant et en utilisant la

borne sur la norme du gradient que nous avons déjà obtenue, nous déduisons∫
&

|F − F� |? dG ≤ �3�
? ,

ce qui montre que F� → F dans !?(&). Quitte à extraire une sous-suite si nécessaire,

nous pouvons donc supposer que F� → F presque partout sur &. �

5.4 Approximer sur les bons cubes : projection sur une
boule suffisamment réduite

Comme les bons cubes représentent la majeure partie de &, il est nécessaire d’ap-

proximer D plus précisément sur ces cubes. En contrepartie, sur les bons cubes, nous
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avons une estimation quantitative de l’énergie de D, qui entraîne l’estimation (5.1) sur

l’oscillation de D :

|D(G) − D(H)| ≤ �̃� pour tous G, H ∈ %� lorsque � ∈ G�.

En nous appuyant sur cette inégalité, nous démontrons le lemme ci-dessous. Par la

suite, � > 0 désigne le rayon d’un voisinage tubulaire O de N , et nous choisissons

0 < � < �. Nous supposons également que � > 0 est suffisamment petit pour que

�̃� ≤ �
2
.

Lemme 5.7. Pour tout � > 0 suffisamment réduit, il existe une fonction F� ∈,1,?(�<� ;ℝ�)
définie sur l’ensemble des bons cubes telle que

(a) pour tout � ∈ G�, il existe H� ∈ N tel que F�(G) ∈ ��(H�) pour tout G ∈ � ;
(b) F� = D sur %� pour tout � ∈ G� ;
(c) il existe �� ⊂ �<� tel que |�� | ≤ � �?

�? et∫
�<�

|D − F� |? + |∇(D − F�)|? dG ≤ �′
∫
��

|∇D |? dG.

Avant de procéder à la démonstration de ce lemme, expliquons comment il nous per-

met de conclure l’approximation sur les bons cubes. Nous avons vu dans le Chapitre 2

que la technique classique pour approximer une application de Sobolev par une fonc-

tion lisse est la régularisation par convolution. Or, nous avons également vu que cette

technique échoue pour des fonctions à valeurs variétés, car la convolution ne préserve

en général pas la contrainte variété. Cependant, ici, nous avons F�(G) ∈ ��(H�) pour
tout G ∈ �. Comme ��(H�) est convexe, si nous convolons F� par un noyau régulari-

sant sur �, alors l’application résultante sera encore à valeurs dans ��(H�) ⊂ O, nous
permettant d’employer la projection sur le point le plus proche pour la ramener surN .

Comme nous souhaitons préserver les valeurs au bord, un argument supplémentaire

est requis.

Après composition avec le difféomorphisme 	 adéquat, nous pouvons sans perte de

généralité supposer que � = &(�). Étant donné 0 < � < 1, définissons F̃�,� sur �
par

F̃�,�(G) =
{
F�

(
G
|G |∞

)
si G ∈ &(�) \&(��),

F�(�−1G) si G ∈ &(��).

Comme F� = D sur %� et D est continue sur %�, nous avons que F̃�,� est continue sur

&(�) \&(��). De plus, F̃�,� → F� dans,
1,?(�) lorsque �→ 1. Nous procédons alors

par régularisation loin du bord, comme dans la démonstration de la Proposition 3.9.

Nous choisissons un noyau régularisant � : ℝ< → ℝ et une fonction de troncature

# ∈ C∞
c
(�) telle que# = 1 sur&(��) et 0 ≤ # ≤ 1 sur �. Pour C > 0 suffisamment réduit,
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E�,�,C = � ◦ ((1 − #)F̃�,� + #(�C ∗ F̃�,�)) est bien définie sur �, continue, et nous avons
E�,�,C = D sur %� et E�,�,C → F̃�,� dans,

1,?(�) lorsque C → 0.

Puisque |�� | ≤ � �?

�? indépendamment de �, en vertu du lemme de Lebesgue, nous

pouvons choisir � > 0 suffisamment réduit pour que

�′
∫
��

|∇D |? dG ≤ �
4

pour tout � > 0 suffisamment réduit,

où � > 0 est arbitraire mais fixé en début de preuve. Pour � > 0 fixé, en choisissant �
suffisamment proche de 1 puis C suffisamment petit, nous obtenons une fonction E� =

E�,�,C ∈,1,?(�<� ;N) ∩ C0(�<� ;N) telle que E� = D sur �<−1

� et∫
�<�

|D − E� |? + |∇(D − E�)|? dG ≤ �
2

,

ce qui achève l’approximation sur les bons cubes.

Nous procédons à présent à la preuve du Lemme 5.7.

Démonstration du Lemme 5.7. Étant donné � ∈ G�, l’inégalité (5.1) combinée à notre

choix de � assure l’existence de H� ∈ N tel que D(G) ∈ ��/2(H�) pour tout G ∈ %�. En
effet, il suffit de choisir H� = D(H) pour n’importe quel H ∈ %�.

Soit %� : ℝ� → ��(H�) la projection sur le point le plus proche de ��(H�), qui est bien
définie et 1-lipschitzienne sur ℝ�

car ��(H�) est un convexe. Plus explicitement, nous

avons

%�(G) =
{
G si G ∈ ��(H�),
H� + � G−H�

|G−H� | sinon.

Nous allons montrer que le choix naïf F� = %� ◦ D sur � est en fait un choix approprié

pour obtenir la conclusion du lemme.

Le point (a) est clair par définition de %�. Comme %� est lipschitzienne, nous avons

F� ∈ ,1,?(�;ℝ�). Puisque D(G) ∈ ��/2(H�) pour tout G ∈ %�, nous avons bien F� = D

sur %�. Ceci assure que F� se « recolle » bien sur les bords des bons cubes adjacents,

et donc F� ∈,1,?(�<� ;ℝ�). Il ne reste qu’à traiter le point (c).

Définissons U�,� = {G ∈ � : D(G) ∉ ��(H�)}. Par construction de F�, nous avons

F� = D et ∇F� = ∇D presque partout sur � \ U�,�. Comme F� = D sur %�, l’inégalité
de Poincaré assure que∫

�
|D − F� |? dG ≤ �%�?

∫
�
|∇(D − F�)|? dG ≤ �1�

?

∫
U�,�

|∇D |? dG,
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où nous avons utilisé le fait que %� est lipschitzienne pour estimer la norme de ∇F�

en fonction de celle de ∇D. En outre, nous avons∫
�
|∇(D − F�)|? dG ≤ �2

∫
U�,�

|∇D |? dG.

En sommant sur les bons cubes, nous trouvons∫
�<�

|D − F� |? + |∇(D − F�)|? dG ≤ �′
∫
��

|∇D |? dG,

où �� =
⋃

�∈G�
U�,�. Il reste donc à estimer la mesure de �� pour pouvoir conclure.

Soit ! : ℝ→ [0, 1] une fonction de troncature telle que ! ∈ C∞(ℝ), !(G) = 0 si G ≤ �
2
,

!(G) = 1 si G ≥ � et |!′| ≤ �3

� . Nous observons que !(|D − H� |)? = 1 sur U�,�, ce qui

entraîne que

|U�,� | ≤
∫
�
!(|D − H� |)? dG.

Comme D ∈ ��/2(H�) sur %�, nous obtenons !(|D − H� |) = 0 sur %�, ce qui justifie

l’usage de l’inégalité de Poincaré pour écrire

|U�,� | ≤ �%�?
∫
�
|∇(!(|D − H� |))|? dG ≤ �4

�?

�?

∫
�
|∇D |? dG.

Puisque � est un bon cube, nous déduisons

|U�,� | ≤ �4

�?

�?
�< ≤ �5

�?

�?
|� |,

où la dernière inégalité suit de l’équivalence entre � et &(�). Il suffit alors de sommer

cette inégalité sur l’ensemble des bons cubes pour conclure que

|�� | ≤
∑
�∈G�

�5

�?

�?
|� | ≤ �5

�?

�?
,

ce qui achève la preuve. �

5.5 Conclusion de la démonstration : effacer les
singularités

Nous combinons à présent les constructions effectuées sur les bons cubes et les mau-

vais cubes. Nous commençons par choisir � > 0 suffisamment réduit de telle sorte
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que pour tout � > 0 suffisamment petit, il existe E� ∈ ,1,?(�<� ;N) ∩ C0(�<� ;N) telle
que E� = D sur �<−1

� et ∫
�<�

|D − E� |? + |∇(D − E�)|? dG ≤ �
2

.

Ensuite, nous prenons � > 0 assez proche de 0 pour obtenir E� ∈ ,1,?(�<� ;N)
continue sur �<� sauf en un nombre fini de points, telle que E� = D sur �<−1

�
et ∫

�<�

|D − E� |? + |∇(D − E�)|? dG ≤ �
4

.

Ceci fournit une application E� ∈,1,?(&;N) telle que∫
&

|D − E� |? + |∇(D − E�)|? dG ≤ 3�
4

.

Notons que nous utilisons la condition de compatibilité E� = D sur le bord des cubes

de K� pour nous assurer que les différentes parties de E� se « recollent » bien le

long des faces des cubes. En outre, la fonction E� est continue sur & sauf en un

nombre fini de singularités, localisées au centre des mauvais cubes et causées par

l’extension homogène. La dernière étape importante à accomplir est donc d’effacer ces

singularités, ce que nous faisons à l’aide du lemme suivant. Nous attirons l’attention

du lecteur sur le fait qu’il s’agit du seul point de la preuve du Théorème 5.1 où nous

utilisons la condition topologique surN .

Lemme 5.8. Supposons que 1 ≤ ? < < et que �<−1(N) = {0}. Soit 5 ∈ ,1,?(%&;N) ∩
C0(%&;N) et soit E son extension homogène à &. Pour tout 0 < A < 1, il existe une fonction
ẼA ∈,1,?(&;N) ∩ C0(&;N) avec ẼA → E dans,1,?(&) lorsque A → 0.

Dans la gamme < − 1 < ? < <, l’hypothèse de continuité est automatiquement

satisfaite grâce à l’injection de Morrey-Sobolev. Forts des techniques d’extension que

nous avons présentées dans le Chapitre 3, nous pouvons donner une preuve de ce

lemme plus brève que celle fournie par Bethuel. L’idée clé est d’effacer la singularité

en la bouchant à l’aide d’une extension de E |%&(A) à &(A) pour 0 < A < 1 suffisamment

réduit.A priori, il n’y a aucune raison de pouvoir contrôler l’énergie de cette extension.

Néanmoins, comme E est homogène, la même extension peut-être utilisée pour toute

valeur de 0 < A < 1 après une mise à l’échelle, ce qui nous fournit le contrôle souhaité

pour l’énergie.

Démonstration. Étant donné que �<−1(N) = {0}, nous savons que N possède la pro-

priété d’extension par rapport à &. Nous commençons par construire une appli-

cation + ∈ ,1,?(&;N) ∩ C0(&;N) telle que + = 5 sur %&. Pour ce faire, nous

raisonnons en trois étapes comme dans preuve de la Proposition 3.9. Comme 5 ∈
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,1,?(%&;N) ∩ C0(%&;N), nous pouvons l’étendre au voisinage de %� en une appli-

cation ,1,?
et continue jusqu’au bord, par extension homogène par exemple. Nous

utilisons ensuite la propriété d’extension continue deN par rapport à& pour prolon-

ger cette extension à tout & de façon continue – mais pas nécessairement,1,?
loin de

%�. Enfin, nous procédons par régularisation loin de %& pour obtenir l’application+

souhaitée.

Pour tout 0 < A < 1, nous définissons +A sur &(A) par +A(G) = +(A−1G). De cette façon,

+A ∈,1,?(&(A);N), +A = E sur %&(A) en vertu de l’homogénéité de E, et∫
&(A)
|∇+A |? dG =

∫
&(A)

A−? |∇+(A−1G)|? dG =

∫
&

A<−? |∇+ |? dG → 0 lorsque A → 0.

Il suffit d’utiliser cette estimation ainsi que le fait que + ∈ ,1,?(&;N), la compacité

deN et le théorème de convergence dominée pour conclure que, si nous définissons

ẼA(G) =
{
E(G) si G ∈ & \&(A),
+A(G) si G ∈ &(A),

alors ẼA ∈,1,?(&;N) ∩ C0(&;N) et ẼA → E dans,1,?(&) lorsque A → 0. �

En appliquant le Lemme 5.8 pour effacer la singularité de E� sur chaquemauvais cube

avec 0 < A < 1 suffisamment réduit, nous obtenons une fonction E ∈ ,1,?(&;N) ∩
C0(&;N) telle que ∫

&

|D − E |? + |∇(D − E)|? dG ≤ �.

Ceci achève la preuve du Théorème 5.1 dans le cas < − 1 < ? < <, à ceci près

que E est seulement continue et non lisse. Cependant, il suffit de régulariser E par

convolution. Comme E est continue, les régularisées convergent dans,1,?
mais aussi

uniformément, et nous pouvons donc projeter sur la variété comme nous l’avions fait

dans le cas surcritique ? > <, ce qui complète la preuve.

5.6 Esquisse du cas ? ≤ < − 1. La classe ℛ?

Dans cette section, nous expliquons brièvement les difficultés supplémentaires qui

surgissent dans le cas ? ≤ <−1 et les idées clés pour les surmonter. Ceci nous mènera

naturellement vers une manière de généraliser le Théorème 5.1 en l’absence de la

condition topologique �[?](N) = {0}.
La preuve du cas ? ≤ < − 1 suit les mêmes idées que celle du cas < − 1 < ? <
<. Cependant, l’injection de Morrey-Sobolev ne permet plus de déduire que D est

continue sur un (< − 1)-squelette générique. Nous devons donc descendre jusqu’à un
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[?]-squelette. Dans le cas où ? ∈ ℕ, l’injection de Morrey-Sobolev échoue. Pour tout

: ∈ {1, . . . , < − 1}, le cas ? = : se traite de façon analogue au cas : < ? < : + 1,

mais il est nécessaire d’employer un argument plus délicat, dans l’esprit de la théorie

VMO que nous avons exposée dans la Section 2.3. Nous nous focalisons donc sur le

cas ? ∉ ℕ.

Comme dans la Section 5.2, nous découpons & en une famille de cubesK�, mais cette

fois choisie de sorte que D ∈ ,1,?( :�) pour tout [?] ≤ : ≤ <, et nous incorporons

dans la définition des bons cubes un contrôle sur l’énergie sur tous les :-squelettes

pour [?] ≤ : ≤ <.

Le traitement des bons cubes est plus délicat, car D n’est plus continue sur les (< − 1)-
faces de ces cubes mais seulement sur les [?]-faces, mais l’idée clé reste de projeter

sur une boule suffisamment réduite afin de pouvoir régulariser par convolution et

reprojeter sur la variété, en utilisant l’inégalité de Morrey en dimension [?] pour
contrôler l’erreur commise lors de cette projection.

Nous nous attardons plus longuement sur le traitement des mauvais cubes. Nous sa-

vons que D est continue sur les [?]-faces de ces cubes. Par conséquent, nous pouvons
employer la technique de l’extension homogène pour étendre D|�[?]�

en une fonction

continue sur �
[?]+1

� sauf au centre des faces. En répétant cette construction, nous obte-

nons une extension à �
[?]+2

� , continue sauf sur un ensemble fini de portions de droites.

Par itération, nous parvenons à une fonction E= qui coïncide avec D sur �
[?]
� et continue

sauf sur un ensemble fini de portions de (<−[?]−1)-hyperplans.

Une difficulté supplémentaire surgit au moment de recoller les constructions effec-

tuées sur les différents cubes. En effet, contrairement au cas < − 1 < ? < < où

l’extension homogène depuis le (<−1)-squelette préserve les valeurs sur les faces des
cubes, ici l’extension homogène depuis le [?]-squelette peut modifier considérable-

ment les valeurs de D sur les faces des mauvais cubes si ? < < − 1. Par conséquent,

les constructions effectuées sur un bon cube et un mauvais cube adjacents ne coïn-

cident que sur l’intersection des [?]-squelettes de ces cubes, ce qui n’est pas suffisant

pour garantir que les approximations obtenues sur chacun de ces cubes coïncident au

sens de la trace sur la face commune afin de pouvoir les recoller. Le même problème

surgit lorsqu’on souhaite recoller les constructions sur deux bons cubes adjacents,

puisque la boule sur laquelle on projette dépend du cube, et donc les approximations

obtenues ne coïncident à nouveau que sur l’intersection des [?]-squelettes des deux
cubes. Pour remédier à cela, un argument bien plus délicat est nécessaire, que nous

ne souhaitons pas détailler et pour lequel nous renvoyons le lecteur intéressé à [2].

Nous nous contentons de mentionner que l’idée clé consiste, sur chaque bon cube �,
à contracter légèrement D sur � afin de pouvoir effectuer les constructions décrites

précédemment sur une version légèrement contractée de �. Ceci fournit une «marge

de sécurité » par rapport au bord de �, qui est utilisée pour obtenir des approximations
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compatibles sur les faces des cubes adjacents via un argument dont nous omettons la

description.

Comme pour le cas < − 1 < ? < <, ces différentes étapes ne font pas usage de l’hypo-

thèse topologique sur N , mais à l’issue de la construction, on obtient seulement une

appproximation de D par des applications continues sauf sur un ensemble singulier,

consistant en une union finie de portions (< − [?] − 1)-hyperplans, et dont l’existence
est causée par l’extension homogène. Pour conclure, il est nécessaire d’effacer cet en-

semble singulier à l’aide d’une généralisation du Lemme 5.8, qui fait quant à elle appel

à l’hypothèse �[?](N) = {0}.

Au vu du raisonnement concernant l’ensemble singulier, on observe que l’ensemble

des fonctions lisses sauf sur une union finie de portions de (< − [?] − 1)-hyperplans
constitue un remplaçant adéquat de l’ensemble C∞(&;N) pour trouver une classe de
fonctions « suffisamment régulières » qui soit dense dans,1,?(&;N). Par la suite, il

nous sera utile de permettre à l’ensemble singulier de consister en une union finie de

sous-variétés (< − [?] − 1)-dimensionnelles de &. Nous introduisons donc la définition

suivante.

Définition 5.9. La classe ℛ?(�;N) est l’ensemble des E ∈ ,1,?(�;N) telles que E est C∞
sur� sauf sur une union finie de sous-variétés (< − [?] − 1)-dimensionnelles de�.

Le théorème suivant est également dû à Bethuel [2, Theorem 2].

Théorème 5.10. Pour tout 1 ≤ ? < <, la classe ℛ?(&;N) est dense dans,1,?(&;N).

Lorsque < − 1 < ? < <, nous avons < − [?] − 1 = 0, et donc ℛ?(&;N) est l’en-
semble des fonctions E ∈ ,1,?(&;N) lisses sur & sauf en un nombre fini de points.

Nous avons donc déjà démontré le Théorème 5.10 pour cette gamme de valeurs, il

suffit de reprendre le raisonnement des Sections 5.2 à 5.4 en s’arrêtant avant d’effacer

les singularités. De façon analogue, la preuve du cas général suit les étapes de la

preuve du Théorème 5.1 que nous avons esquissée, en s’arrêtant dès que nous avons

obtenu une approximation lisse sauf sur un nombre fini de portions de (< − [?] − 1)-
hyperplans.

Toujours dans l’optique d’étudier le problème de l’approximation en l’absence de

l’hypothèse �[?](N) = {0}, remarquons également qu’un examen de la démonstration

que nous avons présentée permet de déterminer la classe�B,?(�;N), qui fait l’objet de
la Définition 2.2. Nous expliquons le raisonnement dans le cas<−1 < ? < <. Comme

nous l’avons expliqué, la seule étape de la preuve nécessitant l’hypothèse topologique

surN est l’effacement des singularités. On peut donc appliquer tout le reste de l’argu-

ment à une application D ∈,1,?(&;N)même en l’absence de cette hypothèse. Ensuite,

pour effacer les singularités, en examinant la démonstration duLemme 5.8, on observe

qu’il suffit que la restriction de D au bord de chaque mauvais cube admette une exten-

sion continue à l’ensemble du mauvais cube. En des termes qui nécessiteraient d’être
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précisés pour obtenir un énoncé rigoureux, nous pouvons donc dire que �1,?(&;N)
est l’ensemble des D ∈ ,1,?(&;N) telles que D|%� admet une extension continue à �
pour un cube � ⊂ & générique. Plus généralement, pour 1 ≤ ? < <, �1,?(&;N) est
l’ensemble des D ∈,1,?(&;N) telles que la restriction de D au [?]-squelette d’un cube

� ⊂ & générique admet une extension continue à �. Pour montrer que �1,?(&;N)
contient uniquement les fonctions possédant cette propriété, on pourra utiliser une

généralisation de l’argument de l’Exemple 2.15.

5.7 Commentaires et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté la démonstration du résultat de densité pour

B = 1 due à Bethuel, et plus particulièrement le cas < − 1 < ? < <. Des diffi-

cultés importantes surgissent si on tente d’adapter l’argument pour 0 < B < +∞
arbitraire.

Déjà pour B ∈ ℕ, un problème apparaît au moment de recoller les constructions

effectuées sur les différents cubes. En effet, contrairement au cas B = 1 où deux

applications,1,?
sur des cubes adjacents dont la trace coïncide sur le bord commun

se recollent en une application ,1,?
sur l’union des deux cubes, lorsque B ≥ 2, il

ne suffit plus que deux applications aient la même trace sur le bord commun pour

pouvoir les recoller.

Ensuite, pour B ∉ ℕ, il n’est pas clair du tout comment adapter l’argument de Bethuel,

qui est prévu pour fonctionner avec des dérivées entières. Une source majeure de

complications dans cette direction provient du caractère non local de la semi-norme

de Gagliardo.

En raisonde cesdifficultés, le problèmede l’approximationpour B ≠ 1dans le cas sous-

critique est resté ouvert pendant de longues années, avant qu’une réponse complète

ne soit obtenue pour 0 < B < 1 et B ∈ ℕ∗. Le cas B > 1 avec B ∉ ℕ reste quant à

lui ouvert. Ci-dessous, nous présentons brièvement ces résultats, sans entrer dans les

détails.

5.7.1 Approximation lorsque 0 < B < 1 : quand l’extension homogène
suffit

Dans le cas 0 < B < 1, la réponse complète au problème de l’approximation fut fournie

en 2015 par Brezis et Mironescu [20].

Théorème 5.11. Supposons que 0 < B < 1 et que B? < <. L’espace C∞(&;N) est dense
dans, B,?(&;N) si et seulement si �[B?](N) = {0}.
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En outre, l’analogue duThéorème 5.10, qui fournit la densité de la classeℛ? dans le cas
où la condition topologique surN échoue, est valide dans la gamme 0 < B < 1. Nous

introduisons une généralisation de la Définition 5.9 pour un paramètre de régularité

0 < B < +∞ arbitraire.

Définition 5.12. La classe ℛB,?(�;N) est l’ensemble des E ∈ , B,?(�;N) telles que E est
C∞ sur� sauf sur une union finie de sous-variétés (< − [B?] − 1)-dimensionnelles de�.

Théorème 5.13. Supposons que 0 < B < 1 et que B? < <. La classe ℛB,?(&;N) est dense
dans, B,?(&;N).

Mentionnons tout demêmequ’avant ces deux théorèmes, quelques réponses partielles

étaient déjà connues. Le cas B = 1− 1

? avait été résolu en 1995 par Bethuel [3] à l’aide de

la théorie des traces et de l’extension. Le cas de l’espace �
1

2 (�2
;�1) =, 1

2
,2(�2

;�1), où
B? = 1 et donc �[B?](�1) ≠ {0}, avait quant à lui été étudié par Rivière [53] en 2000. En

outre, la nécessité de l’hypothèse �[B?](N) = {0} dans le Théorème 5.11 était connue

en toute généralité depuis les travaux d’Escobedo [27] en 1998.

La preuve des Théorèmes 5.11 et 5.13 est loin d’être triviale, mais l’ingrédient ini-

tial s’avère très simple, et nous avons déjà tous les outils nécessaires pour le com-

prendre. Rappelons la Proposition 5.5, qui nous donne la convergence faible vers F ∈
,1,?(&;N) de fonctions F� lorsque �→ 0, où chaque F� est l’extension homogène de

la restriction deF au (<−1)-squelette d’une certaine grille dans&. Lorsque 0 < B < 1,

un miracle se produit : on obtient de la convergence forte.

Plus précisément, on montre [20, Theorem 5] que pour [B?] ≤ 9 ≤ <−1, en supposant

que D ∈ , B,?($;N) pour un ouvert $ ⊂ ℝ<
tel que & ⊂ $, il existe une suite

(D=)=∈ℕ dans , B,?( <= ;N) telle que D= → D dans , B,?(&;N), où K= est une famille

de cubes telle que & ⊂  <= ⊂ $ et D= est l’extension homogène de la restriction de D à

 
9
= .

La preuve de cette affirmation repose sur un argument de moyenne, que nous aurons

l’occasion de développer plus en détail dans la Section 6.4. Pour une famille de cubes

K= comme ci-haut fixée, il n’est pas clair qu’il est possible d’estimer ‖D= − D‖, B,? . Pour

remédier à cela, pour chaque 0 ∈ ℝ<
et � > 0, on définit la décomposition K0,� de

ℝ<
en cubes de côté 2� par K0,� = {0 + :2� + [−�, �] : : ∈ ℤ<}, et on construit DK0,�

comme l’extension homogène de la restriction de D à  
9
0,�. On peut ensuite montrer,

par une combinaison d’estimations précises, que⨏
&(�)
‖DK0,� − D‖, B,? d0 ≤ 0(�) + 1(�),

71



où 0(�) → 0 lorsque �→ 0 et

∫
1

0

1(�)
� d� < +∞. Cela implique que⨏

&(�=)
‖DK0,�= − D‖, B,? d0 → 0

pour une suite �= → 0 bien choisie. On peut donc choisir une suite (0=)=∈ℕ telle que

‖DK0= ,�=−D‖, B,? → 0, et poserK= = K0,�= etD= = DK0,�= permetde conclure.

Davantage de travail est ensuite requis pourmontrer que les D= peuvent être prises lip-

schitziennes sur  
9
= si 9 ≤ B?, ce qui entraîne que les D= sont localement lipschitziennes

en dehors d’un ensemble singulier qui est une union finie de (< − 9 − 1)-hyperplans.
En combinant les contraintes [B?] ≤ 9 ≤ B?, nous sommes conduits à poser 9 = [B?],
et nous trouvons une suite (D=)=∈ℕ dans, B,?

qui converge vers D dans, B,?
et telle

que chaque D= est continue en dehors d’une union finie de (< − [B?] − 1)-hyperplans.
On peut ensuite régulariser pour remplacer la continuité par de la régularité C∞, ce
qui conduit au Théorème 5.13.

Le Théorème 5.11 s’obtient à partir du Théorème 5.13 en utilisant le fait que les

D= sont localement lipschitziennes pour se ramener au cas B = 1, et en utilisant

une inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire pour récupérer la convergence

, B,?
.

5.7.2 Approximation lorsque B ∈ ℕ∗

Dans le cas B = : ∈ ℕ∗, la réponse complète au problème de l’approximation fut

apportée en 2015 par Bousquet, Ponce et Van Schaftingen [13].

Théorème 5.14. Supposons que : ∈ ℕ∗ et que :? < <. L’espace C∞(&;N) est dense dans
, :,?(&;N) si et seulement si �[:?](N) = {0}.

La densité de la classe ℛ:,? est également disponible.

Théorème 5.15. Supposons que : ∈ ℕ∗ et que :? < <. La classe ℛ:,?(&;N) est dense dans
, :,?(&;N).

L’ingrédient initial de la démonstration reste la technique des bons et mauvais cubes.

Néanmoins, comme nous l’avons déjà annoncé, des difficultés surgissent au moment

de recoller les constructions effectuées sur des cubes adjacents. Pour cette raison, des

outils complètement nouveaux sont nécessaires. Dans la suite, nous présentons une

brève esquisse de la preuve, sans entrer dans les détails, afin de tenter d’apporter de

l’intuition sur ces différents outils et la façon dont ils se combinent pour conduire au

résultat.
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On se donne une décompositionK� de & en cubes de côté 2�. On note ℬ� l’ensemble

des mauvais cubes �, définis par la condition

�1

�<−:?

∫
�<+&(2��)

|�D |:? dG > �,

où � > 0 est le rayon d’un voisinage tubulaire O de N , et 0 < � < 1

2
et �1 > 0 sont à

déterminer.

Le premier outil est la technique de l’ouverture, inspirée des travaux de Brezis et

Li [18]. Elle permet de remplacer D par une application D
op

� ∈ , :,?(&;N) sans trop
en modifier la norme, :,?

, qui coïncide avec D hors d’un voisinage de l’ensemble des

mauvais cubes, et telle que pour tout mauvais cube � et tout 0 ≤ 9 ≤ [:?], Dop

� est

constante dans la direction orthogonale à � 9 au voisinage de � 9 . Autrement dit, au

voisinage de � 9 , D
op

� dépend au plus de [:?] variables, ce qui permet d’obtenir une

estimation de type VMO dans cette région.

Ensuite, on utilise la technique de régularisation adaptative, définie commeune convolu-

tion dont le paramètre de convolution dépend du point d’évaluation. En régularisant

D
op

� à l’aide de cette technique, on obtient une application Dsm ∈ , :,?(&;ℝ�) lisse,
mais non nécessairement à valeurs dans N . Le paramètre de convolution est choisi

d’ordre � sur les bons cubes. On estime alors la distance entre Dsm

� et N sur les

bons cubes à l’aide d’une intégrale moyenne sur un cube de côté d’ordre �, comme

dans la Section 2.3, que l’on majore à l’aide de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger et du

contrôle de la norme de �D sur les bons cubes. Le choix de l’ordre � pour le para-

mètre de régularisation permet d’avoir une borne inférieure sur le volume des cubes

sur lesquels on moyenne, ce volume apparaissant au dénominateur dans l’intégrale

moyenne. Au voisinage du [:?]-squelette des mauvais cubes, on choisit le paramètre

de régularisation d’ordre suffisamment réduit, et on utilise l’estimation VMO dispo-

nible sur cette région. On en conclut que, pour un choix convenable des différents

paramètres, Dsm

� prend ses valeurs dans O sur & sauf dans les mauvais cubes, loin du

[:?]-squelette.

Enfin, onutilise une techniqued’épaississementpour remplacer Dsm

� parune application

Dth

� qui coïncide avec Dsm

� loin des mauvais cubes. Cette technique d’épaississement

peut être pensée comme une version plus élaborée de l’extension homogène, qui per-

met demodifier Dsm

� à l’intérieur desmauvais cubes � de sorte que la fonction obtenue

ne dépende que des valeurs de Dsm

� au voisinage de �[:?], tout en garantissant que les

constructions sur chaque cube se recollent bien jusqu’à l’ordre :. Cette technique pro-

duit une application Dth

� lisse sauf sur un ensemble singulier de dimension<−[:?]−1,

créé par l’épaississement.

Comme Dth

� ne dépend que des valeurs de Dsm

� là où cette dernière prend ses valeurs

dans le voisinage tubulaire O, on peut utiliser la projection sur le point le plus proche,

et à l’aided’estimationsprécises, onparvient àprouver leThéorème5.15.
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Le Théorème 5.14 s’obtient ensuite à l’aide d’une version plus élaborée de la méthode

d’effacement des singularités présentée dans la Section 5.5. À nouveau, on bouche les

singularités créées par l’épaississement à l’aide d’une extension lisse, dont l’existence

est garantie en présence de la condition topologique sur N , et on utilise une tech-

nique de contraction, analogue au Lemme 5.8, pour contrôler la norme de l’application

ainsi obtenue. Cette technique de contraction peut être pensée comme une version

désingularisée de l’épaississement, qui requiert par conséquent des estimations plus

précises.

5.7.3 Un mot sur le problème de l’approximation faible

Au cours de la Section 5.3, nous avons eu l’occasion de mentionner la notion de

convergence faible pour les espaces de Sobolev à valeurs variétés. Nous l’avons utilisée

comme un outil intermédiaire, mais il s’agit en fait d’un problème à part entière. Plus

précisément, nous formulons le problème suivant.

Problème 4. Pour toute fonction D ∈ , B,?(�;N), existe-t-il une suite (D=)=∈ℕ dans

C∞(�;N) bornée dans, B,?(�;N) et telle que D= → D presque partout?

Bien entendu, dès que la réponse au problème de l’approximation forte est positive,

il en est de même pour l’approximation faible. Le problème devient plus intéressant

lorsque l’approximation forte échoue.

Dans le cas où B? ∉ ℕ, l’approximation faible se heurte à la même obstruction que

l’approximation forte. Le résultat est dû à Bethuel [2, Theorem 3], mais on pourra

également consulter [11, Theorem 5].

Théorème 5.16. Supposons que B? < < avec B? ∉ ℕ. Si �[B?](N) ≠ {0}, alors il existe
D ∈, B,?(�;N) telle qu’il n’existe aucune suite (D=)=∈ℕ convergeant faiblement vers D.

À l’inverse, lorsque B? ∈ ℕ, il existe des cas où l’approximation forte échoue mais où

l’approximation faible tient.

Théorème 5.17. Supposons que B ≥ 1 et que B? < < avec B? ∈ ℕ. Si �0(N) = · · · =
�B?−1(N) = {0}, alors pour toute D ∈, B,?(&;N), il existe une suite (D=)=∈ℕ dansC∞(&;N)
convergeant faiblement vers D.

Ce théorème est dû à Hajłasz lorsque B = 1 [32, Corollary 1] et à Bousquet, Ponce

et Van Schaftingen [11, Theorem 6] lorsque B ≥ 1. Notons que [B?] = B?, et ce théo-

rème s’applique donc à des variétés telles que �[B?](N) ≠ {0}. Pour des variétés

générales ne vérifiant pas l’hypothèse topologique du Théorème 5.17, la question de

l’approximation au sens faible reste ouverte. Mentionnons tout de même quelques

résultats partiels dans cette direction, dont l’article de Pakzad [50] de 2003 traitant le
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cas B = 1 = ?, l’article de Pakzad et Rivière [51] de 2003 considérant le cas B = 1, ? = 2,

et l’article de Bethuel [5] de 2020 donnant un contre-exemple à la densité faible dans

,1,3(�4
;�2).

Nous concluons par un bref commentaire sur l’hypothèse topologique �0(N) = · · · =
�B?−1(N) = {0}, qui offre une transition vers le chapitre suivant. Dans le cas surcri-

tique, nous avons obtenu des résultats d’approximation en travaillant sur D dans la

cible, à l’aide de la projection sur le point le plus proche. Dans le cas sous-critique, cette

approche échoue, et les résultats que nous avons présentés reposent sur desmanipula-

tions dans le domaine. Néanmoins, sous l’hypothèse topologique qui précède, il reste

possible de travailler sur la cible. La projection sur le point le plus proche n’est pas dis-

ponible dans le cas sous-critique, mais on peut la remplacer par un outil plus élaboré,

appelé projection singulière, et qui est l’objet du chapitre qui suit.
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Chapitre 6

La méthode de la projection singulière

6.1 Extension par la méthode de la projection singulière

Dans les Chapitres 2 et 3, nous avons utilisé de façon cruciale la projection sur le

point le plus proche deN pour obtenir des résultats d’approximation et d’extension.

La limitation majeure de cet outil provient du fait que cette projection n’est définie

que sur un voisinage tubulaire O de N . Dans le cas surcritique B? ≥ <, l’injection de

, B,?
dans C0

ou VMO nous assurait que, étant donnés D ∈ , B,?(�;N), � un noyau

régularisant et C suffisamment petit, �C ∗ D prenait ses valeurs entièrement dans O.
Ceci permettait de définir � ◦ (�C ∗ D) et ainsi obtenir des résultats d’approximation

ou d’extension comme dans le cas réel. Dans le cas sous-critique B? < <, �C ∗ D n’a

aucune raison de prendre ses valeurs entièrement dans O même pour C suffisamment

réduit, et cette approche échoue donc complètement.

Nous souhaiterions donc disposer d’une projection % sur N définie globalement sur
ℝ�

et satisfaisant %(H) = H pour tout H ∈ N , ce qui nous permettrait de procé-

der dans le cas sous-critique à la même approche que dans le cas surcritique. Mal-

heureusement, l’existence d’une telle projection globalement définie et lisse est sans

espoir. Pour N = �ℓ , cela suit du fait bien connu qu’il n’existe aucune rétraction

continue de �ℓ+1
sur �ℓ . Plus généralement, nous avons l’obstruction topologique

suivante.

Proposition 6.1. Supposons que �ℓ (N) ≠ {0} pour un certain ℓ ∈ ℕ. Alors il n’existe
aucune application continue % : ℝ� →N telle que %(H) = H pour tout H ∈ N .

Démonstration. Supposons qu’une telle application existe. Pour toute fonction conti-

nue 5 : �ℓ → N , on peut définir � : �ℓ × [0, 1] → N par �(G, C) = %(C 5 (G)). Nous

avons alors �(G, 1) = 5 (G) pour tout G ∈ �ℓ et �(G, 0) = %(0), montrant que 5 est

homotope à une application constante. Comme 5 était arbitraire, cela contredit le fait

que �ℓ (N) = {0} et achève la preuve. �
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Comme toute variété compacte sans bord possède un groupe d’homotopie non trivial,

cette propositionmontre en fait que la projection globale que nous souhaitions n’existe

pour aucune variété compacte sans bord N . Cependant, cette approche peut être

réparée. En effet, une telle projection % peut être construite pour peu qu’on soit prêt

à accepter que % soit définie uniquement sur ℝ� \ �, où � est un ensemble singulier

dont la dimension dépend des groupes d’homotopie de N , et où la singularité du

gradient de % à l’approche de � est contrôlée en termes de la distance par rapport à

�. Nous l’appellerons projection singulière.

Cette méthode fut introduite par Hardt et Lin, qui l’employèrent pour obtenir le

premier résultat d’extension lorsque ? < < [34, Theorem 6.2]. Étant donné ℓ ∈ ℕ, on

dit queN est ℓ -connexe lorsque �0(N) = · · · = �ℓ (N) = {0}.

Théorème 6.2. Supposons que 1 ≤ ? < < et queN est [? − 1]-connexe. AlorsN possède la
propriété d’extension,1,? par rapport à�.

Ce théorème, et surtout la méthode permettant de le démontrer, sera le centre d’in-

térêt de ce chapitre. Dans la Section 6.2, nous expliquerons comment construire la

projection singulière % que nous avons décrite plus haut. Nous souhaiterons ensuite

composer % avec une application lisse E – qui sera par la suite choisie comme étant une

extension d’une application de,
1− 1

? ,?(%�;N) à� à valeurs dansℝ�
. Cependant, rien

n’assure que l’image de E n’est pas entièrement contenue dans l’ensemble singulier

de %. La Section 6.3 sera dédiée à un argument de généricité reposant sur le théorème

de Morse-Sard permettant de s’assurer que, pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
, l’ensemble

singulier de % ◦ (E − ℎ) n’est « pas trop grand ». La Section 6.4 conclura la démons-

tration du Théorème 6.2 en fournissant une estimation de l’énergie de % ◦ (E − ℎ)
pour un ℎ générique à l’aide d’un argument de moyenne originellement dû à Fede-

rer et Fleming. Enfin, dans la Section 6.5, nous verrons comment la méthode de la

projection singulière peut également être employée pour fournir des résultats d’ap-

proximation. Ce sera l’occasion de revenir à la classe ℛ? que nous avons introduite

dans la Section 5.6 et d’énoncer un joli problème ouvert concernant la question de

l’approximation.

6.2 Construction de la projection singulière

Le résultat principal de cette section est la proposition suivante, qui fournit la projec-

tion singulière que nous souhaitions.

Proposition 6.3. Soit ℓ ∈ {0, . . . , � − 2}, et supposons que N est ℓ -connexe. Soit � > 0

le rayon d’un voisinage tubulaire O de N . Pour tout 0 < � < �
2
, il existe un compact

� ⊂ O \ (N + ��) et une application % : ℝ� \ � → N + ��/2 localement lipschitzienne tels
que
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(a) � est une union finie de portions de (� − ℓ − 2)-hyperplans ;
(b) pour tout H ∈ N + ��, %(H) = H ;
(c) pour tout H ∈ ℝ� \ �,

|�%(H)| ≤ �

dist(H,�) ;

(d) % est constante en dehors d’un compact de ℝ�.

Cette projection fut construite pour la première fois par Hardt et Lin [34, Lemma 6.1].

Leur preuve repose sur des arguments abstraits de topologie algébrique. Nous em-

pruntons l’énoncé et la démonstration que nous présentons àVan Schaftingen [56, Pro-

position 4.4]. Ceci nous permet de donner un argument plus élémentaire, et ainsi

d’éviter le recours à des « boîtes noires » abstraites, en accord avec l’esprit du présent

travail.

Remarquons que la projection annoncée n’est pas à valeurs dans N mais plutôt dans

N + ��/2. Cependant, il suffit ensuite de composer avec la projection sur le point le

plus proche pour obtenir une projection sur N , ce que nous ferons à la fin de la

démonstration du Théorème 6.2.

Avant de donner la démonstration de ce résultat dans le cas général, nous présentons

deux exemples.

Exemple 6.4. Considérons la sphère N = �ℓ+1 ⊂ ℝℓ+2
, qui est bien ℓ -connexe. On

définit � = {0} et % : ℝℓ+2 \ �→ ℝℓ+2
par

%(H) =


(1−�)H
|H | si |H | < 1 − �,

H si 1 − � ≤ |H | ≤ 1 + �,
(1−�)H
|H | si |H | > 1 + �.

Nous observons que � est un ensemble de dimension 0 = ℓ + 2 − ℓ − 2 et que

|�%(H)| ≤ �

|H | =
�

dist(H,�) .

On vérifie donc que � et % satisfont à la conclusion de la Proposition 6.3, à l’exception

du point (d).

Cet exemple continuera de nous accompagner dans la suite du chapitre et servira

d’illustration aux différentes étapes de notre raisonnement. Nous fournissons un se-

cond exemple dans lequel la codimension de la variété dans l’espace dans lequel elle

est plongée est différente de 1.
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Exemple 6.5. Considérons le cylindreN = �1 ×ℝℓ ⊂ ℝℓ+2
, qui est 0-connexe. Notons

que N n’est pas compacte. On peut obtenir un exemple analogue avec le (ℓ + 1)-tore
obtenu comme un produit de ℓ + 1 cercles, mais renoncer à la compacité en travaillant

avec le cylindre permet d’obtenir un exemple plus clair.

Définissons� = {(0, 0)}×ℝℓ
et % : ℝℓ+2\�→ ℝℓ+2

pour G = (H, G′) ∈ ℝ2\{(0, 0)}×ℝℓ

par

%(G) =


(
(1−�)H
|H | , G

′
)

si |H | < 1 − �,
(H, G′) si 1 − � ≤ |H | ≤ 1 + �,(
(1−�)H
|H | , G

′
)

si |H | > 1 + �.

Comme dist(G,�) = |H |, on vérifie à nouveau que % et � satisfont à la conclusion de

la Proposition 6.3, à l’exception du point (d).

Nousprocédons àprésent à la constructiongénéralede laprojection singulière.

Démonstration de la Proposition 6.3. Considérons pour � > 0 la famille de cubes K� =

{:� + [−�
2
,
�
2
]� : : ∈ ℤ�} dans ℝ�

. Soit U� = {& ∈ K� : & ⊂ N + ��/2}. On définit

%(H) = H pour tout H ∈ *�
� . Si � est choisi suffisamment réduit, comme � < �

2
, nous

avonsN + �� ⊂ *�
� , ce qui assure que % vérifie le point (b).

Nous définissons ensuite % loin deN en accord avec le point (d). SoitV� = {& ∈ K� :

& ∩*�
� = ∅}. On choisit 1 ∈ N et on définit % = 1 sur +�

� .

Il nous reste à définir % sur, �
� , oùW� = K� \ (U� ∪V�), en s’assurant de la compa-

tibilité au bord. Pour chaque H ∈ ,0

� tel que H ∉ *0

� , on définit %(H) = 1. On procède

ensuite inductivement.

Supposons que % a déjà été définie sur,
9
� pour un certain 9 ∈ {0, . . . , � − 1}. Dans le

cas où 9 ≤ ℓ , on peut utiliser la condition � 9(N) = {0} pour étendre continûment %|%�
à � pour tout � ∈ W 9+1

� \ (U 9+1

� ∪V 9+1

� ). En raisonnant comme dans la preuve de la

Proposition 3.9, on peut faire en sorte que % soit lisse à l’intérieur de �. Dès lors, % est

définie et globalement lipschitzienne sur,
9+1

� . Dans le cas où 9 > ℓ , on étend %|%� à �

par extension homogène sur chaque cube � ∈ W 9+1

� \ (U 9+1

� ∪V 9+1

� ).

Ceci fournit bien la projection singulière souhaitée. Les points (b) et (d) ont déjà

été vérifiés. L’ensemble singulier � est l’ensemble singulier créé par la technique

d’extension homogène, et les points (a) et (c) suivent par induction en utilisant les

propriétés de l’extension homogène. �
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6.3 Composition avec la projection : le théorème de
Morse-Sard

À présent que nous avons construit une projection singulière, notre objectif est le

suivant. Étant donnée une fonction D ∈ ,1− 1

? ,?(%�;N), nous souhaitons construire
une extension de D à valeurs dansN en posant* = � ◦% ◦ E, où E est une extension à

valeurs dansℝ�
fournie par le Théorème 3.3. Cependant, rien n’assure que l’ensemble

singulier de * , consistant en l’ensemble des G ∈ � tels que E(G) ∈ �, n’est pas

trop grand. Le résultat principal de cette section assure que, quitte à effectuer une

translation par un ℎ ∈ ℝ�
générique, ce n’est pas le cas. Dans la suite de la section,

E : �→ ℝ�
désigne une application lisse.

Lemme 6.6. Soit ℓ ∈ {0, . . . , � − 2}. Supposons que N est ℓ -connexe, et soit % : ℝ� \ � →
N + ��/2 la projection fournie par la Proposition 6.3. Pour presque tout ℎ ∈ ℝ�, la fonction
% ◦ (E − ℎ) est bien définie et localement lipschitzienne sur� \�, où � ⊂ � est contenu dans
une union finie de sous-variétés (< − ℓ − 2)-dimensionnelles de�.

La preuve de ce résultat repose sur la notion de valeur régulière et sur le théorème de

Morse-Sard, que nous rappelons ci-dessous.

Définition 6.7. Soit 5 : ℝ< → ℝ<′ une application lisse. On dit que 0 ∈ ℝ<′ est une valeur
régulière de 5 lorsque la différentielle � 5 (G) est surjective pour tout G ∈ 5 −1({0}).

L’intérêt des valeurs régulières est que, d’après le théorème de submersion, leur image in-

verse par 5 est une sous-variété ; voir par exemple [40, Lemma 1].

Proposition 6.8. Soit 5 : ℝ< → ℝ<′ une application lisse, et soit 0 ∈ ℝ<′ une valeur
régulière. L’image inverse 5 −1({0}) est une sous-variété de ℝ< , de dimension < − <′.

Notons que 5 −1({0}) peut être vide dans le cas où 0 n’est pas une valeur image

de 5 , mais le vide est une sous-variété de ℝ<
de dimension : pour tout : ∈ ℕ.

Lorsque <′ > <, nous avons < − <′ < 0, mais une valeur 0 ∈ ℝ<′
n’est régulière

que si 5 −1({0}) est vide puisqu’il n’existe aucune application linéaire surjectiveℝ< →
ℝ<′

.

Le théorème deMorse-Sard – parfois également appelé lemme de Sard-Brown – assure que

presque toute valeur est régulière ; voir par exemple [40, § 2].

Théorème 6.9. Soit 5 : ℝ< → ℝ<′ une application lisse. Presque tout 0 ∈ ℝ<′ est une
valeur régulière de 5 .
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Avec ces outils à disposition, nous pouvons d’ores et déjà démontrer le Lemme 6.6

dans le cas où N = �ℓ+1
et où % est la projection construite dans l’Exemple 6.4.

Ce cas plus simple nous servira d’illustration avant de procéder au cas général, qui

requiert un raisonnement légèrement plus élaboré. En outre, nous obtiendrons lé-

gèrement mieux que la conclusion du Lemme 6.6, ce qui nous servira dans la Sec-

tion 6.5.

Démonstration du Lemme 6.6 lorsqueN = �ℓ+1. Pour tout ℎ ∈ ℝ�
, la fonction % ◦ (E − ℎ)

est bien définie et localement lipschitzienne sur � \ �, où � = E−1(� + ℎ). Dans le

cas où % est donnée par l’Exemple 6.4, nous avons � = {0} et donc � = E−1({ℎ}).
Comme E est lisse, le théorème de Morse-Sard assure que presque tout ℎ est une

valeur régulière de E. Or, pour toute valeur régulière ℎ de E, l’image inverse E−1({ℎ})
est une sous-variété de � de dimension < − (ℓ + 2). Ceci permet de conclure, et on

note que dans ce cas, il n’est pas nécessaire de permettre à � d’être contenu dans une

union de sous-variétés de dimension < − (ℓ + 2). En effet, nous avons obtenu que � est
une sous-variété de dimension < − (ℓ + 2). �

Dans le cas général, l’ensemble singulier � n’est plus l’image inverse d’un singleton,

mais d’un ensemble de dimension � − ℓ − 2. Nous ne pouvons donc plus conclure

par simple application du théorème de submersion combiné avec le théorème de

Morse-Sard, un peu plus de travail étant nécessaire. L’argument que nous allons

employer évoque la notion de transversalité. Cependant, comme � est une union de

(� − ℓ − 2)-hyperplans, qui ont une géométrie très simple, il n’est pas nécessaire

de développer ce concept dans sa généralité, et un argument « à la main » reste

possible.

Démonstration du Lemme 6.6 dans le cas général. Comme précédemment, il est suffisant

de montrer que E−1(� + ℎ) est contenu dans une union finie de sous-variétés de� de

dimension < − (ℓ + 2) pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
. Par construction, � est une union

finie de portions de (� − ℓ − 2)-hyperplans. Il suffit donc de montrer que pour tout

(� − ℓ − 2)-hyperplan � ⊂ ℝ�
, E−1(� + ℎ) est une sous-variété de � de dimension

<−(ℓ +2) pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
. Nous pouvons sans perte de généralité supposer

que � = ℝ�−(ℓ−2) × {0}, le cas général s’obtenant à partir de ce cas particulier après

composition avec une transformation orthogonale.

Soit ? : ℝ� → ℝℓ+2
la projection sur les ℓ + 2 dernières composantes, définie par

?(G1, . . . , G�−ℓ−2, G�−ℓ−1, . . . , G�) = (G�−ℓ−1, . . . , G�). On observe que 5 = ? ◦ E est lisse

et que E−1(� + ℎ) = 5 −1({?(ℎ)}). Le théorème de Morse-Sard combiné au théorème

de submersion assure l’existence de � ⊂ ℝℓ+2
négligeable tel que 5 −1({0}) est une

sous-variété de � de dimension < − ℓ − 2 pour tout 0 ∈ ℝℓ+2 \ �. On conclut en

observant que ?(ℎ) ∈ ℝℓ+2 \ � pour tout ℎ ∈ ℝ� \ (ℝ�−ℓ−2 × �), où ℝ�−ℓ−2 × � est un

sous-ensemble négligeable de ℝ�
. �
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6.4 Estimation de l’énergie : l’argument de moyenne de
Federer-Fleming

Dans les sections précédentes, nous avons construit une projection singulière sur un

voisinage deN et montré que si E : �→ ℝ�
est une fonction lisse, alors pour presque

tout ℎ ∈ ℝ�
, la fonction % ◦ (E − ℎ) est localement lipschitzienne sauf sur un ensemble

singulier de dimension au plus < − ℓ − 2. Pour obtenir la régularité de Sobolev sur

% ◦ (E − ℎ), il nous reste à obtenir une estimation sur la norme de son gradient, ce qui

est l’objet du lemme suivant.

Lemme 6.10. Supposons que 1 ≤ ? < < et que N est [? − 1]-connexe. Soit % la projection
singulière fournie par la Proposition 6.3 pour ℓ = [?−1] et soit E ∈,1,?(�;ℝ�) une fonction
lisse. Pour presque tout ℎ ∈ ℝ�, nous avons∫

�
|∇(% ◦ (E − ℎ))|? dG < +∞.

Dans ce lemme, le gradient de %◦(E− ℎ) est entendu au sens classique, et le Lemme 6.6

assure que pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
, ce gradient existe sur � \ �, avec � décrit

dans le Lemme 6.6. En particulier, comme < − ℓ − 2 ≤ < − 2, l’ensemble � est

négligeable dans �, et le gradient de % ◦ (E − ℎ) est donc défini presque partout

sur�.

L’ingrédient clé de la démonstration est l’emploi d’un élégant argument de moyenne,

originellement dû à Federer et Fleming [28]. L’idée est la suivante. A priori, il n’est pas
clair qu’on peut estimer la norme du gradient de % ◦ (E − ℎ) pour presque tout ℎ ∈ ℝ�

fixé. Nous allons donc intégrer cette norme par rapport à ℎ sur une boule centrée en 0,

et une simple utilisation du théorème de Tonelli combinée aux estimations sur la dif-

férentielle de % suffira à montrer que cette intégrale est finie. Mais alors, pour presque

tout ℎ ∈ ℝ�
, la norme du gradient de % ◦ (E − ℎ) doit être finie.

Démonstration. Soit A > 0. On déduit du théorème de Tonelli, de la règle de dérivée de

la composée et du point (c) de la Proposition 6.3 que∫
�A

(∫
�
|∇(% ◦ (E − ℎ))(G)|? dG

)
dℎ ≤

∫
�

(∫
�A

|�%(E(G) − ℎ)|? |∇E(G)|? dℎ

)
dG

≤ �1

∫
�
|∇E(G)|?

(∫
�A

1

dist(E(G) − ℎ,�)? dℎ

)
dG.

Comme� est uneunionfinied’hyperplansde codimension ℓ+2 = [?+1] et que ? < [?+
1], l’intégrale par rapport à ℎ dans le membre de droite est bornée indépendamment
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de E(G), et donc de G. On en déduit que∫
�A

(∫
�
|∇(% ◦ (E − ℎ))(G)|? dG

)
dℎ ≤ �2

∫
�
|∇E(G)|? dG < +∞.

Notons que �2 dépend de A. Nous obtenons∫
�
|∇(% ◦ (E − ℎ))(G)|? dG < +∞ pour presque tout ℎ ∈ �A ,

et comme A > 0 était arbitraire, la conclusion suit. �

Nous pouvons à présent démontrer le Théorème 6.2. Pour obtenir la régularité,1,?
,

nous avons besoin de pouvoir déduire l’existence du gradient faible de l’existence du

gradient au sens fort en dehors de l’ensemble singulier combinée avec l’estimation sur

la norme du gradient. Nous nous reposons sur le lemme suivant, que nous admettons.

Le lecteur pourra consulter [22, Lemma 1.10] et les références qui y sont fournies. On

trouvera également une démonstration basée sur les capacités de Sobolev dans [52,

Proposition 4.18].

Lemme 6.11. Soit ( ⊂ � un compact tel que ℋ<−1(() = 0, où ℋ<−1 est la mesure

de Hausdorff (< − 1)-dimensionnelle. Si D ∈ C∞(� \ () est telle que D ∈ !?(�) et
∇D ∈ !?(�), alors ∇D est le gradient faible de D sur� et D ∈,1,?(�).

Démonstration du Théorème 6.2. Soit D ∈ ,1− 1

? ,?(�;N). Le théorème d’extension pour

les fonctions à valeurs réelles assure l’existence de E ∈ ,1,?(�;ℝ�) telle que tr E = D

sur %�. De plus, nous pouvons choisir E lisse à l’intérieur de �. Les Lemmes 6.6

et 6.10 assurent que pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
, l’application % ◦ (E − ℎ) est dérivable

au sens classique en dehors d’un sous-ensemble � ⊂ � de dimension au plus < − 2,

avec ∫
�
|∇% ◦ (E − ℎ)|? dG < +∞.

En outre, % ◦ (E − ℎ) est bornée par construction. Par conséquent, % ◦ (E − ℎ) ∈
,1,?(�;ℝ�) en vertu du Lemme 6.11.

Choisissons ℎ ∈ �� comme ci-haut – où 0 < � < �
2
a été choisi pour construire % – et

définissons* = �(% ◦ (E − ℎ) + ℎ). Comme % est à valeurs dansN + ��/2, nous savons
que % ◦ (E − ℎ) + ℎ ∈ O, et* est donc bien définie. En outre,* ∈,1,?(�;N). Comme

%(H) = H pour tout H ∈ N + ��, nous avons également tr* = tr E = D sur %�, ce qui

achève de montrer que* est bien l’extension souhaitée. �
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6.5 Approximation par la méthode de la projection
singulière

Dans cette section, nous montrons comment la méthode de la projection singulière,

initialement développée par Hardt et Lin pour traiter le problème de l’extension, peut

être appliquée à l’étude du problème de l’approximation. Nous suivons l’approche in-

troduite par Bethuel et Zheng [8] dans le cas de la sphère,mais grâce au travail effectué

dans la Section 6.2, nous pouvons nous placer dans un cadre plus général. On pourra

également consulter [22, Section 10.2] et les références qui s’y trouvent pour une dis-

cussion pour des exposants B et ? généraux. Comme précédemment, nous supposons

queN est [?−1]-connexe. Notre objectif est le théorème suivant.

Théorème 6.12. Supposons que N est [? − 1]-connexe. La classe ℛ?(�;N) est dense dans
,1,?(�;N).

Démonstration. Soit D ∈ ,1,?(�;N). Le théorème de densité classique assure l’exis-

tence d’une suite (D=)=∈ℕ dans C∞(�;ℝ�) telle que D= → D dans ,1,?(�;ℝ�). Soit
% : ℝ� → ℝ�

la projection singulière construite par la Proposition 6.3 pour un

certain 0 < � < �
2
. Nous observons que % ∈ C0(ℝ� \ �;ℝ�), et par conséquent,

% ◦ (D= − ℎ) ∈ C0(ℝ� \ �ℎ,= ;ℝ�), où �ℎ,= = {G ∈ � : D=(G) − ℎ ∈ �}. Comme dans la

Section 6.3, le théorème de Morse-Sard combiné au théorème de submersion assure

que pour presque tout ℎ ∈ ℝ�
, �ℎ,= est contenu dans une union de sous-variétés de

� de dimension < − [?] − 1 pour tout = ∈ ℕ.

Nous utilisons à présent l’argument de moyenne de Federer-Fleming. Comme dans

la Section 6.4, nous calculons∫
��/2

(∫
�
|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG

)
dℎ ≤ �1

∫
�
|∇D= |?

(∫
��/2

1

dist(D=(G) − ℎ,�)?
dℎ

)
dG.

Comme dans la démonstration du Lemme 6.10, l’intégrale par rapport à ℎ dans

le membre de droite est bornée indépendamment de D=(G), et donc de G, et nous

obtenons par conséquent∫
��/2

(∫
�
|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG

)
dℎ ≤ �2

∫
�
|∇D= |? dG < +∞.

Par conséquent, pour tout = ∈ ℕ, nous avons∫
�
|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG < +∞ pour presque tout ℎ ∈ ��/2.

Puisque l’uniond’ensembles négligeables est négligeable et enutilisant le Lemme6.11,

applicable car<−[?]−1 ≤ <−2, on en déduit l’existence de� ⊂ ��/2 demesure nulle
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tel que pour tout ℎ ∈ ��/2\�, nous avons %◦(D=− ℎ) ∈,1,?(�;ℝ�)∩C0(�\�ℎ,= ;ℝ�),
avec �ℎ,= contenu dans une union de sous-variétés de � de dimension < − [?] − 1

pour tout = ∈ ℕ.

Posons E= = % ◦ (D= − ℎ=) + ℎ= avec ℎ= ∈ ��/2 \ �. Comme %(H) = H pour tout

H ∈ N + ��, nous avons E= = D= et ∇E= = ∇D= presque partout sur � \ *= , où

*= = {G ∈ � : D= ∉ N + ��/2}. Or, comme D= → D dans !?(�;ℝ�), en particulier

D= → D en mesure, et donc |*= | → 0 lorsque = → +∞. Étant donné que N est

compacte, nous avons ∫
�
|E= − D |? dG ≤ �3 |*= | → 0,

montrant que E= → D dans !?(�,ℝ�).

Par ailleurs, nous estimons∫
�
|∇(E= − D)|? dG ≤ �4

∫
*=

|∇D |? dG + �4

∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ=))|? dG.

Nous employons à nouveau l’argument de moyenne de Federer-Fleming, mais nous

devons cette fois raisonner avec plus de précision car nous souhaitons une estimation

indépendante de =. Nous écrivons∫
��/2

(∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG

)
dℎ ≤ �5

∫
*=

|∇D= |? dG.

L’inégalité de Markov assure que����{ℎ ∈ ��/2 :

∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG > 2|��/2 |−1�5

∫
*=

|∇D= |? dG

}���� ≤ |��/2 |
2

.

Avec �6 = 2|��/2 |−1�5, nous avons donc����{ℎ ∈ ��/2 :

∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ))|? dG ≤ �6

∫
*=

|∇D= |? dG

}���� > 0.

Par conséquent, pour tout = ∈ ℕ, il existe ℎ= ∈ ��/2 \ � tel que∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ=))|? dG ≤ �6

∫
*=

|∇D= |? dG.

Notons ici que �6 ne dépend pas de =, mais qu’il est en revanche nécessaire de choisir

ℎ= dépendamment de =. Comme ∇D= → ∇D dans !? , quitte à extraire une sous-suite,

la réciproque partielle du théorème de convergence dominée assure l’existence de
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6 ∈ !?(�) telle que |∇D= | ≤ 6 pour tout = ∈ ℕ, ce qui permet de déduire que∫
*=

|∇(% ◦ (D= − ℎ=))|? dG ≤ �6

∫
*=

6? dG → 0 lorsque = → +∞.

On en conclut que ∫
�
|∇(E= − D)|? dG → 0 lorsque = → +∞,

ce qui achève de prouver que E= → D dans,1,?(�;ℝ�).

À présent, puisque % est à valeurs dans N + ��/2 et ℎ ∈ ��/2, nous avons E= ∈ O
pour tout = ∈ ℕ, et il suffit donc de composer E= avec la projection sur le point

le plus proche sur N pour obtenir une suite de fonctions (F=)=∈ℕ telle que F= ∈
,1,?(�;N) ∩ C0(� \ �= ;N) et F= → F dans ,1,?(�;N), où �= est contenu dans

une union de sous-variétés de � de dimension < − [?] − 1. Par un argument de

régularisation, nous pouvons ensuite améliorer la régularité des F= pour approcher

D par une suite de fonctions lisses en dehors de �= , et non pas uniquement continues

en dehors de cet ensemble singulier. �

Dans le cas particulier où N = �ℓ ⊂ ℝℓ+1
, on peut améliorer cette conclusion. On

se concentre sur la gamme ℓ ≤ ? < ℓ + 1, dans laquelle nous avons bien que �ℓ est

[? − 1]-connexe. Comme �:(�ℓ ) = {0} pour : < ℓ , la combinaison du Théorème 5.1

et de la théorie du cas surcritique fournit déjà une réponse affirmative au problème

de l’approximation pour les autres valeurs de ?. En reprenant l’Exemple 6.4 et sa

continuation dans la Section 6.3, nous voyons que dans ce cas particulier, on peut

faire en sorte que l’ensemble singulier soit une véritable sous-variété de dimension

<−[?]−1 de�. Motivés par ce raisonnement, nous introduisons la classe de fonctions

suivante.

Définition 6.13. On définit la classe ℛ̃B,?(�;N) comme l’ensemble des E ∈ , B,?(�;N)
telles que E est C∞ sur � \ �, où � est une sous-variété de dimension < − [B?] − 1 de � –
qui peut dépendre de E. On note ℛ̃?(�;N) = ℛ̃1,?(�;N).

Arrêtons-nous un instant pour comparer ℛ̃B,?(�;N) avec la classe ℛB,?(�;N) in-
troduite dans le Chapitre 5. Ici, nous demandons que l’ensemble singulier soit une

véritable sous-variété de dimension < − [B?] − 1. L’ensemble singulier d’une fonction

ℛB,?(�;N) pourra donc comporter des « croisements », ce qui est interdit pour une

fonction ℛ̃B,?(�;N).

Avec le raisonnementquiprécède, nous avonsdémontré le théorèmesuivant.

Théorème 6.14. Soit ℓ ≤ ? < ℓ + 1. La classe ℛ̃?(�;�ℓ ) est dense dans,1,?(�;�ℓ ).
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Comme ℛ̃?(�;N) ⊂ ℛ?(�;N), lorsqu’il s’applique, le Théorème 6.14 fournit une

conclusion strictement meilleure que celle du Théorème 5.10. Cependant, le Théo-

rème 6.14 est spécifique au cas N = �ℓ et ℓ ≤ ? < ℓ + 1, tandis que le Théorème 5.10

s’applique pour une variété N arbitraire et 1 ≤ ? < < – le cas ? ≥ < tombant dans

la gamme surcritique, où nous avons densité des fonctions lisses sur tout �. Le pro-

blème de savoir si le Théorème 6.14 reste valide plus généralement lorsque B? < < et

pour une variété N arbitraire reste à ce jour complètement ouvert, et nous achevons ce
chapitre sur cette jolie question.

Problème ouvert 6.15. Supposons que B? < <. La classe ℛ̃B,?(�;N) est-elle dense

dans, B,?(�;N)?

6.6 Commentaires et perspectives

6.6.1 Une variante de la projection singulière : approximation lorsque
B > 1 dans le cas [B?]-connexe

En utilisant une méthode de projection singulière généralisant un argument dû à

Hajłasz [32], Bousquet, Ponce etVanSchaftingen [11, Theorem4] obtinrentune réponse

partielle au problème de l’approximation dans le cas ouvert B > 1, B ∉ ℕ, sous des

hypothèses plus fortes surN .

Théorème 6.16. Supposons que B ≥ 1 et B? < <. Si N est [B?]-connexe, alors C∞(&;N)
est dense dans, B,?(&;N).

La projection singulière utilisée dans la preuve de ce résultat est de nature différente

de celle que nous avons présentée dans ce chapitre. En effet, pour � > 0 fixé, il s’agit

d’une application lisse �� : ℝ� → N + ��/2, où à nouveau � > 0 est le rayon d’un

voisinage tubulaire O deN , et telle que

(a) ��(H) = H pour tout H ∈ (N +��) \ , où 0 < � < �
2
et  ⊂ N +�� est un compact

tel que | | ≤ ��[B?]+1
;

(b) ‖� 9��‖!∞(ℝ�) ≤ �′

�9
pour tout 9 ∈ ℕ∗.

Autrement dit, la projection �� est bien définie et lisse surℝ�
tout entier, sans exhiber

d’ensemble singulier, mais en contrepartie elle échoue à être une rétraction sur un

compact  , dont la mesure est contrôlée en fonction de �.

Étant donnée une suite (D=)=∈ℕ dans C∞(&;ℝ�) telle que D= → D dans, B,?(&), nous
avons E= = ��(D= − ℎ)+ ℎ ∈, B,?(&)∩C∞(&) et E= → ��(D− ℎ)+ ℎ dans, B,?(&) pour
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tout ℎ ∈ ℝ�
en vertu du théorème de composition – Théorème 4.4. Or, par l’inégalité

triangulaire,

‖E= − D‖, B,?(&) ≤ ‖E= − ��(D − ℎ) + ℎ‖, B,?(&) + ‖��(D − ℎ) + ℎ − D‖, B,?(&).

Nous observons donc qu’il suffit de montrer que pour tout � > 0, on peut choisir

ℎ� ∈ ��/2 tel que ‖��(D − ℎ�) + ℎ� − D‖, B,?(&) → 0 lorsque � → 0. Avec ce choix

de ℎ�, comme �� est à valeurs dans N + ��/2, on pourra ensuite projeter E= sur

le point le plus proche pour obtenir une suite de fonctions lisses sur & à valeurs

dans N qui converge vers D dans , B,?(&). En particulier, nous voyons qu’avec ce

choix de projection singulière, la régularité de la composition avec la projection est

automatique, et seule la convergence est à vérifier.

La preuve de la convergence repose à nouveau sur l’argument demoyenne de Federer-

Fleming. Pour le terme d’ordre 1, en utilisant les hypothèses sur ��, nous esti-

mons∫
��/2

(∫
&

|∇(��(D − ℎ) + ℎ − D)|? dG

)
dℎ ≤ �1(1 + �−?)

∫
��/2

(∫
{D−ℎ∈ }

|∇D |? dG

)
dℎ

≤ �2(1 + �−?)�[B?]+1

∫
&

|∇D |? dG,

et cette quantité tend vers 0 lorsque � → 0 car ? < [B?] + 1 étant donné que B ≥
1.

Nous voyons donc que pour faire fonctionner l’argument de moyenne de Federer-

Fleming, nous avons employé l’estimation ponctuelle |∇��(D− ℎ)| ≤ ‖���‖!∞(ℝ�) |∇D |,
avec ∇D ∈ !?(&). De la même façon, l’estimation des termes associés aux dérivées

d’ordre supérieur repose sur lemême raisonnement, en utilisant unemajoration ponc-

tuelle de |� 9��(D− ℎ)| par une fonction dans !? dépendant de �� et D. Cettemajoration

s’obtient à l’aide de la formule de Faàdi Bruno et de l’inégalité deGagliardo-Nirenberg

classique. L’estimation du terme fractionnaire est plus délicate en raison du caractère

non local de la semi-norme de Gagliardo. L’argument repose sur une estimation de la

quantité

�B,?D(G) =
(∫

&

|�[B]D(G) − �[B]D(H)|?
|G − H |<+B? dH

) 1

?

,

dont la norme !? intervient dans la norme, B,?
de D lorsque B ∉ ℕ. Cette estimation est

dans l’esprit de la démonstration du théorème de composition proposée par Maz’ya

et Shaposhnikova [37].

Le Théorème 5.16 concernant l’approximation faible, que nous avons présenté dans

la Section 5.7, est obtenu comme un sous-produit de cette technique utilisée pour

démontrer le Théorème 6.16.
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Enutilisant également uneméthode de projection singulière,mais cette fois davantage

dans l’esprit de celle construite dans la Section 6.2, Bousquet, Ponce et Van Schaftin-

gen obtinrent également un analogue du Théorème 6.16 lorsque 0 < B < 1 [12].

Pour cette gamme de valeurs de B, le résultat était déjà connu sous l’hypothèse plus

faible �[B?](N) = {0} – voir le Théorème 5.11 dû à Brezis et Mironescu – mais l’hy-

pothèse plus forte de [B?]-connexité permet de donner une preuve beaucoup plus

simple.

6.6.2 Densité de la classe ℛ̃B,? lorsque N = �1

Dans le casparticulier oùN = �1
, la réponse auProblèmeouvert 6.15 est connue.

Théorème 6.17. Supposons que < ≥ 2 et 1 ≤ B? < 2. La classe ℛ̃B,?(�;�1) est dense dans
, B,?(�;�1).

Ce théorème est dû à Bousquet [10, Theorem 2] ; voir également [22, Theorem 10.3].

La démonstration suit la stratégie de celle du Théorème 6.14, en utilisant le fait que

le théorème de Morse-Sard assure que l’ensemble singulier, qui dans ce cas est la

préimage d’un singleton, est une véritable sous-variété de�. Cependant, des estima-

tions plus avancées sont nécessaires pour mener à terme l’argument de moyenne de

Federer-Fleming. En particulier, il est nécessaire d’avoir recours à des inégalités de

Gagliardo-Nirenberg ainsi qu’au résultat de composition pour les espaces de Sobo-

lev.
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Chapitre 7

Obstructions analytiques

En ce qui concerne le problème de l’approximation dans le cas d’une variété com-

pacte, d’après la théorie actuelle, l’unique obstruction est de nature topologique, et

surgit lorsque �[B?](N) ≠ {0}. En l’absence de cette obstruction, la réponse au pro-

blème de l’approximation est toujours positive, ou conjecturée comme étant positive

dans les cas encore ouverts. À l’inverse, dans l’étude des problèmes de l’extension et

du relèvement, des obstructions de nature analytique émergent même en l’absence

d’obstructions topologiques.

Contrairement aux obstructions topologiques, qui font intervenir des applications

, B,?
exhibant une singularité robuste comme celles présentées dans les Exemples 2.15,

3.11 et 4.6, les obstructions analytiques font intervenirdes applications lisses.

Dans ce chapitre, nous nous penchons sur la méthode de construction de telles obs-

tructions analytiques. Nous nous concentrons sur le problème de l’extension, où la

construction de ces obstructions repose sur des applications lisses qui admettent une

extension, mais dont l’énergie minimale d’extension, B,?
peut être rendue arbitraire-

ment grande. En recollant une infinité de telles applications, on obtient par conséquent

une application qui n’admet pas d’extension de régularité, B,?
. Notre objectif princi-

pal est de fournir les étapes clés pour mener ce raisonnement.

7.1 Obstructions analytiques à l’extension

Dans la suite, nous expliquons comment construire des obstructions analytiques à l’ex-

tension. Cela conduit au théorème suivant, dû à Bethuel et Demengel [7, Theorem 4],

Bethuel [4], et Mironescu et Van Schaftingen [45, Theorem 1.5].

Théorème 7.1. Supposons que 2 ≤ ? < <. Si �ℓ (N) est infini pour un certain ℓ ∈
{1, . . . , [? − 1]} ou si ? ∈ ℕ et �?−1(N) ≠ {0}, alors il existe une application lisse
D ∈,1− 1

? ,?(�<−1
;N) qui n’admet aucune extension* ∈,1,?(�<−1 × (0, 1);N).
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Cet énoncé fait intervenir la finitude des groupes d’homotopie. Comme pour leur

trivialité, cette condition peut se comprendre sans définir ce que sont les groupes

d’homotopie : on a �ℓ (N) fini si et seulement s’il existe un nombre fini d’applications

continues 58 : �
ℓ → N telles que toute application continue 5 : �ℓ → N est homotope

à une des 58 .

Ce résultat porte sur le problème d’extension locale depuis une boule. Bien entendu,

cela fournit également une obstruction à l’extension locale depuis le bord d’un ouvert

borné lisse� quelconque, il suffit de greffer l’application D sur un sous-ensemble de

%� contenu dans un domaine de carte. Comme 1− 1

? ≤ 1, l’extension par réflexion est

disponible – voir par exemple [22, Lemma15.27] – et onpeutdonc étendre l’application

ainsi construite sur un domaine légèrement plus grand, sur le bord duquel elle sera

constamment égale à D(0). Il suffit alors d’étendre par D(0) au reste de %� pour obtenir

une application qui ne s’étend pas localement. En particulier, sous les hypothèses

du Théorème 7.1, N ne possède la propriété d’extension ,1,?
par rapport à aucun

domaine�.

Le cas où ? ∈ ℕ et �?−1(N) ≠ {0} est compris dans le Théorème 3.12, mais l’apport du

résultat ci-haut dans ce cas est d’assurer que l’obstruction se présente déjà pour des

applications lisses, et qu’une singularité robuste n’est pas nécessaire, contrairement à

la construction de l’Exemple 3.11.

7.2 Énergie d’extension et borne inférieure fondamentale

Nous commençons par introduire la notion fondamentale dans l’étude des obstruc-

tions analytiques : l’énergie d’extension.

Définition 7.2. Soit D ∈,1− 1

? ,?(�<−1
;N). On définit l’énergie d’extension de D par

ℰ1,?

ext
(D) = inf

{∫
�<−1×(0,1)

|∇* |? dG : * ∈,1,?(�<−1 × (0, 1);N) et tr* = D

}
.

Pardéfinition, il est clair queD s’étendà�<−1×(0, 1) au sensde la trace si et seulement si

ℰ1,?

ext
(D) < +∞. L’énergie d’extension peut être pensée comme une version quantitative

de la propriété d’extension,1,?
.

Une autre énergie importante est l’énergie topologique. Afin de la définir, nous avons be-

soind’unenotiond’homotopieplus forte que celle introduitepar laDéfinition2.12.

Définition 7.3. Soient D, E ∈ C0(�ℓ
;N) telles que D = E sur %�ℓ = �ℓ−1. On dit que D et

E sont homotopes à extrémités fixes, et on note D ∼�ℓ−1 E, lorsqu’il existe une homotopie
� : �ℓ × [0, 1] → N de D à E telle que �(G, C) = D(G) = E(G) pour tout G ∈ �ℓ−1 et pour
tout C ∈ [0, 1].
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En guise d’illustration, nous proposons l’exemple suivant, qui établit un lien entre

cette notiond’homotopie à extrémités fixes et l’homotopie classiquepourdes fonctions

définies sur la sphère. Nous développons cet exemple de façon intuitive, sans entrer

dans les détails.

Exemple 7.4. Dans cette exemple, nous établissons une caractérisation des groupes

d’homotopie deN . Plus précisément, nous montrons que pour tout 1 ∈ N ,

�ℓ (N) � { 5 ∈ C0(�ℓ
;N) : 5 = 1 sur �ℓ−1}/∼�ℓ−1 .

Nous partons de l’observation que la sphère �ℓ et la boule �ℓ
dont on identifie tous

les points situés sur �ℓ−1
sont homéomorphes. Soient D, E ∈ C0(�ℓ

;N) homotopes à

extrémités fixes telles que D = 1 = E sur �ℓ−1
. Grâce à cette dernière condition, ces

deux applications se transportent en deux applications D, E ∈ C0(�ℓ ;N), et il est aisé
de vérifier que D ∼ E en transportant l’homotopie à extrémités fixes entre D et E.

Inversement, soient D, E ∈ C0(�ℓ ;N)homotopes. Ces deux applications se transportent

en D, E ∈ C0(�
1/2;N) constantes sur %�

1/2. L’homotopie � entre D et E se transporte

en une homotopie � entre D et E telle que �(·, C) est constante sur %�
1/2 pour tout

C ∈ [0, 1], mais ceci ne suffit pas à obtenir une homotopie à extrémités fixes car la

constante peut dépendre de C. Pour remédier à cela, il suffit d’employer la connexité

de N pour étendre � de façon radiale en une application continue sur �ℓ × [0, 1]
constamment égale à 1 sur �ℓ−1 × [0, 1], ce qui fournit une homotopie à extrémités

fixes entre les extensions de D et E correspondantes.

Ce raisonnement nous permet d’établir une correspondance univoque entre les classes

d’homotopie d’applications C0(�ℓ ;N) et les classes d’homotopie à extrémités fixes

d’applications C0(�ℓ
;N) constamment égales à 1 sur �ℓ−1

, ce qui achève la preuve de

notre affirmation.

L’énergie topologique d’une application est l’infimum de l’énergie parmi la classe

d’homotopie à extrémités fixes de l’application en question.

Définition 7.5. Supposons que ? > ℓ + 1, et soit D ∈ ,1− 1

? ,?(�ℓ
;N). On définit l’énergie

topologique de D par

ℰ1,?

top
(D) = inf

{∫
�ℓ

|∇E |? dG : E ∈,1,?(�ℓ
;N) et D ∼�ℓ−1 E

}
.

Notons que, comme ? > ℓ +1 > ℓ et ?(1− 1

? ) = ?−1 > ℓ , l’injection deMorrey-Sobolev

assure que D et E ci-haut sont dans C0(�ℓ
;N), ce qui permet de donner un sens à

D ∼�ℓ−1 E.
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La motivation pour introduire l’énergie topologique provient de la borne inférieure
fondamentale suivante.

Lemme 7.6. Supposons que ? > ℓ + 1, et soient 0 < � < 1 et D ∈ ,1− 1

? ,?(�ℓ
;N) telle que

D(G) = 1 ∈ N pour tout G ∈ �ℓ tel que � ≤ |G | ≤ 1. Nous avons

ℰ1,?

ext
(D) ≥ �ℰ1,?

top
(D),

où � > 0 ne dépend pas de D.

Démonstration. Soit* ∈,1,?(�ℓ ×(0, 1);N) telle que tr* = D. On note �ℓ+ = �ℓ ∩ℝℓ+1

+ ,

et on définit

(+,A = {G ∈ ℝℓ+1

: |G | = A et Gℓ+1 > 0}.

On se donne un homéomorphisme bilipschitzien 
 : �
ℓ

+ → �
ℓ
qui laisse invariant

�ℓ−1 × {0}. On pourra construire un tel homéomorphisme à l’aide de la projection

stéréographique depuis le pôle sud, par exemple.

On pose * A(G) = *(A
−1(G)) pour tout G ∈ �ℓ
. Puisque ? > ℓ + 1, en vertu de l’injec-

tion de Morrey-Sobolev, nous avons * ∈ C0(�ℓ × (0, 1);N), et donc * A ∈ C0(�ℓ
;N).

L’hypothèse D(G) = 1 ∈ N pour tout G ∈ �ℓ
tel que � ≤ |G | ≤ 1 assure que* A ∼�ℓ−1 * A′

pour tout � ≤ A, A′ ≤ 1. En effet, il suffit de suivre l’homotopie * (1−C)A+CA
′
. Ensuite,

*1 ∼�ℓ−1 D via l’homotopie

�(G, C) = *((1 − C)
−1(G) + C(G, 0)).

Par conséquent,* A ∼�ℓ−1 D pour tout � ≤ A ≤ 1. Nous en tirons∫
(+,A

|∇* |? dG ≥ �1A
ℓ−?

∫
�ℓ

|∇* A |? dG ≥ �1A
ℓ−?ℰ1,?

top
(D)

pour presque tout � ≤ A ≤ 1, où nous avons utilisé un argument de généricité pour

garantir que* A ∈,1,?(�ℓ
;N) pour presque tout � ≤ A ≤ 1.

En intégrant cette estimation de � à 1, et comme

⋃
�≤A≤1

(+,A ⊂ �ℓ ×(0, 1), nous obtenons

à l’aide de la formule d’intégration radiale∫
�ℓ×(0,1)

|∇* |? dG ≥ �1ℰ1,?

top
(D)

∫
1

�
Aℓ−? dA. (7.1)

Prendre l’infimum parmi toutes les extensions* de D permet de conclure que

ℰ1,?

ext
(D) ≥ �1ℰ1,?

top
(D)

∫
1

�
Aℓ−? dA ≥ �2ℰ1,?

ext
(D)
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et achève la preuve. �

7.3 Applications d’énergie d’extension arbitrairement
élevée

Nous abordons à présent la construction d’applications lisses dont l’énergie d’exten-

sion croît de façon surlinéaire par rapport à la semi-norme de Gagliardo au bord. Ces

fonctions seront les briques de base pour construire l’application promise par le Théo-

rème 7.1. Nous allons démontrer le résultat suivant, dû à Bethuel [4] et à Mironescu

et Van Schaftingen [45, Theorem 1.10].

Lemme 7.7. Supposons que ℓ ∈ {1, . . . , < − 1}, et soit 1 ∈ N . Si ? > ℓ + 1 et �ℓ (N) est
infini ou si ? = ℓ + 1 et �ℓ (N) ≠ {0}, alors il existe une suite (D=)=∈ℕ dans C∞(�<−1

;N)
telle que tr D= = 1 pour tout = ∈ ℕ,

lim inf

=→+∞
|D= |

,
1− 1

? ,?(�<−1)
> 0 et lim

=→+∞

ℰ1,?

ext
(D=)

|D= |?
,

1− 1

? ,?(�<−1)

= +∞.

Nous démontrons en détail le cas ? > ℓ + 1 lorsque < = ℓ + 1, auquel cas �ℓ (N) est
infini.

Démonstration du Lemme 7.7 lorsque ? > ℓ + 1 et < = ℓ + 1. Puisque �ℓ (N) est infini, en
vertu de l’Exemple 7.4, il existe une suite d’applications E= ∈ C0(�ℓ

;N) telles que

E= = 1 sur �ℓ−1
pour tout = ∈ ℕ et E= /�ℓ−1 E< pour = ≠ <. Par un procédé de

régularisation, on peut de plus supposer que E= ∈ C∞(�
ℓ
;N) pour tout = ∈ ℕ.

Par définition de l’énergie topologique, nous pouvons trouver pour chaque = ∈ ℕ une

application F= ∈ C∞(�
ℓ
;N) telle que F= = 1 sur �ℓ−1

, E= ∼�ℓ−1 F= et∫
�ℓ

|∇F= |? dG ≤ 2ℰ1,?

top
(E=) = 2ℰ1,?

top
(F=).

Nous affirmons que

lim

=→+∞
|F= |

,
1− 1

? ,?(�ℓ )
= +∞.

Eneffet, si tel n’était pas le cas, l’inégalitédeMorrey fractionnaire –voirpar exemple [43,

Corollary 4] – permettrait de déduire que (F=)=∈ℕ est bornée dans C0,
(�ℓ
;N) pour


 = 1 − ℓ+1

? . Les fonctions F= étant constamment égales à 1 sur �ℓ−1
, cela implique-

rait que la suite (F=)=∈ℕ est uniformément bornée et équi-uniformément continue.
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Le théorème d’Arzelà-Ascoli entraînerait alors, après extraction d’une sous-suite, la

convergence uniforme desF= . Mais alors, pour = et< suffisamment grands, en raison-

nant comme dans la Proposition 2.14, on trouverait F= ∼�ℓ−1 F< , une contradiction.

Nous définissons

D=(G) =
{
F=(2G) si |G | ≤ 1

2
,

1 si
1

2
< |G | ≤ 1.

Avec cette définition, nous avons D= ∼�ℓ−1 F= ∼�ℓ−1 E= ,∫
�ℓ

|∇D= |? dG ≤ �1ℰ1,?

top
(D=) et lim

=→+∞
|D= |

,
1− 1

? ,?(�ℓ )
= +∞.

Le Lemme 7.6 assure que

ℰ1,?

ext
(D=) ≥ �2ℰ1,?

top
(D=) ≥ �3

∫
�ℓ

|∇D= |? dG.

Nous invoquons l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire – Proposition 3.10 –

ainsi que le fait queN est compacte pour écrire

|D= |?
,

1− 1

? ,?(�ℓ )
≤ �4

(∫
�ℓ

|∇D= |? dG

) ?−1

?

.

(Pour être précis, l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg fournit une estimation de la

norme ,
1− 1

? ,?
par la norme ,1,?

et la norme !∞. Mais comme D= = 1 au bord, une

inégalité de Poincaré permet d’obtenir une estimation faisant uniquement intervenir

la norme !? de ∇D= ainsi que la norme !∞.) Nous en déduisons que

ℰ1,?

ext
(D=) ≥ �5

(
|D= |?

,
1− 1

? ,?(�ℓ )

) ?

?−1

.

Puisque

lim

=→+∞
|D= |

,
1− 1

? ,?(�ℓ )
= +∞,

la conclusion suit. Remarquons que les fonctions D= construites sont uniquement

lipschitziennes, mais un argument de régularisation permet de les remplacer par des

applications lisses vérifiant la même conclusion. �

La démonstration du cas ? > ℓ + 1 et < > ℓ + 1 repose sur le cas que nous venons de

traiter en utilisant un argument de réduction de dimension, que nous nous contentons

d’esquisser. L’idée consiste à définir 5=(H, I) = D=(H) pour H ∈ �ℓ
et I ∈ (0, 1)<−ℓ−1

,

où D= est l’application construite pour le cas < = ℓ + 1. On peut vérifier, à l’aide

du théorème de Tonelli, que 5= jouit de toutes les propriétés désirées à l’exception

de tr 5= = 1. Cette difficulté est surmontée en remplaçant (0, 1)<−ℓ−1
par une sphère ;

96



voir [45]. Plus précisément, on construit une application 	 ∈ C∞(�ℓ × �<−ℓ−1
;�<−1)

qui soit un difféomorphisme sur son image + , on pose 6=(H, I) = D=(H) pour H ∈ �ℓ

et I ∈ �<−ℓ−1
, et on définit

ℎ=(G) =
{
6=(	−1(G)) si G ∈ + ,

1 si G ∈ �<−1 \+ .

Onpeutmontrer que la suite (ℎ=)=∈ℕ possède lespropriétés souhaitées.

Démonstration du Lemme 7.7 lorsque ? = ℓ + 1 . De la même façon, pour traiter le cas

? = ℓ + 1, il suffit de considérer le cas < = ℓ + 1 puis de raisonner par réduction

de dimension. Comme nous savons uniquement que �ℓ (N) ≠ {0}, nous pouvons

seulement obtenir une application E ∈ C∞(�ℓ
;N) telle que E = 1 sur �ℓ−1

et E /�ℓ−1 1.

En utilisant un argument dans l’esprit de la théorie VMO, nous pouvons obtenir un

analogue de l’équation (7.1) dans le cas critique ? = ℓ + 1, où les extensions de D ne

sont pas nécessairement continues. Plus précisément, on peut montrer que∫
�ℓ+1

+

|∇* |? dG ≥ �ℰ1,?

top
(D)

∫
1

�
A−1

dA = �ℰ1,?

top
(D) ln

(
1

�

)
(7.2)

si D est lipschitzienne avec D(G) = 1 pour � ≤ |G | ≤ 1 et si* est une extension,1,?
de

D, où � ne dépend pas de D et de �.

Nous souhaitons simplement mettre en avant l’argument clé qui permet d’obtenir la

conclusion du Lemme 7.7 dans le cas ? = ℓ + 1 avec une seule application E comme ci-

haut plutôt qu’une suite entière. Le raisonnement repose sur un changement d’échelle.

On suppose E définie surℝℓ
tout entier en étendant par 1 en dehors de�ℓ

, et on définit

D�(G) =
{
E( G� ) si |G | ≤ �,

1 si |G | > �.

Nous avons alors

|D� |?
,

1− 1

? ,?(�ℓ )
=

∫
�ℓ

∫
�ℓ

|D�(G) − D�(H)|?

|G − H |ℓ+?−1

dGdH

= �ℓ−?+1

∫
�−1�ℓ

∫
�−1�ℓ

|E(G) − E(H)|?

|G − H |ℓ+?−1

dGdH ≤ �ℓ−?+1

∫
ℝℓ

∫
ℝℓ

|E(G) − E(H)|?

|G − H |ℓ+?−1

dGdH.

Nous utilisons ici l’hypothèse ? = ℓ + 1, qui entraîne que �ℓ−?+1 = 1. Nous trouvons

donc

|D� |?
,

1− 1

? ,?(�ℓ )
≤

∫
ℝℓ

∫
ℝℓ

|E(G) − E(H)|?

|G − H |ℓ+?−1

dGdH = �1

97



et

lim

�→0

|D� |?
,

1− 1

? ,?(�ℓ )
= �1 > 0.

On peut montrer que ℰ1,?

top
(E) > 0. En effet, si tel n’était pas le cas, en utilisant l’in-

égalité de Morrey, on trouverait une suite de fonctions E= ∈ ,1,?(�ℓ
;N) telle que

E= est homotope à E à extrémités fixes – en particulier E= = 1 sur �ℓ−1
– et E= → 1

uniformément. Ceci contredirait le fait que E n’est pas homotope à 1 à extrémités fixes.

En utilisant cela et l’identité (7.2), nous trouvons

ℰ1,?

ext
(D�) ≥ �2 |D� |?

,
1− 1

? ,?(�ℓ )
ln

(
1

�

)
.

Puisque ln

(
1

�

)
→ +∞ lorsque � → 0, nous obtenons une suite (D=)=∈ℕ possédant

toutes les propriétés souhaitées en posant D= = D�= avec �= → 0 – après régularisation,

comme précédemment. �

7.4 Démonstration du Théorème 7.1

Nous procédons finalement à la démonstration du Théorème 7.1. L’idée clé consiste

à recoller les applications fournies par le Lemme 7.7 sur des boules disjointes, après

une mise à l’échelle adéquate.

Démonstration du Théorème 7.1. En utilisant le Lemme 7.7, après une extension par 1

en dehors de �<−1
, on obtient une suite de fonctions D= ∈ C∞(ℝ<−1

;N) telles que

D= = 1 sur ℝ<−1 \�<−1
,

|D= |?
,

1− 1

? ,?(ℝ<−1)
≥ �1 > 0 et ℰ1,?

ext
(D= |�<−1) ≥ 2

= |D= |?
,

1− 1

? ,?(ℝ<−1)
.

On définit une suite (A=)=∈ℕ par la condition

A
<−?
= ℰ1,?

ext
(D= |�<−1) = 1.

Nous observons que A= ≤ �32
− =
<−?

, et en particulier,∑
=∈ℕ

A<−1

= < ∞.

Pour � > 0 suffisamment réduit, nous pouvons donc trouver une suite (0=)=∈ℕ de

points de �<−1
qui converge vers un point 0 ∈ �<−2

et telle que les boules ��A= (0=)
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sont contenues dans�<−1
et vérifient ��A= (0=) ∩ ��A< (0<) = ∅ pour = ≠ <. On définit

D(G) =
{
D=

(
G−0=
�A=

)
si G ∈ ��A= (0=),

1 sinon.

La condition 0 ∈ �<−2
assure que D ∈ C∞(�<−1

;N).

La propriété de recollement dénombrable pour les applications de Sobolev fraction-

naires – un analogue quantitatif du Lemme 4.5, voir [46, Lemma 2.3] – assure que

|D |?
,

1− 1

? ,?(�<−1)
≤ �4

∑
=∈ℕ
(�A=)<−? |D= |?

,
1− 1

? ,?(ℝ<−1)
≤ �5

∑
=∈ℕ

�<−?2−= < +∞.

Comme conséquence directe de sa définition, l’énergie d’extension est suradditive, ce

qui entraîne que

ℰ1,?

ext
(D) ≥

∑
=∈ℕ
(�A=)<−?ℰ1,?

ext
(D= |�<−1) =

∑
=∈ℕ

�<−? = +∞.

Nous avons donc obtenu l’obstruction D souhaitée, et la preuve est complète. �

7.5 Commentaires et perspectives

7.5.1 Bilan du problème de l’extension

En combinant le théorème de Hardt et Lin – Théorème 6.2 – avec les obstructions

topologiques – Théorème 3.12 – et analytiques – Théorème 7.1 – nous voyons que

la réponse au problème de l’extension dans le cas sous-critique est toujours positive

lorsque la variété N est [? − 1]-connexe, et toujours négative lorsque �[?−1](N) ≠ {0}
ou lorsqu’il existe ℓ ∈ {1, . . . , [? − 1]} tel que �ℓ (N) est infini. Nous verrons dans la

Section 8.5, à l’aide de résultats de relèvement, que l’hypothèse de [? − 1]-connexité
requise par le théorème deHardt et Lin peut être relaxée en demandant que le premier

groupe d’homotopie soit seulement fini plutôt que trivial. Ce qu’il advient dans les

cas restants, c’est-à-dire lorsque �[?−1](N) = {0} et que �1(N), . . ., �[?−2](N) sont
finis mais que �ℓ (N) ≠ {0} pour au moins un ℓ ∈ {2, . . . , [? − 2]}, est complètement
ouvert.
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7.5.2 Obstructions analytiques à l’approximation : quand la variété
cible n’est plus compacte

Nous avions annoncé en début de chapitre que les obstructions de nature analytique

ne surgissent que pour les problèmes d’extension et de relèvement, et non pour l’ap-

proximation. Cela est vrai dans le cas où N est compacte. Dans le cas où N n’est pas

compacte, la technique de l’obstruction analytique trouve son utilité. Cela nous fournit

une occasion d’évoquer cette variante du problème de l’approximation. Nous n’en-

trons pas dans les détails de ce cadre de travail, mais nous le mentionnons brièvement

pour la curiosité du lecteur intéressé.

Le problème de l’approximation quandN n’est pas compacte fut étudié par Bousquet,

Ponce et Van Schaftingen dans [14] et [15]. Dans [14], ils mirent en évidence une

nouvelle propriété surN , appelée trimming property, qui joue un rôle pour la densité de

C∞(&;N) dans,1,?(&;N) lorsque ? ∈ ℕ∗. LorsqueN ne satisfait pas cette propriété,

C∞(&;N) n’est pas dense dans,1,?(&;N) pour ? entier.

Le contre-exemple à la densité forte fourni dans [14] présente une seule singularité

robuste, et on peut vérifier qu’il peut être approché au sens faible par des fonctions

lisses. Pourmettre en défaut la densité faible, il convient de construire une application

comportant une infinité de singularités. C’est ici que la méthode d’obstruction analy-

tique que nous avons présentée intervient. En l’absence de la propriété de trimming, on
peut montrer à l’aide d’une série de lemmes techniques qu’il existe une suite (D=)=∈ℕ
dans,1,?(�?

;N) telle que
∫
�? |∇D= |? dG ≤ 2

−=
mais

lim inf

9→+∞

∫
�?

|∇E 9 |? dG ≥ �2
=

∫
�?

|∇D= |? dG

pour toute suite (E 9)9∈ℕ dans C∞(�;N) qui converge faiblement vers D= dans,
1,?(�),

où � > 0 ne dépend pas de =. On peut de plus prendre les D= constamment égales à 1

sur�? \�
1/2 pour un 1 ∈ N fixé. L’idée consiste alors à recoller ensemble les D= conve-

nablement mises à l’échelle, dans l’esprit des constructions que nous avons effectuées

dans ce chapitre. Ceci fournit une application D ∈,1,?(�;N) qui ne peut être appro-
chée au sens faible par des fonctions lisses sur � lorsque < = ?. Mentionnons qu’on

utilise de façon clé l’invariance de la norme !? du gradient lorsque ? = < ; voir la

démonstration du Lemme 7.7 pour un raisonnement analogue.

Le cas général 1 ≤ ? ≤ < avec ? ∈ ℕ suit ensuite du cas ? = < par un argument de

réduction de dimension. On obtient alors que la propriété de trimming est également

nécessaire pour l’approximation au sens faible lorsque N n’est pas compacte et 1 ≤
? ≤ < est entier ; voir [15, Theorem 3].
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7.5.3 Obstructions analytiques au relèvement

Tout comme le problème de l’extension, le problème du relèvement est sujet aux obs-

tructions de nature analytique. Celles-ci surgissent lorsque 0 < B < 1 et 1 ≤ B? < <, et

sont causéespardes applications D̃ : �→ Ñ telles que D̃ ∉, B,?(�;N)maisD = �◦D̃ ∈
, B,?(�;N). Le prototype pour de telles obstructions analytiques est dû à Bourgain,

Brezis et Mironescu [9, Lemma 5] dans le cas où N = �1
est revêtu par ℝ via l’appli-

cation exponentielle, et est expliqué dans l’exemple suivant.

Exemple 7.8. On suppose sans perte de généralité que 0 ∈ �. Définissons

D̃(G) = |G |−
 avec

< − B?
?

≤ 
 <
< − B?
B?

.

Nous avons vu dans l’Exemple 3.4 que D̃ ∉ , B,?(�). D’autre part, nous avons

D = e
iD̃ ∈ !∞(�;�1). En outre, nous observons que |∇D(G)| ≤ 
 |G |−
−1

. Puisque

B?(
 + 1) < <, nous pouvons trouver 1 ≤ B? < @ tel que @(
 + 1) < <, et nous

avons donc ∇D ∈ !@(�;�1). L’inégalité de Gagliardo-Nirenberg assure que D ∈
, B,

@

B (�;�1) ⊂ , B,?(�;�1). (Notons que nous avons dû utiliser l’exposant intermé-

diaire @ pour nous assurer que nous appliquions l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg à

un exposant strictement supérieur à 1. Si B? > 1, on peut directement choisir @ = B?.)

Observons de plus que D ∈ �B,?(�;�1). En effet, par le même calcul que ci-haut, on

montre que D̃ ∈,1,@(�;ℝ). Nous pouvons alors invoquer le théorème de densité clas-

sique pour approcher D̃ dans,1,@(�;ℝ) par une suite (D̃=)=∈ℕ de fonctions C∞(�;ℝ).
Nous posons D= = e

iD̃= ∈ C∞(�;�1), et nous avons donc D= → D dans ,1,@(�;�1).
Comme ‖D= − D‖!∞(�) ≤ 2 pour tout = ∈ ℕ, l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg frac-

tionnaire permet de conclure que D= → D dans, B,?(�;�1).

Nous aurons l’occasion de revenir plus en détail sur ce type de constructions dans

le chapitre suivant afin d’obtenir des obstructions générales au relèvement dans la

gamme 0 < B < 1 et 1 ≤ B? < <, mais avant d’aborder le Chapitre 8 qui explore

davantage en profondeur le problème du relèvement, nous concluons enmentionnant

déjà le résultat suivant, dont la preuve est dans l’esprit de la construction que nous

avons effectuée pour l’extension.

Théorème 7.9. Supposons que < ≥ 2, 0 < B < 1 et B? = 1. Pour tout 0 ∈ �, il existe
D : �→N telle que

(a) D ∈ C∞(� \ {0} N) ∩, B,?(�;N) ;
(b) D ∈ �B,?(�;N) ;
(c) D ne se relève pas en une application D̃ ∈, B,?(�; Ñ).
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Ce résultat est dû à Mironescu et Van Schaftingen [44]. Il assure que lorsque 0 < B < 1

et B? = 1, des obstructions analytiques surgissent même en l’absence d’obstructions

topologiques. En effet, comme le suggèrent l’Exemple 2.15 et la discussion à la fin de la

Section 5.6, la classe�B,?(�;N) exclut les singularités topologiques. Plus précisément,

les applications dans �B,?(�;N) ne peuvent présenter de singularité topologique

robuste en dimension [B?], le cas modèle étant la fonction D : �[B?]+1 → �[B?] définie
par D(G) = G

|G | , dont la restriction au bord d’une boule contenant l’origine ne s’étend

pas continûment à la boule tout entière. Le Théorème 7.9 stipule donc qu’il existe des

applications ne présentant pas de telles singularités topologiquesmais qui ne peuvent

malgré tout pas être relevées. La construction de l’application en question révèle que

l’obstruction au relèvement est bien de nature analytique. En effet, on construit une

application D : � → N telle que D = � ◦ D̃ avec D̃ : � → Ñ , et on fait en sorte que D̃

oscille bien plus fortement que D par rapport à la norme, B,?
.

La démonstration repose sur un principe similaire à la construction que nous avons

présentée pour l’extension, en recollant une infinité d’obstructions convenablement

mises à l’échelle. Un ingrédient supplémentaire dans le cadre du relèvement consiste à

choisir une obstruction autour de chaquepoint dans la fibre d’un 1 ∈ N , afinde saturer

tous les emplacements disponibles pour relever D. Nous aurons l’occasion de revenir

plus endétail sur cette techniquedans lapreuveduThéorème8.15.
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Chapitre 8

Relèvement dans le cas sous-critique

Dans ce chapitre, nous explorons le paysage de la théorie du relèvement lorsque

B? ≤ <. Nous commençons par étudier le cas où B = 1, où la réponse est toujours

positive dès que ? ≥ 2, indépendamment de la dimension – tandis que le cas 1 ≤ ? < 2

se heurte à l’obstruction topologique, comme annoncé dans la Section 4.3. La preuve

repose sur un argument technique initialement développé par Bethuel et Zheng, que

nous présentons de façon complète et détaillée.

Ce cas particulier nous ouvrira la voie vers le cas général. À l’aide d’une méthode

d’amélioration de la régularité, nous donnerons une réponse positive lorsque B > 1

dans la gamme B? ≥ 2. Nous traiterons également le cas critique B? = < pour toutes

valeurs de B en utilisant un résultat d’extension, ce qui sera l’occasion d’évoquer un

lien explicite entre deux des problèmes traités dans ce mémoire.

Enfin, nous étudierons le cas 0 < B < 1, pour lequel nous nous limiterons à la gamme

B? ≥ 2. Le cas 1 ≤ B? < 2 se heurtant à l’obstruction topologique, le seul cas que

nous laisserons ainsi de côté concerne la gamme B? < 1, où la réponse au probème

du relèvement est toujours positive, comme nous l’expliquerons brièvement dans les

commentaires en fin de chapitre. Lorsque 0 < B < 1, la réponse au problème du relè-

vement dépend de la compacité du revêtement. Si Ñ est compacte, alors la condition

B? ≥ 2 est à nouveau suffisante pour garantir l’existence du relèvement, comme dans

tous les cas qui précèdent. Ce résultat est une conséquence d’une jolie inégalité d’os-

cillation en dimension 1, qui n’a a priori rien à voir avec la théorie des applications à

valeurs variétés. En revanche, lorsque Ñ est non compacte, de nouvelles obstructions

surgissent, et la réponse au problème du relèvement est négative dans toute la gamme

1 ≤ B? < <. Ces obstructions sont cette fois de nature analytique. Nous avons déjà

mentionné le casmodèle sur lequel elles sont construites dans les commentaires à la fin

du Chapitre 7, qui remonte aux travaux de Bourgain, Brezis et Mironescu concernant

le cercle revêtu par l’application exponentielle. La méthode fut ensuite étendue au cas

d’un revêtement universel arbitraire par Bethuel et Chiron. Dans ce mémoire, nous

adaptons leur argument pour couvrir le cas général d’un revêtement quelconque, en

nous inspirant des techniques de construction d’obstructions analytiques présentées

dans le Chapitre 7.
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Enfin, le chapitre se clôturera sur un autre lien entre l’extension et le relèvement. Nous

montrerons comment les résultats de relèvement que nous avons obtenus peuvent à

leur tour être utilisés pour obtenir un résultat d’extension, permettant de relaxer les

hypothèses du Théorème 6.2.

8.1 Le cas B = 1

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant. On considère un revête-

ment � : Ñ → N entre variétés connexes non vides avec N compacte, et on suppose

que � ⊂ ℝ<
est simplement connexe, comme à chaque fois que nous traitons du

problème du relèvement.

Théorème 8.1. Supposons que 2 ≤ ? < +∞. Pour toute D ∈ ,1,?(�;N), il existe D̃ ∈
,1,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃.

Ce théorème fut établi par Bethuel et Zheng [8, Lemma 1] dans le cas où < = 3,

N = �1
et � : Ñ → N est le revêtement universel de �1

par ℝ, avec pour objectif

une application au problème de l’approximation. Une preuve alternative fut ensuite

proposée par Bourgain, Brezis et Mironescu [9], toujours dans le cas oùN est le cercle

muni de son revêtement universel. Le Théorème 8.1 fut finalement énoncé en toute

généralité par Bethuel et Chiron [6, Theorem 1], qui utilisèrent la même technique

de preuve que Bethuel et Zheng. (Pour être précis, Bethuel et Chiron considèrent

uniquement le cas où� : Ñ → N est le revêtement universel deN , mais leur approche

fonctionnepour un revêtement arbitraire.) Combiné auThéorème 4.7, ce résultat résout
complètement le problème du relèvement pour B = 1.

Le reste de cette section est dédié à la démonstration du Théorème 8.1 dans le cas

où � = (0, 1)< . La preuve de Bethuel et Chiron, tout comme celle de Bethuel et

Zheng dont elle s’inspire, passe sous silence certaines difficultés, notamment liées à

des questions de mesurabilité. La présentation de Van Schaftingen [56, Section 6.1]

met l’accent sur l’importance de ces considérations, mais laisse certains détails en

exercice. Notre ambition est de présenter un argument complet et de fournir les détails

permettant de traiter ces difficultés. La démonstration étant relativement longue, nous

la séparons en étapes pour le confort du lecteur.

Démonstration du Théorème 8.1 lorsque� = (0, 1)< . La preuve emploie une récurrence

sur <.

Étape 1 : initialisation : le cas < = 1. Lorsque < = 1, le Théorème 8.1 est valide pour

tout 1 ≤ ? < +∞, sans la restriction ? ≥ 2. Il suffit d’observer qu’en dimension 1,

l’injection de Morrey-Sobolev tient pour tout ? ≥ 1. La théorie du cas surcritique –

voir Proposition 4.3 – s’appliquedonc jusqu’au cas critique ? = 1 et fournit directement

le relèvement souhaité.
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Nous supposons à présent que < ≥ 2 et que le résultat tient pour < − 1, et nous le

montrons pour <.

Étape 2 : relèvement au bord de�.Nous notons %−� =
<⋃
:=1

(0, 1):−1×{0}×(0, 1)<−: ⊂ %�.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que D ∈ ,1,?(%−�;N). En effet, un

argument de généricité permet de trouver G ∈ � tel que D ∈ ,1,?
( <⋃
:=1

(0, 1):−1 ×

{G:} × (0, 1)<−: ;N
)
, et cela découpe� en 2< cubes sur lesquels nous nous trouvons

dans la situation précédemment décrite. Il suffit alors de travailler sur chacun de

ces cubes, et de recoller les constructions obtenues à la fin de la démonstration (on

pourra vérifier que ces constructions coïncident au sens de la trace sur le bord des

cubes). En transportant %−� sur (0, 1)<−1 viaune transformationbilipschitzienne, nous

pouvons appliquer l’hypothèse de récurrence pour relever D|%−� en une application

6̃ ∈,1,?(%−�;N) telle que D = � ◦ 6̃ sur %−�.

Étape 3 : relèvement dans le long de segments dans chacune des directions de coordon-
nées. Pour tout : ∈ {1, . . . , <}, nous allons construire une application D̃: : � → Ñ
telle que D = � ◦ D̃: presque partout sur �. Nous notons %:� = (0, 1):−1 × {0} ×
(0, 1)<−: ⊂ %−�, et pour G = (G1, . . . , G:−1, 0, G:+1, . . . , G<) ∈ %:�, nous posons

%G = {(G1, . . . , G:−1, G: , G:+1, . . . , G<) : G: ∈ [0, 1]}.

Affirmation. Il existe un ensemble négligeable �: ⊂ � et une fonction E: : �→N tels

que D = E: sur� \ �: et E: |%G est continue pour tout G ∈ %:�.

Démonstration de l’affirmation. Soit (D=)=∈ℕ une suite de fonctions lisses telle que D= →
D dans ,1,?(�;ℝ�). Quitte à passer à une sous-suite, par la réciproque partielle du

théorème de convergence dominée et un argument de généricité, nous avons D= → D

presque partout sur � et D= → D dans ,1,?(%G ;ℝ�) pour presque tout G ∈ %:�.

L’injection de Morrey-Sobolev en dimension 1 assure que (D=)=∈ℕ est une suite de

Cauchy dans la norme uniforme sur %G pour presque tout G ∈ %:�, et converge donc

uniformément vers une fonction continue sur %G . On définit E: sur chaque %G comme

la limite uniforme de (D=)=∈ℕ – et E: = 1 ∈ N sur les %G où la convergence uniforme

échoue. En chaque H ∈ � tel que D=(H) → D(H) et tel que H ∈ %G pour un %G où a lieu la

convergence uniforme de (D=)=∈ℕ, nous avons D(H) = E:(H), et la conclusion suit. �

Notons qu’il ne suffit pas d’appliquer l’injection de Morrey-Sobolev sur presque tout

%G . En effet, ceci permet uniquement de déduire que D coïncide presque partout sur

%G avec une fonction continue sur %G . Nous nous retrouvons alors à prendre une

union non dénombrable d’ensembles négligeables, qui n’a aucune raison de rester

négligeable.

Observons que tr%:� D = tr%:� E: = E: |%:� presque partout. En effet, par un argument

de généricité, il existe une suite (� 9)9∈ℕ de réels strictement compris entre 0 et 1 telle
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que� 9 → 0 et tr%:� E:(·+� 94:) = E:(·+� 94:)|%:�. Or, E:(·+� 94:) → E: dans,
1,?(�;ℝ�)

et E:(· + � 94:)|%:� → E: |%:� ponctuellement sur %:� du fait de la continuité de E sur

chaque %G . La continuité de la trace permet de conclure.

Nous utilisons le théorème du relèvement pour les applications continues sur chaque

%G pour définir D̃: : �→ Ñ telle que D̃: est continue sur chaque %G , E: = � ◦ D̃: sur�
et D̃: = 6̃ sur %:�. De plus, pour presque tout G ∈ %:�, nous savons que D̃: admet une

dérivée faible dans la direction 4: sur %G , vérifiant |%: D̃: | = |%:E: | car %: D̃: est calculée
localement comme la dérivée de la composée �−1 ◦ E: .

Étape 4 : D̃: est mesurable. La mesurabilité de D̃: est une étape technique et requiert

une justification. En effet, D̃: est mesurable sur chaque %G car elle y est continue, mais

� s’écrit comme l’union non dénombrable des %G . Nous fournissons ici un argument

détaillé. Plus précisément, nous prouvons l’affirmation suivante.

Affirmation. Soient E: : � → N et D̃: : � → Ñ telles que E: = � ◦ D̃: . Supposons que
E: est mesurable sur� et continue sur %G pour tout G ∈ %:�, et que D̃: est mesurable

sur %:� et continue sur %G pour tout G ∈ %:�. Alors D̃: est mesurable sur�.

L’idée est la suivante. Tant que E: prend ses valeurs dans un ouvert de N au-dessus

duquel � est trivial, nous pouvons écrire D̃: = �−1 ◦ E: , et déduire la mesurabilité

de D̃: de celle de E: par composition avec une application continue. Le point délicat

est d’écrire � comme une union dénombrable de sous-ensembles mesurables sur

lesquels E: prend ses valeurs dans un ouvert de N au-dessus duquel le revêtement

est trivial, ce que nous faisons en utilisant la continuité uniforme de E: sur chaque %G
pour contrôler son oscillation.

Démonstration de l’affirmation. La compacité deN assure l’existence de � > 0 et d’une

famille finie de points {0 9} 9∈� tels que � est trivial au-dessus de �2�(0 9) ∩ N et N ⊂⋃
9∈�
��(0 9).

Nous souhaitons à présent contrôler l’oscillation de E: de façon mesurable. Pour tout

C ∈ [0, 1], la fonction définie par EC ,:(G) = E:(G + C4:) est mesurable en tant que section

d’une application mesurable. On pose

$�,E: (G) = sup

C ,B∈[0,1]
|C−B |≤�

|EC ,:(G) − EB,:(G)|,

ce qui définit une fonction mesurable pour tout � > 0 en tant que supremum de

fonctions mesurables. (Notons qu’on peut restreindre le supremum sur les C et B

rationnels par continuité de E: sur %G , afin de prendre un supremum dénombrable

d’applications mesurables.) Comme E: est uniformément continue sur chaque %G ,

nous avons $�,E: (G) → 0 pour tout G ∈ %:� lorsque � → 0. Par conséquent, nous
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pouvons décomposer %:� =
⋃
;∈ℕ

*:,; , où *:,; = {G ∈ %:� : $
2
−; ,E: (G) ≤ �} est

mesurable pour tout ; ∈ ℕ.

Pour 9 ∈ � fixé, nous écrivons�−1(�2�(0 9)∩N) =
⋃
8∈� 9

+8 , 9 , où � 9 est un ensemble d’indices

au plus dénombrable et où les +8 , 9 sont des ouverts de Ñ disjoints et homéomorphes

à �2�(0 9) ∩ N via �. Pour ; ∈ ℕ, 9 ∈ � et 8 ∈ � 9 , nous définissons

*:,;, 9 ,8 = {G ∈ %:� : G ∈ *:,; , E:(G) ∈ ��(0 9) et D̃:(G) ∈ +8 , 9},

qui est mesurable en vertu de la mesurabilité de *:,; , de E: sur � et de D̃: sur %:�.

Par construction de *:,; , nous avons E:(G + C4:) ∈ �2�(0 9) pour tous G ∈ *:,;, 9 ,8 et

0 ≤ C ≤ 2
−;
, et par conséquent D̃:(G + C4:) ∈ +8 , 9 . Sur {*:,;, 9 ,8 + C4: : C ∈ [0, 2−;]}, nous

avons donc D̃: = �−1 ◦ E: , ce qui implique que D̃: est mesurable sur cet ensemble. En

répétant iterativement cet argument 2
;
fois, on en déduit que D̃: est mesurable sur

{*:,;, 9 ,8 + C4: : C ∈ [0, 1]}. En vertu de la décomposition dénombrable

%:� =

⋃
;∈ℕ, 9∈� ,8∈�9

*:,;, 9 ,8 ,

ceci suffit à conclure que D̃: est mesurable sur� et achève la preuve de l’affirmation.

�

Nous vérifions que %: D̃: est mesurable sur� de façon analogue. En effet, localement,

%: D̃: est calculée comme la dérivée de�−1◦E: , qui est mesurable. La décomposition de

� construite dans la preuve qui précède permet de conclure que %: D̃: est mesurable

sur�.

Étape 5 : régularité de D̃: .Comme D̃: admet une dérivée faible dans la direction 4: sur %G
pour presque tout G ∈ %:�, qui est mesurable sur� et vérifie |%: D̃: | = |%:E: |, nous en
déduisons que D̃: est faiblement dérivable dans la direction 4: sur� et %: D̃: ∈ !?(�).
Nous en tirons que

|D̃:(H)|? ≤
(
|D̃(G)| +

∫
1

0

|%: D̃:(G:)| dG:
)?
≤ � | 6̃(G)|? + �

∫
%G

|%:D |? dG:

pour presque tout G ∈ %:� et tout H ∈ %G . Comme 6̃ ∈ ,1,?(%:�;N), ceci suffit à

déduire que D̃: ∈ !?(�;N).

Finalement, nous vérifions que tr%:� D̃: = 6̃ sur %:� en utilisant le même argument

que pour déterminer la trace de E: .

Étape 6 : les D̃: coïncident sur �. À ce stade, nous avons obtenu < relèvements de D,

chacun dérivable au sens faible dans une direction et appartenant à !?(�) de même

que sa dérivée faible dans la direction 4: . Nous allons conclure en montrant que ces
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< relèvements coïncident, ce qui fournira un relèvement D̃ faiblement dérivable dans

chacune des < directions, et appartenant à !?(�) de même que toutes ses dérivées

faibles.

Pour G ∈ %:� et G′ ∈ %:′� avec : ≠ :′, nous notons %G,G′ la portion du plan engendré

par %G et %G′ contenue dans �, pour peu que %G et %G′ se trouvent dans un plan

commun. Pour tout H ∈ � tel que H ∈ %G et H ∈ %G′, on note 'H,:,:′ le rectangle

contenu dans %G,G′ dont H est l’un des sommets et dont les arêtes sont contenues

dans %G , %G′, %:� et %:′�. Nous utilisons un argument de généricité dans l’esprit des

Exemples 1.1 et 1.2 – que nous ne détaillons pas, voir par exemple [56, Lemmas 6.3

and 6.4] – pour construire � ⊂ � négligeable tel que pour tout H ∈ � \ � et pour tous

: ≠ :′, nous avons D ∈ ,1,?('H,:,:′;N), D ∈ ,1,?(%'H,:,:′;N) avec tr D|'H,:,:′ = D|%'H,:,:′
et 6̃ ∈,1,?(%'H,:,:′ ∩ %−�;N) avec D = � ◦ 6̃ presque partout sur %'H,:,:′ ∩ %−�.

Fixons H ∈ � \ � et G ∈ %:�, G′ ∈ %:′� tels que H ∈ %G et H ∈ %G′. En utilisant

l’injection de Morrey-Sobolev, le choix de � implique que D|%'H,:,:′ est une application

continue possédant une extension,1,?
à 'H,:,:′. Mais alors, en utilisant l’hypothèse

? ≥ 2 et en raisonnant comme dans la preuve de la Proposition 3.9, nous déduisons

que D|%'H,:,:′ possède une extension continue à 'H,:,:′, et est donc homotope à une

fonction constante.

Ceci assure l’existence d’un unique relèvement continu de D|%'H,:,:′ à travers � coïn-

cidant avec 6̃ sur %'H,:,:′ ∩ %−�. Par conséquent, ce relèvement doit coïncider avec

D̃: sur %'H,:,:′ ∩ %G et avec D̃:′ sur %'H,:,:′ ∩ %G′ pour presque tout H, montrant que

D̃:(H) = D̃:′(H). Notons qu’il est nécessaire de se restreindre aux H ∈ � \ � tels que

6(G) et 6(G′) coïncident avec l’application continue fournie par l’injection de Morrey-

Sobolev appliquée à D|%'H,:,:′ , ce qui se fait en raisonnant comme dans l’Affirmation

de l’Étape 3. Ceci montre que D̃: = D̃:′ presque partout sur � et permet d’achever la

preuve. �

De cette démonstration, nous retiendrons deux éléments. Premièrement, dans le Théo-

rème 8.1, tout se produit en dimensions 1 et 2. En dimension 1, nous avons utilisé l’in-

jection de Morrey-Sobolev et la théorie continue du relèvement pour relever D le long

de presque chaque segment émanant d’une face de �. En dimension 2, nous avons

employé l’injection de,1,?
dans C0

ou VMO lorsque ? ≥ 2 et la théorie de l’extension

pour déduire que D est homotope à une constante sur le bord d’un rectangle générique

contenu dans �, et l’unicité du relèvement continu nous a permis d’en déduire que

les constructions en dimension 1 que nous avions effectuées dans chaque direction

coïncident. Rien ne se produit en dimension supérieure. Ceci explique l’hypothèse

? ≥ 2, indépendante de < et de la topologie de la variété.

Deuxièmement, de toutes les démonstrations qui figurent dans ce travail, celle-ci

est sans nul doute celle qui illustre le mieux la prudence dont il faut faire preuve

lorsqu’on manipule des applications de Sobolev, principalement lorsqu’on travaille

sur des sous-ensembles de� de dimension inférieure à <.
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Nous concluons cette section en reprenant l’Exemple 4.6, qui ne vérifie pas les hy-

pothèses du Théorème 8.1, afin de voir quelle étape de notre raisonnement échoue.

Nous espérons que cela apportera un certain éclairage sur la démonstration qui pré-

cède.

Exemple 8.2. Définissons D : � = (0, 1)2→ �1
par

D(G) =
G − (1

2
, 1

2
)

|G − (1
2
, 1

2
)|
.

Nous avons vu dans l’Exemple 4.6 que D ∈ ,1,?(�;�1) pour tout 1 ≤ ? < 2 – mais

pas pour ? ≥ 2 – tandis que D ne se relève pas en une application,1,?(�;ℝ) à travers
l’application exponentielle. Supposons fixé un relèvement 6̃ de D sur (0, 1)×{0}∪{0}×
(0, 1)de régularité,1,?

– donc en particulier continu en vertu de l’injection deMorrey-

Sobolev. Sans perte de généralité, nous choisissons 6̃ tel que 6̃((0, 1)) = 3�
4
et 6̃((1, 0)) =

7�
4
. L’application D est bien continue sur chaque segment vertical et horizontal à

l’exception des deux passant par le centre (1
2
, 1

2
)de�, et nous pouvons donc construire

les applications D̃1 et D̃2 décrites dans la démonstration du Théorème 8.1.

Cependant, D̃1 et D̃2 ne coïncident pas presque partout sur �. En fait, elles diffèrent

sur l’ensemble du quadrant supérieur droit de �. Par exemple, D̃1((3
4
, 3

4
)) = 9�

4
≠

�
4
= D̃2((3

4
, 3

4
)). Plus généralement, lorsqu’on suit le bord d’un rectangle 'H,1,2 pour H

dans le quadrant supérieur droit de �, on accomplit un tour complet autour de la

singularité de D, ce qui dans le relèvement se traduit par une translation de 2�.

En fait, on observe sans peine que D1 (resp. D2) présente une discontinuité de saut

au passage du segment vertical (resp. horizontal) passant par (1
2
, 1

2
), ce qui l’empêche

d’avoir une dérivée faible !1
dans la direction horizontale (resp. verticale). On trouvera

une illustration des valeurs de |D1 | et |D2 | sur la Figure 8.1 qui illustre ce fait.

Figure 8.1 – Valeurs de |D1 | et |D2 |

8.2 Vers le cas B > 1 : augmenter la régularité

Le Théorème 8.1 s’étend naturellement au cas B > 1, en remplaçant la condition

? ≥ 2 par B? ≥ 2. Avant de donner l’énoncé du résultat principal de cette section,
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nous avons besoin de fournir quelques précisions concernant l’application adjointe à

��.

On note (��(G̃))∗ : )�(G̃)N → )G̃Ñ l’application adjointe à ��(G̃) en G̃ définie entre le

plan tangent à N au point �(G̃) et le plan tangent à Ñ au point G̃. Comme ��(G̃) est
une isométrie, elle est inversible par son adjointe, qui est également une isométrie.

En chaque G̃ ∈ Ñ nous pouvons étendre canoniquement (��(G̃))∗ en une application

linéaireℝ� → ℝ�̃
, toujours notée (��(G̃))∗. En effet, puisque)�(G̃)N ⊂ ℝ�

et)G̃Ñ ⊂ ℝ�̃
,

il suffit de considérer l’extension linéaire s’annulant sur l’orthogonal de )�(G̃)N . Ceci

fournit une fonction (��)∗ : Ñ → Lin(ℝ�
;ℝ�̃) qui à chaque G̃ ∈ Ñ associe l’application

linéaire (��(G̃))∗, et comme � est une isométrie, l’application (��)∗ est bornée. En
outre, comme � est un difféomorphisme local, (��)∗ est lisse.

Théorème 8.3. Supposons que B > 1 et B? ≥ 2. Supposons également que toutes les dérivées
de (��)∗ sont bornées. Pour toute D ∈, B,?(�;N), il existe D̃ ∈, B,?(�; Ñ)∩,1,B?(�; Ñ)
telle que D = � ◦ D̃.

Ce théorème est dû à Bourgain, Brezis et Mironescu [9, Theorem 3] dans le cas oùN =

�1
est revêtu parℝ via l’application exponentielle, et à Bethuel et Chiron [6, Theorem2]

dans le cas général.

Nous attirons l’attention du lecteur sur l’hypothèse que toutes les dérivées de (��)∗
sont bornées, qui est utilisée de façon implicite dans les références qui précèdent et

que nous avons précisée explicitement dans ce mémoire. Comme � est un difféomor-

phisme local, (��(G̃))∗ coïncide avec ��−1(G) pour tous G ∈ +1 et G̃ ∈ +1̃ tels que

G = �(G̃), où +1 est un voisinage de 1 ∈ N au-dessus duquel le revêtement est trivial,

1̃ ∈ Ñ est tel que �(1̃) = 1 et +1̃ est la composante de �−1(+1) contenant 1̃. L’hypo-
thèse sur (��)∗ peut alors se reformuler en demandant que ��−1

soit bornée ainsi

que toutes ses dérivées, indépendamment de 1, 1̃ et des voisinages correspondants.

L’exemple suivant illustre que la conclusion du Théorème 8.3 peut échouer en l’ab-

sence de cette hypothèse supplémentaire. Notre exemple repose de façon clé sur le

fait que l’espace, B,?(�; Ñ) est sensible au choix du plongement lorsque Ñ n’est pas

compacte, dans l’esprit de l’Exemple 4.2.

Exemple 8.4. Supposons que < > 2?. Définissons

9 : ℝ+→ ℝ3, 9(C) = (C , e−C cos(eC), e−C sin(eC)),

que nous étendons de façon lisse àℝ tout entier de sorte que | 9′| > 2 > 0 surℝ. Onpose

Ñ = 9(ℝ). De cette façon, 9(ℝ+) est une spirale composée de cercles de plus en plus

petits, de sorte qu’un point mobile la parcourant à vitesse unité doit nécessairement

tourner de plus en plus vite, ce qui résulte en une explosion de la dérivée seconde de

la position de ce point ; voir Figure 8.2.
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Figure 8.2 – Image de 9(ℝ+)

Nous affirmons qu’il existe un plongement lisse isométrique 8 : ℝ → Ñ mais qu’il

existe D ∈ ,2,?(�<
;�1) qui ne se relève pas en une application D̃ ∈ ,2,?(�<

; Ñ) à
travers le rêvetement � : Ñ → �1

défini par �(G) = e
i8−1(G)

, qui est bien un revêtement

isométrique de �1
par Ñ car l’exponentielle et 8 sont des isométries locales.

L’existence du plongement 8 : ℝ→ Ñ est une conséquence directe de la possibilité de

reparamétrer 9 à vitesse unité. On définit B : ℝ→ ℝ par

B(C) =
∫ C

0

| 9′(B)| dB,

qui est une bĳection strictement croissante grâce au choix | 9′| > 2 > 0, et on pose

8(C) = 9(B−1(C)). On vérifie que |8′(C)| = 1 pour tout C ∈ ℝ, ce qui suffit à assurer que 8

est un plongement isométrique.

On observe que | 9′′(C)| ≥ �1e
C
pour tout C ≥ 0, avec �1 > 0. De plus, nous avons

1 ≤ B′(C) ≤ 2 pour tout C ≥ 0, ce qui entraîne que
1

2
C ≤ B−1(C) ≤ C. En outre, nous avons

|B′′(C)| ≤ �2e
−2C

. Nous calculons que

8′′(C) = 9′′(B−1(C)) 1

B′(B−1(C))2 − 9
′(B−1(C)) B

′′(B−1(C))
B′(B−1(C))3 .

Ceci permet de déduire que |8′′(C)| ≥ �3e

C
2 pour tout C ≥ 0 suffisamment grand.

Définissons E : �< → ℝ, E(G) = |G |−
 pour 0 < 
 <
<−2?

? , et posons D = e
iE
et D̃ = 8 ◦E,

de telle sorte que D = � ◦ D̃. Nous observons que D ∈ !∞(�<), |�D(G)| ≤ �4 |G |−
−1
et

|�2D(G)| ≤ �5 |G |−
−2
, ce qui assure que D ∈ ,2,?(�<

;�1) car ?(2 + 
) < <. D’autre

part, en utilisant la formule de Faà di Bruno, nous estimons

|�2D̃(G)| ≥ |8′′(E(G))| |�E(G)|2 − |8′(E(G))| |�2E(G)| ≥ �6e

1

2
|G |−
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pour |G | suffisamment réduit. Comme 
 > 0, cette minoration implique que �2D̃ ∉

!?(�<), et montre donc que D̃ ∉ ,2,?(�<
; Ñ). Plus généralement, nous avons D̃ ∉

,2,@(�<
; Ñ) pour tout @ ≥ 1.

Ce raisonnement permet seulement de montrer que D̃ est un relèvement de D qui

n’est pas de régularité,2,?
, mais rien n’exclut que D admette un autre relèvement Ẽ

qui ait cette propriété. Nous reviendrons plus en détail sur la façon de construire des

obstructions au relèvement dans la Section 8.4. Ici, comme le revêtement � : Ñ → �1

est le revêtement universel de �1
par ℝ à homéomorphisme près, il est possible de

raisonner de façon plus simple. Supposons qu’il existe Ẽ ∈,2,?(�<
; Ñ) qui relève D à

travers �. Notons que nous avons D̃ ∈,2,?

loc
(�< \ {0}; Ñ) car D̃ est lisse loin de 0. Ceci

entraîne qu’il existe : ∈ ℤ tel que Ẽ = 8(E+2�:) presque partout sur�<
. Ce résultat est

l’analogue pour les applications de Sobolev du principe d’unicité bien connu pour les

relèvementsde fonctions continues àvaleursdans le cercle : deux relèvements continus

d’une même fonction continue à valeurs dans le cercle coïncident à une translation

d’un multiple entier de 2� près. Le lecteur pourra se référer à la Proposition 8.18 et à

la remarque qui suit sa démonstration.

Or, comme Ẽ ∈ ,2,?(�<
; Ñ) mais 8(E + 2�:) ∉ ,2,?(�<

; Ñ) – par le même raison-

nement que pour D̃ = 8 ◦ E – ceci est une contradiction, et achève la preuve de notre

affirmation.

Une fois tous les ingrédients à disposition, la preuve du cas B > 1 s’obtient à partir

du cas B = 1. Néanmoins, outre une inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire,

nous aurons besoin d’un résultat non trivial concernant la régularité du produit dans

les espaces de Sobolev.

Nous commençons par présenter la preuve du Théorème 8.3 dans le cas particulier où

N = �1
est revêtu par ℝ à travers l’application exponentielle, car cela permet d’illus-

trer plus clairement comment l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg fractionnaire et le

résultat de produit dans les espaces de Sobolev s’articulent ensemble pour conduire

au résultat souhaité. Cela correspond au cadre de travail de l’article de Bourgain,

Brezis et Mironescu [9]. Notons que le résultat qui y figure ne doit pas être modifié,

car l’hypothèse que nous avons ajoutée est bien vérifiée dans le cas du revêtement du

cercle par l’application exponentielle. Le théorème de produit dont nous aurons be-

soin, que le lecteur pourra consulter dans [9, LemmaD.2] et [22, Lemma 5.2], s’énonce

comme suit.

Théorème 8.5. Soient B > 1 et D, E ∈, B,?(�) ∩ !∞(�). Nous avons D∇E ∈, B−1,?(�) et

‖D∇E‖, B−1,? ≤ �(‖D‖!∞ |E |, B,? + ‖E‖!∞ |D |, B,? ).

Démonstration du Théorème 8.3 lorsqueN = �1. Comme D ∈ , B,? ∩ !∞, l’inégalité de

Gagliardo-Nirenberg assure que D ∈ ,1,B?(�;�1). L’hypothèse B? ≥ 2 permet d’in-
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voquer la théorie du cas B = 1 pour obtenir un relèvement D̃ ∈ ,1,B?(�;ℝ) tel que
D = e

iD̃
. Il nous reste à prouver que D̃ ∈, B,?

.

Comme D = e
iD̃
, nous obtenons ∇D = i∇D̃e

iD̃ = iD∇D̃, et donc ∇D̃ = −iD∇D. Puisque
D ∈ , B,? ∩ !∞, le Théorème 8.5 s’applique et fournit ∇D̃ ∈ , B−1,?

. Étant donné que

D̃ ∈,1,B?
, nous avons en particulier D̃ ∈ !B? ⊂ !? car B > 1, ce qui permet de conclure

que D̃ ∈, B,?(�;ℝ) et achève la preuve. �

Dans le cas général, un raisonnement plus élaboré est requis car il n’est plus possible

d’exprimer aussi simplement ∇D̃ en fonction de D et ∇D, mais le principe reste le

même. Nous aurons besoin d’une version plus générale du Théorème 8.5 ; voir par

exemple [19, Lemma 6].

Théorème 8.6. Soient 0 < B < +∞, 1 ≤ ? < +∞, 1 < A < +∞, 0 < � < 1 et 1 < C < +∞
tels que

1

A
+ �
C
=

1

?
.

Si D ∈, B,C ∩ !∞ et E ∈,�B,? ∩ !A , alors DE ∈,�B,? et

‖DE‖,�B,? ≤ �(‖D‖!∞ ‖E‖,�B,? + ‖E‖!A ‖D‖�, B,C ‖D‖∞!∞).

Dans leur article [6], Bethuel et Chiron invoquent l’existence d’un repère orthonormé

du plan tangent TG̃Ñ , défini pour tout G̃ ∈ Ñ et dont les vecteurs dépendent de façon

lisse de G̃. Ceci se justifie par le fait qu’ils considèrent le cas où Ñ est le revêtement uni-

versel deN . En particulier, il est simplement connexe et donc orientable, ce qui garantit

l’existence d’un repère orthonormé lisse global du plan tangent. Cependant, comme

l’illustre l’Exemple 8.4, la compacité deN ne suffit en général pas à obtenir une borne

sur les dérivées des vecteurs de ce repère, qui est nécessaire pour appliquer le Théo-

rème 8.6. En effet, {8′(C)} est une base orthonormée du plan tangent à Ñ au point C, qui

dépend de façon lisse de C, mais la dérivée de 8′ est non bornée.

Avec l’hypothèse supplémentaire que toutes les dérivées de (��)∗ sont bornées, cette
affirmation se vérifie. Cependant, il reste nécessaire de modifier l’argument de Be-

thuel et Chiron si nous souhaitons inclure le cas où Ñ est un revêtement arbitraire.

Nous allons utiliser de façon cruciale le fait que ��(D̃) est inversible par son adjointe

(��(D̃))∗.

Démonstration du Théorème 8.3 dans le cas général. En raisonnant comme dans le cas du

cercle, on obtient un relèvement D̃ ∈ ,1,B?(�; Ñ). Puisque ∇D = ��(D̃)[∇D̃] et que
��(D̃) est inversible par son adjointe, nous avons∇D̃ = (��(D̃))∗[∇D]. Étant donné que
(��)∗ est bornée ainsi que toutes ses dérivées, nouspouvons appliquer le Théorème4.4

pour déduire que (��(D̃))∗ ∈ ,1,B?(�). De plus, (��(D̃))∗ ∈ !∞(�) car (��(D̃))∗ est
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une isométrie entre plans tangents. D’autre part, nous avons∇D ∈, B−1,?(�)∩!B?(�).
Observons que

1

B?
+ B − 1

B?
=

1

?
.

Si 1 < B < 2, nous pouvons donc appliquer le Théorème 8.6 pour déduire ∇D̃ ∈
, B−1,?(�), et par conséquent D̃ ∈, B,?(�).

Pour étendre le résultat à B ≥ 2, nous procédons par induction. Nous supposons que

pour un certain : ∈ ℕ∗, si D ∈ , B,?(�) avec : ≤ B, alors � 9 D̃ ∈ !
B?

9 (�) pour tout

1 ≤ 9 ≤ :. Notons que le cas de base : = 1 est vérifié car nous avons bien D̃ ∈,1,B?(�)
par construction.

Prenons à présent : + 1 ≤ B. Par hypothèse d’induction, nous avons � 9 D̃ ∈ !
B?

9 (�)
pour tout 1 ≤ 9 ≤ :, et donc D̃ ∈, 9 ,

B?

9 (�) pour tout 1 ≤ 9 ≤ :. En utilisant la formule

de la dérivée du produit, nous calculons que

|�:+1D̃ | ≤
:∑
9=0

(
:

9

)
|� 9[(��(D̃))∗]| |�:−9+1D |.

Comme (��)∗ est bornée ainsi que toutes ses dérivées, le théorème de composition

assure que (��(D̃))∗ ∈ , 9 ,
B?

9 (�) pour tout 1 ≤ 9 ≤ :, et donc � 9[(��(D̃))∗] ∈ !
B?

9 (�).
D’autre part, comme D ∈, B,?(�)∩ !∞(�), l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg assure

que D ∈, :−9+1,
B?

:−9+1 (�), et donc �:−9+1D ∈ !
B?

:−9+1 (�). L’inégalité de Hölder permet de

conclure que �:+1D̃ ∈ !
B?

:+1 (�).

Par induction, nous en déduisons que D̃ ∈ , :,
B?

: (�) pour tout 1 ≤ : ≤ B. Pour B

entier, ceci suffit déjà à conclure. Pour : < B < : + 1, nous revenons à l’identité

∇D̃ = (��(D̃))∗[∇D], et nous remarquons que ∇D ∈ , B−1,?(�) ∩ !B?(�) et (��(D̃))∗ ∈
, :,

B?

: (�)∩!∞(�), en utilisant à nouveau le théorèmede composition. LeThéorème 8.6

permet de conclure en observant que

1

B?
+

B−1

:
B?

:

=
1

?
. �

8.3 Le cas critique : quand le relèvement rencontre
l’extension

Le lecteur attentif aura constaté que dans le Chapitre 4, nous n’avons pas traité le

cas critique B? = <, contrairement à ce que nous avions fait pour les problèmes de

l’approximation et de l’extension. Ceci découle du fait que pour le relèvement, le cas
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critique ne suit pas directement de l’injection, B,? ⊂ VMO mais repose sur la théorie

du cas B ≥ 1, que nous avons présenté au début de ce chapitre. Avec ce résultat à

disposition, nous pouvons à présent traiter le problème du relèvement dans le cas

critique.

Proposition 8.7. Supposons que B? = < et que toutes les dérivées de (��)∗ sont bornées.
Pour toute D ∈, B,?(�;N), il existe D̃ ∈, B,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃.

Ce résultat est dû à Bourgain, Brezis etMironescu [9, Theorem 2] dans le cas oùN = �1

est revêtu par ℝ via l’application exponentielle, et à Bethuel et Chiron [6, Theorem 3]

dans le cas général. Notons qu’au vu des résultats obtenus dans le cas B ≥ 1, nous

avons déjà la conclusion de la Proposition 8.7 lorsque B ≥ 1 et< ≥ 2. Dans le cas< = 1

et B = 1, la théorie du cas sur-critique s’applique car l’injection de Morrey-Sobolev

pour B = 1 est valide jusqu’à l’exposant critique ? = 1 en dimension 1. Il reste donc

uniquement à traiter le cas 0 < B < 1. Nous suivons la démonstration proposée dans

les références qui précèdent. L’argument repose sur un résultat d’extension, qui est

construit sans être explicitement énoncé dans [9] et [6]. Forts des résultats obtenus

dans la Section 3.2, nous présentons la preuve en rendant explicite ce lien entre la

théorie du relèvement et celle de l’extension.

Nous allons nous reposer sur la Proposition 3.5. Nous aurons besoin de considérer

des valeurs de B plus générales que B = 1− 1

? . À cette fin, remarquons simplement que

lorsque E ∈, B,?(ℝ<), l’application + : ℝ< × (0, 1) → ℝ définie par +(G, C) = �C ∗ E(G)
satisfait + ∈ , B+ 1

? ,?(ℝ< × (0, 1)) dès que B ∉ ℕ ; voir par exemple [22, Lemma 15.47].

Dès lors, nous pouvons utiliser la Proposition 3.5 pour tout exposant B ∉ ℕ et pas

uniquement pour B = 1 − 1

? .

L’idée clé de la démonstration consiste à étendre successivement l’application D, ce

qui à chaque étape augmente sa régularité de
1

? . On poursuit ce procédé jusqu’à

obtenir une extension de régularité B ≥ 1, ce qui permet d’appliquer la théorie pré-

sentée dans les deux sections qui précèdent afin de relever cette extension. On revient

finalement à D en prenant successivement la trace pour obtenir un relèvement de

D.

Notons que dans la preuve qui va suivre, nous aurons besoin d’appliquer la théorie

des traces pour l’espace, B,?(�; Ñ) défini à partir de la distance géodésique sur Ñ .

Le lecteur pourra consulter l’article de Chiron [24] pour s’assurer que cela est bien

possible, de façon analogue à la théorie des traces classique.

Démonstration. Comme 0 < B < 1, en vertu de la discussion qui précède, la Pro-

position 3.5 assure l’existence de � > 0 et de D1 ∈ , B+ 1

? ,?(� × (0, �);N) telle que

tr� D1 = D. Quitte à dilater selon la dernière variable, nous pouvons supposer que

� = 1. Remarquons que nous avons (B + 1

? )? = B? + 1 = < + 1. Par conséquent,

si B + 1

? < 1, nous pouvons appliquer à nouveau la Proposition 3.5 pour obtenir
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D2 ∈ , B+ 2

? ,?(� × (0, 1)2;N) telle que tr�×(0,1) D2 = D1. On poursuit ce procédé jusqu’à

obtenir une application D9 ∈ , B+ 9

? ,?(� × (0, 1)9 ;N) pour le premier 9 ∈ ℕ∗ tel que

B + 9

? ≥ 1.

Comme (B + 9

? )? = B? + 9 = < + 9 ≥ 2, nous pouvons appliquer le Théorème 8.1 ou le

Théorème 8.3 pour obtenir D̃9 ∈ , B+ 9

? ,?(� × (0, 1)9 ; Ñ) tel que D9 = � ◦ D̃9 . On prend

alors 9 fois la trace – qui diminue la régularité de
1

? à chaque étape – pour obtenir

D̃ ∈ , B,?(�; Ñ) telle que D̃ = tr� D̃9 . Par la régularité de �, nous avons � ◦ D̃ = D, ce

qui montre que D̃ est bien le relèvement souhaité et achève la preuve. �

8.4 Le cas 0 < B < 1 : quand la compacité joue un rôle
crucial

Nous nous tournons à présent vers le cas 0 < B < 1. Si B? ≥ <, alors la théorie

des cas surcritique et critique s’applique et fournit une réponse positive au problème

du relèvement. Le cas B? < 1 admet également une réponse positive, mais la preuve

repose sur une caractérisation non triviale des espaces de Sobolev, et ne sera pas traitée

en détail dans ce travail ; voir [9] et [6] ou la section de commentaires et perspectives ci-

dessous. Le cas 1 ≤ B? < 2 se heurte quant à lui à l’obstruction topologique présentée

dans la Section 4.3, et la réponse au problème du relèvement y est donc toujours

négative. Seul le cas 2 ≤ B? < < échappe pour l’heure à notre analyse, et nous nous

proposons donc de le traiter dans cette section.

Nous allons voir que la compacité du revêtement Ñ y joue un rôle crucial. Elle peut

être caractérisée en termes du premier groupe d’homotopie de N : on a Ñ compacte

si et seulement si �1(N) est fini.

Avant de poursuivre avec le développement des résultats principaux de cette section,

nous nous arrêtons pour introduire un concept qui nous sera utile dans la suite de la

section, celui de rayon d’injectivité. Le lecteur pourra consulter [26, Section 13.2] pour

un exposé plus complet des notions de géométrie riemannienne qui vont suivre. Étant

donnée une variété riemannienne complèteℳ, pour tout ? ∈ ℳ, il existe � > 0 tel

que pour tout @ ∈ ℳ satisfaisant 3ℳ(?, @) ≤ �, il existe une unique géodésique de

longueur inférieure à � reliant ? à @. Cette géodésique est donc l’unique géodésique de
longueurminimale reliant ? à @, et sa longueur est 3ℳ(?, @). Siℳ est compacte, il existe

par conséquent un nombre, appelé rayon d’injectivité et noté inj(ℳ), tel que pour tous
?, @ ∈ ℳ satisfaisant 3ℳ(?, @) ≤ inj(N), il existe une unique géodésique de longueur
inférieure à inj(ℳ) reliant ? à @, qui est donc l’unique géodésique minimisante entre

? et @, de longueur 3ℳ(?, @).
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Exemple 8.8. Supposons queℳ est une sphère. Dans ce cas, deux points ?, @ ∈ ℳ
distincts mais non antipodaux sont toujours reliés par exactement deux géodésiques,

données par les deux portions du grand cercle passant par ? et @ délimitées par ces

deux points. La plus courte de ces deux géodésiques est de longueur inférieure à

la distance (calculée sur la sphère) entre deux points antipodaux, tandis que la plus

longue est de longueur supérieure à cette distance. On pourra donc choisir comme

rayon d’injectivité tout nombre strictement inférieur à la distance géodésique entre

deux points antipodaux.

Nous utiliserons le lemme suivant, qui assure que les revêtements de variétés rie-

manniennes préservent localement la distance géodésique ; voir par exemple [44,

Lemma 2.1].

Lemme8.9. Pour tous G̃, H̃ ∈ Ñ tels que 3Ñ (G̃ , H̃) ≤ inj(N), on a 3Ñ (G̃ , H̃) = 3N (�(G̃),�(H̃)).

Démonstration. Soit �̃ : [0, 1] → Ñ uneparamétrisationd’unegéodésiqueminimisante

entre G̃ et H̃, et posons � = �◦ �̃. Comme � est une isométrie locale, � est la paramétri-

sation d’une géodésique de �(G̃) à �(H̃), de longueur 3Ñ (G̃ , H̃) ≤ inj(N). Par définition
du rayon d’injectivité, nous déduisons que � est une géodésique minimisante de �(G̃)
à �(H̃), ce qui entraîne que 3Ñ (G̃ , H̃) = 3N (�(G̃),�(H̃)). �

8.4.1 Le cas compact : l’inégalité d’oscillation inverse

Lorsque le revêtement Ñ est compact, la condition B? ≥ 2 est à nouveau suffisante

pour garantir que la réponse au problème du relèvement est positive, en accord avec

tous les cas que nous avons considérés précédemment. Ce résultat est dû àMironescu

et Van Schaftingen [44, Theorem 1].

Théorème 8.10. Supposons que 0 < B < 1, 2 ≤ B? < < et que Ñ est compacte. Pour toute
D ∈, B,?(�;N), il existe D̃ ∈, B,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃.

Notre objectif dans ce travail est de présenter les étapes principales de leur raisonne-

ment, et nous renvoyons le lecteur à leur articlepour l’ensembledesdétails.

L’ingrédient principal est une élégante inégalité en dimension 1, appelée inégalité
d’oscillation inverse. À première vue, cette inégalité semble avoir peu de rapport avec

le problème qui nous occupe, mais elle s’avérera d’une importance capitale dans la

suite du raisonnement. Étant donnée 5 ∈ C0(�), où � ⊂ ℝ est un intervalle, on définit

l’oscillation de 5 sur l’intervalle [G, H] ⊂ � par

osc[G,H] 5 = max

[G,H]
5 −min

[G,H]
5 = max{| 5 (I) − 5 (C)| : I, C ∈ [G, H]}.

117



Théorème 8.11. Supposons que 1 < ? < +∞, 0 < B < 1 et B? > 1. Il existe � > 0 telle que
pour tout intervalle � ⊂ ℝ et toute 5 ∈ C0(�),∫

�

∫
�

(osc[G,H] 5 )?

|G − H |1+B?
dGdH ≤ �

∫
�

∫
�

| 5 (G) − 5 (H)|?

|G − H |1+B?
dGdH.

Le nomd’inégalité d’oscillation inverse provient du fait qu’on a toujours | 5 (G)− 5 (H)| ≤
osc[G,H] par définition, et l’inégalité opposée à l’inégalité ci-haut est donc trivialement

vérifiée avec � = 1.

Démonstration. Nous nous reposons sur l’inégalité de Morrey fractionnaire, voir par

exemple [43, Lemma 3] : pour tout
1

? < � < 1, il existe � > 0 dépendant uniquement

de � et ? telle que

|6(C) − 6(I)| ≤ � |C − I |�−
1

? |6 |,�,?((I,C)) pour tous −∞ < I < C < +∞ et 6 ∈ C0([I, C]).

Puisque B? > 1, on peut choisir
1

? < � < B, et on obtient

osc[G,H] 5 ≤ � |H − G |�−
1

? | 5 |,�,?((G,H)) pour tous G, H ∈ � avec G < H.

Dès lors,∫
�

∫
�

(osc[G,H] 5 )?

|G − H |1+B?
dGdH ≤ �1

∫
�

∫
�

(|H − G |�−
1

? | 5 |,�,?((G,H)))?

|G − H |1+B?
dGdH

≤ �2

∫
�

∫
�

∫
G<I<C<H

| 5 (C) − 5 (I)|?

(C − I)1+�?
1

(H − G)2+(B−�)?
dCdIdGdH.

Comme B − � > 0, on trouve∫
�

∫
�

G<I<C<H

1

(H − G)2+(B−�)?
dGdH ≤ �3

1

(C − I)(B−�)?
,

et donc ∫
�

∫
�

(osc[G,H] 5 )?

|G − H |1+B?
dGdH ≤ �4

∫
�

∫
�

| 5 (C) − 5 (I)|?

|C − I |1+B?
dIdC ,

ce qui achève la démonstration. �

De façon analogue, si ℳ est une variété et D ∈ C0(�;ℳ) avec � ⊂ ℝ, on définit

l’oscillation de D sur l’intervalle [G, H] ⊂ � par

osc[G,H] D = max{3ℳ(D(I), D(C)) : I, C ∈ [G, H]}.
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Si pour I ∈ [G, H] fixé on définit 5 (
) = 3ℳ(D(
), D(I)), on observe que | 5 (
) − 5 (�)| ≤
3ℳ(D(
), D(�)). En appliquant à 5 le raisonnement conduisant au Théorème 8.11, on

obtient le corollaire suivant.

Corollaire 8.12. Soitℳ une variété riemannienne connexe. Supposons que 1 < ? < +∞,
0 < B < 1 et B? > 1. Il existe � > 0 telle que pour tout intervalle � ⊂ ℝ et toute D ∈ C0(�;ℳ),∫

�

∫
�

(osc[G,H] D)?

|G − H |1+B?
dGdH ≤ �

∫
�

∫
�

3ℳ(D(G), D(H))?

|G − H |1+B?
dGdH.

L’étape suivante est d’obtenir une estimation a priori pour le relèvement dans le cas

où D est continue. Le point crucial est l’estimation en dimension 1 sur un inter-

valle.

Lemme 8.13. Supposons que 0 < B < 1, 1 < ? < +∞ et B? > 1. Supposons que Ñ est
compacte. Il existe une constante � > 0 telle que pour tout intervalle � ⊂ ℝ et pour toute
D ∈ C0(�;N), tout relèvement D̃ ∈ C0(�; Ñ) de D vérifie

|D̃ |, B,?(�;Ñ) ≤ � |D |, B,?(�;N).

Démonstration. D’une part, si G, H ∈ � sont tels que osc[G,H] D < inj(N), alors nous avons
3Ñ (D̃(G), D̃(H)) < inj(N). Le Lemme 8.9 entraîne donc que

3Ñ (D̃(G), D̃(H)) = 3N (D(G), D(H))) ≤ osc[G,H] D.

D’autre part, comme Ñ est compacte, on a 3Ñ (D̃(G), D̃(H)) ≤ �1 pour tous G, H ∈ �.
Mais si G, H ∈ � sont tels que osc[G,H] D ≥ inj(N), alors on trouve

3Ñ (D̃(G), D̃(H)) ≤ �1 ≤ �2 osc[G,H] D.

On en conclut que

3Ñ (D̃(G), D̃(H)) ≤ �3 osc[G,H] D pour tous G, H ∈ �.

Il suffit d’invoquer l’inégalité d’oscillation (Corollaire 8.12) surN pour conclure. �

Pour le cas général, on procède en deux temps. On commence par utiliser un argu-

ment de réduction de dimension reposant sur l’équivalence entre la semi-norme de

Gagliardo |D |?
,�,?((0,1)<) et la quantité

<∑
8=1

∫
(0,1)<−1

|D(G1, . . . , G8−1, ·, G8+1, . . . , G<)|?,�,?((0,1)) dG1 · · ·dG8−1dG8+1 · · ·dG< (8.1)
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pour 0 < � < 1 ; voir par exemple [1, Lemma 7.44]. Ceci permet d’obtenir un ana-

logue du Lemme 8.13 sur un cube en dimension <. Ensuite, on utilise une version

quantitative du Lemme 4.5 ([44, Lemma 3.5]) pour passer d’un résultat local sur

un cube à un résultat global. On obtient finalement le lemme suivant [44, Corol-

lary 3.6].

Lemme 8.14. Supposons que 0 < B < 1, 1 < ? < +∞ et B? > 1. Supposons que Ñ est
compacte. Soient $ ⊂ ℝ< tel que � ⊂ $ et D : $ → N . Soit � ⊂ $ une union finie
de portions d’hyperplans de dimension : ≤ < − 1 alignés avec les axes de coordonnées, et
supposons que D ∈ C0($ \ �;N). Alors, pour tout relèvement D̃ ∈ C0($ \ �; Ñ) de D, on a

|D̃ |, B,?(�;Ñ) ≤ � |D |, B,?($;N),

où � > 0 ne dépend que de B, ? et�.

Nous pouvons à présent procéder à la démonstration du Théorème 8.10. L’argument

clé est une utilisation classique d’estimation a priori, comme on en rencontre notam-

ment en théorie des équations aux dérivées partielles. On commence par approcher

une fonction D ∈ , B,?(�;N) que nous souhaitons relever par une suite de fonctions

continues en dehors d’un ensemble singulier. Pour ces fonctions, le théorie du relè-

vement continu s’applique, et l’estimation a priori que nous avons obtenue permet

d’obtenir de la compacité pour la suite des relèvements continus ainsi construits. Il

suffit alors d’extraire une sous-suite convergente et de s’assurer que, en passant à la

limite, on obtient un relèvement de régularité, B,?
pour D.

Démonstration du Théorème 8.10. Soit D ∈ , B,?(�;N). En utilisant le Lemme 1.4 pour

élargir � ainsi que le théorème d’approximation pour 0 < B < 1 – Théorème 5.13

– combiné à un argument diagonal, on trouve une suite de fonctions (D=)= telle que

D= ∈, B,?($= ;N), D= ∈ C0($= \�= ;N), D= → D dans, B,?(�;N) et (|D= |, B,?($= ;N))=∈ℕ
est bornée, où pour tout = ∈ ℕ, $= est un ouvert connexe contenant� et �= ⊂ $= est
une union finie de portions d’hyperplans de dimension < − [B?] − 1 alignés avec les

axes de coordonnées.

Comme B? ≥ 2, on a < − [B?] − 1 ≤ < − 3, ce qui permet de montrer que $= \ �=
est simplement connexe ; voir [44, Lemma 3.8]. Par conséquent, en vertu de la théorie

du relèvement pour les fonctions continues, chaque D= admet un relèvement D̃= ∈
C0($= \ �=). De plus, comme Ñ est compacte, le Lemme 8.14 s’applique et fournit

l’estimation a priori
|D̃= |, B,?(�;Ñ) ≤ �1 |D= |, B,?($= ;N) ≤ �2,

où les constantes ne dépendent que de B, ?,� et D.

Nous invoquons la compacité de l’injection !? ⊂ , B,?
pour déduire que la suite

(D̃=)=∈ℕ est compacte dans !?(�) – théorème de Rellich-Kondrashov – et à l’aide de

la réciproque partielle du théorème de convergence dominée, quitte à extraire une
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sous-suite si nécessaire, nous pouvons donc supposer qu’il existe D̃ ∈ !?(�) telle que
D̃= → D̃ presque partout. Le lemme de Fatou permet d’obtenir D̃ ∈ , B,?(�), et le fait

que D̃= ∈ Ñ presque partout combiné à la convergence D̃= → D̃ presque partout assure

que D̃ ∈ , B,?(�; Ñ). Quitte à extraire à nouveau une sous-suite, nous pouvons de

plus supposer que D= → D presque partout.

En passant à la limite dans l’identité D= = � ◦ D̃= , valide presque partout sur�, nous

obtenons donc D = � ◦ D̃, ce qui montre que D̃ est le relèvement souhaité pour D et

conclut la preuve. �

8.4.2 Le cas non compact : obstruction sur des demi-droites
géodésiques

Lorsque Ñ n’est pas compacte, un phénomène nouveau se produit. En effet, de nou-

velles obstructions de nature analytique surgissent et font obstacle au relèvement dans

toute la gamme1 ≤ B? < <, comme le stipule le théorèmesuivant.

Théorème 8.15. Supposons que 0 < B < 1, 1 ≤ B? < < et que Ñ est non compacte. Il existe
une application D ∈ , B,?(�;N) telle qu’il n’existe aucune application D̃ ∈ , B,?(�; Ñ)
satisfaisant D = � ◦ D̃.

Nous suivons le raisonnement de Bethuel et Chiron [6, Proposition 2], lui-même ins-

piré par les travaux de Bourgain, Brezis et Mironescu [9, Lemma 5]. Nous présentons

une version modifiée de l’argument qui permet de traiter le cas d’un revêtement ar-

bitraire, les deux références qui précèdent se plaçant dans le cadre du revêtement

universel.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans la Section 7.5, le cas modèle pour le cas non

compact est le revêtement de �1
par ℝ via l’application exponentielle, traité dans [9].

L’ingrédient clé de l’obstruction au relèvement est la fonction D̃ : �< → ℝ définie

par

D̃(G) = |G |−
 avec

< − B?
?

≤ 
 <
< − B?
B?

.

Nous avons observé que cette fonction satisfait D = e
iD̃ ∈ , B,?(�<

;�1) mais D̃ ∉

, B,?(�<
;ℝ). En utilisant ces propriétés ainsi qu’un résultat d’unicité du relèvement,

valide lorsque B? ≥ 1, on montre que D est une fonction de régularité, B,?
qui ne se

relève pas en une application, B,?
à travers l’application exponentielle. De plus, nous

avons montré que D ∈ �B,?(�<
;�1). Par une adaptation de l’argument utilisé dans la

Section 7.5, on peut montrer que l’application annoncée par le Théorème 8.15 appar-

tient à�B,?(�;N), justifiant la nature analytiquede l’obstruction.

La construction de D̃ repose de façon cruciale sur le fait qu’elle explose au voisinage

de 0. Afin de transporter cette construction vers un revêtement � : Ñ → N arbitraire,
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nous nous reposons sur le lemme suivant, qui garantit l’existence de demi-droites
géodésiques ; voir par exemple [6, Proposition 2, Step 1]. Lorsque Ñ n’est pas compacte,

onnepeut pas construire dedemi-droites géodésiques.Ceci expliqueque l’obstruction

analytique n’apparaisse que dans le cas non compact.

Lemme 8.16. Supposons que Ñ est non compacte. Pour tout 1̃ ∈ Ñ , il existe une application
continue 5 : [0,+∞) → Ñ telle que 3Ñ ( 5 (C), 5 (B)) = |C − B | pour tous C, B ∈ [0,+∞) et
5 (0) = 1̃.

Démonstration. Comme Ñ n’est pas compacte, il existe une suite (1̃=)=∈ℕ dans Ñ
telle que ℓ= = 3Ñ (1̃ , 1̃=) → +∞. Il existe une géodésique minimisante à vitesse unité

5= : [0, ℓ=] → Ñ de 1̃ à 1̃= , c’est-à-dire telle que 5=(0) = 1̃, 5=(ℓ=) = 1̃= et 3Ñ ( 5=(C), 5=(B)) =
|C−B | pour tous C, B ∈ [0, ℓ=]. En particulier, la famille { 5=}=∈ℕ est uniformément bornée

et équi-uniformément continue sur tout compact de [0,+∞), ce qui permet d’invoquer

le théorème de compacité d’Arzelà-Ascoli. Après extraction à l’aide d’un argument

diagonal, nous pouvons donc supposer qu’il existe 5 : [0,+∞) → Ñ continue telle que

5= → 5 uniformément sur tout compact de [0,+∞). En passant à la limite, on trouve

3Ñ ( 5 (C), 5 (B)) = |C − B | pour tous C, B ∈ [0,+∞) et 5 (0) = 1̃, ce qui montre que 5 est

l’application souhaitée. �

La construction de l’application D̃ dans le cas général s’obtient en effectuant la

construction décrite précédemment le long d’une demi-droite géodésique. Le lemme

suivant collecte les propriétés importantes de cette application ; voir par exemple [9,

Lemma 5] ou [6, Proposition 2, Step 2].

Lemme 8.17. Supposons que 1 ≤ B? < < et 0 < B < 1. Soit D̃ : �< → Ñ définie par

D̃(G) = 5 (|G |−
) avec
< − B?
?

≤ 
 <
< − B?
B?

,

où 5 : [0,+∞) → Ñ est une demi-droite géodésique. Nous avons D = � ◦ D̃ ∈ , B,?(�<
;N)

mais D̃ ∉, B,?(�<
; Ñ). En outre, ‖D‖, B,?(�<) est bornée indépendamment de 5 .

Démonstration. La preuve est analogue à celle dans le cas où N = �1
est muni du

revêtement par l’application exponentielle. En effet, nous avons D ∈ !∞(�<
;N) car

N est compacte, ainsi que |∇D(G)| ≤ 
 |G |−
−1
car 5 est 1-lipschitzienne. Ceci permet

de déduire que D ∈, B,?(�;N) à l’aide de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg comme

dans le cas du cercle, et comme ces estimations ne dépendent pas de 5 , on obtient en

outre que ‖D‖, B,?(�<) est bornée indépendamment de 5 .

D’autre part, comme 5 est géodésique, nous avons

|D̃ |, B,?(�<) =

∫
�<

∫
�<

3Ñ (D̃(G), D̃(H))?

|G − H |<+B? dGdH =

∫
�<

∫
�<

| |G |−
 − |H |−
 |?
|G − H |<+B? dGdH.

122



Cette dernière quantité est infinie d’après l’Exemple 3.4, ce qui permet de conclure

que D̃ ∉, B,?(�<
; Ñ). �

Par construction, l’application D que nous avons construite admet D̃ comme candidat

relèvement, mais D̃ n’est pas de régularité , B,?
. Néanmoins, rien n’assure que D

n’admet pas un autre relèvement, qui lui est de régularité, B,?
. Le dernier ingrédient

dans notre raisonnement, assurant que cela ne se produit pas, est un résultat d’unicité

du relèvement dans la gamme B? ≥ 1.

Proposition 8.18. Supposons que B? ≥ 1, et que � est connexe (mais pas nécessairement
simplement connexe). Soient D̃, Ẽ ∈, B,?

loc
(�; Ñ) telles que � ◦ D̃ = � ◦ Ẽ presque partout sur

�. Alors soit D̃ = Ẽ presque partout sur�, soit D̃ ≠ Ẽ presque partout sur�.

Nous allons utiliser sans preuve le fait que toute application de régularité, B,?
à va-

leurs dans {0, 1} est constante lorsque B? ≥ 1 ; voir par exemple [9, Theorem B.1]. En

dimension 1, cela suit de l’injection, B,? ⊂ VMO et du fait que l’image d’un ouvert

connexe par une application VMO est connexe ; voir [23, p.224]. Le passage en dimen-

sion arbitraire se fait par réduction de dimension, en utilisant l’équivalence entre la

semi-norme deGagliardo et la quantité définie à l’équation (8.1).

Notons le contraste avec la gamme B? < 1, où le lecteur pourra vérifier que l’espace

, B,?
contient par exemple toutes les fonctions indicatrices de cubes. Avec la carac-

térisation fournie par l’équation (8.1), il suffit de s’en assurer en dimension 1, où le

résultat est une conséquence directe du fait que G ↦→ |G − 0 |−
 est intégrable autour

de la singularité en 0 pour 
 < 1.

Démonstration de la Proposition 8.18. Nous pouvons supposer que D̃, Ẽ ∈ , B,?(�; Ñ),
le cas général suivant par un argument de connexité. Définissons 6 : �→ {0, 1} par

6(G) = 1

inj(N) min(3Ñ (D̃(G), Ẽ(G)), inj(N)).

Notons que si 3Ñ (D̃(G), Ẽ(G)) ≤ inj(N), alors 3Ñ (D̃(G), Ẽ(G)) = 3N (�(D̃(G)),�(Ẽ(G))) = 0

en vertu du Lemme 8.9, ce qui assure que 6 est bien à valeurs dans {0, 1}. En outre,

nous avons |6(G) − 6(H)| ≤ 1

inj(N)(3Ñ (D̃(G), D̃(H)) + 3Ñ (Ẽ(G), Ẽ(H))), ce qui assure que

6 ∈ , B,?(�). Dès lors, comme B? ≥ 1 et � est connexe, soit 6 = 0 presque partout

sur� et donc D̃ = Ẽ presque partout sur�, soit 6 = 1 presque partout sur� et donc

D̃ ≠ Ẽ presque partout sur�. �

Dans le cas où � : Ñ → N est le revêtement universel, on peut obtenir un résultat plus

fort que celui qui précède. En effet, tout revêtement universel est en particulier normal,
ce qui signifie que pour toute paire de points G̃, H̃ ∈ Ñ telle que �(G̃) = �(H̃), il existe
un automorphisme de revêtement qui envoie G̃ sur H̃, c’est-à-dire un homéomorphisme

� : Ñ → Ñ tel que � ◦ � = � et �(G̃) = H̃. Dans le cas d’un revêtement normal, un
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autre résultat d’unicité assure que deux applications D̃, Ẽ ∈ , B,?

loc
(�; Ñ) telles que

� ◦ D̃ = � ◦ Ẽ presque partout sur � coïncident à un automorphisme de revêtement

près, c’est-à-dire qu’il existe un homéomorphisme � : Ñ → Ñ tel que � ◦ � = �
et D̃ = Ẽ ◦ � sur � ; voir par exemple [44, Section 4]. Mais alors, si D̃ et D sont

définies comme dans le Lemme 8.17, l’application D ne peut admettre un relèvement

Ẽ ∈, B,?(�; Ñ). En effet, si tel était le cas, en vertu de la discussion qui précède, nous

aurions D̃ = Ẽ ◦ � ∈, B,?(�; Ñ), une contradiction.

Dans le cas d’un revêtement arbitraire, cette approche échoue, et nous ne pouvons

donc nous reposer que sur la Proposition 8.18. Ceci explique la nécessité de présenter

un argument modifié pour traiter le cas général. Notre raisonnement s’inspire de la

méthode de construction d’obstructions analytiques présentée au Chapitre 7. Comme

une seule obstruction le long d’une demi-droite géodésique n’est plus suffisante pour

construireuneapplicationD ∈, B,?(�;N)nepouvant être relevée, nous allons recoller
une infinité de telles obstructions, une au départ de chaque point de la fibre d’un

point 1 ∈ N fixé, afin de « saturer » tous les emplacements disponibles pour relever

l’application D que nous allons construire.

Démonstration du Théorème 8.15. Fixons 1 ∈ N . Comme � : Ñ → N est un revêtement

de variétés avec Ñ non compacte, l’ensemble des 1̃ ∈ Ñ tels que �(1̃) = 1 est dé-

nombrable, et on le note {1̃8}8∈ℕ. Pour � > 0 suffisamment réduit, il existe une suite

(08)8∈ℕ telle que ��2
−8 (08) ⊂ � pour tout 8 ∈ ℕ et ��2

−8 (08) ∩ ��2
−9 (0 9) = ∅ pour 8 ≠ 9.

Pour tout 8 ∈ ℕ, on invoque le Lemme 8.16 pour obtenir une demi-droite géodésique

58 : [0,+∞) → Ñ au départ de 1̃8 . Pour chaque 8 ∈ ℕ, on définit D̃8 : �→ Ñ en posant

D̃8(G) = 58(|�−1

2
8(G − 08)|−
 − 1) sur ��2

−8 (08), avec
< − B?
?

≤ 
 <
< − B?
B?

,

et en étendant par 1̃8 en dehors de ��2
−8 (08). Notons que le fait de retrancher 1 à

l’argument de 58 dans la définition de D̃8 assure qu’elle se recolle correctement sur le

bord de la boule ��2
−8 (08) et ne détruit pas les propriétés fournies par le Lemme 8.17.

On définit D : �→N par

D =

{
� ◦ D̃8 sur ��2

−8 (08),
1 sur� \⋃8∈ℕ ��2

−8 (08).

Le Lemme 8.17 assure que D̃8 ∉ ,
B,?(��2

−8 (08)), tandis qu’après une mise à l’échelle,

|D |, B,?(�) ≤ �1(�2
−8)<−B? . La propriété de recollement dénombrable pour les applica-

tions de Sobolev fractionnaires assure que

|D |, B,?(�) ≤ �2

∑
8∈ℕ
(�2
−8)<−B? < +∞,
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où nous avons utilisé le fait que B? < <. Comme N est compacte, on en conclut que

D ∈, B,?(�;N).

Supposons par l’absurde qu’il existe D̃ ∈ , B,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃. Comme

�(1̃8) = 1 pour tout 8 ∈ ℕ, nous avons � ◦ D̃ = � ◦ D̃8 sur � \
(
{08} ∪

⋃
9∈ℕ\{8}

��2
−9 (0 9)

)
,

qui est un sous-ensemble ouvert connexe de �. Puisque D̃8 ∉ , B,?(��2
−8 (08)) mais

D̃8 ∈ , B,?

loc
(� \ {08}), la Proposition 8.18 implique que D̃ ≠ D̃8 presque partout sur

� \
(
{08} ∪

⋃
9∈ℕ\{8}

��2
−9 (0 9)

)
, sans quoi nous aurions D̃ = D̃8 presque partout sur

� \
(
{08} ∪

⋃
9∈ℕ\{8}

��2
−9 (0 9)

)
et donc D̃8 ∈ , B,?(��2

−8 (08)). En particulier, nous avons

D̃ ≠ 1̃8 presque partout sur� \
( ⋃
9∈ℕ

��2
−9 (0 9)

)
pour tout 8 ∈ ℕ, une contradiction avec

le fait que � ◦ D̃ = D = 1 sur� \
( ⋃
9∈ℕ

��2
−9 (0 9)

)
. On conclut qu’un tel relèvement D̃ ne

peut exister, ce qui achève la preuve. �

8.5 Quand l’extension rencontre le relèvement

Dans la Section 8.3, nous avons vu comment des résultats d’extension peuvent être

utilisés afin d’obtenir des résultats de relèvement. Nous achevons ce chapitre par cette

courte section qui boucle la boucle, en montrant comment des résultats de relèvement

peuvent être employés pour déduire des résultats d’extension. Nous considérons ici

uniquement un résultat d’extension locale. Le résultat qui suit est dû à Mironescu et

VanSchaftingen [45, Theorem1.6],mais l’observationqu’onpeut obtenirune extension

à l’aide du relèvement remonte à Bethuel [4].

Théorème 8.19. Supposons que 3 ≤ ? < <, que � 9(N) = {0} pour tout 2 ≤ 9 ≤ [? − 1] et
que �1(N) est fini. Pour toute D ∈ ,1− 1

? ,?(�<−1
;N), il existe * ∈ ,1,?(�<−1 × (0, 1);N)

telle que tr* = D.

Ce résultat est exactement le Théorème 6.2 dû à Hardt et Lin, à ceci près qu’on permet

désormais au premier groupe d’homotopie de N d’être simplement fini plutôt que

trivial.

Démonstration. Soit� : Ñ → N le revêtement universel deN . Un résultat de topologie

assure que� 9(Ñ) = {0} pour tout 2 ≤ 9 ≤ [?−1] ; voir par exemple [35, Proposition 4.1]

ou [36, Proposition 6.1]. En outre, le revêtement universel étant connexe et simplement

connexe, nous trouvons que Ñ est [? − 1]-connexe. Comme (1 − 1

? )? = ? − 1 ≥ 2, le

Théorème 8.10 assure l’existence de D̃ ∈ ,1− 1

? ,?(�<−1
; Ñ) telle que D = � ◦ D̃. Le
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théorème d’extension dans le cas [? − 1]-connexe permet alors d’étendre D̃ en une

application *̃ ∈ ,1,?(�<−1 × (0, 1); Ñ) telle que tr *̃ = D̃. Il suffit de projeter cette

extension en posant* = � ◦ *̃ , et la continuité de la trace ainsi que la régularité de �
permettent de conclure que* ∈,1,?(�<−1 × (0, 1);N) et tr* = D. �

8.6 Commentaires et perspectives

8.6.1 Le cas B? < 1 : quand les fonctions constantes par morceaux
sont dans, B,?

Dans le cas B? < 1, la réponse auproblèmedu relèvement est toujourspositive.

Théorème 8.20. Supposons que B? < 1. Pour toute D ∈ , B,?(�;N), il existe D̃ ∈
, B,?(�; Ñ) telle que D = � ◦ D̃.

Ce théorème est dû à Bourgain, Brezis et Mironescu [9, Theorem 2] dans le cas oùN =

�1
est muni de son revêtement universel par ℝ, et à Bethuel et Chiron [6, Theorem 3]

dans le cas général. La preuve repose sur une caractérisation de , B,?
, valide dans

la gamme B? < 1. Nous n’entrerons pas dans les détails du raisonnement, mais

mentionnons l’ingrédient initial de l’argument.

Comme nous l’avons déjà évoqué, lorsque B? < 1, les fonctions plateau appartiennent

à , B,?
. Ce fait permet de travailler avec des fonctions constantes par morceaux, et

autorise donc le raisonnement suivant. On commence par étendre D par une constante,

ce qui préserve la régularité, B,?
dans la gamme B? < 1.Nous pouvons donc supposer

que � = (0, 1)< . On se donne une partition dyadique P= de � en cubes de côté 2
−=
,

et pour chaque G ∈ �, on pose

�=(D)(G) =
⨏
&=(G)

D,

où &=(G) est l’unique cube de P= contenant G. On se donne ensuite un voisinage

tubulaire O deN , et on pose

*=(G) =
{
�(�=(D)(G)) si �=(D)(G) ∈ O,
1 sinon,

où 1 ∈ N a été fixé arbitrairement. On peut montrer à l’aide du théorème de diffé-

rentiation de Lebesgue que �=(D) → D presque partout, et donc *= → D presque

partout.
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Comme *= prend un nombre fini de valeurs, on peut la relever « à la main » en

une fonction *̃= , en choisissant un élément de la fibre de chaque valeur de *= . De

plus, on peut réaliser cette construction en contrôlant l’écart entre *̃= et *̃=−1 par

l’écart entre *= et *=−1. En choisissant convenablement cet écart et en utilisant des

estimations , B,?
disponibles dans la gamme B? < 1, on peut montrer que *̃= → D̃

dans !?(�; Ñ) pour une certaine D̃ ∈ , B,?(�;N), qui s’avère être un relèvement de

D.

Avec ce résultat ajouté à la liste, nous avons la réponse complète au problème du

relèvement. Autrement dit, connaissant B, ?,N et Ñ , on peut déterminer avec certitude

si toute application D ∈ , B,?(�;N) se relève en une application D̃ ∈ , B,?(�; Ñ) ou
non. Remarquons que des trois problèmes que nous avons présentés dans cemémoire,

le problème du relèvement est le seul pour lequel une réponse complète est disponible

dans la théorie actuelle.

8.6.2 Quand le relèvement échoue : quelles fonctions peuvent être
relevées

Supposons être dans la gamme 1 ≤ B? < 2 avec < ≥ 2. Dans ce cas, nous savons – voir

le Théorème 4.7 – que la réponse au problème du relèvement est négative. Autrement

dit, il existe D ∈ , B,?(�;N) qui ne se relève pas en D̃ ∈ , B,?(�; Ñ). Une question

naturelle se pose alors : quelles applications D ∈ , B,?(�;N) peuvent tout de même

être relevées? Dans cette direction, nous nous contentons de mentionner le résultat

suivant, dû à Mironescu et Van Schaftingen [44, Theorem 3].

Théorème 8.21. Supposons que Ñ est compacte et que 0 < B < 1 avec 1 < B? < 2 ≤ <. Si
D ∈ �B,?(�;N), alors D peut être relevée en D̃ ∈, B,?(�; Ñ).

Autrement dit, ce théorème garantit qu’en l’absence d’obstructions topologiques (qui

font obstacle à l’approximation par des fonctions lisses), le relèvement est possible

dans la gamme 1 < B? < 2. Le lecteur est invité à comparer ce résultat avec le Théo-

rème 7.9, qui montre que lorsque B? = 1, des obstructions au relèvement surgissent

même en l’absence d’obstructions topologiques.

La preuve du Théorème 8.21 suit la stratégie de la preuve du Théorème 8.10, en

utilisant l’estimation a priori fournie par l’inégalité d’oscillation.

Une question analogue se pose pour les problèmes de l’approximation et de l’ex-

tension. Dans le cas où la réponse est négative, est-il possible de caractériser l’espace

�B,?(�;N), ou l’imagede l’opérateur tr : ,1,?(�;N) →,
1− 1

? ,?(%�;N)?

Dans le cas où N = �ℓ , ce type de problème peut être abordé entre autres à l’aide

de la notion de Jacobien. Ce concept fait l’objet de nombreux développements – voir
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par exemple le livre de Brezis et Mironescu [22] et les références qui s’y trouvent – et

l’aborder de façon détaillée nous emmènerait bien au-delà du cadre de ce travail, aussi

nousnous contenteronsd’endonnerunbref aperçupour éveiller la curiosité du lecteur

intéressé. Nous supposons que ℓ = 1. Le Jacobien d’une application D ∈ ,1,1
loc
(�;�1)

peut être défini comme la distribution

�D =
1

2

(
%G1

(
D ∧ %D

%G2

)
− %G2

(
D ∧ %D

%G1

))
,

où (01, 02) ∧ (11, 12) = 0112 − 0211.

SiD ∈ C∞(�;�1), alors �D = 0. Eneffet, puisqueD est lisse, on calcule que

�D =
%D

%G1

∧ %D

%G2

.

Comme D est à valeurs dans �1
, les vecteurs

%D
%G1

et
%D
%G2

sont colinéaires, ce qui entraîne

que �D = 0.

À l’inverse, reprenons une dernière fois notre exemple habituel défini sur �2
par

D(G) = G
|G | . On calcule que

D ∧ %D

%G2

(G) = −G2

|G |2 et D ∧ %D

%G1

(G) = G1

|G |2 ,

et onpeut alorsmontrer – voir par exemple [22, Remark 1.9] – que

�D = ��0,

où �0 est le delta de Dirac en 0. Cet exemple suggère que le Jacobien �D est connecté

à l’ensemble singulier de l’application D – ici par exemple, notre application D admet

une unique singularité topologique, localisée en l’origine, et le Jacobien détecte cette

singularité.

Le résultat suivant révèle que le Jacobien permet effectivement de caractériser la classe

�B,?(�;�1) ; voir par exemple [22, Theorem 10.4].

Théorème 8.22. Supposons que < ≥ 2, B ≥ 1 et 1 ≤ B? < 2. Soit D ∈ , B,?(�;�1). On a
D ∈ �B,?(�;�1) si et seulement si �D = 0.

Ceci n’est qu’un bref aperçu desmultiples connexions entre le Jacobien et les différents

problèmes que nous avons étudiés dans ce travail. Par exemple, il est possible d’ap-

profondir considérablement le lien entre �D et l’ensemble singulier de l’application D,

mais c’est une autre histoire. . .
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Conclusion

Ici s’achève notre périple au sein de ce domaine passionnant que sont les espaces de

Sobolev à valeurs variétés. Il nous a emmenés à la découverte d’une discipline où les

techniques de l’analyse classique côtoient désormais des concepts de géométrie diffé-

rentielle ainsi que de théorie de l’homotopie. Nous avons eu l’occasion de rencontrer

quelques-uns des problèmes fascinants soulevés par ces espaces de Sobolev à valeurs

variétés, et un certain nombre d’outils permettant de les aborder.

Le premier de ces outils est la projection sur le point le plus proche, qui permet d’avoir

recours à la théorie classique, quitte à détruire la contrainte variété, et ensuite ramener

nos constructions sur la cible. Dans la gamme B? > <, cette approche fonctionne

à merveille grâce à la grande régularité des applications de Sobolev garantie par

l’injection deMorrey-Sobolev. Lorsque B? = <, l’injection deMorrey-Sobolev échoue,

mais nous avons présenté la théorie des fonctions de moyenne évanescente qui offre

un substitut approprié dans ce cas critique. Nous avons finalement appris que le cas

sous-critique est quant à lui bien plus délicat.

Lorsque la topologie de la variété cible est suffisamment simple, nous avons expliqué

la méthode de la projection singulière, qui s’applique même dans le cas sous-critique

où les applications de Sobolev sont peu régulières, et permet de continuer à travailler

sur la cible. Sa mise en œuvre nous a demandé une belle combinaison de notions

issues de la topologie, la géométrie différentielle et l’analyse. Pour une variété gé-

nérale, nous avons été contraints de travailler sur le domaine, et les raisonnements

sont alors bien plus techniques. Un thème commun, sans pour autant vouloir y ré-

duire les différents arguments que nous avons présentés, consistait à effectuer des

décompositions du domaine et à étudier le comportement de nos fonctions sur des

sous-ensembles génériques de dimension inférieure où l’injection de Morrey-Sobolev

est applicable. Nous avons découvert que cela nécessite bien de la prudence et de

la précision, et que le quantificateur presque partout peut être source de nombreuses

subtilités.

Bien que se voulant une synthèse du domaine, ce mémoire est loin d’en fournir

une vision complète. Les sections de perpectives et commentaires fournissent au

lecteur des idées pour approfondir ses recherches, mais de nombreux autres thèmes

n’ont pas pu être évoqués dans ce travail. En faisant appel aux outils de la théorie

géométrique de la mesure, on pourra notamment chercher à donner un sens et à

étudier l’ensemble singulier des fonctions de Sobolev à valeurs variétés. Nous avons

vu que ces fonctions peuvent parfois être approchées par des fonctions lisses sauf sur
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un ensemble singulier, et il est donc naturel de s’interroger sur ce qu’il advient de cet

ensemble singulier lorsqu’on passe à la limite. Dans une autre direction, on pourra

combiner les outils de la théorie des espaces de Sobolev à valeurs variétés au calcul

des variations afin de considérer des problèmes deminimisation sur des variétés. Cela

est naturel dans le cadre des applications physiques que nous avions pourmotivation,

car il est courant que la configuration d’un système physique puisse être décrite en

minimisant une certaine énergie. Nous ne prétendons bien entendu pas donner une

liste exhaustive des pistes d’approfondissement.

La théorie elle-même est encore loin d’être achevée. Un aspect fascinant des espaces

de Sobolev à valeurs variétés est leur capacité à soulever des problèmes ouverts aisés à

comprendre pour le lecteur débutant, mais qui résistent depuis des dizaines d’années.

Comme nous avons eu l’occasion de l’évoquer, en ce qui concerne les problèmes

de l’approximation et de l’extension, ce qu’il advient dans certaines gammes des

paramètres reste à ce jour inconnu. Le problème de l’approximation faible, que nous

n’avons fait qu’effleurer, est lui aussi source de questions ouvertes. De nombreuses

pistes de généralisation existent également. Pour n’en citer qu’une, on pourra par

exemple chercher à étudier ce qui se produit si on relaxe les hypothèses sur la variété

cible, en particulier la compacité. À la connaissance de l’auteur, cela n’a été considéré

que pour le problème de l’approximation et avec des fonctions de Sobolev d’ordre

1.

Nous espérons que pour le lecteur, le voyage n’est pas terminé. Notre souhait est que

cette modeste synthèse ait suscité son intérêt pour ce domaine fascinant que sont

les espaces de Sobolev à valeurs variétés, et lui ait donné l’envie de poursuivre plus

avant son étude de cette discipline et, qui sait, de contribuer à la résolution d’un des

nombreux problèmes ouverts qu’elle soulève. Nous espérons que ce travail lui sera

utile pour aborder avec plus de facilité la littérature spécialisée.
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