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Introduction

Quoi de plus frustrant pour toute personne disposant d’une boite aux lettres électronique
de voir cette dernière envahie de « spams » provenant d’internautes malveillants ou de
personnes peu scrupuleuses s’adonnant à des pratiques telles que le « fishing » ? Heureu-
sement, la majorité des fournisseurs de boites mails disposent aujourd’hui d’algorithmes
de classification qui effectuent un premier tri des courriers électroniques qui nous sont
adressés. Néanmoins, ce tri n’est pas toujours correct et des erreurs sont parfois commises.
Un des rôles de la théorie de l’apprentissage statistique est de quantifier la probabilité de
survenance de telles erreurs [15] [7].

Par exemple, supposons que l’algorithme de tri se base sur d quantités liées au mail
(nombres de caractères, nombres d’espaces, etc.), notées X ∈ Rd, pour décider si celui-ci
est un spam ou non et qu’il associe à ces données un nombre Y ∈ {0, 1} (où 1 = « le mail
est un spam » et 0 = « le mail n’est pas un spam ») via une fonction de classification
g : Rd → {0, 1}. Nous dirons qu’il commet une erreur si g(X) 6= Y et, la probabilité
d’une telle erreur est donnée par le risque

L(g) := P(g(X) 6= Y ).

Le problème est que cette dernière quantité n’est pas explicitement calculable car elle
requiert la connaissance de la distribution jointe du couple (X, Y ), et, dans les cas
pratiques, nous disposons seulement d’exemples provenant du passé contenus dans un
échantillon (Xi, Yi)ni=1. Chercher une fonction de classification g qui minimiserait donc le
risque L(g) semble impossible... Une solution est de travailler avec le risque empirique
associé à l’échantillon donné par

L̂n(g) := 1
n

n∑
i=1

1{g(Xi) 6= Yi}.

Supposons que la fonction de classification g soit choisie au sein d’une classe (potentielle-
ment très large) G. Un algorithme pourrait alors simplement choisir une fonction g∗ (elle
n’est pas nécessairement unique) qui minimise L̂n parmi toutes les fonctions de G. Si
nous voulons quantifier la probabilité qu’une erreur soit commise par un tel algorithme,
nous nous apercevons rapidement (voir [15]) qu’une quantité d’intérêt est la déviation
maximale au sein de la classe

sup
g∈G

∣∣∣L̂n(g)− L(g)
∣∣∣.
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En particulier, nous cherchons à établir des résultats de la forme

P
(

sup
g∈G

∣∣∣L̂n(g)− L(g)
∣∣∣ ≥ t

)
≤ B(n, t),

pour n’importe quel t > 0, où B(n, t) est une borne indépendante de la distribution des
données. C’est un premier exemple de ce que nous appellerons inégalité de concentration
dans la suite.

De manière générale, le présent texte s’inscrit dans le cadre similaire de la théorie
des processus empiriques [28] indexés par une classe A (souvent infinie) de boréliens
de l’espace euclidien Rd. Nous étudions la mesure empirique associée à un échantillon
indépendant et identiquement distribué de données X1, . . . , Xn ∼ µ (où µ est une mesure
de probabilité inconnue sur Rd) donnée par

µn := 1
n

n∑
i=1

δXi .

Plus spécifiquement, nous établissons des bornes sur

P
(

sup
A∈A

∣∣∣µn(A)− µ(A)
∣∣∣ ≥ t

)
, (0.1)

avec, comme objectif, de développer des résultats adaptés au cadre des évènements rares,
où il sera supposé que la probabilité µ(A) de n’importe quel borélien de la classe A est
très petite (typiquement, nous avons en tête une probabilité de l’ordre 10−2 ou 10−3).
Notons que dans le cadre de la classification introduit ci-dessus, les données se présentent
sous la forme de couples (Xi, Yi)ni=1 dans l’espace Rd × {0, 1} et les ensembles de la
classe A correspondent aux ensembles {(x, y) ∈ Rd × {0, 1} : g(x) 6= y}, avec g ∈ G (ces
ensembles sont aussi appelés « errors sets » par Lugosi dans [15, p. 22]). L’hypothèse de
rareté des évènements A rencontrés se traduit également de manière directe en termes du
risque pour le problème de la classification : pour n’importe quel g ∈ G, le risque d’erreur
P(g(X) 6= Y ) est supposé très faible et nous cherchons, dans cette classe G, la meilleure
fonction de classification, en nous basant sur le risque empirique.

Afin de pouvoir développer cette théorie, un long chemin est nécessaire et nous en
expliquons maintenant les principales étapes au travers d’une description des différents
chapitres.

Le chapitre 1 s’intéresse au phénomène de concentration des sommes de variables aléa-
toires indépendantes bornées. Cela se translate directement au cas de la mesure empirique
associée à un échantillon indépendant car nµn(A) (pour un borélien A ∈ A fixé) est,
dans ce cas, une somme de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans [0, 1]. Nous
développons trois grandes inégalités classiques dans le domaine [6], toutes provenant
d’une même méthode connue sous le nom de méthode de Chernoff. Ce phénomène de
concentration s’observe également pour des fonctions de variables aléatoires indépen-
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dantes qui ne sont pas forcément des sommes. Les fonctions à différences finies satisfont
des propriétés similaires. Nous démontrons l’inégalité standard sur le sujet, connue sous
le nom d’inégalité des différences finies. Nous terminons le chapitre par quelques ex-
tensions des résultats précédents, nécessaires pour notre étude du cas des évènements
rares.

Le chapitre 2 montre que, si |A| = +∞, l’étude des probabilités liées à la déviation maxi-
male, comme dans (0.1), ne peut se faire sans une théorie additionnelle. Cette composante
manquante est précisément la théorie combinatoire de Vladimir Naumovitch Vapnik (né
en 1936) et d’Alexey Chervonenkis (1938–2014) [29]. Nous développons les concepts liés
à cette théorie de manière très détaillée, notamment au travers d’exemples bien plus
complets que ceux habituellement rencontrés dans la littérature (voir exemple 2.25). Nous
montrons ensuite comment une telle théorie permet d’obtenir des inégalités intéressantes
sur (0.1), même si la classe A est infinie. Cela nous a notamment permis, avec Johan
Segers, d’améliorer l’inégalité classique du domaine (voir théorème 2.17). La question
de la mesurabilité des objets rencontrés y est traitée avec grand soin, contrairement à
la littérature classique (voir remarque 2.1). Des comparaisons graphiques sont égale-
ment présentées afin d’aider le lecteur à percevoir l’impact des différentes techniques
utilisées.

Le chapitre 3 est consacré à l’adaptation des résultats obtenus dans le deuxième chapitre
lorsque nous nous plaçons dans le cas des évènements rares, un cadre motivé par la
théorie des valeurs extrêmes. De nombreuses inégalités sont démontrées et quasiment
toutes sont basées sur un lemme de conditionnement, initialement proposé dans [13],
sans démonstration. Nous en avons effectué la démonstration en détails et avons observé
que, malgré une apparente simplicité, une grande richesse se cache dans celle-ci. Tous
les résultats du chapitre sont principalement basés sur les travaux d’Anne Sabourin
et de Johan Segers dans [25]. Néanmoins, nous avons proposé diverses améliorations
et variations dans nos inégalités et espérons qu’à l’avenir, un article pourra naître
d’une future collaboration entre les différents auteurs. Des comparaisons graphiques sont
également proposées.

Dans chacun des chapitres, une grande attention est portée aux détails au sein des
démonstrations. L’auteur est fermement convaincu que, par souci de longueur, trop de
textes mathématiques sont imprécis sur de nombreux points, au détriment parfois de
la compréhension du lecteur ou de sa capacité d’auto-apprentissage. Pour cette raison,
tous les résultats présentés dans ce texte ont été rendus aussi explicites que possible
et l’auteur espère que le lecteur ne se sentira alors pas découragé par la longueur plus
conséquente de l’écrit.
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Chapitre 1

Inégalités classiques

Ce chapitre se base principalement sur [6, Chapitre 2, 3] et [15, Chapitre 1].

Partant du constat que l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev (théorème 1.2) est trop
faible pour décrire avec précision le phénomène de concentration de variables aléatoires
autour de leur moyenne, nous montrons comment l’améliorer dans diverses situations. La
section 1.1 traite des inégalités de concentration pour des sommes de variables aléatoires
indépendantes, un cas qui recouvre de nombreuses applications (ainsi en témoigneront
les chapitres suivants). La section 1.2 se veut un peu plus générale et présente certains
résultats quand la fonction n’est plus une somme, mais n’est pas trop sensible à la
modification d’un de ses arguments.

Une inégalité bien connue de la théorie des probabilités est l’inégalité de Markov (voir
par exemple [26, Exercice 3.6.1]) que nous rappelons ici.

Théorème 1.1 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire positive définie sur
un espace probabilisé (Ω,F ,P). Alors, pour tout t > 0,

P(X ≥ t) ≤ E[X]
t

.

Démonstration. Observons que pour tout t > 0, nous avons

t1{X ≥ t} ≤ X.

Prendre l’espérance de chaque coté permet de conclure. �

Il est alors aisé de déduire la célèbre inégalité de Bienaymé–Tchebychev.

Théorème 1.2 (Inégalité de Bienaymé–Tchebychev). Soit X une variable aléatoire
définie sur un espace probabilisé (Ω,F ,P), de variance finie. Alors, pour tout t > 0,

P(|X − E[X]| ≥ t) ≤ Var[X]
t2

.
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Démonstration. Il suffit d’utiliser l’inégalité de Markov comme suit :

P(|X − E[X]| ≥ t) = P
(
(X − E[X])2 ≥ t2

)
≤ E[(X − E[X])2]

t2
= Var[X]

t2
. �

Cette dernière inégalité fournit de l’information sur le comportement de X : elle assure
que la probabilité de trouver des valeurs de X écartées de sa moyenne de plus de t est
bornée par une certaine quantité en O(t−2). Ce résultat a l’avantage d’être très général
et fournit une borne simple à calculer (bien que dépendante de la distribution de X). Il
représente souvent un moyen facile pour montrer certaines convergences en probabilité.
Cependant, l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev est souvent un résultat très faible comme
le suggère l’exemple suivant.

Exemple 1.3 (Cas binomial). Soit X := n−1∑n
i=1Xi, où les Xi sont des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) suivant une loi de Bernouilli
de paramètre p, notée Be(p), définies sur le même espace probabilisé (Ω,F ,P). Alors, en
utilisant l’indépendance, nous déduisons facilement la variance de X :

Var[X] = 1
n2nVar[X1] = p(1− p)

n
.

En appliquant directement l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev, nous trouvons que pour
tout t > 0,

P
(∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

Xi − p
∣∣∣∣∣ ≥ t

)
≤ p(1− p)

nt2
.

Or, nous savons que le théorème de la limite centrale garantit la convergence

P
 1

n

∑n
i=1Xi − p√
p(1− p)/n

≥ t

 −→ 1− Φ(t),

quand n→ +∞, où Φ désigne la fonction de répartition d’une loi normale standard, i.e.

Φ(y) = 1√
2π

ˆ y

−∞
e−y2/2 dy.

Observons que pour tout x ∈ R, le théorème fondamental du calcul différentiel et intégral
implique

ˆ +∞

x

x√
2π

e−y2/2 dy ≤
ˆ +∞

x

y√
2π

e−y2/2 dy

= 1√
2π

ˆ +∞

x

d
dy

(
−e−y2/2

)
dy = 1√

2π
e−x2/2.
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Ainsi,

1− Φ(x) = 1√
2π

ˆ +∞

x

e−y2/2 dy ≤ 1
x
√

2π
e−x2/2. (1.1)

Donc pour n suffisamment large, nous nous attendons à trouver une borne de type
exponentielle, clairement bien plus forte que celle fournie par l’inégalité de Bienaymé–
Tchebychev.

Remarque 1.4 (Espaces probabilisés). Jusque-là, nous avons toujours spécifié l’espace
probabilisé sous-jacent aux variables aléatoires rencontrées. En particulier, il était sous-
entendu que l’espérance d’une variable aléatoire X définie sur (Ω,F ,P) correspond
simplement à l’intégrale de X par rapport à la mesure de probabilité P, i.e. E[X] :=´

Ω X(ω) dP(ω). Dans la suite, nous n’expliciterons plus forcément cet espace et il sera
toujours supposé que les variables aléatoires sont définies sur un même espace probabilisé,
noté par défaut (Ω,F ,P), à moins que nous ne spécifions explicitement le contraire.

1.1 Somme de variables aléatoires indépendantes

L’idée principale pour arriver à obtenir des inégalités de concentration assez fines repose
sur la méthode de Chernoff : nous remarquons que pour toute variable aléatoire réelle X
et pour tout λ > 0, l’inégalité de Markov implique

P(X ≥ t) = P(eλX ≥ eλt) ≤ E[eλX ]
eλt = mX(λ)

eλt ,

où l’on a défini mX(λ) := E[eλX ] la fonction génératrice des moments de X. Il est alors
possible de reformuler cette quantité en termes de la fonction génératrice des cumulants,
définie par ψX(λ) := log(mX(λ)), où log désigne, et désignera toujours dans la suite, le
logarithme népérien :

mX(λ)
eλt = eψX(λ)

eλt = e−(λt−ψX(λ)).

Comme λ > 0 n’est pas fixé, si l’on introduit la transformée de Cramer de X, définie
par

ψ∗X(t) = sup
λ>0

(λt− ψX(λ)) ,

nous obtenons la borne
P(X ≥ t) ≤ e−ψ∗X(t). (1.2)

Cette borne constitue la base des inégalités de concentration présentées dans cette
section. Elle est initialement développée par Herman Chernoff dans [9, Théorème 1]
pour étudier les queues de la loi binomiale. Avant de continuer, quelques remarques
s’imposent :

• Les fonctions génératrices des moments et des cumulants n’existent pas toujours.
Cependant, dans les cas qui nous intéresseront, nous traiterons souvent de variables
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aléatoires bornées et l’existence est alors vérifiée. L’inégalité (1.2) assure alors que
la queue de leur distribution décroit exponentiellement vers zéro.

• En appliquant l’inégalité de Hölder, nous observons facilement que la fonction
génératrice des cumulants est une fonction convexe. Ainsi, la transformée de Cramer
se compare immédiatement à la transformée de Fenchel–Legendre d’une fonction
convexe (excepté que le supremum est pris sur (0,+∞) et non R tout entier).

Pour se familiariser avec la méthode, considérons un premier exemple simple.

Exemple 1.5 (Cas normal). Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale de
moyenne 0 et de variance σ2, i.e. X ∼ N (0, σ2). Alors, il est bien connu que sa fonction
génératrice des moments est donnée par

mX(λ) = eλ2σ2/2.

Nous obtenons donc la fonction génératrice des cumulants ψ(λ) = λ2σ2/2. Il s’agit
clairement d’une fonction convexe et différentiable. Ainsi, la transformée de Cramer se
calcule très simplement par différentiation et vaut

ψ∗X(t) = t2/2σ2.

En conséquence, la méthode de Chernoff fournit la borne

P(X ≥ t) ≤ exp
(
−t2/2σ2

)
.

Comme attendu, la loi normale possède des queues exponentielles.

Nous souhaitons maintenant appliquer la méthode de Chernoff à des sommes de variables
aléatoires prenant des valeurs dans des intervalles bornés. Cela permet un contrôle de la
variance, comme montré dans le lemme suivant.

Lemme 1.6. Soit X une variable aléatoire réelle à valeurs dans l’intervalle [a, b] presque
sûrement (p.s.). Alors

Var[X] ≤ (b− a)2

4 .

Démonstration. Rappelons que la variance est solution du problème de minimisation
suivant

Var[X] = min
s∈R

E[(X − s)2],

où le minimum est atteint pour s = E[X] (voir par exemple [26], p. 41). Si nous choisissons
s = (a+ b)/2, le milieu de l’intervalle, nous obtenons donc

Var[X] ≤ E
(X − a+ b

2

)2
 .
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Comme X ∈ [a, b] p.s., avec probabilité 1 il ne peut être écarté du milieu de l’intervalle
de plus d’une demi-longueur, ainsi nous avons p.s.(

X − a+ b

2

)2

≤
(
b− a

2

)2

= (b− a)2

4 .

En combinant cette inégalité à la précédente, nous obtenons le résultat. �

Comme nous le verrons plus loin, ce contrôle de la variance peut se transposer en un
contrôle de la fonction génératrice des cumulants, qui, à son tour, permet de minorer la
transformée de Cramer.

Nous énonçons et démontrons trois grandes inégalités de concentration pour des sommes
de variables aléatoires bornées.

1.1.1 Inégalité de Hoeffding

Nous aurons besoin d’un lemme démontré par Wassily Hoeffding dans [20] (en particulier
il s’agit de l’inégalité (4.16) dans son papier). Nous reformulons son résultat en termes
de la fonction génératrice des cumulents afin de pouvoir directement fournir une borne
inférieure sur la transformée de Cramer.

Lemme 1.7 (Lemme de Hoeffding). Soit X une variable aléatoire réelle de moyenne
nulle, à valeurs dans [a, b] p.s. Alors, pour tout λ > 0,

ψX(λ) ≤ λ2(b− a)2

8 .

Démonstration. Nous utilisons sans démonstration les faits élémentaires suivants{
ψX(0) = 0
(ψX)′(0) = E[X] = 0.

Par le théorème de Taylor et la formule du reste de Lagrange, pour tout λ > 0, il existe
θ ∈ (0, λ) tel que

ψX(λ) = ψX(0) + (ψX)′(0)λ+ 1
2(ψX)′′(θ)λ2 = 1

2(ψX)′′(θ)λ2.

Pour conclure, il suffit d’exprimer (ψX)′′(θ) comme la variance d’une variable aléatoire
Z réelle gardant p.s. ses valeurs dans [a, b] et d’utiliser le lemme 1.6. Un calcul simple
montre que (il faut échanger dérivée et intégrale mais cela se justifie dans ce cadre)

(ψX)′′(θ) =
E[X2eθX ] E[eθX ]−

(
E[XeθX ]

)2

(E[eθX ])2 = E[X2eθX ]
E[eθX ] −

(
E[XeθX ]
E[eθX ]

)2

.

17



Nous prenons Z tel que pour toute fonction mesurable f : R→ R

E[f(Z)] = E[f(X)eθX ]
E[eθX ] .

Cette construction est connue sous le nom de changement de mesure exponentiel : l’idée
est de modifier la distribution de X par un facteur exponentiel et de normaliser. Cela se
voit en prenant f = 1A pour A un borélien de R :

P(Z ∈ A) = E[1{Z ∈ A}] = E[1{X ∈ A}eθX ]
E[eθX ] .

Remarquons que la variable aléatoire Z garde ses valeurs dans [a, b] p.s.

P(a ≤ Z ≤ b) = E[1{a ≤ Z ≤ b}] = E[1{a ≤ X ≤ b}eθX ]
E[eθX ] = 1,

car X ∈ [a, b] p.s. Le lemme 1.6 permet alors de conclure car

(ψX)′′(θ) = E[Z2]− (E[Z])2 = Var[Z] ≤ (b− a)2

4 . �

Théorème 1.8 (Inégalité de Hoeffding). Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires
réelles indépendantes telles que Xi ∈ [ai, bi] p.s. pour chaque i ∈ {1, . . . , n}. Si nous
notons Sn := ∑n

i=1Xi leur somme, nous avons les inégalités suivantes pour tout t > 0 :
P(Sn − E[Sn] ≥ t) ≤ exp

(
−2t2∑n

i=1(bi−ai)2

)
P(Sn − E[Sn] ≤ −t) ≤ exp

(
−2t2∑n

i=1(bi−ai)2

)
.

Une conséquence immédiate du théorème 1.8 est l’inégalité

P(|Sn − E[Sn]| ≥ t) ≤ 2 exp
(

−2t2∑n
i=1(bi − ai)2

)
, (1.3)

qui est elle-même souvent désignée par l’inégalité de Hoeffding.

Observons que la borne fournie par le théorème 1.8 est identique à celle du cas d’une
normale centrée (voir exemple 1.5) où la variance est donnée par σ2 = (1/4)∑n

i=1(bi−ai)2.
Cela va dans le sens attendu car nous utiliserons le lemme de Hoeffding (lemme 1.7) dans
la démonstration de ce théorème, qui lui-même est basé sur le lemme 1.6 qui garantit
que

Var[Sn] =
n∑
i=1

Var[Xi] ≤
1
4

n∑
i=1

(bi − ai)2.
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Avant de commencer la démonstration, rappelons que l’intérêt de travailler avec les
fonctions génératrices de moments et de cumulants pour des sommes de variables aléatoires
indépendantes est le suivant : en utilisant les mêmes notations que dans le théorème 1.8,
pour tout λ > 0  mSn(λ) = ∏n

i=1mXi(λ),
ψSn(λ) = ∑n

i=1 ψXi(λ).
(1.4)

Démonstration du théorème 1.8. Pour la démonstration, nous supposons que les Xi sont
tous de moyenne nulle. Cela évite de devoir définir de nouvelles variables Yi = Xi−E[Xi]
et de changer les intervalles [ai, bi]. Comme la borne obtenue ne fait intervenir que la
longueur des intervalles, cela ne constitue pas une perte de généralité. Par (1.4) et le
lemme de Hoeffding,

ψSn(λ) =
n∑
i=1

ψXi(λ) ≤ λ2

8

n∑
i=1

(bi − ai)2.

Comme expliqué auparavant, cela fournit une borne inférieure sur la transformée de
Cramer

ψ∗Sn(t) = sup
λ>0

(λt− ψSn(λ)) ≥ sup
λ>0

{
λt− λ2

8

n∑
i=1

(bi − ai)2
}
.

Par différentiation, nous trouvons que le supremum est atteint pour λ = 4t/∑n
i=1(bi−ai)2.

Ainsi,

sup
λ>0

{
λt− λ2

8

n∑
i=1

(bi − ai)2
}

= 2t2∑n
i=1(bi − ai)2 ,

et la méthode de Chernoff fournit la borne

P(Sn ≥ t) ≤ e−ψ∗Sn (t) ≤ exp
(

−2t2∑n
i=1(bi − ai)2

)
,

qui correspond à la première inégalité du théorème 1.8 dans le cas où les Xi sont centrés.
L’autre inégalité est immédiate en appliquant la première sur les variables aléatoires
Yi := −Xi. �

Si nous appliquons l’inégalité de Hoeffding dans le cas binomial de l’exemple 1.3, il faut
prendre [ai, bi] = [0, 1] et E[Xi] = p, pour tout i ∈ {1, . . . , n}. Il vient alors

P
(∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

Xi − p
∣∣∣∣∣ ≥ t

)
= P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi − np
∣∣∣∣∣ ≥ nt

)
≤ 2e−2n2t2/n = 2e−2nt2 ,

qui est un résultat bien meilleur que celui fournit par l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev.
Chernoff fournissait déjà cette borne pour la binomiale dans [9], et en ce sens, le
théorème 1.8 étend son résultat.
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La borne apparaissant dans l’inégalité de Hoeffding ne dépend pas de la distribution des
Xi et est donc particulièrement simple à calculer ; cependant, cela peut représenter un
désavantage. L’estimation de la variance utilisée (lemme 1.6) peut être trop grossière, et
nous aimerions obtenir également des bornes exponentielles faisant intervenir directement
la variance des Xi.

1.1.2 Inégalité de Bennett

Nous commençons par démontrer une inégalité due à George Bennett [4].

Lemme 1.9. Soit X une variable aléatoire réelle telle que |X| ≤ c p.s. pour c > 0. Alors
pour tout λ > 0,

ψX(λ) ≤ log
(

1 + λE[X] + E[X2]φ(cλ)
c2

)

≤ λE[X] + E[X2]φ(cλ)
c2 ,

où φ est définie sur R par φ(u) = eu − u− 1.

Démonstration. Commençons par observer que la fonction u ∈ R→ u−2φ(u) est crois-
sante. Cela se remarque directement en regardant son graphe, ou en calculant sa dérivée.
Cette fonction est bien définie en zéro par prolongement continu car φ(u) correspond à
l’exponentielle moins les deux premiers termes de son développement de Taylor en zéro
et se comporte donc en O(u2) lorsque u est proche de zéro.

Dès lors, pour λ > 0
eλX − λX − 1

X2 ≤ eλc − λc− 1
c2 .

Ainsi, en réarrangeant les termes et en prenant l’espérance, il vient

mX(λ) ≤ 1 + λE[X] + φ(λc)
c2 E[X2].

En passant au logarithme, nous trouvons la première inégalité. La seconde vient du fait
que log(1 + u) ≤ u. �

Théorème 1.10 (Inégalité de Bennett). Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles
indépendantes telles que |Xi| ≤ c p.s. pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, où c > 0. Si nous
notons Sn := ∑n

i=1Xi leur somme et σ2 := (1/n)∑n
i=1 Var[Xi] la somme normalisée des

variances, nous avons l’inégalité suivante pour tout t > 0,

P(Sn − E[Sn] ≥ t) ≤ exp
(
−nσ

2

c2 h
(
ct

nσ2

))
,
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où h est définie pour u ≥ 0 par h(u) = (1 + u) log(1 + u)− u.

Démonstration. Nous effectuons la démonstration dans le cas de variables centrées,
E[Xi] = 0, pour réduire les notations. Cela ne constitue pas une perte de généralité car
on peut toujours centrer les Xi sans changer la constante c.

Par (1.4) et par le lemme précédent, pour tout λ > 0,

ψSn(λ) =
n∑
i=1

ψXi(λ) ≤ φ(cλ)
c2

n∑
i=1

E[X2
i ] = φ(cλ)

c2 nσ2,

où φ est définie comme dans le lemme 1.9. Ayant une borne supérieure sur la fonction
génératrice des cumulants, nous déduisons une borne inférieure pour la transformée de
Cramer

ψ∗Sn(t) = sup
λ>0

(λt− ψSn(λ)) ≥ sup
λ>0

{
λt− φ(cλ)

c2 nσ2
}

= nσ2

c2 h
(
ct

nσ2

)
,

où le supremum est atteint pour λ = log(1 + ct/nσ2)/c. La méthode de Chernoff fournit
alors la borne

P(Sn ≥ t) ≤ e−ψ∗Sn (t) ≤ exp
(
−nσ

2

c2 h
(
ct

nσ2

))
,

ce qui correspond au résultat pour des variables Xi centrées. �

Malgré le fait que la borne obtenue soit plus précise que l’inégalité de Hoeffding, elle
est assez compliquée à utiliser en pratique et nous lui préférerons souvent l’inégalité de
Bernstein présentée ci-après.

1.1.3 Inégalité de Bernstein

Le résultat suivant est attribué à Sergei Natanovich Bernstein dans [5]. Comme l’explique
George Bennett dans [4], l’article original n’a pas été traduit et est quasiment impossible
à consulter. Nous le citons uniquement par souci de complétude.

Théorème 1.11 (Inégalité de Bernstein). Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires
réelles indépendantes telles que |Xi| ≤ c p.s. pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, où c > 0. Si
nous notons Sn := ∑n

i=1Xi leur somme et σ2 := (1/n)∑n
i=1 Var[Xi] la somme normalisée

des variances, nous avons l’inégalité suivante pour tout t > 0,

P(Sn − E[Sn] ≥ t) ≤ exp
(
− t2

2(nσ2 + ct/3)

)
.
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Démonstration. Le résultat découle immédiatement de l’inégalité de Bennett et de
l’inégalité

h(u) ≥ u2

2(1 + u/3) , (1.5)

où h est définie comme au théorème 1.10 et u ≥ 0.

Pour montrer (1.5), nous remarquons pour tout u ≥ 0,

h′(u) = log(1 + u) =
ˆ u

0

1
1 + t

dt.

Dès lors, en changeant l’ordre d’intégration, il vient

h(u) =
ˆ u

0
h′(s) ds =

ˆ u

0

ˆ s

0

1
1 + t

dt ds =
ˆ u

0

ˆ u

t

1
1 + t

ds dt =
ˆ u

0

(u− t)
1 + t

dt.

Supposons u > 0 (le cas u = 0 est immédiat). Il résulte du précédent calcul que nous
devons prouver l’inégalité

ˆ u

0

1
1 + t

2(u− t)
u2 dt ≥ 1

1 + u/3 . (1.6)

Un calcul simple montre que, peu importe u > 0, la fonction

t ∈ R 7→ f(t) := 2(u− t)
u2 1[0,u](t) ≥ 0

est une densité. Dès lors, l’inégalité (1.6) peut se réécrire

E
[ 1
1 + T

]
≥ 1

1 + E[T ] ,

pour T une variable aléatoire de densité f (en effet, E[T ] = u/3 pour une telle variable
aléatoire). La fonction x ∈ [0,+∞) 7→ 1/(1 + x) étant convexe, le résultat suit de
l’inégalité de Jensen. �

Historiquement, il est important de remarquer que ce résultat, ici présenté comme
une simple conséquence de l’inégalité de Bennett, a été démontré bien avant cette
dernière.

L’inégalité de Bernstein est évidemment un peu moins forte que la précédente, cependant,
la borne obtenue est plus simple à manipuler et fournit un contrôle souvent suffisant.
De plus, si nous supposons que tous les Xi proviennent de la même distribution et que
t = o(n), la borne est de l’ordre

e−(1+o(1)) t2
2σ2 , quand n→ +∞.
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Cela correspond à l’ordre attendu au regard du théorème de la limite centrale qui garantit
qu’asymptotiquement, la variable aléatoire Sn − E[Sn] se comporte comme une normale
N (0, σ2).

Observons que dans le cas de l’exemple 1.3, un contexte qui reviendra souvent dans la
suite, l’inégalité de Bernstein devient

P
(

1
n

n∑
i=1

Xi − p ≥ t

)
= P

(
n∑
i=1

Xi − np ≥ nt

)
≤ exp

(
− nt2

2(p(1− p) + t/3)

)
,

avec c = 1 et σ2 = p(1− p).

1.2 Fonctions à différences finies

Dans la section précédente, nous avons vu comment, grâce à la méthode de Chernoff
et à des bornes sur la fonction génératrice des cumulents, il est possible de fournir des
bornes exponentielles sur la probabilité qu’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes s’écarte de sa moyenne. L’idée de cette deuxième section est de généraliser ces
résultats, sous certaines hypothèses, pour des fonctions mesurables de variables aléatoires
indépendantes qui ne sont pas forcément des sommes.

1.2.1 Inégalité d’Efron-Stein

Nous considérons une fonction mesurable f : X n → R, où X est un espace mesurable
quelconque, et X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes à valeurs dans X . Nous
pouvons alors définir la variable aléatoire réelle

Z := f(X1, . . . , Xn).

Clairement, si les Xi étaient des variables aléatoires réelles et f(x1, . . . , xn) := ∑n
i=1 xi,

nous aurions que
Var[Z] =

n∑
i=1

Var[Xi],

et nous retombons dans les cas traités dans la première section. Afin de généraliser ces
résultats, nous observons que même si Z n’est pas une somme de variables aléatoires
réelles, nous pouvons borner sa variance de la manière suivante. L’origine de ce résultat
remonte au papier [12] d’Efron et Stein.

Théorème 1.12 (Inégalité d’Efron–Stein). Soit Z définie comme précédemment. Si

E(i)[Z] := E[Z|X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn]

23



désigne l’espérance conditionnelle de Z sachant X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn, alors

Var[Z] ≤
n∑
i=1

E
[
(Z − E(i)[Z])2

]
.

De plus, si X ′1, . . . , X ′n est une copie indépendante de X1, . . . , Xn, et si

Z ′i := f(X1, . . . , Xi−1, X
′
i, Xi+1, . . . , Xn),

alors
n∑
i=1

E
[
(Z − E(i)[Z])2

]
= 1

2

n∑
i=1

E
[
(Z − Z ′i)2

]
.

Ce résultat suggère de s’intéresser à une classe particulière de fonctions si l’on souhaite
obtenir une borne uniforme sur la variance de Z.

Définition 1.13 (Fonction à différences finies). Soit f : X n → R. Nous disons que f est
une fonction à différences finies s’il existe des constantes c1, . . . , cn ≥ 0 telles que pour
tout i ∈ {1, . . . , n},

sup
x1,...,xn∈X

x′i∈X

|f(x1, . . . , xn)− f(x1, . . . , xi−1, x
′
i, xi+1, . . . , xn)| ≤ ci.

Dès lors, si Z := f(X1, . . . , Xn), où f est une fonction à différences finies, le théorème 1.12
assure que

Var[Z] ≤ 1
2

n∑
i=1

E
[
(Z − Zi)2

]
≤ 1

2

n∑
i=1

c2
i .

La démonstration de l’inégalité d’Efron–Stein repose sur un lemme qui garantit que la
variance de Z peut être réécrite comme une somme de variances d’incréments d’une
martingale de Doob. (Si ce vocabulaire n’est pas familier au lecteur, il pourra consulter
[18], bien que cela ne soit pas nécessaire pour la suite.)

Lemme 1.14. Soit Z définie comme précédemment. Si nous notons

Ei[Z] := E[Z|X1, . . . , Xi],

l’espérance conditionnelle de Z sachant X1, . . . , Xi (où E0[Z] := E[Z]) et si

∆i := Ei[Z]− Ei−1[Z],

désigne les incréments de la martingale (Ei[Z])i=0,...,n associée à Z, alors

Var[Z] =
n∑
i=1

E[∆2
i ] =

n∑
i=1

Var[∆i].
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La suite de variables aléatoires (Yi := Ei[Z])i=0,...,n est effectivement une martingale de
Doob par rapport à la filtration Fi := σ(X1, . . . , Xi), où σ(X1, . . . , Xi) désigne la tribu
engendrée par les variables aléatoires X1, . . . , Xi, comme définie dans [26], p.60. En effet,
pour tout i ∈ {1, . . . , n− 1},

E[Yi+1|Fi] = E[Ei+1[Z]|X1, . . . , Xi] = E[E[Z|X1, . . . , Xi+1]|X1, . . . , Xi]
= E[Z|X1, . . . , Xi] = Ei[Z] = Yi,

où, pour le passage à la deuxième ligne, nous avons utilisé [18, Propriété 3], p.16.

Bien que ce formalisme ne soit pas essentiel dans notre cadre, il est important à men-
tionner car les résultats que nous présenterons dans cette section sont également dispo-
nibles en théorie des martingales avec des incréments bornés (voir l’inégalité d’Azuma,
[17, Théorème 3.10], nommée selon le mathématicien japonais Kazuoki Azuma (né
en 1939), qui généralise largement l’inégalité de concentration que nous exposerons
ici).

Démonstration du lemme 1.14. Observons que En[Z] = E[Z|X1, . . . , Xn] = Z et rappe-
lons que nous avons défini E0[Z] = E[Z]. Ainsi, nous pouvons réécrire l’écart entre Z et
sa moyenne de la manière suivante :

Z − E[Z] =
n∑
i=1

(Ei[Z]− Ei−1[Z]) =
n∑
i=1

∆i.

Dès lors,

Var[Z] = E
[
(Z − E[Z])2

]
= E

[
(∆1 + . . .+ ∆n)2

]
=

n∑
i=1

E
[
∆2
i

]
+ 2

∑
i<j

E [∆i∆j] .

Pour montrer le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que l’espérance des termes
croisés de la somme est nulle. Cela se fait aisément de la manière suivante : remarquons
que pour tout i < j,

Ei[∆j] = Ei [Ej[Z]− Ej−1[Z]] = Ei[Z]− Ei[Z] = 0.

Donc, pour tout i < j,

E [∆i∆j] = E [Ei[∆i∆j]] = E [∆i Ei[∆j]] = 0,

ce qui conclut la démonstration de la première égalité. La seconde suit du fait que pour
tout i ∈ {1 . . . , n}, nous avons E[∆i] = 0. �

Démonstration du théorème 1.12. Par le lemme 1.14,

Var[Z] =
n∑
i=1

E[∆2
i ] =

n∑
i=1

E
[
(Ei[Z]− Ei−1[Z])2

]
.

25



Si pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, nous notons µi la distribution sur X associée à Xi, alors
le théorème de Fubini assure que

Ei

[
E(i)[Z]

]
=
ˆ
Xn−i

(ˆ
X
f(X1, . . . , Xi−1, xi, . . . , xn) dµi(xi)

)
dµi+1(xi+1) . . . dµn(xn)

=
ˆ
Xn−(i−1)

f(X1, . . . , Xi−1, xi, . . . , xn) dµi(xi) . . . dµn(xn) = Ei−1[Z].

Ainsi, par l’inégalité de Jensen pour les espérances conditonnelles,

Var[Z] =
n∑
i=1

E
[
(Ei[Z]− Ei−1[Z])2

]
=

n∑
i=1

E
[(

Ei

[
Z − E(i)[Z]

])2
]

≤
n∑
i=1

E
[
Ei

[(
Z − E(i)[Z]

)2
]]

=
n∑
i=1

E
[(
Z − E(i)[Z]

)2
]
.

Pour montrer l’autre partie du théorème, nous remarquons que, conditionnellement
à X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn, les variables aléatoires Z et Z ′i sont indépendantes et
identiquement distribuées. Nous observons également que si X et Y sont deux variables
aléatoires i.i.d. à valeurs dans X , alors

Var[X] = 1
2 E

[
(X − Y )2

]
.

En effet, partant du membre de droite, comme E[X − Y ] = 0,

1
2 E

[
(X − Y )2

]
= 1

2 Var[X − Y ] = 1
2 (Var[X] + Var[Y ]− 2 Cov[X, Y ]) = Var[X],

où la dernière inégalité vient directement du fait que X et Y sont i.i.d. Par conséquent,
en travaillant conditionnellement à X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn, nous obtenons, par le
raisonnement qui précède,

E(i)
[
(Z − E(i)[Z])2

]
=: Var(i)[Z] = 1

2 E(i)
[
(Z − Z ′i)2

]
.

Et finalement, il vient
n∑
i=1

E
[
(Z − E(i)[Z])2

]
=

n∑
i=1

E
[
E(i)

[
(Z − E(i)[Z])2

]]
= 1

2

n∑
i=1

E
[
E(i)

[
(Z − Z ′i)2

]]
= 1

2

n∑
i=1

E
[
(Z − Z ′i)2

]
. �

Il est intéressant de noter que si les Xi sont toutes des variables aléatoires réelles et si
Z = f(X1, . . . , Xn) := ∑n

i=1Xi, alors la borne sur la variance proposée par l’inégalité
d’Efron–Stein devient une égalité et est donc optimal dans ce sens.
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1.2.2 Inégalités des différences finies

Si f est une fonction à différences finies, nous pouvons fournir, au-delà d’un contrôle sur
la variance, des inégalités de concentration exponentielles pour Z. Commençons par une
extension de l’inégalité de Hoeffding.

Théorème 1.15 (Inégalité des différences finies). Soient X1, . . . , Xn des variables aléa-
toires indépendantes à valeurs dans X et Z := f(X1, . . . , Xn), où f : X n → R est une
fonction à différences finies. Alors pour tout t > 0,

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ exp
(
−2t2∑n

i=1 c
2
i

)
,

P(Z − E[Z] ≤ −t) ≤ exp
(
−2t2∑n

i=1 c
2
i

)
.

L’inégalité des différences finies généralise l’inégalité de Hoeffding car, sous les mêmes
hypothèses que dans le théorème 1.8, nous pouvons prendre ci = bi − ai et nous retrou-
vons la même borne. Dès lors, il n’est pas étonnant que la démonstration du théorème
1.12 soit très similaire à celle de l’inégalité de Hoeffding. Nous commençons par un
lemme qui correspond au lemme de Hoeffding (lemme 1.7) pour les espérances condition-
nelles.

Lemme 1.16. Soient X et Y deux variables aléatoires, où X est supposée à valeurs
dans R. Si E[X|Y ] = 0 p.s. et s’il existe une fonction h et une constante c ≥ 0 telles que

h(Y ) ≤ X ≤ h(Y ) + c,

alors pour tout λ > 0,

E
[
eλX |Y

]
≤ exp

(
λ2c2

8

)
.

L’idée est d’appliquer ce lemme avec X := ∆i et Y := (X1, . . . , Xi−1) pour chaque
i ∈ {1, . . . , n}. La démonstration du lemme 1.14 a en effet révélé que pour tout i < j,
nous avons Ei[∆j ] = 0. Ces choix pour X et Y vérifient donc bien E[X|Y ] = Ei−1[∆i] = 0.
En utilisant la décomposition Z − E[Z] = ∑n

i=1 ∆i, cela permettra de fournir une borne
sur la fonction génératrice des cumulants de Z − E[Z].

Démonstration du lemme 1.16. Remarquons que nous pouvons réécrire le lemme de
Hoeffding (lemme 1.7) de la manière suivante : si X est une variable aléatoire de moyenne
nulle à valeurs dans [a, b], alors

E
[
eλX

]
≤ exp

(
λ2(b− a)2

8

)
.
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Or, il suit directement des hypothèses choisies ici que X|Y est de moyenne nulle p.s.
et est à valeurs dans un intervalle de longueur c. La conclusion suit donc du lemme de
Hoeffding. �

Démonstration du théorème 1.15. Rappelons que

∆i = Ei[Z]− Ei−1[Z] =: g(X1, . . . , Xi).

Si nous définissons h(X1, . . . , Xi−1) := infx∈X g(X1, . . . , Xi−1, x), il est alors clair que

h(X1, . . . , Xi−1) ≤ ∆i.

Comme f est supposée à différences finies, nous avons également que

sup
x∈X

g(X1, . . . , Xi−1, x) ≤ inf
x∈X

g(X1, . . . , Xi−1, x) + ci,

pour une certaine constante ci ≥ 0. En effet, g ne dépend de Xi que via Ei[Z] qui,
clairement, est également une fonction à différences finies de X1, . . . , Xi avec les mêmes
constantes ci que f . Dès lors,

∆i = g(X1, . . . , Xi) ≤ sup
x∈X

g(X1, . . . , Xi−1, x) ≤ h(X1, . . . , Xi−1) + ci.

Par le lemme précédent, avec X et Y choisis comme annoncé, il vient

Ei−1
[
eλ∆i

]
≤ exp

(
λ2c2

i

8

)
,

pour chaque i ∈ {1, . . . , n} et pour tout λ > 0. En utilisant la décomposition Z −E[Z] =∑n
i=1 ∆i et en conditionnant, il est alors simple de montrer par récurrence que pour tout

λ > 0,
ψZ−E[Z](λ) ≤ λ2∑n

i=1 c
2
i

8 .

En effet, pour n = 1, nous avons

ψZ−E[Z](λ) = log
(
E
[
eλ(Z−E[Z]

])
= log

(
E
[
eλ∆1

])
= log

(
E0
[
eλ∆1

])
≤ λ2c2

1
8

Pour n > 1, si nous supposons que le cas n− 1 vérifié, il suffit de conditionner comme
suit :

ψZ−E[Z](λ) = log
(
E
[
eλ(Z−E[Z]

])
= log

(
E
[
eλ
∑n

i=1 ∆i

])
= log

(
E
[
n∏
i=1

eλ∆i

])

= log
(

E
[
En−1

[
n∏
i=1

eλ∆i

]])
= log

(
E
[
n−1∏
i=1

eλ∆i En−1
[
eλ∆n

]])
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≤ log
(

exp
(
λ2c2

n

8

)
E
[
n−1∏
i=1

eλ∆i

])
= λ2c2

n

8 + log
(

E
[
n−1∏
i=1

eλ∆i

])

≤ λ2c2
n

8 + λ2∑n−1
i=1 c

2
i

8 = λ2∑n
i=1 c

2
i

8 .

Dès lors, comme dans le cas des sommes de variables indépendantes, nous obtenons une
borne inférieure sur la transformée de Cramer,

ψ∗Z−E[Z](t) = sup
λ>0

(λt− ψZ−E[Z](λ)) ≥ sup
λ>0

(
λt− λ2∑n

i=1 c
2
i

8

)
.

Nous trouvons que le supremum est atteint pour λ = 4t/∑n
i=1 c

2
i . Ainsi,

sup
λ>0

(
λt− λ2∑n

i=1 c
2
i

8

)
= 2t2∑n

i=1 c
2
i

,

et la méthode de Chernoff fournit la borne attendue

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ e−ψ
∗
Z−E[Z](t) ≤ exp

(
−2t2∑n
i=1 c

2
i

)
.

Pour l’autre inégalité, il suffit d’appliquer le raisonnement précédent à la variable aléatoire
Z̃ = −f(X1, . . . , Xn) car −f est également une fonction à différences finies avec les mêmes
constantes ci. �

Comme nous le verrons dans la suite, l’inégalité des différences finies possède de nom-
breuses applications. Néanmoins, cette hypothèse peut sembler restrictive et le lecteur
pourrait apprécier la lecture de [6, Chapitre 6] qui présente comment l’hypothèse peut
être relaxée. Par exemple, les écarts de la fonction en changeant la valeur de la variable xi
peuvent être bornés par des constantes ci(x(i)), dépendant de (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn),
à condition que la somme de ces constantes ne soit pas trop grande. Les démonstrations
se basent sur la sous-additivité de l’entropie (la version continue de l’entropie de Shannon
utilisée en théorie de l’information). Cette méthode de démonstration nécessite l’intro-
duction de certaines quantités et résultats qui ne seront plus utilisés dans la suite de ce
texte. Nous lui avons donc préféré l’alternative proposée par [15].

De nombreuses possibilités existent pour démontrer le théorème 1.15. Nous en mentionnons
une que nous avons particulièrement appréciée, qui utilise un argument de transport
optimal [24, Théorème 5.1].

1.2.3 Extensions

Dans le chapitre 3, nous aurons également besoin d’une inégalité similaire au théo-
rème 1.15 faisant intervenir directement la variance dans la borne, comme les inégalités
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de Bennett (théorème 1.10) et de Bernstein (théorème 1.11). Nous présentons les résul-
tats dans un cadre ne nécessitant pas l’hypothèse des différences finies, bien que cette
hypothèse puisse être utile si nous souhaitons borner les quantités apparaissant dans les
inégalités.

Comme pour l’inégalité des différences finies, l’extension de l’inégalité de Bennett re-
pose sur un lemme correspondant au lemme 1.9 pour les espérances conditionnelles.

Lemme 1.17. Soient X et Y deux variables aléatoires, où X est supposée réelle. Si
E[X|Y ] = 0 et si |X| ≤ c p.s. pour un certain c > 0, alors pour tout λ > 0,

E
[
eλX |Y

]
≤ exp

(
Var[X|Y ]φ(cλ)

c2

)
,

où Var[X|Y ] := E[X2|Y ]− (E[X|Y ])2 désigne la variance conditionnelle et φ est définie
comme dans le lemme 1.9.

La démonstration, de la même manière que celle du lemme 1.16, est identique à celle du
lemme 1.9 appliqué à X|Y .

En prenant X := ∆i = Ei[Z] − Ei−1[Z] et Y := (X1, . . . , Xi−1) et en utilisant la
décomposition Z − E[Z] = ∑n

i=1 ∆i comme pour la démonstration de l’inégalité des
différences finies, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 1.18. Soient X1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes à valeurs
dans X et Z := f(X1, . . . , Xn), où f : X n → R est une fonction mesurable. Si

σ :=
n∑
i=1

sup
x1,...,xi−1∈X

Var[∆i|X1 = x1, . . . , Xi−1 = xi−1],

et (par un léger abus de notation)

c := max
i=1,...,n

sup
x1,...,xi−1∈X

sup
x∈X

∆i(x1, . . . , xi−1, x),

alors pour tout t > 0,

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ exp
(
− σ
c2h

(
ct

σ

))
,

où h est définie comme dans l’inégalité de Bennett.

Démonstration. Soit i ∈ {1, . . . , n}. Il suit du lemme précédent avec X = ∆i et Y :=
(X1, . . . , Xi−1) que pour tout λ > 0,

Ei−1
[
eλ∆i

]
≤ exp

(
Var[∆i|X1, . . . , Xi−1] φ(cλ)

c2

)
≤ exp

(
σi
φ(cλ)
c2

)
,
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où σi := supx1,...,xi−1∈X Var[∆i|X1 = x1, . . . , Xi−1 = xi−1]. En utilisant la décomposition
Z − E[Z] = ∑n

i=1 ∆i et une démonstration par récurrence tout à fait similaire à celle
présentée dans la preuve de l’inégalité des différences finies, nous obtenons

ψZ−E[Z](λ) ≤ φ(cλ)
c2

n∑
i=1

σi = φ(cλ)
c2 σ.

Comme précédemment, cette borne se traduit en une borne inférieure sur la transformée
de Cramer,

ψ∗Z−E[Z](t) = sup
λ>0

(λt− ψZ−E[Z](λ)) ≥ sup
λ>0

(
λt− φ(cλ)

c2 σ

)
= σ

c2h
(
ct

σ

)
,

La méthode de Chernoff assure que pour tout t > 0,

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ exp
(
− σ
c2h

(
ct

σ

))
. �

En réutilisant l’inégalité (1.5), nous obtenons un résultat similaire à l’inégalité de Bern-
stein. Il est également présenté chez [13, Proposition 11].

Théorème 1.19. Sous les mêmes hypothèses et en utilisant les mêmes notations que
dans le théorème précédent, nous avons, pour tout t > 0,

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ exp
(
− t2

2(σ + ct/3)

)
.

Comme pour l’inégalité des différences finies, ces résultats peuvent être obtenus via des
méthodes de théorie de l’information. Si le lecteur est intéressé, il pourra par exemple
consulter [8, Chapitre 9].
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Chapitre 2

Mesures empiriques

Ce chapitre se base principalement sur [15, Chapitre 1], [7] et [10, Chapitre 12 et 13].

Dans le chapitre 1, nous avons vu que si Y1, . . . , Yn sont des variables aléatoires i.i.d. de
même loi Be(p), alors l’inégalité de Hoeffding (théorème 1.8) permet d’obtenir l’inégalité
de concentration

P
(

1
n

n∑
i=1

Yi − p ≥ t

)
≤ e−2nt2 ,

pour tout t > 0. En particulier, si nous disposons d’un échantillon i.i.d. de données
X1, . . . , Xn de même distribution µ, où µ est une mesure de probabilité sur Rd, alors,
pour A un borélien de Rd, les variables aléatoires Yi := 1{Xi ∈ A} (qui correspondent
simplement, pour ω ∈ Ω fixé, à la fonction indicatrice de A appliquée à Xi(ω)) sont
i.i.d. de même loi Be(µ(A)). Ainsi, en définissant µn(A), la mesure empirique de A,
par

µn(A) := 1
n

n∑
i=1

Yi = 1
n

n∑
i=1

1{Xi ∈ A},

nous avons les inégalités

P
(
µn(A)− µ(A) ≥ t

)
≤ e−2nt2 ,

et
P
(
µn(A)− µ(A) ≤ −t

)
≤ e−2nt2 ,

pour tout t > 0. Autrement dit, la mesure empirique µn(A) est fortement concentrée
autour de sa moyenne, µ(A). Supposons maintenant que nous ayons une classe A de
boréliens de Rd (notés B(Rd)), qui sera toujours supposée non vide dans la suite, et que
nous souhaitions étudier la déviation maximale entre la mesure empirique et sa moyenne
au sein de la classe, i.e. que nous soyons intéressés par la quantité

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| . (2.1)

La seule chose que nous puissions dire grâce au chapitre 1 est que, si la classe A est de
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cardinalité finie, disons N , alors

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
= P

(
∃A ∈ A : |µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ P

( ⋃
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤
∑
A∈A

P (|µn(A)− µ(A)| ≥ t)

≤ 2Ne−2nt2 .

Par conséquent, dès que la classe A contient une infinité de boréliens de Rd, la théorie du
chapitre 1 ne permet plus d’obtenir des bornes sur la probabilité d’intérêt.

Dans ce second chapitre, nous montrons comment, en utilisant certaines quantités
combinatoires liées à la classe A, il est possible de fournir des bornes intéressantes
sur cette probabilité. Ces quantités proviennent de la théorie de Vapnik–Chervonenkis
due à Vladimir Naumovitch Vapnik et Alexey Chervonenkis dans [29]. Elle est surtout
développée pour l’apprentissage statistique, comme expliqué dans l’introduction (ou, par
exemple, chez [7]). Néanmoins, l’approche que nous suivrons est purement probabiliste.
La section 2.1 introduit les quantités combinatoires qui seront utilisées dans la suite,
la section 2.2 présente les inégalités et les comparaisons graphiques se situent dans la
section 2.3.

Remarque 2.1 (Mesurabilité). À ce stade, le lecteur averti peut se soucier de la mesurabilité
des quantités qui seront étudiées dans ce chapitre (et dans le chapitre suivant) ; par
exemple, (2.1) n’est pas une variable aléatoire si A n’est pas dénombrable. Une solution
possible est de travailler avec des probabilités extérieures qui sont définies, même pour
des ensembles non mesurables : si nous disposons d’un espace probabilisé (Ω,F ,P), alors
pour n’importe quel E ⊂ Ω, nous définissons sa probabilité extérieure par

P∗(E) := inf {P(F ) : E ⊂ F, F ∈ F} ,

et il est alors, par exemple, possible de montrer ([28, Lemme 1.2.3]) que l’infimum est
atteint par un ensemble F ∗ ∈ F . De la même manière, l’espérance extérieure peut être
définie pour une fonction arbitraire T : Ω→ R, pas nécessairement mesurable, par

E∗[T ] := inf {E[U ] : U ≥ T, U : Ω→ R mesurable et E[U ] existe} .

Le premier chapitre de [28] traite en détails la convergence en distribution (et d’autres
modes de convergence) dans ce cadre de non mesurabilité, en pointant les similitudes et
les différences avec la théorie classique. Par exemple, le théorème de Fubini qui permet les
arguments de conditionnement ultérieurement utilisés n’est plus valide en toute généralité
([28, Lemme 1.2.6 et Lemme 1.2.7]). Dès lors, cette approche n’est pas celle que nous
suivrons dans la suite. Nous effectuerons l’hypothèse additionnelle sur A qu’il existe une
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collection au plus dénombrable A0 ⊂ A telle que pour tout A ∈ A, il existe une suite
(An)n∈N ⊂ A0 qui satisfait

lim
n→+∞

1An(x) = 1A(x), (2.2)

pour n’importe quel x ∈ Rd. Dans le langage de [28, Exemple 2.3.4], cela correspond
à demander que la classe des indicatrices {1A : A ∈ A} soit ponctuellement mesurable.
Si nous définissons la limite supérieure et la limite inférieure d’une suite d’ensembles,
comme dans [26] p. 61, par

lim inf
n→+∞

An :=
⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak et lim sup
n→+∞

An :=
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak,

alors on peut montrer que la condition (2.2) est équivalente à demander que A =
lim infn→+∞An = lim supn→+∞An =: limn→+∞An. C’est une conséquence directe du fait
que

lim sup
n→+∞

1An(x) := inf
n∈N

sup
k≥n

1Ak(x) = inf
n∈N

1⋃
k≥n Ak

(x) = 1lim supn→+∞ An(x)

et
lim inf
n→+∞

1An(x) := sup
n∈N

inf
k≥n

1Ak(x) = sup
n∈N

1⋂
k≥n Ak

(x) = 1lim infn→+∞ An(x).

Ainsi, A peut être remplacé partout par A0 et la mesurabilité du supremum est alors
garantie car

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| = sup

A∈A0

|µn(A)− µ(A)| .

L’inégalité « ≥ » est évidente. Pour montrer que l’inégalité « ≤ » tient également,
considérons la fonction J : A ∈ A 7→ J(A) := |µn(A)− µ(A)| ∈ R. Soit une suite
maximisante (Ak)k∈N ⊂ A telle que limk→+∞ J(Ak) = supA∈A J(A). Par hypothèse de
mesurabilité ponctuelle, pour tout k ∈ N, il existe une suite (Akl )l∈N ⊂ A0 telle que
liml→+∞A

k
l = Ak. Soit ε > 0. Par définition de limite, il existe k(ε) ∈ N tel que pour

tout k ≥ k(ε), ∣∣∣ sup
A
J − J(Ak(ε))

∣∣∣ ≤ ε.

De plus, comme la mesure µ est une mesure de probabilité, le théorème de convergence
dominée assure que la fonction J est continue par rapport à la convergence (2.2). Par
conséquent, il existe l[k(ε)] tel que pour tout l ≥ l[k(ε)],∣∣∣J(Ak(ε)

l )− J(Ak(ε))
∣∣∣ ≤ ε.

Par l’inégalité triangulaire, il suit que pour l ≥ l[k(ε)],∣∣∣ sup
A
J − J(Ak(ε)

l )
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ sup

A
J − J(Ak(ε))

∣∣∣+ ∣∣∣J(Ak(ε)
l )− J(Ak(ε))

∣∣∣ ≤ 2ε.

Comme Alk(ε) ∈ A0 pour tout l ∈ N et comme ε > 0 est arbitraire, nous concluons que le
supremum de J sur A ne peut excéder le supremum de J sur A0.
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2.1 Quelques quantités combinatoires

L’idée principale de la théorie de Vapnik et Chervonenkis (nous ferons référence à ces
auteurs via l’abréviation VC) est que l’élément A ∈ A pouvant atteindre le supre-
mum

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ,

se trouve dans une sous-classe de A dont la cardinalité, même si A contient un nombre
infini de boréliens de Rd, peut être bornée (en tout cas pour diverses classes qui nous
intéressent).

2.1.1 Coefficient de désintégration et dimension VC

Une première quantité intéressante liée à la complexité de la classe A est son coefficient
de désintégration (de l’anglais « shatter coefficient »).

Définition 2.2 (Coefficient de désintégration). Soient n ∈ N et A une classe de boréliens
de Rd. On définit le coefficient de désintégration de A de taille n par

SA(n) := max
x1,...,xn∈Rd

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}|.

Autrement dit, SA(n) décrit le nombre maximal de sous-ensembles de n points que l’on
peut former en intersectant ces points avec les éléments de la classe A. Nous comprenons
intuitivement que si la classe A est « riche », alors certainement ce nombre sera grand.
Dans tous les cas, SA(n) ≤ 2n pour tout n ∈ N car nous ne pourrons jamais former plus
de sous-ensembles de {x1, . . . , xn} que l’ensemble de ses parties. Si, pour un ensemble de
points {x1, . . . , xn}, nous avons que

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| = 2n,

alors nous dirons que A désintègre l’ensemble {x1, . . . , xn}. Cela conduit naturellement à
la définition suivante.

Définition 2.3 (Dimension VC). La dimension VC d’une classe A de boréliens de Rd,
notée V (ou VA si une confusion est possible), est définie par

V := sup{n ∈ N : SA(n) = 2n}.

Clairement, V est bien définie car si pour un certain n ∈ N, la classe A ne sait désintégrer
aucun ensemble de points de cette taille, i.e. SA(n) < 2n, alors certainement elle n’est pas
capable de désintégrer un ensemble de taille plus grande, i.e. pour tout naturel m > n,
SA(m) < 2m.
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Il est important de remarquer que ces notions sont définies pour un cadre bien plus
général que celui des boréliens de Rd. Dès que nous disposons d’un espace E, d’une classe
d’ensembles de cet espace, disons H, et d’un ensemble C dans E, toutes les notions
précédemment introduites font sens. Par exemple, en définissant,

H ∩ C := {H ∩ C : H ∈ H},

nous disons que H désintègre C si

|H ∩ C| = 2|C|.

De manière similaire, la dimension VC de H est la plus grande cardinalité telle qu’il existe
un ensemble de cette taille désintégré par H. Cependant, comme nous nous intéressons
uniquement au cas de mesures empiriques sur Rd, nous avons préféré présenter ces
quantités combinatoires dans le même cadre.

La dimension VC se calcule assez facilement pour des classes intéressantes.

Exemple 2.4 (Fonction de répartition empirique, calcul de la dimension VC). Supposons
que d = 1 et

A := {(−∞, t] : t ∈ R}. (2.3)
Cette classe présente un réel intérêt pratique car, dans ce cas, la mesure empirique
associée à un échantillon i.i.d. de variables aléatoires réelles X1, . . . , Xn devient

µn((−∞, t]) = 1
n

n∑
i=1

1{Xi ≤ t} = Fn(t),

où Fn(t) est la fonction de répartition empirique associée aux observations X1, . . . , Xn.
Notons que la classe A définie dans (2.3) satisfait clairement l’hypothèse de mesurabilité
ponctuelle évoquée à la remarque 2.1, par densité des nombres rationnels dans les nombres
réels. Si F désigne la répartition commune des Xi, la statistique

sup
t∈R
|Fn(t)− F (t)|

est très utilisée en pratique, notamment dans des tests non paramétriques célèbres comme
celui de Kolmogorov–Smirnov, voir par exemple [21, Exemple 11.2.12].

Pour cette classe, nous sommes capables de calculer sa dimension VC et montrons que
V = 1. En effet, supposons dans un premier temps que nous disposions d’un seul point
x1 ∈ R. Alors en prenant t < x1 et choisissant It := (−∞, t] ∈ A, nous avons It∩{x1} = ∅.
De plus, en prenant t > x1, nous avons It ∩{x1} = {x1}. Donc A désintègre un singleton.
Par contre, si nous avons deux points distincts {x1, x2} (que l’on suppose ordonnés par
ordre croissant), la classe A ne sait plus désintégrer cet ensemble. Nous pourrons obtenir
les ensembles ∅, {x1}, {x1, x2} mais jamais {x2}. Cela montre que V = 1. Il est en fait
simple de voir que pour tout n ∈ N, nous avons SA(n) = n+ 1.
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Exemple 2.5 (Rectangles). Prenons maintenant pour A l’ensemble de tous les rectangles
de Rd alignés avec les éléments de la base canonique de Rd. Alors V = 2d. Nous le
démontrerons dans le cas d = 2 pour simplifier la visualisation, mais cela fonctionne pour
le cas général de la même manière.

Pour montrer le résultat, il faut d’une part montrer que la classe A permet de désintégrer
un ensemble de points jusqu’à une cardinalité de 4 (où l’ensemble peut être choisi comme
on le souhaite). D’autre part, il faut montrer que pour tout ensemble de points de
cardinalité 5, il n’est pas possible de récupérer toutes les parties de cet ensemble en
intersectant l’ensemble avec les éléments de A.

La première partie est évidente et les détails sont laissés au lecteur. Nous présentons
simplement dans la figure 2.1 une suggestion pour la construction d’un ensemble de 4
points pouvant être désintégré par A.

Pour la seconde partie, considérons un ensemble arbitraire {x1, . . . , x5} de points de Rd.
Quitte à renommer les points, nous pouvons supposer que x1 possède la plus grande
première composante, x2 possède la plus petite première composante, x3 possède la plus
grande seconde composante et x4 possède la plus petite seconde composante. Alors tout
rectangle qui contient les points {x1, . . . , x4} contient forcément {x5} et nous ne pouvons
pas obtenir l’ensemble {x1, . . . , x4} par intersection avec un rectangle aligné avec les axes.
La figure 2.2 illustre ce propos.

Figure 2.1 – La classe A désintègre les
points rouges.

Figure 2.2 – Tout rectangle contenant
x1, . . . , x4 contient aussi
x5.

Nous avons donc montré le résultat pour R2 et le résultat général suit d’une construc-
tion similaire. Dès que l’on dépasse 2d points, l’ajout d’un nouveau point empêche la
désintégration via A.

Il est assez clair de l’exemple précédent que la capacité de désintégration d’une classe
de convexes est liée à la rigidité des éléments de la classe. S’ils sont trop rigides, leur
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intérieur contient, à partir d’un certain nombres de points, des éléments que l’on sou-
haiterait exclure et nous ne sommes plus capables de désintégrer les ensembles trop
grands. Si, par contre, nous disposons d’une classe d’éléments convexes assez flexibles,
la dimension peut être infinie, comme l’assure le résultat suivant provenant de [10,
Théorème 13.10].

Proposition 2.6. La classe de tous les polygones convexes de R2 a une dimension VC
infinie.

Esquisse de démonstration. Pour le voir, considérons un nombre de points n fixés sur le
cercle unité. Il est simple de voir que l’ensemble des polygones convexes peut désintégrer
l’ensemble de ces points. Comme cela fonctionne pour tout n ∈ N, nous avons forcément
que V = +∞. �

L’utilité de la dimension VC peut sembler limitée dans un premier temps : en effet,
si la dimension VC d’une classe A est finie, tout ce que l’on sait pour l’instant est
que {

SA(n) = 2n pour n ≤ V,
SA(n) < 2n pour n > V.

Il s’avère que pour n > V , la vitesse de croissance du coefficient de désintégration est
en réalité polynomiale. Ce résultat est connu sous le nom de lemme de Sauer (plus
particulièrement le corollaire 2.8).

Théorème 2.7 (Lemme de Sauer). Soit A une classe de boréliens de Rd. Si la dimension
VC de A est finie, alors, pour tout n ∈ N,

SA(n) ≤
V∑
i=0

(
n

i

)
,

où les coefficients binomiaux
(
n
i

)
sont définis par

(
n

i

)
:=


n!
i!(n−i)! si 0 ≤ i ≤ n,

0 sinon.

Nous suivons la démonstration de [2, Lemme 1.8].

Démonstration. La démonstration se fait par induction sur n.

Commençons par vérifier le cas initial. Si n = 0, alors peu importe la classe A (qui est
toujours supposée non vide, comme annoncé en début de chapitre)

SA(0) = |{∅ ∩ A : A ∈ A}| = |∅| = 1 =
VA∑
i=0

(
0
i

)
.
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Supposons maintenant le résultat vrai jusque n− 1. Fixons {x1, . . . , xn} des points de
Rd et définissons la collection (que nous supposons également non vide dans un premier
temps)

Ã := {A ∈ A | ∃B ∈ A : {x1, . . . , xn−1} ∩ A = {x1, . . . , xn−1} ∩B
et {x1, . . . , xn} ∩ A 6= {x1, . . . , xn} ∩B}.

Si Ã désintègre {x1, . . . , xn−1}, alors certainement A désintègre {x1, . . . , xn−1} ∪ {xn}
car pour chaque sous-ensemble de points de {x1, . . . , xn} sélectionné par un élément de
Ã, un différent sous-ensemble est sélectionné par un autre élément de A. Comme la
cardinalité de l’ensemble des parties de {x1, . . . , xn} est exactement le double de celui de
{x1, . . . , xn−1}, cela implique forcément que {x1, . . . , xn} est désintégré par A. Dès lors,
nous avons

VÃ + 1 ≤ VA,

ou, de manière équivalente,
VÃ ≤ VA − 1.

De plus, montrons également que

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| = |{{x1, . . . , xn−1} ∩ Ã : Ã ∈ Ã}|
+ |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ A}|.

Pour comprendre la provenance de cette égalité, il faut remarquer que l’on peut couper
la classe A en deux parties disjointes Ã et A \ Ã, de telle sorte que

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| = |{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ Ã}|
+ |{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A \ Ã}|.

Une intersection entre {x1, . . . , xn} et un élément de A \ Ã est uniquement représentée
par l’intersection de cet élément avec {x1, . . . , xn−1} car il n’existe pas d’autre élément
de A qui puisse avoir la même intersection {x1, . . . , xn−1} et une intersection différente
avec {x1, . . . , xn}. Dès lors,

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A \ Ã}| = |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ A \ Ã}|.

En outre, il suit de la définition de Ã que

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ Ã}| = 2|{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ Ã}|.

En combinant ces relations, nous trouvons l’identité attendue :

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}|
= |{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ Ã}|+ |{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A \ Ã}|
= 2|{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ Ã}|+ |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ A \ Ã}|
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= |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ Ã}|+ |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ A}|.

Par hypothèse de récurrence et en utilisant la relation
(
n−1
i−1

)
+
(
n−1
i

)
=
(
n
i

)
, nous avons

donc

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| ≤ SÃ(n− 1) + SA(n− 1)

≤
VA−1∑
i=0

(
n− 1
i

)
+

VA∑
i=0

(
n− 1
i

)

=
VA∑
i=0

(
n− 1
i− 1

)
+

VA∑
i=0

(
n− 1
i

)

=
VA∑
i=0

(
n

i

)
.

En passant au maximum sur {x1, . . . , xn}, nous obtenons le résultat.

Si la classe Ã est vide, il suit du raisonnement précédent que

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| = |{{x1, . . . , xn−1} ∩ A : A ∈ A}|.

Ainsi,

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}| ≤ SA(n− 1) ≤
VA∑
i=0

(
n− 1
i

)
≤

VA∑
i=0

(
n

i

)
,

et comme précédemment, nous trouvons le résultat en passant au maximum sur {x1, . . . , xn}.
�

Ce résultat possède un important corollaire qui sera utilisé de manière extensive dans la
suite.

Corollaire 2.8. Soit A une classe de boréliens de Rd. Si la dimension VC de A est finie,
alors, pour tout n ∈ N,

SA(n) ≤ (n+ 1)V ,
et pour tout n ≥ V ,

SA(n) ≤
(
ne
V

)V
.

Démonstration. Pour démontrer la première inégalité, rappelons la formule du binôme
de Newton : pour tout x, y ∈ R et k ∈ N, nous avons

(x+ y)k =
k∑
i=0

(
k

i

)
xiyk−i.
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Appliquons ce résultat avec x = n, y = 1 et k = V

(n+ 1)V =
V∑
i=0

(
V

i

)
ni =

V∑
i=0

V !ni
i!(V − i)! =

V∑
i=0

ni

i!
V !

(V − i)! ≥
V∑
i=0

ni

i! ≥
V∑
i=0

(
n

i

)
.

En vertu du lemme de Sauer, cela montre la première inégalité.

Pour la seconde, nous utilisons encore la formule du binôme de Newton et le fait que
V/n ≤ 1. Il suit de la définition de e que

eV ≥
(

1 + V

n

)n
=

n∑
i=0

(
n

i

)(
V

n

)i
≥

V∑
i=0

(
n

i

)(
V

n

)i
≥
(
V

n

)V V∑
i=0

(
n

i

)
.

Dès lors, pour n ≥ V , par le lemme de Sauer,

SA(n) ≤
V∑
i=0

(
n

i

)
≤
(
ne
V

)V
. �

2.1.2 Nombre couvrant

Rappelons que le coefficient de désintégration de taille n d’une classe A est défini
par

SA(n) = max
x1,...,xn∈Rd

|{{x1, . . . , xn} ∩ A : A ∈ A}|.

Une manière alternative de représenter cette quantité est de définir

A(xn1 ) := {b = (b1, . . . , bn) ∈ {0, 1}n : bi = 1{xi ∈ A} pour A ∈ A},

et
SA(n) := max

x1,...,xn∈Rd
|A(xn1 )|.

Autrement dit, chaque élément de l’ensemble des parties de xn1 := {x1, . . . , xn} est
représenté par un sommet de l’hypercube [0, 1]n. Comme l’hypercube de Rn admet 2n
sommets, il permet cette représentation.

Cette manière alternative de définir le coefficient de désintégration mène à une autre
mesure de la complexité de la classe A, le nombre couvrant. Avant d’introduire la définition
précise de cette notion, nous devons munir les sommets de l’hypercube d’une distance.

Définition 2.9 (Distance de Hamming). Soient b = (b1, . . . , bn) et c = (c1, . . . , cn) dans
{0, 1}n. La distance de Hamming entre b et c est définie par

ρ(b, c) :=
√

1
n

∑n
i=1 1{bi 6= ci} =

√
1
n

∑n
i=1(bi − ci)2.
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Autrement dit, la distance de Hamming correspond à la distance euclidienne sur l’hyper-
cube, normalisée par un facteur n−1/2 (en particulier, elle satisfait donc bien les propriétés
d’une distance).

Nous pouvons maintenant définir le recouvrement d’un ensemble de sommets de l’hyper-
cube (par des boules).

Définition 2.10 (Recouvrement). Soit B ⊆ {0, 1}n. Un recouvrement de rayon r de B
est un ensemble Br ⊆ {0, 1}n tel que pour tout b ∈ B, il existe c ∈ Br tel que ρ(b, c) ≤ r.

Cela conduit à la définition du nombre couvrant d’un ensemble de {0, 1}n.

Définition 2.11 (Nombre couvrant). Soient B ⊆ {0, 1}n et r > 0. Le nombre couvrant
N (r, B) est la cardinalité du plus petit recouvrement de B de rayon r.

Intuitivement, si une classe A de boréliens de Rd est « riche », le nombre couvrant
N (r,A(xn1 )) est grand. Bien qu’il soit compliqué à calculer en pratique, nous avons le
résultat suivant, dû à Haussler ([19, Théorème 1]), qui assure que si A est de dimension VC
finie, nous avons un contrôle sur le nombre couvrant N (r,A(xn1 )).

Théorème 2.12. Soient A une classe de boréliens de Rd, {x1, . . . , xn} des points de Rd

et 0 < r ≤ 1. Si V = VA < +∞, nous avons

N (r,A(xn1 )) ≤ e(V + 1)
(2e
r2

)V
.

La démonstration est longue et n’apporte pas d’idées utiles pour la suite. Si le lec-
teur souhaite consulter la preuve, nous l’invitons à parcourir directement le papier de
Haussler [19].

2.2 Concentration de mesures empiriques

Nous souhaitons fournir des bornes sur la probabilité

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
,

où t > 0 et A désigne une classe non vide de boréliens de Rd. Afin de présenter
les résultats sous une forme plus explicite, nous suivrons une approche totalement
équivalente qui consiste à fournir une borne qui tient avec grande probabilité sur Z =
supA∈A |µn(A)− µ(A)|. Ceci est formalisé dans le lemme suivant.
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Lemme 2.13 (Inversion). Soit δ ∈ (0, 1). Si pour tout t > 0 nous avons une inégalité de
la forme

P(Z ≥ t) ≤ S(t),
où S : [0,+∞)→ [0,∞) est une fonction inversible, alors avec probabilité au moins 1− δ,

Z ≤ S−1(δ),

et l’inégalité tient encore si elle est remplacée par une inégalité stricte.

Démonstration. Soit t = t(δ) := S−1(δ). Alors,

P(Z ≥ t(δ)) ≤ S(t(δ)) = δ.

Autrement dit, la probabilité que Z dépasse S−1(δ) est bornée par δ. Cela implique que
Z est borné (strictement) par S−1(δ) avec probabilité au moins 1− δ. �

Deux méthodes seront principalement étudiées.

Dans un premier temps, nous obtenons des bornes sur Z en étudiant directement sa
distribution et en appliquant le lemme d’inversion. Les inégalités reposent principalement
sur des méthodes de symétrisation, de randomisation et de conditionnement (des termes
qui seront expliqués dans la suite).

Dans un second temps, nous utilisons le fait que Z = Z(X1, . . . , Xn) est une fonction à
différences finies (définition 1.13) avec des constantes ci = 1/n. L’inégalité des différences
finies (théorème 1.15) assure alors que

P(Z − E[Z] ≥ t) ≤ e−2nt2 . (2.4)

Autrement dit, Z est fortement concentrée autour de sa moyenne. Par conséquent, il
suffit de borner E[Z] pour obtenir des bornes sur Z. Cela suit directement du lemme
d’inversion appliqué à l’équation (2.4). En effet dans ce cas, S(t) = e−2nt2 , donc avec
probabilité au moins 1− δ, nous avons Z − E[Z] ≤ S−1(δ) =

√
1

2n log(1/δ). De manière
équivalente, avec probabilité au moins 1− δ,

Z ≤
√

1
2n log(1/δ) + E[Z], (2.5)

et, fournir une borne sur la moyenne de Z se traduit immédiatement en une borne sur
Z. Encore une fois, les raisonnements seront principalement basés sur des méthodes
de symétrisation, de randomisation et de conditionnement. Toutefois, une méthode
additionnelle, dite de chaînage (de l’anglais « chaining »), due à Richard Dudley (1938–
2020) dans [11], sera également discutée afin d’obtenir des bornes asymptotiquement
meilleures sur E[Z].
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Une synthèse et une comparaison détaillée des différents résultats seront proposées en
fin de chapitre, basées sur des calculs explicites dans le cas de la fonction de répartition
empirique.

2.2.1 Bornes provenant de la distribution

La première borne que nous présentons est la célèbre inégalité de Vapnik–Chervonenkis
([29, Théorème 2]), reformulée en utilisant le lemme d’inversion.

Théorème 2.14 (Inégalité de Vapnik–Chervonenkis). Soient X1, . . . , Xn un échantillon
indépendant de distribution commune µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure
empirique associée. Soit A une classe non vide de boréliens de Rd. Alors, pour δ ∈ (0, 1),
nous avons avec probabilité 1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
2
n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
.

Ce résultat est particulièrement intéressant quand nous avons à faire à une classe A
de dimension VC finie. Dans ce cas, par le corollaire 2.8, nous avons log(SA(2n)) ≤
V log(2n+ 1), et avec probabilité 1− δ, il suit que

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
2
n

[
log(4/δ) + V log(2n+ 1)

]
,

une quantité qui tend rapidement vers zéro avec n.

Cette inégalité est souvent présentée dans sa forme équivalente, comme l’inégalité de
concentration suivante (voir par exemple [7], p.186) qui assure que pour tout t >
0,

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4SA(2n)e−nt2/8. (2.6)

La démonstration de cette inégalité repose sur un lemme de symétrisation que nous
présentons dans une forme plus générale que la formulation classique présentée chez [7,
Lemme 2]. Cela nous permettra ultérieurement (théorème 2.17) d’améliorer l’inégalité de
Vapnik et Chervonenkis.

Lemme 2.15 (Lemme de symétrisation). Soit X1, . . . , Xn, X
′
1, . . . , X

′
n un échantillon

i.i.d. de taille 2n de distribution commune µ, une mesure de probabilité sur Rd. Notons µn
la distribution empirique associée à X1, . . . , Xn et µ′n la distribution empirique associée à
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X ′1, . . . , X
′
n. Soit A une classe non vide de boréliens de Rd. Soient t > 0 et a ∈ (0, 1) tels

que 4(1− a)2nt2 ≥ 2, alors

P
(

supA∈A(µn(A)− µ(A)) ≥ t
)

P
(

supA∈A(µ(A)− µn(A)) ≥ t
)
 ≤ 2 P

(
sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ at

)
.

Le choix a = 1/2 représente le choix classique. L’échantillon X ′1, . . . , X
′
n est souvent

appelé échantillon fantôme (de l’anglais « ghost sample »).

Démonstration du lemme 2.15. Soient A ∈ A et t > 0. Observons que

1{µn(A)− µ(A) ≥ t}1{µ′n(A)− µ(A) ≤ (1− a)t} ≤ 1{µn(A)− µ′n(A) ≥ at}. (2.7)

En effet, pour que le membre de gauche soit 1, il faut que les deux évènements associés
aux indicatrices se produisent, i.e. µn(A)− µ(A) ≥ t,

µ′n(A)− µ(A) ≤ (1− a)t.

Cela implique forcément que l’évènement associé à l’indicatrice du membre de droite se
réalise car dans ce cas,

µn(A)− µ′n(A) = (µn(A)− µ(A))− (µ′n(A)− µ(A)) ≥ t− (1− a)t = at.

En prenant l’espérance de chaque côté de (2.7) par rapport à l’échantillon fantôme, il
vient

1{µn(A)− µ(A) ≥ t}P′
(
µ′n(A)− µ(A) ≤ (1− a)t

)
≤ P′

(
µn(A)− µ′n(A) ≥ at

)
,

où nous avons utilisé la notation P′ pour mettre en évidence le fait que nous avons intégré
uniquement par rapport à l’échantillon fantôme. Par l’inégalité de Bienaymé–Tchebychev
(théorème 1.2), nous avons

P′
(
µ′n(A)− µ(A) ≤ (1− a)t

)
= 1− P′

(
µ′n(A)− µ(A) ≥ (1− a)t

)
≥ 1− Var[µ′n(A)]

(1− a)2t2

= 1− Var [1{X ′1 ∈ A}]
n(1− a)2t2

≥ 1− 1
4n(1− a)2t2

≥ 1/2
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où l’avant-dernière inégalité vient du fait que la variance d’une indicatrice est toujours
bornée supérieurement par 1/4 (car maxp∈[0,1]{p(1− p)} = 1/4) et la dernière inégalité
suit par hypothèse. En regroupant les inégalités, nous trouvons

1{µn(A)− µ(A) ≥ t} ≤ 2 P′
(
µn(A)− µ′n(A) ≥ at

)
.

Comme cela tient pour tout A ∈ A, nous avons également que

1{sup
A∈A

µn(A)− µ(A) ≥ t} = sup
A∈A

1{µn(A)− µ(A) ≥ t} ≤ 2 sup
A∈A

P′
(
µn(A)− µ′n(A) ≥ at

)
≤ 2 P′

(
sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ at
)
.

En prenant l’espérance par rapport à l’échantillon X1, . . . , Xn, il vient alors

P
(

sup
A∈A

(µn(A)− µ(A)) ≥ t
)
≤ 2 P

(
sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ at
)
.

L’autre inégalité se démontre de manière similaire. �

Un autre ingrédient utilisé pour démontrer l’inégalité VC consiste en une égalité en
distribution, notée =d, dont la démonstration est laissée au lecteur. En utilisant les
mêmes notations que dans le lemme de symétrisation,

n∑
i=1

(1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) =d

n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) , (2.8)

où nous avons introduit des variables signes (aussi appelées variables de Rademacher),
i.e. une suite σ1, . . . , σn de variables aléatoires i.i.d. et indépendantes des échantillons
X1, . . . , Xn et X ′1, . . . , X ′n telles que

σi =
{

+1 avec probabilité 1/2,
−1 avec probabilité 1/2.

Ce procédé correspond à ce que nous appelons randomisation.

Démonstration du théorème 2.14. Nous supposons nt2 ≥ 2, car dans l’autre cas, la borne
proposée dans l’inégalité VC excède 1 et est triviale. Ainsi, par le lemme de symétrisation
appliqué avec a = 1/2 et par randomisation, nous avons

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4 P

(
sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ t/2
)

= 4 P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

(1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ t/2
)
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= 4 P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ t/2
)
.

Fixons X1 = x1, . . . , Xn = xn, X
′
1 = x′1, . . . , X

′
n = x′n. Nous remarquons que le supremum

est forcément atteint dans une sous-classe Ã de A qui reprend l’ensemble des éléments
A ∈ A tels que toutes les intersections possibles entre {x1, . . . , xn, x

′
1, . . . , x

′
n} et un

élément de A soient représentées. Forcément, |Ã| ≤ SA(2n). Ainsi,

P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) ≥ t/2
)

= P
(

max
A∈Ã

1
n

n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) ≥ t/2
)

≤
∑
A∈Ã

P
(

n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) ≥ nt/2
)
.

Les variables aléatoires σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) étant de moyenne nulle, à valeurs dans
[−1, 1] et indépendantes, nous pouvons appliquer l’inégalité de Hoeffding (théorème 1.8)
pour obtenir,

P
(

n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) ≥ nt/2
)
≤ e−nt2/8, pour tout A ∈ Ã.

En regroupant ces résultats, nous trouvons l’inégalité VC par un argument de condition-
nement

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)

≤ 4 P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ t/2
)

= 4 E
[
P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ t/2
∣∣∣∣X1, . . . , Xn, X

′
1, . . . , X

′
n

)]

≤ 4 E
[
SA(2n)e−nt2/8

]
= 4SA(2n)e−nt2/8.

Une application simple du lemme d’inversion sur (2.6) fournit le résultat. �

Exemple 2.16 (Fonction de répartition empirique, théorème de Glivenko–Cantelli).
Dans le cas de la fonction de répartition empirique (nous rappelons de l’exemple 2.4 que
V = 1), nous obtenons gratuitement le théorème de Glivenko–Cantelli [10, théorème 12.4]
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pour la statistique du test de Kolmogorov–Smirnov. Celui-ci assure que

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| → 0 p.s.

L’inégalité VC implique directement ce résultat via le lemme de Borel–Cantelli (voir [26,
Lemme 5.3.1]) car, pour tout t > 0, la série

+∞∑
n=1

P
(

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| ≥ t

)
≤

+∞∑
n=1

4(2n+ 1)e−nt2/8

est convergente, et ainsi

P
(

lim sup
n→+∞

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| ≥ t

)
= 0,

pour tout t > 0. Autrement dit,

P
(

lim sup
n→+∞

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| = 0

)
= 1.

La convergence de la série est en fait rendue encore bien plus aisée par le résultat suivant
dû à Massart [22] qui affirme que

P
(

sup
x∈R
|Fn(x)− F (x)| ≥ t

)
≤ 2e−2nt2 ,

pour tout t > 0. Cette inégalité est bien meilleure que celle induite par l’inégalité VC et
nous ne discutons pas sa démonstration.

Comme annoncé précédemment, l’avantage d’avoir démontré un lemme de symétrisation
plus général que celui classiquement rencontré est qu’il est maintenant possible de
renforcer l’inégalité VC (théorème 2.14). Ceci est formalisé dans le théorème suivant,
apparemment nouveau, dû à l’auteur et à Johan Segers.

Théorème 2.17. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Alors, pour tout δ ∈ (0, 1), nous avons avec probabilité
1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n +
√

2
n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
, (2.9)

ou, de manière équivalente, nous avons pour tout t > 0,

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4SA(2n) exp

−nt22

(
1−

√
2
nt2

)
− 1

4

.
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Le résultat obtenu traduit le fait que l’exponentielle se comporte comme e−nt2/2 =
(e−nt2/8)4 quand nt2 est suffisamment grand et non comme e−nt2/8. Cela représente une
grande amélioration en pratique (voir section 2.3).

Démonstration du théorème 2.17. Nous commençons par démontrer la formulation du
résultat comme une inégalité de concentration. Nous avons démontré que pour tout t > 0,

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4SA(2n)e−nt2/8.

En particulier, nous avions remarqué que si nt2 < 2, la borne était triviale et nous avions
donc travaillé sous l’hypothèse nt2 ≥ 2. Grâce à notre lemme de symétrisation, si pour
a ∈ (0, 1) nous avons 4(1− a)2nt2 ≥ 2, nous pouvons montrer de la même manière que

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4SA(2n)e−a2nt2/2. (2.10)

Si a > 1/2, cette borne est meilleure car nous améliorons la vitesse de convergence de
l’exponentielle vers zéro. Toutefois, le prix à payer est que la condition 4(1− a)2nt2 ≥ 2
devient plus difficile à satisfaire. Étant donnés n et t, nous pouvons choisir le meilleur
(i.e. le plus grand) a ∈ (0, 1) tel que la condition 4(1 − a)2nt2 ≥ 2 est respectée. Il est
donné par

a = a(n, t) = 1−
√

1
2nt2 , (2.11)

qui est positif à condition que nt2 ≥ 1/2. En utilisant ce choix de a dans la borne (2.10)
et le fait que la borne est triviale si nt2 < 1/2, nous trouvons la borne annoncée.

La formulation alternative s’obtient maintenant aisément. En effet, il suffit d’appliquer le
lemme d’inversion (lemme 2.13) qui garantit qu’avec probabilité 1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ t(δ),

où t(δ) > 0 est solution de

4SA(2n) exp
{
−nt(δ)

2

2

(
1−

√
2

nt(δ)2

)
− 1

4

}
= δ.

Cette dernière équation se réécrit simplement comme une équation quadratique en t(δ)

n

2 t(δ)
2 −

√
n

2 t(δ) +
[1
4 − log(4/δ)− log

(
SA(2n)

)]
= 0.

La solution positive de cette équation correspond à la borne supérieure proposée dans (2.9).
�
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Nous présentons maintenant une alternative pour les déviations relatives, dont la preuve
est due à Anthony et Shawe–Taylor [1, Théorème 2.1] (bien que cette dernière n’était en
réalité pas complète puisque l’inégalité provenant de [14, Théorème 1] était utilisée sans
preuve de sa validité).

Théorème 2.18. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Alors, pour δ ∈ (0, 1), nous avons avec probabilité
1− δ,

supA∈A µn(A)−µ(A)√
µn(A)

supA∈A µ(A)−µn(A)√
µ(A)

 ≤ 2
√

1
n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
.

Ce résultat est fort utile dans le cas où nous disposons d’informations à priori sur la
distribution µ et la classe A. Par exemple, supposons que nous sachions d’avance que
pour tout A ∈ A nous avons µ(A) ≤ p, pour un certain p ∈ (0, 1) fixé. Alors la deuxième
inégalité du théorème 2.18 assure qu’avec probabilité 1− δ,

sup
A∈A

(
µ(A)− µn(A)

)
≤ 2

√
p

n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
. (2.12)

Si p est très petit, cela peut largement améliorer la borne fournie par l’inégalité VC. Ce
type de problème sera traité en détails dans le chapitre suivant.

Le théorème 2.18 est souvent présenté sous sa forme (équivalente) d’inégalités de concen-
tration : pour tout t > 0,

P
(

supA∈A µn(A)−µ(A)√
µn(A)

≥ t
)

P
(

supA∈A µ(A)−µn(A)√
µ(A)

≥ t
)
 ≤ 4SA(2n)e−nt2/4. (2.13)

La preuve utilise le même raisonnement que celui développé dans la démonstration de l’in-
égalité VC, en se basant sur des variantes du lemme de symétrisation, dont nous effectuons
la démonstration en détails dans le cas de la seconde inégalité.

Démonstration. Considérons la deuxième inégalité de (2.13). Nous supposons nt2 ≥ 2
car la borne est triviale dans les autres cas. Commençons par montrer la symétrisation
associée, que nous énonçons en réutilisant les mêmes notations que dans le lemme 2.15 :
pour tout t > 0,

P
sup
A∈A

µ(A)− µn(A)√
µ(A)

≥ t

 ≤ 4 P
sup
A∈A

µ′n(A)− µn(A)√
(1/2)(µ′n(A) + µn(A))

≥ t

 . (2.14)
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L’inégalité suit du fait que pour tout t > 0 et A ∈ A,

1

µ(A)− µn(A)√
µ(A)

≥ t

1{µ′n(A) ≥ µ(A)} ≤ 1

 µ′n(A)− µn(A)√
(1/2)(µ′n(A) + µn(A))

≥ t

. (2.15)

En effet, pour que le produit des indicatrices dans le membre de gauche soit 1, il faut
que les deux conditions des indicatrices soient satisfaites simultanément,

µ(A)−µn(A)√
µ(A)

≥ t,

µ′n(A) ≥ µ(A).

La première condition implique forcément que µn(A) ≤ µ(A) car t > 0. Ainsi, en utilisant
le fait que la fonction x ≥ 0 7→ (x− a)/

√
x+ a est croissante, pour n’importe quel a ≥ 0,

cela implique forcément que

µ′n(A)− µn(A)√
(1/2)(µ′n(A) + µn(A))

≥ µ(A)− µn(A)√
(1/2)(µ(A) + µn(A))

≥ µ(A)− µn(A)√
µ(A)

≥ t,

autrement dit, il faut que l’indicatrice du membre de droite dans (2.15) soit 1 également.
En prenant l’espérance par rapport à l’échantillon fantôme, il vient

1

µ(A)− µn(A)√
µ(A)

≥ t

P′
(
µ′n(A) ≥ µ(A)

)
≤ P′

 µ′n(A)− µn(A)√
(1/2)(µ′n(A) + µn(A))

≥ t

 .
Remarquons que, pour que l’indicatrice dans le membre de gauche vaille 1, il faut
µ(A)−µn(A)√

µ(A)
≥ t, ce qui implique que µ(A) ≥ t2. Dès lors,

n ≥ 1
t2
≥ 1
µ(A) .

Comme la variable aléatoire nµ′n(A) est de loi binomiale de paramètre (n, µ(A)), ce que
nous notons nµ′n(A) ∼ Bin(n, µ(A)), nous pouvons appliquer le [14, Théorème 1] qui
assure que

P′
(
µ′n(A) ≥ µ(A)

)
= P′

(
nµ′n(A) ≥ nµ(A)

)
≥ 1

4 .

Dès lors, en réarrangeant les termes, en passant au supremum sur A ∈ A et en pre-
nant l’espérance par rapport à X1, . . . , Xn comme dans la démonstration du lemme de
symétrisation (lemme 2.15) nous obtenons (2.14).

En randomisant comme dans la démonstration de l’inégalité VC nous avons

P
sup
A∈A

µ′n(A)− µn(A)√
(1/2)(µ′n(A) + µn(A))

≥ t


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= P
sup
A∈A

1
n

∑n
i=1 (1{X ′i ∈ A} − 1{Xi ∈ A})√

(1/2)(µ′n(A) + µn(A))
≥ t


= P

sup
A∈A

1
n

∑n
i=1 σi (1{X ′i ∈ A} − 1{Xi ∈ A})√

(1/2)(µ′n(A) + µn(A))
≥ t

 .
Fixons X1 = x1, . . . , Xn = xn, X

′
1 = x′1, . . . , X

′
n = x′n. Comme précédemment, le supre-

mum est forcément atteint dans une sous-classe Ã de A telle que |Ã| ≤ SA(2n). Par
conséquent, en utilisant l’inégalité de Hoeffding, nous obtenons

P

sup
A∈A

1
n

∑n
i=1 σi (1{x′i ∈ A} − 1{xi ∈ A})√

1
2n
∑n
j=1

(
1{x′j ∈ A}+ 1{xj ∈ A}

) ≥ t



≤
∑
A∈Ã

P

 n∑
i=1

σi (1{x′i ∈ A} − 1{xi ∈ A}) ≥ t

n
2

n∑
j=1

(
1{x′j ∈ A}+ 1{xj ∈ A}

)1/2


≤
∑
A∈Ã

exp

−
nt2

∑n
j=1

(
1{x′j ∈ A}+ 1{xj ∈ A}

)
4∑n

j=1

(
1{x′j ∈ A} − 1{xj ∈ A}

)2

 ≤ SA(2n)e−nt2/4.

En conditionnant comme dans la preuve du théorème 2.14 et en appliquant le lemme
d’inversion, nous arrivons au résultat.

La première inégalité se base sur une symétrisation légèrement différente, dont nous
laissons la démonstration aux soins du lecteur. �

Nous ne pourrions clore cette partie sans mentionner une inégalité particulièrement forte
due à Michel Talagrand [27, Théorème 1.1] qui assure que, si A est de dimension VC
finie, il existe une constante C > 0 telle que

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ C

t
√
n

(
Cnt2

V

)V
e−2nt2 .

Néanmoins, il n’existe, à la connaissance de l’auteur, pas d’estimation uniforme indépen-
dante de t pour la constante C. Dès lors, dans un souhait de rester explicite, nous ne
ferons pas usage de cette inégalité dans la suite.
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2.2.2 Bornes provenant de l’espérance

Rappelons qu’au début de la section, nous avions vu (2.5) qu’avec probabilité 1 −
δ,

Z = sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n log(1/δ) + E[Z],

où δ ∈ (0, 1). Par conséquent, il est naturel de vouloir chercher des bornes sur E[Z].
Bien évidemment, toutes les inégalités obtenues précédemment peuvent fournir de telles
bornes via la formule bien connue

E[Z] =
ˆ +∞

0
P(Z ≥ t) dt,

toutefois, les inégalités ainsi obtenues ne sont pas aussi bonnes que celles que nous
proposons dans la suite.

Commençons par un lemme simple ([15, Lemme 1.3]) qui permet de borner l’espérance
d’un maximum entre plusieurs variables aléatoires, potentiellement dépendantes, quand
nous disposons d’un contrôle sur la fonction génératrice des moments.

Lemme 2.19. Soient σ > 0, m ≥ 2 et Y1, . . . , Ym des variables aléatoires réelles. Si pour
tout 1 ≤ i ≤ m et pour tout λ > 0,

mYi(λ) = E
[
eλYi

]
≤ eλ2σ2/2,

alors,
E
[

max
1≤i≤m

Yi

]
≤ σ

√
2 log(m).

Si de plus, pour tout λ > 0 et 1 ≤ i ≤ m, m−Yi(λ) ≤ eλ2σ2/2, nous avons également que
pour tout m ≥ 1,

E
[

max
1≤i≤m

|Yi|
]
≤ σ

√
2 log(2m).

Démonstration. Il suit de l’inégalité de Jensen que pour tout λ > 0,

eλE[max1≤i≤m Yi] ≤ E
[
eλmax1≤i≤m Yi

]
= E

[
max

1≤i≤m
eλYi

]
≤

m∑
i=1

E
[
eλYi

]
≤ meλ2σ2/2.

Dès lors,
E
[

max
1≤i≤m

Yi

]
≤ log(m)

λ
+ λσ2

2 .

Minimisant la borne sur λ > 0, nous trouvons la première inégalité (le minimum est
atteint en λ =

√
2 log(m)/σ).
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La deuxième inégalité suit du fait que

max
1≤i≤m

|Yi| = max{Y1,−Y1, . . . , Ym,−Ym}

et de la première inégalité. �

Nous proposons une première borne sur l’espérance E[Z]. Ce résultat est parfois éga-
lement appelé « inégalité de Vapnik–Chervonenkis » (voir e.g. [15, Théorème 1.9]).

Théorème 2.20 (Inégalité VC pour la moyenne). Soient X1, . . . , Xn un échantillon
indépendant de distribution commune µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la
mesure empirique associée. Soit A une classe non vide de boréliens de Rd. Alors,

E[Z] = E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤
√

2 log(2SA(2n))
n

.

La démonstration est en fait elle aussi assez similaire à celle de l’inégalité VC. L’avantage
est que, pour l’espérance, la symétrisation est plus simple. De plus, l’inégalité obtenue en
combinaison avec (2.5) est meilleure que l’inégalité VC pour des échantillons de taille
raisonnable (voir section 2.3).

Démonstration. Nous commençons par introduire un échantillon fantôme X ′1, . . . , X ′n
(toujours supposé indépendant de l’échantillon de base) et des variables de Rademacher
σ1, . . . , σn (toujours supposées indépendantes des deux échantillons) qui nous permettront
d’effectuer la symétrisation et la randomisation (comme expliqué auparavant). Si µ′n
désigne la mesure empirique associée à l’échantillon fantôme, nous avons

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]

= E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣E [µn(A)− µ′n(A)
∣∣∣∣X1, . . . , Xn

]∣∣∣∣
]

≤ E
[
sup
A∈A

E
[
|µn(A)− µ′n(A)|

∣∣∣∣X1, . . . , Xn

]]

≤ E
[
E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ′n(A)|

∣∣∣∣X1, . . . , Xn

]]

= E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ′n(A)|

]

= 1
n

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]
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= 1
n

E
[
E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣X1, . . . , Xn, X

′
1, . . . , X

′
n

]]
.

Fixons X1 = x1, . . . , Xn = xn, X
′
1 = x′1, . . . , X

′
n = x′n et définissons la classe Ã comme

dans la démonstration du théorème 2.14. Le supremum est forcément atteint par un
élément de Ã, dès lors

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]

= E
[
max
A∈Ã

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]
.

Pour tout A ∈ Ã, les variables aléatoires σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) étant de moyenne
nulle, à valeurs dans [−1, 1] et indépendantes, nous avons par lemme de Hoeffding
(lemme 1.7) que pour tout λ > 0

E
[
eλ
∑n

i=1 σi(1{xi∈A}−1{x′i∈A})
]

=
n∏
i=1

E
[
eλσi(1{xi∈A}−1{x′i∈A})

]
≤ enλ2/2.

Comme la distribution de ∑n
i=1 σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A}) est symétrique et |Ã| ≤

SA(2n), il suit du lemme 2.19 que

E
[
max
A∈Ã

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A} − 1{x′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]
≤
√

2n log(2SA(2n)).

Ainsi, par le raisonnement précédent,

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 1
n

√
2n log(2SA(2n)) =

√
2 log(2SA(2n))

n
. �

De la même manière que le théorème 2.18 permettait de fournir une borne plus fine si
nous disposions à priori d’information sur la classe A, nous pouvons également obtenir
un résultat similaire pour l’espérance (nous exposons une inégalité légèrement meilleure
que [15, Théorème 1.10]).

Théorème 2.21. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Notons Σ = supA∈A

√
µ(A)(1− µ(A)). Alors,

E[Z] = E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 8 log(2SA(2n))

n
+ Σ

√
32 log(2SA(2n))

n
.

Cette inégalité est intéressante si nous savons à l’avance que µ(A) ≤ p pour tout A ∈ A,
où p est très petit (ce qui sera typiquement le cas dans le chapitre suivant). Dans ce cas
Σ sera petit également, et le théorème précédent peut être vu comme une interpolation
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entre un « bon cas » (décroissance en 1/n) et un « mauvais cas » (décroissance en 1/
√
n)

dont l’influence sera atténuée par la présence du Σ.

Gabor Lugosi dit de ce théorème [15, page 15] qu’il représente une amélioration significa-
tive du théorème 2.20 quand Σ est très petit. Nous verrons que les techniques développées
dans le chapitre 3 permettent d’obtenir une amélioration encore bien plus significative
(voir section 3.4).

Démonstration. Le début de la démonstration est identique à celle de l’inégalité VC pour
la moyenne et n’est pas répété. Nous partons du fait que

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]

≤ 1
n

E
[
E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣X1, . . . , Xn, X

′
1, . . . , X

′
n

]]
.

Au lieu d’appliquer le lemme de Hoeffding en invoquant que, pour X1, . . . , Xn, X
′
1, . . . , X

′
n

et A ∈ A supposés fixés, les variables aléatoires σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) sont i.i.d.
à valeurs dans [−1, 1], nous pouvons être plus fins et directement utiliser le fait que

σi

(
1{Xi ∈ A}−1{X ′i ∈ A}

)
∈
[
−(1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ,1{Xi ∈ A}−1{X ′i ∈ A}

]
.

Ainsi, pour A ∈ A fixé et pour tout λ > 0, le lemme de Hoeffding implique

E
[
eλ
∑n

i=1 σi(1{Xi∈A}−1{X′i∈A})
∣∣∣∣X1, . . . , Xn, X

′
1, . . . , X

′
n

]
≤ eλ2

∑n

i=1(1{Xi∈A}−1{X′i∈A})
2
/2.

Comme le supremum est atteint sur la classe Ã de cardinalité Ã ≤ SA(2n), nous obtenons
par le lemme 2.19,

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 1
n

E
[
sup
A∈A

√∑n
i=1 (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})

2
]√

2 log(2SA(2n)).

(2.16)
En utilisant l’inégalité de Jensen, nous pouvons borner l’espérance dans le membre de
droite de la manière suivante,

E
[
sup
A∈A

√∑n
i=1 (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})

2
]

≤

√√√√E
[
sup
A∈A

∑n
i=1 (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})

2
]

=

√√√√E
[
sup
A∈A

∑n
i=1

{
(1{Xi ∈ A} − µ(A)) + (µ(A)− 1{X ′i ∈ A})

}2
]
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≤

√√√√4 E
[
sup
A∈A

∑n
i=1 (1{Xi ∈ A} − µ(A))2

]

≤ 2Σ
√
n+ 2

√√√√E
[
sup
A∈A
|∑n

i=1 (1{Xi ∈ A} − µ(A))|
]

= 2Σ
√
n+ 2

√√√√nE
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
,

En combinant cela avec (2.16), nous obtenons

E[Z] ≤ 2
(

Σ +
√

E[Z]
)√2 log(2SA(2n))

n
.

En posant m =
√

E[Z], cette dernière inégalité peut se réécrire

m2 − 2
√

2 log(2SA(2n))
n

m− 2Σ
√

2 log(2SA(2n))
n

≤ 0. (2.17)

Cela implique en particulier que

m =
√

E[Z] ≤ m+,

où m+ est la solution positive de l’équation du second degré associée à l’inégalité (2.17).
Nous calculons

m+ =
√

2 log(2SA(2n))
n

+

√√√√2 log(2SA(2n))
n

+ 2Σ
√

2 log(2SA(2n))
n

.

Dès lors,

E[Z] ≤ m2
+

≤ 2
2 log(2SA(2n))

n
+ 2 log(2SA(2n))

n
+ 2Σ

√
2 log(2SA(2n))

n


= 8 log(2SA(2n))

n
+ Σ

√
32 log(2SA(2n))

n
,

où nous avons utilisé le fait que pour tout a, b ∈ R, nous avons (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2). �

Les théorèmes que nous venons de démontrer assurent que

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
= O

√ log(SA(2n))
n

 , quand n→ +∞.
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En particulier, siA est de dimension VC finie, le corollaire 2.8 garantit

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
= O

√ log(n)
n

 , quand n→ +∞.

Nous allons montrer comment, en utilisant le nombre couvrant (définition 2.11) et la
représentation du coefficient de désintégration dans l’hypercube, il est possible d’obtenir
également

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
= O

(
1√
n

)
,

un résultat qui, asymptotiquement, est certainement meilleur que ceux présentés jusque-
là.

Nous commençons par démontrer, en utilisant le chaînage, une borne sur E[Z] qui
fait intervenir le nombre couvrant (une version améliorée de l’inégalité classique [15,
Théorème 1.16] due à Johan Segers). Ensuite, nous utilisons l’inégalité de Haussler
(théorème 2.12).

Théorème 2.22. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Pour tout a > 1, nous avons

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 4√

n

a2

a− 1 max
x1,...,xn∈Rd

ˆ a−1

0

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr.

Cela représente une amélioration de [15, Théorème 1.16]

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 24√

n
max

x1,...,xn∈Rd

ˆ 1

0

√
log

(
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr

car le facteur 24 devant l’intégrale a été réduit à

4 inf
a>1

a2

a− 1 = 16,

la borne supérieure de l’intégrale a été réduite à a−1 < 1 et le facteur 2 dans l’intégrale
est devenu

√
2.

Démonstration. Le début de la preuve commence comme l’inégalité VC pour la moyenne.
Nous supposons donc connu que

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 1
n

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]
.
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Il suit que

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 1
n

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A})
∣∣∣∣∣
]

+ 1
n

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{X ′i ∈ A})
∣∣∣∣∣
]

= 2
n

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A})
∣∣∣∣∣
]

= 2
n

E
[
E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{Xi ∈ A})
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣X1, . . . , Xn

]]
,

où la deuxième ligne vient du fait que X1, . . . , Xn, X
′
1, . . . , X

′
n est un échantillon i.i.d. de

taille 2n de distribution commune µ.

Fixons X1 = x1, . . . , Xn = xn, X
′
1 = x′1, . . . , X

′
n = x′n. Par définition de A(xn1 ), nous

avons
E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi (1{xi ∈ A})
∣∣∣∣∣
]

= E
[

max
b∈A(xn1 )

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σibi

∣∣∣∣∣
]
. (2.18)

Fixons a > 1. Soit M = bloga(
√
n)c + 1, où bxc désigne le plus grand entier n tel que

n ≤ x. Nous définissons les sous-ensembles de {0, 1}n suivants : B0 = {(0, . . . , 0)} et
Bk un recouvrement (définition 2.10) minimal de rayon a−k de A(xn1 ). Observons que,
comme la distance de Hamming (définition 2.9) est toujours plus petite que 1, B0 est
un recouvrement minimal de A(xn1 ) de rayon a0 = 1. De plus, comme la distance de
Hamming est toujours plus grande que 1/

√
n pour deux points distincts, nous avons

également que BM = A(xn1 ).

Soit σ = (σ1, . . . , σn) une réalisation du vecteur aléatoire de variables de Rademacher
et soit b∗ = b∗(σ) le vecteur de {0, 1}n associé tel que le maximum dans (2.18) est
atteint. Définissons b(M), b(M−1), . . . , b(0) de manière récursive, comme suit (notons que
ces quantités dépendent également de σ) :{

b(M) = b∗

b(k−1) ∈ argmin{ρ(b, b(k)) : b ∈ Bk−1}, k = M, . . . , 1.

Notons que b(0) = (0, . . . , 0). Par définition de Bk−1, nous avons également

ρ(b(k), b(k−1)) ≤ a−(k−1), ∀k = 1, . . . ,M.

Nous pouvons alors procéder au chaînage, de la manière suivante :

n∑
i=1

σib
∗
i =

n∑
i=1

σi
M∑
k=1

(
b

(k)
i − b

(k−1)
i

)
=

M∑
k=1

n∑
i=1

σi
(
b

(k)
i − b

(k−1)
i

)
.
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Par conséquent,

E
[

max
b∈A(xn1 )

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σibi

∣∣∣∣∣
]

= E
[∣∣∣∣∣

M∑
k=1

n∑
i=1

σi
(
b

(k)
i − b

(k−1)
i

)∣∣∣∣∣
]

≤
M∑
k=1

E
[∣∣∣∣∣

n∑
i=1

σi
(
b

(k)
i − b

(k−1)
i

)∣∣∣∣∣
]

≤
M∑
k=1

E

 max
b∈Bk, c∈Bk−1
ρ(b,c)≤a−k+1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi(bi − ci)
∣∣∣∣∣
 .

Par le lemme de Hoeffding, nous avons que pour tout λ > 0 et pour tout (b, c) ∈ Bk×Bk−1
tels que ρ(b, c) ≤ a−k+1,

E
[
eλ
∑n

i=1 σi(bi−ci)
]

=
n∏
i=1

E
[
eλσi(bi−ci)

]
≤

n∏
i=1

eλ2(bi−ci)2/2 = eλ2nρ(b,c)2/2 ≤ eλ2na−2k+2/2.

De plus, il est évident que |Bk||Bk−1| ≤ |Bk|2 = N (a−k,A(xn1 ))2. Il suit alors du
lemme 2.19 que

E

 max
b∈Bk, c∈Bk−1
ρ(b,c)≤a−k+1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σi(bi − ci)
∣∣∣∣∣
 ≤ √na−k+1

√
2 log(2N (a−k,A(xn1 ))2)

= 2
√
na−k+1

√
log

(√
2N (a−k,A(xn1 ))

)
.

Si nous définissons

f : r ∈ (0, 1]→ f(r) =
√

log
(√

2N (r,A(xn1 ))
)
∈ [0,+∞),

nous obtenons

E
[

max
b∈A(xn1 )

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σibi

∣∣∣∣∣
]
≤

M∑
k=1

2
√
na−k+1f(a−k) ≤ 2a

√
n

+∞∑
k=1

a−kf(a−k). (2.19)

Comme la fonction f est décroissante, il suit que

+∞∑
k=1

a−kf(a−k) =
+∞∑
k=1

a−k − a−k−1

1− a−1 f(a−k)

= 1
1− a−1

+∞∑
k=1

ˆ a−k

a−k−1
f(a−k) dr

≤ 1
1− a−1

+∞∑
k=1

ˆ a−k

a−k−1
f(r) dr
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= a

a− 1

ˆ a−1

0
f(r) dr.

Par les calculs précédents, il vient alors

E
[

max
b∈A(xn1 )

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σibi

∣∣∣∣∣
]
≤ 2
√
n

a2

a− 1

ˆ a−1

0
f(r) dr.

En multipliant ce résultat par 2/n et en passant au maximum sur x1, . . . , xn ∈ Rd, nous
obtenons la conclusion. �

Si la dimension VC de la classeA est finie, nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 2.23. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Si A est de dimension VC finie, nous avons

E[Z] = E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 15

√
V

n
.

Bien que ce résultat semble meilleur que tout ce que nous avons présenté jusque-là,
il ne donne pas forcément la plus petite borne en pratique. Si nous ne disposons
que d’un « petit échantillon », il est tout à fait possible que les résultats précédents
soient plus performants (et nous le constaterons d’ailleurs sur un exemple dans la
section 2.3).

Intuitivement, ce corollaire n’est pas surprenant : le théorème 2.22 a permis d’obtenir
une borne sur l’espérance faisant intervenir le nombre couvrant (et plus le coefficient de
désintégration, comme dans l’inégalité VC pour la moyenne). De plus, quand V < +∞,
la borne de Haussler (théorème 2.12) sur ce nombre couvrant est indépendante de n (à
l’inverse de la borne obtenue sur le coefficient de désintégration dans le corollaire 2.8). Il
n’est alors pas étonnant d’obtenir une inégalité en O(1/

√
n).

Démonstration. Comme A est de dimension finie, nous pouvons appliquer le théo-
rème 2.12, i.e.

N (r,A(xn1 )) ≤ e(V + 1)
(2e
r2

)V
.

Donc pour n’importe quels x1, . . . , xn ∈ Rd et a > 1,
ˆ a−1

0

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr ≤

ˆ a−1

0

√
log

(√
2e(V + 1)

)
+ V log(2e/r2) dr.
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Comme V ≥ 1, nous avons forcément que V −1 log(1 + V ) ≤ log(2). Dès lors, pour tout
x1, . . . , xn ∈ Rd,
ˆ a−1

0

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr ≤

√
V

1√
V

ˆ a−1

0

√
log

(√
2e(V + 1)

)
+ V log(2e/r2) dr

≤
√
V

ˆ a−1

0

√
5
2 log(2) + 2− 2 log(r) dr

=
√
V a−1

ˆ 1

0

√
5
2 log(2) + 2− 2 log(a−1z) dz

=:
√
V a−1I(a).

Il suit alors du théorème précédent que pour tout a > 1

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤
√
V

n

4a
a− 1I(a).

Il suffit donc de montrer
inf
a>1

4a
a− 1I(a) ≤ 15

pour obtenir le résultat.

Définissons b = b(a) := (5/2) log(2) + 2 + 2 log(a). Montrons d’abord que

I(a) =
ˆ 1

0

√
b− 2 log(z) dz =

√
b+
√

2πeb/2(1− Φ(
√
b)),

où Φ désigne la fonction de répartition d’une loi normale standard (voir exemple 1.3).
En effet, nous avons

I(a) =
ˆ 1

0

√
b− 2 log(z) dz =

ˆ 0

−∞

√
b− 2x ex dx

=
ˆ +∞

0

√
b+ 2x e−x dx =

√
2
ˆ +∞

0

√
b/2 + x e−x dx

=
√

2eb/2
ˆ +∞

b/2

√
t e−t dt =

√
2eb/2

√ b

2e−b/2 + 1
2

ˆ +∞

b/2

1√
t

e−t dt


=
√
b+ eb/2

ˆ +∞

√
b

e−s2/2 ds =
√
b+
√

2πeb/2(1− Φ(
√
b)).

En utilisant l’inégalité (1.1) démontrée dans l’exemple 1.3, il vient alors

I(a) ≤
√
b+
√

2πeb/2
(

1√
2πb

e−b/2
)

=
√
b+ 1√

b
.
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Dès lors,

inf
a>1

4a
a− 1I(a) ≤ inf

a>1

4a
a− 1

√b(a) + 1√
b(a)

 ,
avec b(a) := (5/2) log(2)+2+2 log(a). Bien que minimiser cette fonction « manuellement »
soit sans doute possible, nous avons, dans le but d’éviter de longues lignes de calculs,
effectué la minimisation via le logiciel libre R et nous avons obtenu

inf
a>1

4a
a− 1

√b(a) + 1√
b(a)

 ≈ 14.352 < 15,

où le minimum est atteint en a ≈ 3.588. Cela termine donc la démonstration. �

Il est en fait possible de réduire la constante 15 du corollaire 2.23 à 11 si nous ne
bornons pas la série obtenue en (2.19) par une intégrale en utilisant la monotonicité,
comme dans la démonstration classique. À la place, nous utilisons directement l’inégalité
de Haussler dans la série et ensuite nous appliquons l’inégalité de Jensen. Les tech-
niques de démonstration étant assez différentes, nous avons présenté ces deux résultats
séparément.

Le prochain résultat est dû à Johan Segers.

Théorème 2.24. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Si A est de dimension VC finie, nous avons

E[Z] = E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 11

√
V

n
.

Démonstration. Nous partons de l’inégalité (2.19) dans la démonstration du théorème 2.22
qui assure que pour tout a > 1 et pour tout x1, . . . , xn ∈ Rd,

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 4a√

n

+∞∑
k=1

a−kf(a−k),

où
f : r ∈ (0, 1]→ f(r) =

√
log

(√
2N (r,A(xn1 ))

)
∈ [0,+∞).

Observons que, comme dans la démonstration du corollaire précédent, en utilisant la
borne de Haussler pour le nombre couvrant, nous avons pour tout r ∈ (0, 1],

1√
V

√
log

(√
2N (r,A(xn1 ))

)
≤
√

5
2 log(2) + 2− 2 log(r) := g(r).
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La fonction g ainsi définie est convexe et décroissante sur (0, 1]. Introduisons les quantités

ck = a−k
2a

1 + a
,

qui satisfont

a−k < ck < a−k+1,
1
2(ck + ck+1) = a−k et ck − ck+1 = 2(a− 1)

a+ 1 a−k.

Si U désigne une variable aléatoire de loi uniforme sur [ck+1, ck], ce que nous noterons
dorénavant U ∼ Uni[ck+1, ck], il suit alors de l’inégalité de Jensen que

+∞∑
k=1

a−kg(a−k) = a+ 1
2(a− 1)

+∞∑
k=1

(ck − ck+1)g
(1

2(ck + ck+1)
)

= a+ 1
2(a− 1)

+∞∑
k=1

(ck − ck+1)g (E[U ])

≤ a+ 1
2(a− 1)

+∞∑
k=1

(ck − ck+1) E[g(U)]

= a+ 1
2(a− 1)

+∞∑
k=1

(ck − ck+1)
ˆ ck

ck+1

g(r) 1
ck − ck+1

dr

= a+ 1
2(a− 1)

+∞∑
k=1

ˆ ck

ck+1

g(r) dr

= a+ 1
2(a− 1)

ˆ 2
1+a

0
g(r) dr,

où la dernière inégalité vient du fait que c1 = 2/(1 + a).

En minimisant encore une fois via R, nous obtenons

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤
√
V

n
inf
a>1

2a(a+ 1)
a− 1

ˆ 2
1+a

0
g(r) dr ≤ 11

√
V

n
. �

Avant de passer à la synthèse et à la comparaison de toutes les inégalités exposées dans ce
chapitre, nous considérons un cas particulier dans lequel nous sommes capables de calculer
de manière exacte le nombre couvrant (évitant ainsi l’utilisation de la borne de Haussler)
et effectuons une comparaison des résultats obtenus sur l’espérance.

Exemple 2.25 (Fonction de répartition empirique, comparaison des bornes sur l’es-
pérance). Comme nous l’avons vu dans l’exemple 2.4, dans le cas de la fonction de
répartition empirique nous pouvons calculer le coefficient de désintégration directement.
Nous avons obtenu

SA(n) = n+ 1.
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L’inégalité VC pour la moyenne (théorème 2.20) fournit donc la borne

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤
√

2 log(4n+ 2)
n

Nous avions également vu que V = 1, donc le corollaire 2.23 et le théorème 2.24 impliquent
respectivement

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 15√

n
(majoration par l’intégrale et Haussler),

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 11√

n
(majoration par la série et Haussler).

Il est aussi possible de calculer exactement le nombre couvrant N (r,A(xn1 )) pour n’im-
porte quels r ∈ (0, 1] et x1, . . . , xn ∈ R. Cela nous évite de devoir utiliser la borne de
Haussler pour cette quantité et nous obtiendrons une borne de E[Z] plus fine en utilisant
directement le théorème 2.22 au lieu du corollaire 2.23.

Soient x1, . . . , xn ∈ R. Quitte à renommer les points, nous pouvons supposer que ceux-ci
sont ordonnés de manière croissante. Par un raisonnement similaire à celui effectué dans
l’exemple 2.4, il est aisé de voir que pour

A := {(−∞, t] : t ∈ R},

nous avons

A ∩ {x1, . . . , xn} =
{
∅, {x1}, {x1, x2}, {x1, x2, x3}, . . . , {x1, . . . , xn−1}, {x1, . . . , xn}

}
.

Dès lors,

A(xn1 ) =
{

(0, . . . , 0), (1, 0, . . . , 0), (1, 1, 0, . . . , 0), . . . , (1 . . . , 1, 0), (1, . . . , 1)
}
.

Soit r ∈ (0, 1]. Pour calculer le nombre couvrant, il faut distinguer différents cas. Pour
k = 1, . . . , n, si √

k − 1
n
≤ r <

√
k

n
,

alors on vérifie que
N (r,A(xn1 )) =

⌈
n+ 1
2k − 1

⌉
, (2.20)

où dxe désigne le plus petit entier z tel que x ≤ z. Notons également que si r = 1 (un
cas qui n’est pas traité par la formule précédente), alors, comme la distance de Hamming
est toujours plus petite que 1,

N (1,A(xn1 )) = 1.
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Afin d’aider le lecteur à comprendre l’origine de la formule (2.20), nous illustrons sa
construction sur la figure 2.3 avec n = 6 (donc |A(xn1 )| = 7) et k = 2.

Figure 2.3 – Construction de la formule exacte pour le nombre couvrant dans le cas de
la fonction de répartition empirique : les points représentent les sommets
« ordonnés » de l’hypercube (par rapport à leur distance de Hamming avec
l’origine) et les accolades représentent les points qui seront couverts par
une même boule.

Remarquons que, quand r → 0, la borne de Haussler assure que N (r,A(xn1 )) = O(1/r2).
Notre résultat n’est pas différent en ce sens que la formule (2.20) donne le même taux
de convergence (car k ≈ nr2 + 1 quand r → 0). La différence se situe au niveau des
constantes, bien plus élevées dans l’inégalité de Haussler.

Maintenant que nous disposons d’une formule pour le nombre couvrant, nous pouvons
calculer explicitement l’intégrale apparaissant dans la borne du théorème 2.22. Soient
a > 1 et x1, . . . , xn ∈ Rd fixés. Alors,
ˆ a−1

0

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr

=
b n
a2 c∑
k=1

ˆ √ k
n

√
k−1
n

√
log

(√
2
⌈
n+ 1
2k − 1

⌉)
dr +

ˆ a−1√
b n
a2 c
n

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr

=
b n
a2 c∑
k=1

ˆ √ k
n

√
k−1
n

√
log

(√
2
⌈
n+ 1
2k − 1

⌉)
dr +

ˆ a−1√
b n
a2 c
n

√√√√log
(√

2
⌈

n+ 1
2bn/a2c+ 1

⌉)
dr

= 1√
n

b n
a2 c∑
k=1

(√k −√k − 1
)√

log
(√

2
⌈
n+ 1
2k − 1

⌉)
+

a−1 −

√√√√⌊ na2

⌋
n


√√√√log

(√
2
⌈

n+ 1
2bn/a2c+ 1

⌉)
.

Cela se traduit directement en une inégalité sur E[Z]. L’expression obtenue est évidemment
plus difficile à manipuler mais a l’avantage d’être plus fine car l’intégrale est calculée de
manière exacte.

La figure 2.4 compare (les deux axes sont en échelle logarithmique) les différentes bornes
pour E[Z], dans le cas de la fonction de répartition empirique, pour des échantillons
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de taille raisonnable. Dans la borne provenant du calcul exact du nombre couvrant,
le paramètre a > 1 a été choisi de façon à minimiser (numériquement, via la fonction
optimize de R) l’expression obtenue.

Figure 2.4 – Comparaison, en échelle logarithmique, des bornes sur E[Z] pour la fonction
de répartition empirique.

D’abord, nous observons que l’inégalité VC (pour la moyenne) est largement meilleure que
le chaînage pour des échantillons de taille raisonnable. Cela s’explique par les constantes
trop élevées qui apparaissent dans les bornes, inhérentes à la méthode ; même si celles-ci
ne contiennent plus de terme dépendant de n au numérateur, comme le numérateur de
l’inégalité VC croît extrêmement lentement avec n, cette dernière demeure meilleure dans
les applications pratiques.

Ensuite, nous remarquons un autre phénomène très intéressant. Parmi les inégalité
utilisant le chaînage, deux catégories sont à distinguer : celles qui utilisent une borne de la
série (2.19) par une intégrale, un argument qui utilise implicitement la monotonicité des
expressions rencontrées (théorème 2.22 et corollaire 2.23) et celle qui travaille directement
sur la série avec l’inégalité de Jensen (théorème 2.24). Au sein de celles qui utilisent une
borne intégrale, il est tout à fait normal et rassurant de constater que le calcul exact
du nombre couvrant améliore l’inégalité obtenue avec le résultat de Haussler (même si
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les courbes ont l’air de se rapprocher, le lecteur peut vérifier graphiquement que l’ordre
demeure valide pour n largement supérieur). Par contre, pour n excédant 1000, nous
constatons que la courbe verte qui utilise directement la série et l’inégalité de Jensen
performe mieux que la borne obtenue via le calcul exact du nombre couvrant (courbe
orange), malgré que le résultat de Haussler ait été utilisé pour démontrer la borne
représentée par la courbe verte. Ceci est en réalité une manifestation assez générale d’un
principe empirique que nous avons constaté et que nous retrouverons au chapitre suivant :
les inégalités basées sur Jensen sont souvent largement meilleures que celles obtenues par
un argument de monotonicité.

2.3 Comparaison des bornes

Nous avons, au travers de différentes méthodes, obtenu de nombreuses bornes pour

Z = sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ,

qui tiennent avec probabilité 1− δ pour quelque δ ∈ (0, 1). Nous proposons de synthétiser
ici les résultats principaux obtenus (les résultats qui nécessitent de l’information supplé-
mentaire sur la classe A, tels que le théorème 2.18 ou le théorème 2.21, seront traités en
détails dans le chapitre suivant et ne sont donc pas rappelés ici) :

• L’inégalité VC classique (théorème 2.14) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
2
n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
.

• L’inégalité VC améliorée que nous avons présentée dans le théorème 2.17 :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n +
√

2
n

[
log(4/δ) + log(SA(2n))

]
.

• L’inégalité VC pour la moyenne (théorème 2.20) combinée à (2.5) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n log(1/δ) +
√

2 log(2SA(2n))
n

.

• La méthode de chaînage (théorème 2.22) combinée à (2.5) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n log(1/δ)

+ 4√
n

a2

a− 1 max
x1,...,xn∈Rd

ˆ a−1

0

√
log

(√
2 N (r,A(xn1 ))

)
dr,
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où a > 1.
• Si la dimension VC de A est finie, le théorème 2.24 combiné à (2.5) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤

√
1

2n log(1/δ) + 11
√
V

n
.

Nous n’avons pas inclus la borne dérivée du corollaire 2.23 car, si la dimension VC est
finie, nous utiliserons toujours le théorème 2.24.

Dans le cas de la fonction de répartition empirique, nous avons calculé toutes les quantités
intervenant dans ces bornes (voir exemples 2.4 et 2.25). Nous présentons sur la figure 2.5
une comparaison de ces bornes (les deux axes sont en échelle logarithmique) avec
δ = 1%.

Premièrement, nous observons que la borne obtenue via l’inégalité VC pour la moyenne
semble la meilleure option pour des échantillons de taille raisonnable. Cette constatation
va dans le sens de l’exemple 2.25. Intuitivement, cela peut sembler contre-intuitif :
les bornes provenant d’une inégalité de concentration (en l’occurrence, l’inégalité des
différences finies) et d’un contrôle sur l’espérance sont toujours composées de l’addition
des deux résultats, tandis que les bornes provenant directement de la distribution de
Z sont obtenues sans avoir recours à une inégalité de concentration préalable. De plus,
les techniques de démonstration sont assez similaires. Il semblerait que la différence
provienne de la symétrisation, qui, même optimisée dans le cas des distributions (au
sens du théorème 2.17) parvient seulement à concurrencer la borne dérivée de l’inégalité
VC pour la moyenne pour n très large (courbe bleue). La symétrisation dans le cas
de l’espérance est beaucoup plus simple à traiter, et, visiblement, plus performante
également. Néanmoins, observons tout de même l’amélioration significative engendrée
par l’optimisation du processus de symétrisation par rapport à l’inégalité VC classique
(courbe noire).

Deuxièmement, nous constatons, sans étonnement, que la méthode de chaînage gagne
en performance avec n car elle ne contient aucun terme dépendant de n au numérateur
(courbe verte), mais qu’elle n’est pas très utile en pratique à cause de ses constantes (cf.
exemple 2.25). En effet, si nous comparons la borne sur l’espérance obtenue par chaînage
avec l’inégalité VC pour la moyenne, nous constatons que le chaînage ne devient meilleur
que si

n ≥ exp(121/2)− 4
4 ≈ 4.7× 1025,

une quantité dépassant largement la taille d’un échantillon réaliste.
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Chapitre 3

Mesures empiriques : le cas des
évènements rares

Ce chapitre se base principalement sur [25].

Comme dans le chapitre précédent, nous souhaitons obtenir des bornes sur la probabi-
lité

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
,

où µ est une mesure de probabilité sur Rd, µn est la mesure empirique associée à un
échantillon indépendant X1, . . . , Xn de distribution commune µ et A est une classe
de boréliens de Rd. Cependant, nous voulons maintenant adapter ces bornes pour les
évènements rares, i.e. si nous notons

A :=
⋃
A∈A

A et p := µ(A), (3.1)

alors p est supposé très petit (nous imaginons, par exemple, que p est de l’ordre de 10−2

ou 10−3). La mesurabilité de l’union A est garantie par l’hypothèse faite sur A dans
la remarque 2.1 car elle assure que ⋃A∈AA = ⋃

A∈A0 A, et la mesurabilité d’une union
dénombrable est évidente.

Ce cadre s’inscrit dans le contexte de la théorie des valeurs extrêmes, la branche de la
statistique qui s’intéresse aux valeurs extrêmes d’un échantillon, telles que son maximum
ou ses quantiles extrémaux. Celle-ci possède de nombreuses applications très diverses
telles que la prévision d’évènements extrêmes en météorologie, la gestion de gros risques
en réassurance ou encore la détection de nouveautés en apprentissage machine (voir [3,
Section 1.3] pour d’autres applications).

Comme expliqué auparavant, cf. (2.12), le théorème 2.18 permet d’obtenir un premier
résultat intéressant dans ce cadre car il fournit l’inégalité

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
p

n

[
log(8/δ) + log(SA(2n))

]
,
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avec probabilité 1 − δ, où δ ∈ (0, 1). Le facteur p permet de raffiner l’inégalité VC
par la connaissance à priori d’information sur la classe A. Néanmoins, ce résultat ne
semble pas suffisant dans le sens où la taille de l’échantillon effectif, i.e. le nombre moyen
d’observations Xi prenant leur valeur dans A, est donnée par np, une quantité qui peut
être largement inférieure à la taille de l’échantillon total n. Ainsi, nous nous attendons à
ce que la mesure de complexité de la classe, donnée par SA, fasse directement intervenir
cette quantité et non n.

Dans la section 3.1, nous présentons le résultat fondamental du chapitre qui permet de
développer des inégalités prenant la rareté des évènements rencontrés en considération.
Dans les sections 3.2 et 3.3, nous démontrons différentes inégalités en réutilisant les tech-
niques introduites au chapitre précédent. La section 3.4 est consacrée à une comparaison
graphique des bornes obtenues.

3.1 Un argument de conditionnement

Le résultat suivant est essentiel et sera utilisé dans toutes les inégalités de concentration
qui suivront. Il est proposé dans [25] sous le nom de « conditioning trick » et provient
originellement de [13, p. 17].

Lemme 3.1. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune µ,
une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une classe
non vide de boréliens de Rd. Soit Y1, . . . , Yn un échantillon indépendant de distribution
commune

µA(·) = µ(·|A) = µ(· ∩ A)
µ(A) = µ(· ∩ A)

p

et indépendant de X1, . . . , Xn, avec A et p comme dans (3.1). Si pour tout k = 1, . . . , n
nous notons µYk la mesure empirique associée à Y1, . . . , Yk et si K ∼ Bin(n, p) désigne
le nombre d’observations Xi dans A, alors nous avons l’égalité en distribution suivante
pour tout k ∈ {0, . . . , n} :

[
(µn(A))A∈A

∣∣∣∣K = k
]

=d

(
k

n
µYk (A)

)
A∈A

,

où l’égalité en distribution est à considérer au sens d’une égalité en distribution entre
deux processus stochastiques, i.e. pour tout A1, . . . , AN ∈ A, les vecteurs aléatoires(

µn(A1), . . . , µn(AN)
) ∣∣∣∣K = k et k

n

(
µYk (A1), . . . , µYk (AN)

)
(3.2)

ont même distribution (si k = 0 les deux côtés de l’égalité sont supposés nuls).
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Dans la suite, nous pourrons donc travailler conditionnellement à K = k pour un certain
k = 0, . . . , n, fournir des inégalités de concentration pour µYk et intégrer par rapport à
K à la fin de notre développement. Cela permettra d’obtenir des bornes ne prenant en
compte que la taille de l’échantillon effectif. En particulier, nous ferons usage de l’inégalité
de Bernstein (théorème 1.11) qui garantit que K est fortement concentré autour de sa
moyenne E[K] = np, i.e. pour t ≥ 0,

P
(
|K − np| ≥ t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2(np(1− p) + t/3)

)
. (3.3)

Notons que l’égalité en distribution du lemme 3.1 s’étend au supremum sur A en utilisant
la remarque 2.1. En effet, en combinaison avec la continuité des probabilités par rapport
aux suites monotones d’évènements [26, Proposition 1.2.9], elle assure que pour tout
t > 0 et pour tout k ∈ {0, . . . , n},

P
(

sup
A∈A

µn(A) ≥ t
∣∣∣∣K = k

)
= P

(
sup
A∈A0

µn(A) ≥ t
∣∣∣∣K = k

)

= P
⋂
l∈N

{
sup
A∈A0

µn(A) > t− 1/l
} ∣∣∣∣K = k


= P

⋂
l∈N

⋃
i∈N
{µn(Ai) > t− 1/l}

∣∣∣∣K = k


= lim

l→+∞
P
⋃
i∈N
{µn(Ai) > t− 1/l}

∣∣∣∣K = k


= lim

l→+∞
lim

N→+∞
P
(
N⋃
i=1
{µn(Ai) > t− 1/l}

∣∣∣∣K = k

)

= lim
l→+∞

lim
N→+∞

P
(
N⋃
i=1

{
µYk (Ai) > t− 1/l

})

= P
(

sup
A∈A0

k

n
µYk (A) ≥ t

)
= P

(
sup
A∈A

k

n
µYk (A) ≥ t

)
,

où A1, A2, A3, . . . est une énumération de la classe dénombrable A0.

Démonstration du lemme 3.1. Soient k ∈ {1, . . . , n} (si k = 0 le résultat est trivial) et
A1, . . . , AN ∈ A.

Commençons par supposer les Ai mutuellement disjoints. Quitte à ajouter l’ensemble
A \ (A1 ∪ . . . ∪ AN) ∈ A à la suite (Al)Nl=1, nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, que celle-ci forme une partition de A. Prenons j1, . . . , jN ∈ {0, . . . , k} tels
que ∑N

l=1 jl = k (sinon les probabilités calculées ultérieurement sont nulles). Comme,
dans ce cas, le vecteur aléatoire

(
nµn(A1), . . . , nµn(AN )

) ∣∣∣K = k est de loi multinomiale
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Mult(k;µ(A1)/p, . . . , µ(AN)/p), nous avons

P
((
µn(A1), . . . , µn(AN)

)
= (j1, . . . , jN)/n

∣∣∣∣K = k
)

=
(

k

j1, . . . , jN

)
N∏
l=1

[
µ(Al)
p

]jl
,

où nous avons utilisé le coefficient multinomial(
k

j1, . . . , jN

)
:= k!

(j1)! · · · (jN)! .

De même, nous calculons

P
(
k

n

(
µYk (A1), . . . , µYk (AN)

)
= (j1, . . . , jN)/n

)

= P
(
N⋂
l=1

{
k∑
i=1

1{Yi ∈ Al} = jl

})
= k!

(j1)! · · · (jN)!

N∏
l=1

[
µ(Al)
p

]jl
,

vérifiant ainsi l’égalité en distribution des vecteurs de (3.2), dans le cas où les Al sont
tous disjoints.

Si les Al ne sont pas mutuellement disjoints, l’égalité en distribution demeure valide. En
effet, considérons d’abord le cas N = 2 : clairement,(

µn(A1), µn(A2)
)

= F
(
µn(A1 \ A2), µn(A1 ∩ A2), µn(A2 \ A1)

)
,

où F : (x, y, z) ∈ R3 7→ (x+ y, y+ z) ∈ R2. Or, il est clair que les ensembles A1 \A2, A1∩
A2, A2 \ A1 sont mutuellement disjoints et que la fonction F est mesurable. Dès lors,
l’égalité en distribution dans le cas disjoint se « transporte » par F mesurable au cas non
disjoint. Le cas N > 2 se traite en considérant une fonction mesurable F : R2N−1 → RN

et une décomposition disjointe de A1 ∪ . . . ∪ AN similaire à celle effectuée dans le cas
N = 2. �

Nous proposons maintenant diverses inégalités de concentration, adaptées au cadre des
évènements rares. Comme dans le chapitre précédent, nous distinguons deux méthodes :
les inégalités basées sur la distribution de Z = supA∈A |µn(A)− µ(A)| et les inégalités
basées sur des bornes de E[Z].

Nous serons dans la suite amenés à définir SA(x), pour x ∈ R un réel qui ne sera pas
nécessairement dans N. Nous procédons pour cela à une simple interpolation linéaire : il
existe λ ∈ [0, 1] tel que x = λbxc+(1−λ)dxe, nous définissons donc

SA(x) := λSA(bxc) + (1− λ)SA(dxe).
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3.2 Bornes provenant de la distribution

Le résultat suivant est une version améliorée de [25, Théorème 1].

Théorème 3.2. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Si np ≥ 2 log(8/δ), avec p comme dans (3.1), alors
pour δ ∈ (0, 1), nous avons avec probabilité au moins 1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
2p
n

[
log(8/δ) + log (SA(8np))

]
+
√

2p
n
.

Cette inégalité peut être vue comme une version « évènements rares » de l’inégalité VC
(théorème 2.14). En particulier, la démonstration se base également sur le lemme de
symétrisation (lemme 2.15) et un argument de randomisation.

Démonstration. Soient a ∈ (0, 1) et t > 0. Par le lemme de symétrisation, si 4(1−a)2nt2 ≥
2, alors

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4 P

(
sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ at

)
,

où µ′n est la mesure empirique associée à X ′1, . . . , X ′n, un échantillon fantôme indépen-
dant de distribution commune µ et indépendant de X1, . . . , Xn. En fait, nous vérifions
facilement que, comme µ(A) ≤ p pour tout A ∈ A, la symétrisation reste valide sous
l’hypothèse plus faible que (1− a)2nt2 ≥ 2p (il suffit d’adapter la borne sur la variance
Var[1{Xi ∈ A}] dans la démonstration).

Soit K̃ = ∑n
i=1 1{Xi ∈ A ou X ′i ∈ A} = ∑n

i=1 1{(Xi, X
′
i) ∈ Ã}, avec Ã = (A×Rd)∪(Rd×

A). Alors, si (Yi, Y ′i )ni=1 est un échantillon indépendant de (Xi, X
′
i)ni=1 de distribution

commune donnée par la distribution conditionnelle de (X1, X
′
1) sachant que ce dernier

est dans Ã, nous avons par le lemme 3.1

P
(

sup
A∈A

(µn(A)− µ′n(A)) ≥ at

)

= P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

(1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ at

)

= E
[
P
(

sup
A∈A

1
n

n∑
i=1

(1{Xi ∈ A} − 1{X ′i ∈ A}) ≥ at

∣∣∣∣ K̃
)]

= E
P

K̃
n

sup
A∈A

1
K̃

K̃∑
i=1

(1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) ≥ at

∣∣∣∣ K̃

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= E
P

sup
A∈A

K̃∑
i=1

(1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) ≥ nat
∣∣∣∣ K̃

 .
Par randomisation nous avons,

K̃∑
i=1

(1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) =d

K̃∑
i=1

σi (1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) ,

où K̃ est supposé fixé et σ1, . . . , σK̃ sont des variables aléatoires de Rademacher supposées
indépendantes de (Y1, Y

′
1), . . . , (Yn, Y ′n). Comme pour l’inégalité VC, nous avons par

l’inégalité de Hoeffding (théorème 1.8),

P
sup
A∈A

K̃∑
i=1

(1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) ≥ nat
∣∣∣K̃


= EY

Pσ

sup
A∈A

K̃∑
i=1

σi (1{Yi ∈ A} − 1{Y ′i ∈ A}) ≥ nat
∣∣∣K̃, Y1, Y

′
1 , . . . , Yn, Y

′
n


≤ min

{
1,SA(2K̃) exp

(
−a

2(nt)2

2K̃

)}
,

où la dernière inégalité suit du fait que l’espérance EY n’est prise que par rapport aux
variables aléatoires Y1, Y

′
1 , . . . , Yn, Y

′
n et que toute probabilité est trivialement bornée par

1. Nous trouvons donc

P
(

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≥ t

)
≤ 4 E

[
min

{
1,SA(2K̃) exp

(
−a

2(nt)2

2K̃

)}]
. (3.4)

Afin de borner cette dernière quantité, nous distinguons selon que K̃ ≤ 2np(1 + s) ou
non, avec s > 0 qui sera déterminé dans la suite. Par monotonicité de l’intégrant en K̃,
nous avons

E
[
min

{
1,SA(2K̃) exp

(
−a

2(nt)2

2K̃

)}]

≤ P
(
K̃ ≥ 2np(1 + s)

)
+ SA(4np(1 + s)) exp

(
− na2t2

4p(1 + s)

)
.

Comme a ∈ (0, 1) n’est pas fixé, nous pouvons, étant donnés n et t, choisir le plus
grand a < 1 tel que la condition (1 − a)2nt2 ≥ 2p soit respectée. Il est donné par
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a = a(n, t) = 1−
√

2p
nt2

. Pour un tel choix de a, nous trouvons donc

E
[
min

{
1,SA(2K̃) exp

(
−a

2(nt)2

2K̃

)}]

≤ P
(
K̃ ≥ 2np(1 + s)

)
+ SA(4np(1 + s)) exp

(
−nt

2 − 2
√

2npt+ 2p
4p(1 + s)

)
.

(3.5)

Soit δ ∈ (0, 1). Nous choisissons s = s(δ) tel que le premier terme dans (3.5) soit borné
par δ/8. Ensuite, nous choisissons t = t(δ) tel que le second terme soit égal à δ/8. Ainsi,
par (3.4), nous aurons que P(Z ≥ t(δ)) ≤ δ et par conséquent, nous obtiendrons Z ≤ t(δ)
avec probabilité au moins 1− δ.

Par la version de l’inégalité de Bernstein rappelée dans (3.3), comme nous vérifions
facilement que K̃ ∼ Bin(n, p̃) avec p̃ = p(2− p), nous avons

P
(
K̃ ≥ 2np(1 + s)

)
= P

(
K̃ − np̃ ≥ 2np(1 + s)− np̃

)
= P

(
K̃ − np̃ ≥ np(2s+ p)

)
≤ exp

(
− (np)2(2s+ p)2

2(np̃(1− p̃) + np(2s+ p)/3)

)

≤ exp
(
− np(2s+ p)2

2((2− p) + (2s+ p)/3)

)

= exp
(
− np(s+ p/2)2

1 + s/3− p/3

)

≤ exp
(
− nps2

1 + s/3

)
.

En égalant cette expression à δ/8, nous obtenons une équation quadratique en s dont la
solution positive est donnée par

s+ = s(δ) := log(8/δ)
3np +

√
log(8/δ)
np

.

Comme nous avons supposé np ≥ 2 log(8/δ), il vient s(δ) ≤ 1
6 + 1√

2 ≤ 1. Donc en prenant
s = 1, le premier terme dans (3.5) est borné par δ/8.

Pour un tel choix de s, le second terme de (3.5) devient

SA(8np) exp
(
−nt

2 − 2
√

2npt+ 2p
8p

)
.

Cette dernière expression est égale à δ/8 à condition que

t = t(δ) := 2
√

2p
n

[
log(8/δ) + log (SA(8np))

]
+
√

2p
n
. �
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Nous pouvons obtenir une borne similaire en utilisant le lemme 3.1 sur la version
non symétrisée de Z et en appliquant le théorème 2.17 directement sur µYK . Ceci est
formalisé dans le résultat suivant, qui correspond à une version améliorée de [25, Théo-
rème 2].

Théorème 3.3. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Si np ≥ 4 log(4/δ), avec p comme dans (3.1), alors
pour δ ∈ (0, 1), nous avons avec probabilité au moins 1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

≤ 2
3n log(4/δ) +

√
p

n

{√
2 log(4/δ) + 2

√
log(8/δ) + log (SA(4np)) + 1

}
.

Démonstration. Soit t > 0. Si K := ∑n
i=1 1{Xi ∈ A} ∼ Bin(n, p), alors, en reprenant les

notations du lemme 3.1,

P
(

sup
A∈A

|µn(A)− µ(A)|
p

≥ t

)
= E

[
P
(

sup
A∈A

|µn(A)− µ(A)|
p

≥ t
∣∣∣∣K

)]

= E
[
P
(

sup
A∈A

∣∣∣∣∣KnpµYK(A)− µA(A)
∣∣∣∣∣ ≥ t

∣∣∣∣K
)]

≤ E
[
P
(
K

np
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣Knp − 1

∣∣∣∣∣ sup
A∈A

µA(A) ≥ t
∣∣∣∣K

)]

≤ E
[
P
(
K

np
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣Knp − 1

∣∣∣∣∣ ≥ t
∣∣∣∣K

)]
,

où la dernière ligne suit du fait que µA est encore une mesure de probabilité. Notons
t = u+ s, avec u, s > 0. Alors, cette dernière quantité est bornée par

P
(∣∣∣∣∣Knp − 1

∣∣∣∣∣ ≥ s

)
+ E

[
P
(
K

np
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ≥ u

∣∣∣K)1{∣∣∣∣∣Knp − 1
∣∣∣∣∣ ≤ s

}]
. (3.6)

Soit δ ∈ (0, 1). Comme dans la démonstration du théorème précédent, nous fixons s(δ)
tel que le premier terme soit borné par δ/2 et nous fixons ensuite u(δ) tel que le second
terme soit également borné par δ/2.

Le premier terme de (3.6) se borne directement en utilisant l’inégalité de Bernstein (3.3)

P
(∣∣∣∣∣Knp − 1

∣∣∣∣∣ ≥ s

)
≤ P

(
|K − np| ≥ nps

)
≤ 2 exp

(
− n2p2s2

2(np(1− p) + nps/3)

)
≤ 2 exp

(
− nps2

2(1 + s/3)

)
.
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La solution positive s+ associée à l’équation quadratique en s obtenue en égalant ce
dernier terme à δ/2 satisfait

s+ ≤
2

3np log(4/δ) +
√

2
np

log(4/δ) =: s(δ).

Pour traiter le second terme de (3.6), nous utilisons le théorème 2.17

P
(
K

np
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ≥ u

∣∣∣∣K
)

= P
(

sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ≥ npu

K

∣∣∣∣K
)

≤ 4SA(2K) exp
(
−(np)2u2

2K

(
1−

√
2K

(np)2u2

)
− 1

4

)
.

Dès lors, par monotonicité en K,

E
[
P
(
K

np
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ≥ u

∣∣∣∣K
)
1

{∣∣∣∣∣Knp − 1
∣∣∣∣∣ ≤ s

}]

≤ 4SA(2np(1 + s)) exp
− npu2

2(1 + s)

(
1−

√
2(1 + s)
npu2

)
− 1

4

 .
Si np ≥ 4 log(4/δ), nous obtenons s(δ) ≤ 1

6 + 1√
2 ≤ 1. Donc, pour un tel choix de s, le

second terme est borné par

4SA(4np) exp
(
−np4 u2 +

√
np

2 u− 1
4

)
.

Cette dernière expression vaut δ/2 si

u = u(δ) = 1
√
np

+ 2
√

1
np

[
log(8/δ) + log (SA(4np))

]
.

En synthétisant les inégalités obtenues, nous avons montré qu’avec probabilité au moins
1− δ,

sup
A∈A

|µn(A)− µ(A)|
p

≤ 2
3np log(4/δ) +

√
1
np

{√
2 log(4/δ) + 2

√
log(8/δ) + log (SA(4np)) + 1

}
.

Multipliant chaque coté de cette inégalité par p, nous obtenons le résultat annoncé. �
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3.3 Bornes provenant de l’espérance

Une approche alternative consiste à utiliser une inégalité de concentration pour Z =
supA∈A |µn(A)− µ(A)| autour de sa moyenne E[Z] et ensuite à borner cette dernière
quantité (comme nous l’avions fait dans la section 2.2.2, mais avec des inégalités adaptées
au cadre des évènements rares). L’inégalité des différences finies dans sa version développée
au théorème 1.19 combinée avec [13, Lemme 12], qui assure que, dans les mêmes notations
que le théorème 1.19 et (3.1), c ≤ 1/n et σ ≤ 2p/n, permet de montrer que pour tout
t > 0,

P (Z − E[Z] ≥ t) ≤ exp
(
− nt2

4p+ 2t/3

)
.

Une application simple du lemme d’inversion (lemme 2.13) permet alors d’obtenir le
résultat suivant [SS, Théorème 3].

Théorème 3.4 (Concentration du supremum dans le cas des évènements rares). Soient
X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune µ, une mesure de proba-
bilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une classe non vide de boréliens
de Rd. Alors, pour δ ∈ (0, 1), avec p comme dans (3.1), nous avons avec probabilité au
moins 1− δ,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

3n log(1/δ) + 2
√
p

n
log(1/δ) + E

[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
.

Le reste de la section est consacré à la recherche de bornes sur l’espérance.

Une première idée consiste simplement à appliquer le théorème 2.21 en utilisant le fait que
Σ = supA∈A

√
µ(A)(1− µ(A)) ≤ √p dans notre cadre (cf. (3.1)).

Théorème 3.5. Soient X1, . . . , Xn un échantillon indépendant de distribution commune
µ, une mesure de probabilité sur Rd, et µn la mesure empirique associée. Soit A une
classe non vide de boréliens de Rd. Alors, avec p comme dans (3.1), nous avons

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ 8 log(2SA(2n))

n
+
√
p

n

[
32 log(2SA(2n))

]
.

L’idée alternative est d’utiliser le lemme 3.1 et, dans les notations de ce lemme, d’ap-
pliquer les méthodes du chapitre précédent sur µYK pour faire apparaître la taille de
l’échantillon effectif dans les bornes afin de tenir compte de la rareté des évènements
rencontrés.

Nous commençons par un lemme.
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Lemme 3.6. Dans les mêmes notations qu’au lemme 3.1, nous avons

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
≤ E

[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣]+

√
p

n
.

Démonstration. Par le lemme 3.1, nous avons que

E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

]
= E

[
E
[
sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

∣∣∣∣K
]]

= E
[
E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣ 1n
K∑
i=1

1{Yi ∈ A} − µ(A)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣K

]]

= E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣ 1n
K∑
i=1

1{Yi ∈ A} − µ(A)
∣∣∣∣∣
]
.

Par l’inégalité triangulaire,

E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣∣ 1n
K∑
i=1

1{Yi ∈ A} − µ(A)
∣∣∣∣∣
]

= E
[
sup
A∈A

∣∣∣∣Kn
(
µYK(A)− µA(A)

)
+
(
K

n
− p

)
µA(A)

∣∣∣∣
]

≤ E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣]+ E

[∣∣∣∣Kn − p
∣∣∣∣] ,

où nous avons utilisé le fait que µA est une distribution de probabilité sur Rd. Le second
terme se borne alors aisément en utilisant l’inégalité de Jensen et le fait que K ∼ Bin(n, p)
car (

E
[∣∣∣∣Kn − p

∣∣∣∣])2
≤ E

[(
K

n
− p

)2]
= Var

[
K

n
− p

]
= Var[K]

n2 = np(1− p)
n2 ≤ p

n
,

et le résultat suit directement. �

Afin d’obtenir une borne sur l’espérance E[Z], il suffit donc d’obtenir une borne sur
E
[
K
n

supA∈A
∣∣∣µYK(A)− µA(A)

∣∣∣]. L’inégalité VC pour la moyenne (théorème 2.20) permet
de fournir un premier résultat dans ce cadre.

Théorème 3.7. Dans les mêmes notations qu’au lemme 3.1 et pour tout α > 1, nous
avons que

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣] ≤ exp

(
− (α− 1)2np

2(1 + (α− 1)/3)

)
+
√

2αp
n

log (2SA(2αnp)).
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Démonstration. Soit α > 1. En distinguant selon que K ≤ αnp ou non et en observant
que K

n
supA∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ≤ 1, nous avons

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣]

≤ P
(
K ≥ αnp

)
+ E

[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣1 {K ≤ αnp}

]
.

(3.7)

Le premier terme de (3.7) se borne directement en utilisant l’inégalité de Bernstein (3.3)

P
(
K ≥ αnp

)
= P

(
K − np ≥ (α− 1)np

)
≤ exp

(
− (α− 1)2(np)2

2(np+ (α− 1)np/3)

)
= exp

(
− (α− 1)2np

2(1 + (α− 1)/3)

)
.

Le second terme de (3.7) se borne en utilisant un argument de conditionnement et
l’inégalité VC pour la moyenne (théorème 2.20)

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣1 {K ≤ αnp}

]

= E
[
E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣1 {K ≤ αnp}

∣∣∣∣K
]]

≤ E
K
n

√
2 log (2SA(2K))

K
1 {K ≤ αnp}


≤
√

2αp
n

log (2SA(2αnp)),

où la dernière ligne suit par monotonicité. �

Le paramètre α apparaissant dans la borne du théorème 3.7 est choisi par l’utilisateur
en pratique et dépend de la taille de son échantillon effectif np. Si cette dernière est
trop petite, alors certainement α devrait être choisi assez grand pour rendre le terme
exponentielle très petit, au prix d’une légère croissance dans le second terme (si le
coefficient de désintégration de sa classe A n’explose pas trop rapidement). Si, à l’inverse,
np est déjà très grand, alors α peut être choisi plus petit car l’exponentielle sera déjà
très proche de zéro.

Si la dimension VC de la classe A est finie, alors il n’est pas nécessaire d’utiliser la
monotinicité. Nous pouvons directement utiliser l’inégalité de Jensen et obtenir une borne
plus fine que celle obtenue en appliquant le corollaire 2.8 à la borne du théorème 3.7 [25,
Théorème 5].
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Théorème 3.8. Dans les mêmes notations qu’au lemme 3.1 et si la classe A a une
dimension VC finie V < +∞, alors

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣] ≤

√
2p
n

[
log(2) + V log(2np+ 1)

]
.

Démonstration. Par l’inégalité VC pour la moyenne (théorème 2.20) et par le corollaire 2.8,
nous avons

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣] = E

[
E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ∣∣∣∣K

]]

≤ E
K
n

√
2 log (2SA(2K))

K


≤ 1
n

E
[√

2K
[

log(2) + V log(2K + 1)
]]

≤ 1
n

√
2 E[K]

[
log(2) + V log(2 E[K] + 1)

]
=
√

2p
n

[
log(2) + V log(2np+ 1)

]
,

où l’avant-dernière ligne suit de la concavité de K 7→
√

2K
[

log(2) + V log(2K + 1)
]
et

la dernière ligne suit du fait que K ∼ Bin(n, p). �

La méthode de chaînage décrite dans le chapitre 2 représente une manière alternative
d’obtenir une borne sur l’espérance E

[
K
n

supA∈A
∣∣∣µYK(A)− µA(A)

∣∣∣] apparaissant dans le
lemme 3.6. Comme nous l’avions vu (théorème 2.24), cette méthode est particulièrement
efficace quand la dimension VC de la classe A est finie. Ainsi, nous nous plaçons
directement dans ce cadre pour énoncer le résultat suivant.

Théorème 3.9. Dans les mêmes notations qu’au lemme 3.1 et si la classe A a une
dimension VC finie V < +∞, alors

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣] ≤ 11

√
V

√
p

n
.

Démonstration. Le théorème 2.24 et l’inégalité de Jensen impliquent directement que

E
[
K

n
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣] = E

[
K

n
E
[
sup
A∈A

∣∣∣µYK(A)− µA(A)
∣∣∣ ∣∣∣∣K

]]

≤ 11
n

√
V E

[√
K
]
≤ 11

n

√
V
√

E[K] = 11
√
V

√
p

n
,

où la dernière égalité suit du fait que K ∼ Bin(n, p). �
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Encore une fois, comme dans le cadre classique du chapitre 2, ce résultat est meilleur
que tous les autres en termes de convergence ; néanmoins, pour des tailles d’échantillon
réalistes, la constante 11 apparaissant dans la borne peut limiter son utilité en pratique.
Dans la section suivante, nous synthétisons les différents résultats obtenus dans ce chapitre
et procédons à une comparaison graphique de ceux-ci pour la fonction de répartition
empirique.

3.4 Comparaison des bornes

Nous avons obtenu différentes bornes pour Z = supA∈A |µn(A)− µ(A)|, adaptées au cadre
(3.1), qui tiennent toutes avec probabilité 1− δ, pour δ ∈ (0, 1) :

• Le théorème 3.2 (étude de la distribution symétrisée) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

√
2p
n

[
log(8/δ) + log (SA(8np))

]
+
√

2p
n
.

• Le théorème 3.3 (étude de la distribution non symétrisée) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

≤ 2
3n log(4/δ) +

√
p

n

{√
2 log(4/δ) + 2

√
log(8/δ) + log (SA(4np)) + 1

}
.

• Le théorème 3.4 combiné au théorème 3.5 (application du résultat de Massart [23]) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

≤ 1
n

{2
3 log(1/δ) + 8 log(2SA(2n))

}
+
√
p

n

{
2
√

log(1/δ) +
√

32 log(2SA(2n))
}
.

• Le théorème 3.4 combiné au lemme 3.6 et au théorème 3.7 (application de l’inégalité
VC pour la moyenne et d’un argument de monotonicité) : pour tout α > 1,

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)|

≤ 2
3n log(1/δ) + exp

(
− (α− 1)2np

2(1 + (α− 1)/3)

)
+
√
p

n

{
2
√

log(1/δ) +
√

2α log (2SA(2αnp))
}
.

• Si la dimension VC de A est finie, le théorème 3.4 combiné au lemme 3.6 et au
théorème 3.8 (application de l’inégalité VC pour la moyenne et de l’inégalité de
Jensen) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

3n log(1/δ)+
√
p

n

{
2
√

log(1/δ) +
√

2[log(2) + V log(2np+ 1)]
}
.
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• Si la dimension VC de A est finie, le théorème 3.4 combiné au lemme 3.6 et au
théorème 3.9 (application de la méthode de chaînage) :

sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| ≤ 2

3n log(1/δ) +
√
p

n

{
2
√

log(1/δ) + 11
√
V
}
.

La figure 3.1 compare, pour δ = 1%, ces différentes bornes pour la fonction de répartition
empirique, avec p = 10−3 (les deux axes sont en échelle logarithmique). Le choix de
α dans la borne obtenue via le théorème 3.7 a été choisi via la fonction optimize de
R.

Commençons par comparer les deux bornes obtenues à travers l’étude de la distribution :
la courbe noire (théorème 3.2) a été obtenue en profitant d’une meilleure symétrisation
dans le cas des évènements rares (comme expliqué dans la démonstration) et en appliquant
le « conditioning trick » a une version symétrisée de Z (ce qui a rendu son application
un peu plus délicate). La courbe verte (théorème 3.3) a, quant a elle, été obtenue sans
symétrisation préalable à l’application du « conditioning trick », cette dernière intervenant
seulement dans l’application de l’inégalité VC améliorée (théorème 2.17). Il ressort de
la figure 3.1 que, pour des échantillons de taille raisonnable, commencer par symétriser
Z est préférable, bien qu’asymptotiquement, les deux méthodes semblent tout à fait
comparables.

Au niveau des bornes obtenues par une inégalité de concentration et d’un contrôle
sur l’espérance E[Z], nous remarquons directement que l’application du résultat de
Massart décrit dans le théorème 2.21 (courbe mauve) fournit une borne largement moins
performante que celles obtenues par les techniques de conditionnement décrites dans
ce chapitre. Le reste de l’analyse est assez semblable à celle effectuée au chapitre 2
(section 2.3) : la borne obtenue par l’inégalité de Jensen (courbe rouge) semble meilleure
que son homologue obtenue par un simple argument de monotonicité (courbe bleue), et
ce, peu importe la taille de l’échantillon. La méthode de chaînage (courbe orange) est,
comme dans le cas classique, la meilleure technique du point de vue asymptotique et la
moins bonne pour des échantillons réalistes (en raison des constantes, trop élevées, qui
apparaissent dans les bornes) ; à titre d’exemple, toujours dans le cadre de la fonction de
répartition empirique avec p = 10−3, la borne déduite du théorème 3.9 ne devient plus
petite que celle déduite du théorème 3.8 que pour

n ≥ 500 exp
{121

2 − log(2)
}
− 1 ≈ 6.97× 1028.
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Conclusion

Dans le labyrinthe d’inégalités proposées dans ce texte, nous espérons ne pas avoir
perdu le lecteur. Au contraire, notre souhait est qu’il ait pu apprécier les différentes
étapes menant au développement d’inégalités de concentration adaptées au cadre des
évènements rares. Au travers de ce chemin, de nombreuses techniques ont été développées
et nous sommes convaincus que celles-ci pourraient être utiles à tout utilisateur de la
théorie des probabilités. Tout d’abord, nous avons abordé les inégalités pour les sommes
de variables aléatoires indépendantes (et plus généralement, les fonctions de variables
aléatoires indépendantes) qui sont utilisées dans de très divers contextes et peuvent
être démontrées de nombreuses manières [6]. Ensuite, nous avons exposé la théorie de
Vapnik et Chervonenkis qui joue un rôle majeur dans toute théorie faisant intervenir
des probabilités en dimension infinie. Enfin, nous avons proposé des inégalités adaptées
aux évènements rares qui seront utilisées à la place de la théorie classique dès que nous
souhaitons étudier des cas extrêmes.

Notre approche fut différente de celle fréquemment rencontrée dans la littérature sur les
processus empiriques (par exemple, [28]) : nos processus sont indexés par une classe de
boréliens de Rd et non une classe de fonctions. Ce choix a principalement été motivé par
une plus grande simplicité de visualisation des concepts combinatoires développés dans
le second chapitre lorsqu’ils sont appliqués à des classes de boréliens. Il serait erroné de
prétendre que cela ne représente pas une perte de généralité, cependant, notre motivation
initiale étant le problème de la classification (comme décrit dans l’introduction), nous
pouvions nous restreindre à ce cadre tout en restant général (voir [15, Chapitre 1]). Tous
les outils développés pourraient être utilisés pour traiter des processus plus généraux et
cela représente une piste certaine pour continuer ce travail.

De nombreuses autres directions sont également possibles. Les inégalités de concentration
jouent un rôle important dans la statistique moderne. A l’inverse des résultats limites
tels que la loi des grands nombres ou le théorème de la limite centrale, elles quantifient
pour toute taille d’échantillon les déviations à la moyenne. Évidemment, la très large
validité de ces inégalités est associée à une perte de prévision (par exemple, si nous
utilisons ces résultats afin de construire des régions de confiance, celles-ci seront souvent
trop larges). Néanmoins, nous espérons avoir su convaincre le lecteur que des expressions
assez fines peuvent tout de même être obtenues. La littérature sur ce sujet est sans cesse
grandissante et nous supputons que notre bibliographie permettra au lecteur de trouver
quelques premières idées de recherche s’il souhaite aller plus loin.
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La théorie des valeurs extrêmes a, elle aussi, drastiquement gagné en popularité ces der-
nières années, notamment grâce à ses applications très diverses [3]. Même si notre travail
ne fait qu’effleurer cette théorie au travers des hypothèses sous-jacentes aux inégalités
développées dans le chapitre 3, il permet également d’introduire une piste de recherche
dans cette direction. Par exemple, une mesure célèbre dans ce domaine est la mesure
angulaire (ou mesure spectrale) [16, Section 6.1.4] qui permet de décrire la probabilité de
survenance d’un « évènement rare » dans une certaine direction asymptotique de l’espace.
Il est alors possible de développer des inégalités de concentration pour la mesure angulaire
empirique associée à un échantillon i.i.d. autour de la vraie mesure au lieu de travailler
avec la mesure empirique classique comme nous l’avons fait.

La théorie du transport optimal donne un moyen de comparaison alternatif entre la
mesure empirique et la vraie mesure, via la distance de Wasserstein Wp(µn, µ) [30,
Chapitre 6]. Cette dernière quantité fait l’objet de récents papiers qui utilisent des
techniques similaires à celles développées ici, notamment dans l’étude de la valeur
moyenne E [Wp(µn, µ)] [31].

L’auteur espère que ce mémoire aura pu transmettre au lecteur, au moins en partie, le
plaisir qu’a été son écriture et que les nombreuses invitations à continuer l’étude des
sujets rencontrés seront une source de motivation à parcourir les très riches domaines que
sont les inégalités de concentration et les processus empiriques.
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