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Introduction

Les équations différentielles ont toujours été un sujet d’étude important
pour de nombreux mathématiciens. Un nombre considérable d’ouvrages et
de travaux de recherche leur sont consacrées. Il est évidemment impossible
de, ne serait-ce, qu’effleurer cette immensité dans un mémoire de fin d’étude.
C’est pourquoi le sujet de ce mémoire ne va aborder qu'une seule équation

différentielle, la seconde équation de Painlevé.
(0.1) w'(2) = 2w(z)® + zw(z) + a

pour a une constante complexe.

Comme nous pouvons le comprendre griace a son nom, la seconde équa-
tion de Painlevé fait partie d'un ensemble plus large. Afin de mieux cerner le
sujet de ce mémoire, il nous parait important d’expliquer en quelques mots
en quoi cette seconde équation de Painlevé est le fruit d'une vaste recherche
et d'une collaboration entre mathématiciens. Dés le milieu du 19éme siécle,
des mathématiciens, dont Weierstrass, listent et étudient des équations dif-
férentielles aux points critiques fixes. Par 1a, nous entendons que la position
de ces points critiques ne dépend pas de la condition initiale. Mais cette pre-
miere étude se limite aux équations du premier ordre et indépendantes de la

variable :
0.2) Fw',w)=0.

Trente ans plus tard, les travaux de Funch généralisent ces résultats en reti-
rant la derniére contrainte d'indépendance. C’est Henri Poincaré qui, le pre-
mier, aborde le probleme lié aux équations du second ordre entre 1880 et
1885. Mais il ne parvient pas a obtenir des résultats satisfaisants. Quelques
années plus tard, en 1892, un autre mathématicien francais, Emile Picard

formule le probleme suivant : parmi les équations

(0.3) w'=FWw' w,z)
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ol F' est rationnelle en w et w’ et analytique en z, déterminez explicitement
les équations a points critiques fixes.
C’est finalement un troisiéeme mathématicien frangais, Paul Painlevé, qui, en
1900 et 1902, dans [11] et [12], est le premier 4 donner une réponse. C’est
pourquoi les propriétés sur F et le fait que les singularités essentielles (qui
sont isolées) des solutions sont indépendantes des conditions initiales sont
appelées propriétés de Painlevé. Il va d’abord établir une liste réduite de
cinquante équations. De ces équations, il est possible d’obtenir toute autre
équation répondant au probléme par une transformation de Mobius :

a(z2)w + b(z)
YT cw+de)

ou a,b,c,d et ¢ sont des fonctions localement analytiques.

(0.4) z— P(2),

Par la suite, il réduira encore le nombre d’équations jusqu’a trois. Quelques
années plus tard, en 1910, Bertrand Gambier remarque un manque dans le
dénombrement des équations [9]. Il va compléter la liste de Paul Painlevé en
y ajoutant trois nouvelles équations. Dés lors, nous sommes en présence d’'un
ensemble de six équations. Elles sont nommées P; — Pyy et sont aujourd’hui

rédigées de la maniére suivante :

(0.5) w" = 6w2+z,
(0.6) w"=2uw? +zw+ a,

AV I 2

+ o

0.7 w' = —£+M+yw3+—,

w z z w

2
(0.8) w' = w) +owd+dzu?+ 2% - a)w + E,
2w 2 w

b

li —_1\2
)(w’)z—w?+—(w D (aw+£)+y_w+—5w(w+l)

1
0.9 "=—+
09 w ( 22 z w-1

2w w-1

1(1 1 1 1 1 1
(0.10) w'== (— + + )(w')2— (—+ + )w',
22w w-1 w-z z z-1 w-z

w(w—l)(w—z)( +&+y(z—1) 62(2—1))
22(z - 1)2 w2 (w-12 Ww-2)2)

avec a,f,y et 6 des constantes arbitraires et ' la dérivée complexe. Cette

forme canonique a elle aussi été introduite par B. Gambier.
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Maintenant que le contexte du sujet d’étude de ce mémoire est posé, il
est temps d’en définir I'objectif. Concernant la construction et ’étude de so-
lutions de la seconde équation de Painlevé, par la suite aussi nommée Py,
Pambition de ce mémoire est de rassembler des informations issues de diffé-
rents travaux de recherche, de les compléter, de les préciser et de les lier 'uns
a lautre. Lapport de 'auteur ne se trouvera donc pas dans de nouveaux ré-
sultats, mais dans les liens effectués entre des résultats préexistants et dans

leur complétion par des détails techniques.

Nous terminerons cette introduction en présentant le contenu de ce mé-
moire et la méthodologie suivie.
Nous allons commencer par construire une solution de Pi; pour un cas parti-
culier, celui ou a = 0. Pour cela, nous allons représenter le probleme d’équa-
tion différentielle par un probleme de Riemann-Hilbert en suivant un rai-
sonnement établi dans plusieurs ouvrages ([1],[8]). Nous allons donc changer
de stratégie afin de pouvoir utiliser les outils de ’analyse complexe. Le théo-
réme principal de cette partie, et du mémoire, établit le lien entre la solution
de la seconde équation de Painlevé et celle du probleme de Riemann-Hilbert
que nous aurons développé. Ce lien sera aussi utilisé pour établir le com-
portement asymptotique d’'une solution de Py;. La encore, nous utiliserons
des outils d’analyse complexe. Il existe une autre formulation de cette stra-
tégie appelée méthode d’isomonodromie([7],[8]). De plus, nous pouvons déja
remarquer qu’il n’existe pas de méthode directe pour construire une solution
générale a une équation de Painlevé.
Mais cette recherche étant limitée a un cas particulier, nous allons, dans le
chapitre deux, modifier nos méthodes pour une certaine généralisation. Nous
allons utiliser des concepts plus algébriques et physiques, principalement
des polynémes et un systéme hamiltonien ([13],[10]). Cela nous meénera a
la construction de solutions rationnelles pour toutes les valeurs entiéres de
a. Cette méthode de la fin du 20éme siecle, début du 21éme, est une des ap-
proches possibles pour de tels résultats. Une autre approche, datant de la
méme période, utilise, elle, des déterminants. Nous I’'aborderons aussi, mais
moins en profondeur. La derniére étape de chapitre sera d’étudier les trans-
formations de Biacklund. Elles aussi développées a la fin du 20éme siécle, elles
permettent d’établir une relation entre les solutions de différentes valeurs de
a.

Le dernier chapitre abordera quant a lui divers aspects liés a une étude plus
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globale des solutions de la seconde équation de Painlevé. Premiérement, nous
nous intéresserons a des solutions non rationnelles, permettant d’élargir le
spectre des valeurs de a. Deuxiémement, nous établirons un lien entre Pyy et
Iéquation de Kortweg-de Vries. Finalement, nous étudierons un nouveau lien
entre Pr1 et un domaine autre mathématique, les matrices aléatoire : plus pré-
cisément, I'utilisation de la solution construite dans le premier chapitre dans
la définition de la distribution de Tracy-Widom ([1]). Cette derniere partie,

utilisant elle aussi des outils d’analyse complexe, terminera ce mémoire.



Chapitre 1

Premiere solution pour I'équation de Painlevé 11

1. Résolution par un probleme de Riemann-Hilbert

Lobjectif de cette premiere section est de transformer la résolution d’'une
équation différentielle, Pi;, en un probleme de Riemann-Hilbert afin de construire
une solution. Cela nous sera utile, comme nous le verrons dans la section sui-
vante, pour déterminer le comportement asymptotique de la solution construite.
Comme mentionné dans l'introduction, nous allons nous concentrer sur la se-

conde équation de Painlevé et, plus particuliérement, sur le cas ou a = 0.

Pour commencer, rappelons ce qu’est un probleme de Riemann-Hilbert.
Nous allons nous concentrer ici sur une forme bien particuliére de cette classe
de probleme qui utilise les matrices. Dans ce cas, un probléeme de Riemann-
Hilbert consiste a chercher une fonction Y a valeurs matricielles et qui pos-
sede trois propriétés : étre analytique sur son domaine de définition, une re-

lation de saut et un comportement asymptotique.

DEFINITION 1.1. [4] Soit Z une courbe dans C, V une matrice 2x2 de fonc-
tions lisses sur %, telle que detV = 1. Alors, le probleme de Riemann-Hilbert
pourY est le suivant :

— Y :C\ X — C%*?2 est analytique.

— Les valeurs limites de Y en X existent et sont continues. De plus, elles

respectent I’équation de saut suivante
(1.1) Y. (2)=Y_(2)V(z), zeZX.
— lim,_ Y (2) =1ds.

Pour ce type de probleme, il n’est pas garanti qu’il existe une solution. De
plus, si I'existence est avérée, elle peut étre difficile & démontrer. Par contre,
si nous connaissons une solution, elle est unique. Nous allons revenir sur ce

point un peu plus tard pour ’explorer en détail.



6 1. PREMIERE SOLUTION POUR LEQUATION DE PAINLEVE II

N

La suite de notre raisonnement consiste a construire un probleme de
Riemann-Hilbert spécifique et de le relier a la deuxiéme équation de Pain-
levé. Pour ce faire, nous allons suivre le raisonnement établi dans [1]. Il en
est de méme pour les énoncés des propositions et les trames des démonstra-
tions.

Commencons par définir six demi-droites dans le plan complexe :
Tn
(1.2) Fk:{AEC:arg(A):g+§(k—1)}, kE=1,..6.

Elles divisent le plan complexe en six parties et constitueront la coupure du

probleme de Riemann-Hilbert, c’est-a-dire la courbe X de la définition.

A chacune de ces demi-droites, nous allons associer une matrice de saut

triangulaire :

1 0 1 s9
(1.3) So;1= , Soi= , 1=1,23.
s9i-1 1 0 1

De plus, nous imposons des contraintes aux constantes sy, :

(1.4) S1—So+83+81598s3=0, sp.3=-sp, k=123.

En effet, pour que la solution soit acceptable, il faut qu'un point revienne
sur lui-méme apreés avoir tourné une fois autour de l'origine. Il aura alors

traversé les six demi-droites. En termes mathématiques, cela donne :
(1.5) S1S92S3...S¢ =1ds.

Nous avons maintenant tous les outils pour poser le probleme de Riemann-
Hilbert et démontrer son lien avec la deuxiéme équation de Painlevé. Les

trois conditions de base du probléme sont alors,

— Y):C\ nglrk — C2*2 ggt analytique.

— Les valeurs limites de Y (1) en Uzzll“k sont continues et
(1.6) Y (W) =Y_(M)exp 035, exp®Mos 3 e T\ {0}.

— Y (1) doit satisfaire la condition de normalisation suivante pour A =

o0

1.7 YU = Id2+0(%),
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avec
4 3
(1.8) 0V = 227 +xA

et ou les matrices o; pour j = 1,2,3 sont les matrices de Pauli :

01 0 -1 1 O
(1.9) 012( ), 022(, ), 032( )
1 0 1 0 0 -1

Dans notre cas, nous devons ajouter une quatriéme condition au probleme.
Nous allons imposer que la fonction Y (1) soit bornée dans un voisinage de
zéro. Cette condition supplémentaire sera nécessaire par la suite pour dé-

montrer que de nouvelles fonctions sont elles aussi analytiques.

Comme mentionné plus haut, ce type de probléme posséde une unique so-
lution si celle-ci existe. Une démonstration assez générale peut étre donnée
pour ce résultat. Mais nous devons alors imposer des conditions supplémen-
taires sur la courbe de saut. Et le probléme de Riemann-Hilbert exposé ici ne
rentre pas dans ces conditions plus strictes a cause de l'intersection des I'y,
en zéro. Nous allons donc donner une démonstration plus spécifique.
Supposons que Y et U soient deux solutions au probléeme de Riemann-Hilbert.
Tout d’abord, remarquons que la fonction detY n’a pas de saut. En effet, nous

avons I’équation suivante
(1.10)  detY, =detY_det (exp—iW"TS) det S}, det (expi““%) — detY_

car detSy = 1.

Dés lors, par le théoréme de Morera, la fonction detY est analytique sur
C\ {0}. Ici intervient pour la premieére fois notre condition supplémentaire.
Le fait que Y soit bornée dans un voisinage de zéro entraine que la fonction
detY soit entiere.

Ensuite, remarquons que la fonction UY ~! n’a elle non plus pas de saut. De
plus, par les méme arguments que dans le paragraphe précédent, c’est une
fonction entiere. Comme cette fonction tend vers la matrice identité a I'infini,

nous avons que UY "1 =1Ids. Donc U =Y.

Nous allons maintenant introduire un théoréme précisant le comporte-
ment asymptotique contenu dans la troisieme condition du probleme de Riemann-
Hilbert. Cette précision est nécessaire car elle définit les éléments nous per-

mettant de construire notre solution de Pyj.
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THEOREME 1.2. Soit s = (s1,89,...,8¢) les coefficients des matrices Sy,.
Alors, le probléeme de Riemann-Hilbert posé est uniquement et méromorphi-
quement solvable pour x. De plus, nous avons

+00 m;
1.11 YO ~Tda+ Y =
(1.11) (1) ~1dy J; Y

, A—o0,
avec m j(x) matrice a coefficients méromorphes.

Ce théoreme ne sera pas démontré ici. Une démonstration pourra étre
trouvée dans [2].

Grace au comportement asymptotique de la solution Y, nous pouvons
énoncer le prochain théoréeme. Celui-ci nous donne une relation entre une

solution de Pyy, notée w, et le premier coefficient de la somme.

THEOREME 1.3. Si m1(x,s) est le premier coefficient de la série, alors une

solution de la deuxiéme équation de Painlevé est donnée par
(1.12) w =w(x,s) =2(mi(x,8))12.
La démonstration de ce théoréme repose sur deux propositions :

PROPOSITION 1.4. Soit
(1.13) Y1) =Y (1) exp 0WMos

Alors, il existe deux matrices A et U dont les coefficients sont des polynémes

en A et telles que

V=AWV
(1.14)
Y, =UWVY.

De plus, ces matrices sont données par
(1.15) A = —(4iA% +ix+2iw?)os — 4Awas—w'o1, UL =—idos—wos,
ot w est donnée par (1.12).

DEMONSTRATION. Premiérement, nous pouvons remarquer que les ma-

trices de saut, J;(1), de ¥ sont constantes. En effet, nous avons que la rela-

tion suivante
(1.16) Y. A)=Y_(V)Jr(A), k=1,..,6

et la définition de ¥ impliquent les relation suivantes :

Jr(D) =PI WWP, (1) = exp® M3 y_(1)1Y, (1) exp M8
(1'17) — expie(l)og exp—ie(l)og Sk exp—ie()l)ag expie(/l)ag — Sk-
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Deuxiémement, intéressons-nous aux deux dérivées logarithmiques W, ¥~!
et ¥, WL, Grace aux sauts constants, ces deux fonctions sont analytiques
partout sauf en zéro. En effet, il est assez facile de remarquer que les matrices

de saut des dérivées par rapport a A et x sont aussi les matrices Sj. Deés lors,

(1.18) W, Wil=w, S, S eIl =y, Wi

(1.19) Y, Pil=Y, S;Slvl=v, wil

Puisqu’il n’y a pas de saut, par le théoréeme de Morera, ces fonctions sont ana-
Iytiques partout sauf en zéro. Pour régler le probleme en zéro, nous utilisons
le fait que W est bornée proche de ce point critique. Deés lors, les dérivées

logarithmiques sont entiéres et nous pouvons poser
(1.20) AV =P, ¥, TW=v, 91

Il nous reste a déterminer la valeur des entrées de ces deux matrices. Pour
cela, nous allons utiliser le comportement asymptotique décrit plus haut. Il

en découle que

(1.21) Y1) = |Ide + i Mk | oxp= 0oz 4 _,
’ - 2 Ak p s Q.
k=1
Donc, nous pouvons en déduire le comportement de la premieére dérivée loga-
rithmique :
-1
o Mg . . X my
AL) = (Idz + 1;1 F) (-4iA%05 —ixo3) (Id2 +k21 F)
(1.22) = =

-1
°° —kmk o my
+(ZW)(Id2+Zﬁ) , A—oo.

k=1 k=1

Cette équation implique que la matrice A(A) doit étre de la forme
1
(1.23) A(A):A2AQ+A1/1+A0+O(X), A — oo.

Il reste a déterminer Ag,A; et Ag. Remarquons d’abord que le second terme
a droite dans (1.22) n’intervient pas. Ensuite, pour Ag, nous pouvons remar-
quer quil n’existe qu’'un seul terme en A2 qui est —4ios. En procédant & un

développement général, nous obtenons que
(1.24) A1=4i[03,m1]:4i(03m1—m103):4w(72,

et
(1.25)

Ag=4i(ogmo—moo3)—ixcg—4i(cgmi—mi03)mi = —2iw203 —ixo3—w'oy.
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Cela nous donne la valeur de A énoncée ci-dessus. Pour la matrice U(1), il
nous suffit d’'utiliser le méme procédé et nous arrivons a U(1) = UiA + Uy +

+0 (%) , A — o0, avec

(1.26) U1=—i0'3, U():—i[0'3,ml]=—w02.

La deuxiéme proposition est la suivante.

PROPOSITION 1.5. La deuxiéme équation de Painlevé est équivalente a la

relation matricielle suivante :
1.27) Ur(V) - A1) =[AN),U)I
avec A et U définies par la proposition précédente.

DEMONSTRATION. La démonstration est réduite & du calcul. Trouvons

d’abord les deux dérivées

-2iQuw)w’' -i 4w’ +2iw" -1 0
(1.28) A= Ve ) ;s U,(1) = .

4Aw’ - 2iw 2i1Q2w)w' +1 i
Puis, calculons
(1.29)

0 2iw" — 4iwd — 2iwx
Uy(V)-A,Q)-[AN),UN)] = ) s .
—2iw" +4iw° + 2iwx 0

Des lors, égaler cette relation matricielle a zéro est équivalent aux deux rela-

tions suivantes :
(1.30) 2iw" —4iwd - 2iwx =0 —2w"+4iwd +2iwx=0
Ce qui correspond a ’équation Pr. O

Le théoreme est un corollaire évident des deux propositions. Il nous donne
une solution de la seconde équation de Painlevé pour le cas a = 0. De plus
comme annoncé, cette solution est construite griace a un probléme de Riemann-
Hilbert.

2. Comportement asymptotique d’une solution

Dans cette section, nous allons étudier le comportement asymptotique des
solutions des équations de Painlevé. Nous allons nous concentrer sur Py; telle
que a = 0, c’est-a-dire le cas traité dans la section précédente. En effet, nous
allons a nouveau utiliser cette représentation sous la forme d’'un probleme de
Riemann-Hilbert pour décrire le comportement asymptotique de la solution

construite plus haut. Celui-ci est donné par le théoréme suivant :
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THEOREME 1.6. Soit w(x,a) une solution de Pi; comme décrit ci-dessus.
Supposons aussi que, avec les notations de la section précédente, nous ayons

les relations suivantes :
(1.31) s9=0, si=-sg3=-ia, acR.
Alors le comportement asymptotique de w(x,a) pour x — +oo est donné par

(1.32) wix,a) = ——x V=3 (14 0(1)), x— +oo.

2V
DEMONSTRATION. La premiére partie de cette démonstration se com-
pose de plusieurs simplifications du probleme de Riemann-Hilbert associé
a Prp. Elles auront pour objectif principal de lisser les lignes de saut et de
réduire leur nombre.
C’est, pour cela que nous imposons les conditions supplémentaires en (1.31).

Par (1.4), ces conditions impliquent aussi que
(1.33) s5=0, sg=—-s4=-1ia, acR.

Concentrons-nous sur la condition portant sur ss. Elle implique que la ma-
trice de saut exp /W73 §, exp~0Ms gt trivial. Il en va de méme pour & = 5.
Nous pouvons donc limiter notre division du plan complexe a un découpage
en quatre morceaux. Dés lors, la premiére version du probléeme devient :

— Y (1) est analytique sur C\(I'y uT'suT'4uT§).

— Les valeurs limites de Y(1) en 'y uT's uT'4 UT'g sont continues et
(1.34) Y1) =Y_(M)exp M3 g, expi®Mos 2 eT,, k=1,3,4,6.

— Y (1) doit satisfaire la condition de normalisation suivante pour A —

00 :
(1.35) Y(l)21d2+0(%).

Nous allons maintenant reformuler le probléeme aprés changement de va-
riable. C’est une étape intermédiaire qui nous ménera a une nouvelle sim-

plification. Posons donc le changement de variable suivant :
(1.36) A z=Ax"2, X(z);zy(x%z).

Le premier impact de cette modification porte sur la deuxiéme condition du

probléme et plus particulierement sur la fonction 6(A,x) :

4 4 4
(1.37) 0(1,x)=21° +xd = §A3x—%x3 +x2x IA=x? (523 + z) .
Posons

3 4. 3, -
(1.38) t=x2, <p(z)=§zz +iz.
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Nous avons alors que
(1.39) —i10(A) = —tp(2).

Remarquons que la fonction ¢ admet deux points de selle.
(1.40) %qb(z):iz2+i20 = 22:%1 = z:i;

Nous voulons maintenant nous inspirer de la méthode de "steepest des-
cent" ou méthode du point de selle. Cette méthode nous permettra de trouver
le comportement asymptotique d’une intégrale. Pour cela, nous devons trou-
ver, pour chaque point de selle de la fonction ¢, un chemin y qui passe par le
point et qui est tel que Im(¢p(y)) est constant. La constante est donnée par la

valeur en J_r% :

sl

Nous devons donc trouver y4 et y_, deux chemins tels que Im(¢(y)) =0.
Soit a + bi € C. Alors,

4
(1.42) dla+bi)= gi(a?’ —ib%+3ia®b-3ab®) +ia-b,
et

: 4 3 2
(1.43) Im(¢p(a+bi)) = ga +a—4ab”.

Egalons cette derniére équation a zéro et dessinons le graphe qui correspond.

AR

FIGURE 1. Nouvelles courbes de saut
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Nous pouvons facilement remarquer, griace au dessin, que les couples {I'3,I'1},
{I'y,'g} sont des asymptotes pour y, et y_ respectivement. De maniére in-
verse, v+ et y_ sont des déformations continues du couple qui leur est associé.
Cette remarque nous permet de modifier les lignes de saut que nous utilisons
dans le probléeme.

Par cette déformation, la ligne de saut 'y est maintenant restreinte a I'en-
semble {ib|b e R,b =1/2} et I'5 a {ib|b € R,b < —1/2}. Comme nous avons vu
que sur ces lignes le saut est trivial, nous ne devons pas nous en occuper.

Il reste la derniére partie de la droite imaginaire. Elle est le résultat de la
déformation du point d’origine 0 € C. Comme lui, cette ligne de saut pose
un probleme. Mais, en fait, nous ne devons pas en tenir compte. En effet, la
matrice de saut sur cette ligne est la matrice identité. Vérifions cela par un
calcul simple. La matrice de saut entre Y7 et Y3 doit correspondre au produit

de exp 19?95 § exp!??)9s ot exp P23 §5exp???)93 Ce qui correspond a

(1.44)

—tPp(z) tp(z)
exp_t‘/’(Z)‘73 8185 expt‘p(Z)”?’ _[exp 0 1 0)[{1 O)[exp 0
0 exp?@|lsg 1)\s; 1 0 exp ¥

[expt#@) exp!0to) 0 u
" exp29@)(s; +55) exp @ expt®@| 2

La derniére égalité provient des deux relations suivantes :
(1.45) exp PP exp®® =1 et s1+s3=59—515283=0.

La deuxiéme relation est obtenue par (1.4) et (1.31).

Par la modification des lignes et des matrices de saut, nous avons modifié
le probleme de Riemann-Hilbert . Cela correspond aux deux premieres condi-
tions d’'un probléme de Riemann-Hilbert. Mais, il se fait que la condition de
normalisation asymptotique a aussi été modifiée par le changement de va-

riable. Dés lors, le probléme est devenu

— X (2) est analytique sur C\ (y; Uy_).

— X1 (2)=X_(2)Gx(2), zeyiuUy_

— X(2) doit satisfaire la condition de normalisation suivante pour z —
0 :

oo mX

(1.46) X(2)~Idg+ ) —.
=17
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Nous avons modifié le comportement asymptotique. Dés lors, ’équation (1.12)

devient
(1.47) w(x) = 2v/a(m} 1.

Il reste aussi a déterminer les matrices de saut Gx(z) au nombre de deux. La

matrice de saut pour y. correspond au passage entre Y; et Ys. Donc,

1 0
20 1)’ ZEY,.

Il en va de méme pour Gx, qui correspond au passage entre Yg et Y.

(148) GX}ur (2) = exp_t¢(z)03 Sl expt(()(z)(f;; -
S1exp

s6 eXp—Zt(b(z)

1
(1.49) Gx, (2)= (
0 1

), ZE')/+.

Pour que le probléme soit bien posé, il faut aussi que la matrice de saut soit la
méme pour tout z € y.. Or, pour construire Gx, , nous n’avons pris en compte
qu'une moitié des chemins. C’est ici qu’intervient la condition s; = —s3 = —ia
pour a € R. En effet, nous avons alors que S1 = S:)Tl et Sy = Sgl. Ces deux

égalités réglant notre probléeme.

Comme nous 'avons dit plus haut, les deux contours y. sont construits
pour la méthode de "steppest descent". Nous allons maintenant 'appliquer
sur y; et lintégrale fy+ s?2exp??@ dz pour t — co.. Pour cela nous devons
vérifier six conditions :

(1) y4:C— C est de classe C*.

(2) Re(2¢p(y+)) admet un unique maximum en zg = % comme vu précédem-

ment. Il faut en plus que cette fonction tende suffisamment vite vers
0 pour z — oco.

(3) Par construction de vy, Im(2¢(z)) est constante sur le chemin.

(4) 2¢ est une fonction entiére donc elle admet une extension analytique

pres de %

(5) 2¢"(4)=-8#0

(6) s est une constante. Elle est donc entiére et bornée sur tout C.

Des lors, nous avons que

. 2.3/
(1.50) f s2expt®@ dz ~ Cexp®®W/2) /-1 = Cexp§x32 %8,

+

Cette méthode est tirée de [3] ou elle est aussi démontrée dans sa version

générale. Cela implique un contréle sur la norme L? de Ids — Gx :

(1.51) 11ds — Gixllr2(y,) < Cexp 3% x 3%,
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Il est évidemment possible d’obtenir une telle majoration pour la norme L2
sur y_.

Nous pouvons aussi obtenir une majoration de la norme L* et ce pour les
deux chemins :

-3/2

(1.52) I1Tdg — Gxlls(y) < Cexp™ 3%

Une solution au probléeme de Riemann-Hilbert qui nous concerne admet

la représentation intégrale suivante :

1 dz’

(1.53) X(z)=Idg+ — p(z')(Gx(z') - 1dg) z
271 Jy, uy_ z! —
ou p(z) est la solution de ’équation suivante :
(1.54) p =1dg + C_[p(Gx —Id2)]
pour
1 dz’'

(1.55) C_[f1(z) = — lim f FH—22

271 20—z YiUy- 2/ -z

Lunicité de cette solution est garantie par les estimées (1.51) et (1.52) asso-
ciées au fait que Popérateur de Cauchy est borné dans L2. Cela garantit aussi

Pestimation suivante :
2
(1.56) = plle < Cexp 3% 538,

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer a [6]

De la représentation intégrale d’'une solution, nous pouvons obtenir le
premier coefficient de la série asymptotique :
x 1
(1.57) mi =— 0(2)(Gx(z)—1dg)dz.
27 Y+Uy-
Par la relation (1.47), nous obtenons une premiére représentation pour la

solution :
1

(1.58) w(x) = —xmf [p(2)(G x(2) —1d2)]12dz.
V4 Y+Uy-

Par les estimations (1.51) et (1.56), nous avons que, pour x — +0co0,

1 exp~4/3x""
w(x) = _x1/2f (GX(Z)_IdQ)lgdZ+O(pT
(1 59) n Y+UY- X

1 exp 43" exp /3%
= —x1/28f eXp_2t¢(z) dz+0 (pT = lSAl(x) +0 pT
T _ X X

qui peut se reformuler comme 1’énoncé du théoreme. Cela termine donc la

démonstration. O
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Cette démonstration termine le premier chapitre. Nous avons donc établi
un lien entre un cas spécifique de Py (@ = 0) et un probléeme de Riemann-
Hilbert. Ce lien nous a permis de construire une solution pour cette équation
différentielle et de comprendre son comportement asymptotique.

Dans le chapitre suivant, nous allons élargir la construction de solutions a

d’autres cas de Pyp et & d’autres méthodes de calcul.



Chapitre 2

Solutions rationnelles de Py

Dans le premier chapitre, nous avons étudié le cas particulier de ’équa-
tion Pr; ou la constante a était égale a zéro. Nous allons, dans ce chapitre,
nous intéresser au cas ou a € Z.

Des solutions a ces équations peuvent se trouver selon plusieurs méthodes.
Nous allons explorer plus en détail une procédure exploitant des polyndomes
ainsi que la formulation de Pi; en un systéme hamiltonien. Cela nous occu-
pera pendant les trois premiéres sections. Nous verrons aussi dans la qua-
trieme section qu’il existe des formulations alternatives utilisant des déter-
minants. A la fin du chapitre, nous nous intéresserons a des transformations

de solutions.

1. Polynomes de Yablonsky-Vorob’ev

Afin de construire des solutions rationnelles a la seconde équation de
Painlevé, nous allons introduire dans cette section les polynémes de Yablonsky-
Vorob’ev. Les polynémes de Yablonsky-Vorob’ev (YV) sont une suite de fonc-
tions rationnelles construites par récurrence.

Posons les conditions initiales :
2.1) Pot)=1 Pi(t)=t.

La relation de récurrence est alors la suivante :
tP2 —4(P,P) - P}?)
p n—1 ‘

Nous pouvons calculer les premiers éléments de la suite a la main :

(2.2) Poi1=

(2.3) Pyt)=t3+4 P3t)=t5+2062-80 Pu(t)=¢"+60¢7 +11200¢,....

Nous remarquons que le degré augmente rapidement. Pour plus de facilité,
nous pouvons implémenter la récurrence sur un programme, tel que Matlab
(créé par l'auteur). Ce programme se trouve en annexe. Remarquons qu’il
faut étre attentif & la numérotation des polynémes produits par 'algorithme

car elle commence a P1 et non a Py.

17
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Au vu de toutes ces constructions, nous pouvons remarquer que tous les
P,, sont bien des polynomes et non des fonctions rationnelles quelconques.
Cette observation empirique peut en fait se transformer en proposition. Dans
la démonstration de celle-ci, il sera aussi montré deux lemmes portants sur
les racines des polynomes YV.

La suite de cette section est tiré de [13].
PROPOSITION 2.1. Pour tout entier non négatif n, P, est un polynéme.
LEMME 2.2. VneN, P, =0 n’admet que des racines simples.
LEMME 2.3. VrneN, P, =0et P,_1 =0 n’ont pas de racines en commun.

DEMONSTRATION. Pour démarrer cette démonstration, nous allons ré-

écrire la relation (2.2) a 'aide d’un opérateur dérivé. Pour cela, posons

LA (df)?
(2.4) L(f)= W_(E) ,
et aussi
3 d?g df\(dg d’g
(2.5) lt(f,g)—f(ﬁ)_(a) (E)+(W)g

pour des fonctions f,g a variable unique ¢. Dés lors, nous avons
tP2 —4l1,(P,)
P n-1 ’

La suite de la démonstration se fait par récurrence. La premiére étape

(2.6) Phi1=

est de vérifier la proposition et les deux lemmes pour le point de départ de la
récurrence. Pour cela, nous pouvons reprendre les polynémes Py, P; et P cal-
culés plus haut. Dés lors, remarquons que la proposition et le premier lemme

sont exacts pour 0 <n < 3 et le deuxiéme lemme pour 1 <n <3.

Maintenant, pour la deuxiéme étape, nous supposons que les trois énon-
cés sont corrects pour tout n € N tels que 3 <n < N. Nous allons alors démon-

trer leur véracité pour n = N + 1.

Soit @ un polynéme arbitraire et & = tQ2 — 41,(Q). Alors, nous avons

B = Qz +2tQQl _4(QQ/// _Q/Q//)

2.7
=4Q'Q" + @ x un polynéme,
et
h// — 4QQ/+2tQIZ +2tQQ”_4(QQ”H _Q”2)
(2.8)

=2¢Q"? +4Q"? + @ x un polynéme.
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Appliquons l'opérateur /; a la fonction A :
1{(h)=hh" - 1"
(2.9) "
=8tQ* + @ x un polyndome.

Nous voulons maintenant trouver un diviseur de . Pour cela, remar-

quons que

(2.10) 2th? — 41,(h) = Q x un polynome.
Des lors,

(2.11) Q | 2th? — 4l4(h).

Si nous posons @ = Py_1, alors par (2.2), nous obtenons que A = PyPxn_9. En

placant ces résultats dans I’équation précédente, nous obtenons
(2.12) Pn_112tP%_,P% — 4l (PN_2PN).

En appliquant la régle de Leibnitz a 'opérateur /;, nous avons

(2.13)
2tP%,_,P% —41,(PN_oPN) = P%_, (tP% —41,(PN)) + P% (tP%_o — 4l (PN_2))

=P% _, (tP% —41(PN)) + P54 PN_sPN_1.
Des lors, nous voyons que
(2.14) Pn_1|tP% —41,(Py).

Par (2.2), nous pouvons conclure que Py .1 est un polyndome.

Supposons maintenant que Py = 0 et Py+1 = 0 ont une racine r en com-
mun. Alors, par (2.2), nous avons que P]’V(r) = 0. Donc, pour Py, r est au
moins une racine double. Cela contredit notre hypothése de récurrence. Dés

lors, Py =0 et Py.1 =0 n’ont pas de racine en commun.

Nous devons encore démontrer le lemme 2. Pour cela, nous allons intro-

duire la relation suivante :
(2.15) P! . P, 1—-P,1P, | =(2n+1)P2.

Des lors, si Py+1 posséde une racine r non simple, la relation nous donne que
Pp(r) = 0. Encore une fois, nous obtenons une contradiction. Cela termine la

démonstration. O
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Grace a cette démonstration, nous savons que les fonctions P, sont des
polynomes. Cette propriété spécifique nous sera utile par la suite. Mais avant,
nous devons encore introduire un point technique, la formulation en systéme

hamiltonien.

2. Formulation en un systéme hamiltonien

Dans cette section, nous allons voir qu’il est possible de réécrire I'équation
P11 en un systéme hamiltonien. Le raisonnement est, comme pour la section
suivante, tiré de [13]. Pour cela, nous devons définir ce systéeme et établir
une équivalence entre lui et la deuxiéme équation de Painlevé. Cela nous
permettra, dans la section suivante, de définir une solution en passant par
les polynémes YV de la premiére section du chapitre.

Deés lors, posons 'Hamiltonien suivant :

(2.16) H(a,w,u)zluz— w2+lz u—(a+1)w.
2 2 2
Nous avons alors le systéme suivant :
dw O0H 9 2
2.17) Z_E_u_w 2
d—u:—ﬁ:Qqurale
dz ow 2
qui est équivalent a '’équation Py pour w
(2.18) w'" = 2w +zw + a.

En effet, si (w,u) est une solution de (2.17), alors, nous avons que

1
w'=u'-2wu' - =
2

1 1
=2wu+a+————2w(u—w2—i)
2 2 2
—a+2wl+tzw = Pyy.
De plus, si w est une solution de (2.18), nous posons
1
(2.19) u=w'+w2+§z.

Nous avons alors que
u'=w"+2ww'+§
3 9 1 1
=2w+tzw+a+2wlu—-w _52 +§

1
:zw+a+2wu—wz+§

1
=2wu+a+—.
2
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Ce qui correspond a (2.17). En conclusion, si nous trouvons une solution du
systéme hamiltonien, nous aurons une solution de la seconde équation de
Painlevé donnée par w. La fonction u est en fait une solution d'une autre

équation de Painlevé, nommée P34, qui est équivalente a Pyj.

3. Solutions rationnelles de Py;

Dans les deux sections précédentes, nous avons mis en place les diffé-
rents outils afin de construire des solutions rationnelles de Py;. Ce processus
se fera en plusieurs étapes. Durant celui-ci, nous allons utiliser les résultats

mentionnés dans le début du chapitre.

La premiere étape est de définir trois transformations des solutions. Dans
cette section, nous nous limiterons a la citation de ces transformations. Les
calculs et vérifications serons effectués dans la section sur les transforma-
tions de Blackliind.

Notons S(a) 'ensemble des solutions de (2.17) pour le parameétre a. Nous

pouvons dés lors définir la premiére transformation I¢:S(a) — S(—a—1) par

( a+1/2 ) . 1
w+ ,ul, si a# 3
(2.20) I%w,u) = u .
(w,u), si a= ~5
Remarquons que, si u =0, alors
(2.21) U arl o !
. —=0=a+= a=——.
dz 2 2

Il n’y a donc pas de probléme de définition.
Définissons aussi les transformations 7% : S(a) — S(a —1) et
T¢:S(a)—S(a+1):

—-w——— 2w —-u+z|, si a#-—-,

(2.22) T 1) = w2 —u+z 2
. “(w, 1

(—w,2w2—u+z), si a=—§;

a+1/2 a+1/2)\2 , 1
-w - 2w+ —u+z|, si a#--,
(2.23) T%w,u)= u u

(—w,2w2 —u+z), si a= ~5

La deuxiéme étape est de construire une récurrence sur les solutions et

I'utiliser pour réécrire les relations explorées plus haut. Pour cela, prenons
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un complexe y € C et un entier n = 0 et définissons la relation suivante
(2.24) Wy, ty—n) =T " Dy _n-1),uy-n-1).

Le début de la récurrence se fait avec (wy,uy). Le choix de y est soumis & une
contrainte. Nous devons faire en sorte que y ¢ 1/2 + Z. Mais cette contrainte
n’est pas importante pour nous car nous nous intéressons au cas ou a est
entier. Nous verrons aussi dans le chapitre suivant que le cas a = 1/2 fait
appel a des notions plus particulieres. Maintenant, prenons € y + Z. Nous

posons alors
(2.25) h(B)=H(B,wp,up).

Par la définition de ’'Hamiltonien (2.16) et la relation de récurrence (2.24),
nous avons alors une nouvelle relation :

(2.26)
-1 =H(-1,wp-1,up-1)

1 9 9 p-1/72 1 9
_E(Zwﬁ—uﬁ+z) —( _wﬁ_2u%—uﬁ+z +§z (Zuﬁ—u/ﬁ-z)
-1/2
—(B-1/2) —wp— 2ﬁ
Quﬁ—uﬁ+z

=H(B,wp,up) +wg
=h(B)+wg.
Ou de maniere équivalente,

(2.27) wp = h(B—1)— h(p).

Par cette relation et le systeme (2.17), nous avons les relations suivantes

u| +1/2
—ﬁ = 2wﬁ + ﬁ
ug up
( LB 1/2)
=wg—|-w
(2.28) B B g
=W —Wg+1

=h(B—1)-2h(B)+h(f+1).

A partir de &, nous allons introduire une nouvelle fonction 7(f) telle que

d
(2.29) — log(z(B)) = h(P).
dz
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Des lors, par les deux équations précédentes, nous avons que

d? _ T(B-Dr(B+1)
(230) —ZQIOg(T(ﬁ» = CT

ou ¢ est une constante.

Nous avons maintenant un nombre important de relations et de fonctions.
Nous allons les évaluer en une valeur de . C’est notre troisieme étape. Nous
pouvons choisir la valeur la plus simple qui est § =y = 0. Cela nous mene a
un cas tres particulier de (2.16), le cas ou a = 0. Deés lors, le systeme (2.17)

possede une solution rationnelle simple : (wq, ug) = (0,2/2). Donc, nous avons

(2.31) h(0) = —%22,

(2.32) 7(0) = Coexp_izg

En appliquant une premiere fois la relation de récurrence, nous obtenons

aussi
(2.33) 7(-1) = C_jexp %%

avec Cy et C_1 des constantes.
Nous pouvons encore appliquer (2.24) un nombre entier n+1 de fois et trouver
la valeur de 7 associée. Cela nous permet de définir la fonction P,(z) par la

relation :
(2.39) T(-n-1)= C'_n_1Pn(z)exp_i‘23 )

La quatrieme étape est de montrer que la suite de fonctions P,(z) corres-
pond aux polynémes YV définis dans la premiere section du chapitre et de
les utiliser pour définir des solutions rationnelles. Pour cela, remarquons que
P_1(z) = Py(z) = 1. De plus, en associant les équations (2.30) et (2.34), nous
obtenons

(2.35) —% —Z + P;{PI’;’; P c_gzc -2 Pn_;g"”.

-n—-1

Nous pouvons maintenant décider de la valeur des constantes C,, et c. En
posant, C,, = 1 pour tout m et ¢ = 1/2, nous avons
zP2 —4(P,P"—P?)

Pn_1 ’

ce qui est la relation (2.2) des polynomes YV.

(2.36) Pui1=

En reprenant la relation (2.26), nous obtenons
p n+l

d
9 i =h(en—2)—h(-n-1)=-21
2.37) W_p_1=h(-n-2)—h(-n )dzoan’
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une solution pour ’équation Pi; avec @ = —n — 1.
Pour résumer et terminer cette section, énoncons le théoréme suivant :

THEOREME 2.4. Soit P, (z) la suite des polynoémes de Yablonsky-Vorob’ev.

Alors, la fonction

d Pn—l
2. =—1
(2.38) w(z) p og P,

est une solution de P pour a =n.

4. Solutions rationnelles sous forme de déterminants

Dans cette section, nous allons énoncer deux théoremes équivalents au
théoréme 2.4 (respectivement [10] et [5]). Tous deux expriment des solutions

a la seconde équation de Painlevé a I'aide de déterminants.

Le premier théoreme se base sur des polynomes construits par récur-

rence. Pour cela, posons ag = z et la relation suivante

d n—-1
(2.39) An+1 = Ean + Z a;an—j-1.
J=0

Nous pouvons alors exprimer les premiers éléments de la série :

(2.40) a1(z)=1, ag(z)=z2, ag(z) =4z, a4(z)=2z3+5,....

Grace a cela, nous pouvons définir le déterminant suivant :

ap ai - Qp-1
al a9 cee an

(2.41) ()= | ) |, n=0.
Apn-1 Qnp °* Q2p-2

Deés lors, nous avons un théoréme a ’énoncé tres proche de (2.4) :

THEOREME 2.5. Soit 7,,(z) la suite de déterminants précités. Alors, la fonc-

tion

_ i 7,(2)
(2.42) w(z) = o log o

est une solution de P pour a = n.
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Le second théoréme est aussi trés similaire. La différence se situe dans la
définition des polynémes constituants le déterminant. Done, si nous définis-
sons la suite p,(z) par

X ; 4
(2.43) JZO pj(2)V = exp (2/1 - 5/13)

et p(z) =0 pour j <0, nous avons le théoreme suivant :

THEOREME 2.6. Soit 1,(z) la suite de déterminants définis comme

Pn Pn+1 0 P2n-1
Pn-2 Pn-1 - P2r-3
(2.44) )= S "I, n=o.
P-n+2 DP-n+3 " b1
Alors, la fonction
d Tn-1(2)
2.45 =—1
( ) wiz) dz 8 Tn(2)

est une solution de P pour a = n.

A la fin de cette section, nous avons a notre disposition trois théorémes
permettant de calculer des solutions de Py; dans le cas ou la constante «
est un entier. Nous allons maintenant essayer de faciliter encore plus cette

construction de solutions.

5. Transformations de Bicklund

Pour cela, dans cette section, nous allons parler de transformations de
solutions. C’est un concept que nous avons déja abordé dans la section sur les
solutions rationnelles. Ces transformations partent d’'une solution w de Pyg
pour un parametre « et donnent une solution de Pi; pour un autre parametre,
par exemple a + 1. Cette nouvelle solution est exprimée en fonction de w et
de sa dérivé. Dans cette section, w exprimera toujours une solution de w” =
2w +zw +a.

Les définitions des transformations sont tirées de [13] mais les calculs sont
de l'auteur.

La premiére de ces transformations renvoie une solution pour —a. Elle

est la suivante :
(2.46) w(z)— —w(z).
En effet, nous avons que

(2.47) (~w)" = -w") = 2w - 2w — a = 2(~w)? + 2(~w) - a.
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Ce qui prouve ce que nous voulons.
Les trois transformations suivantes sont celles déja introduites plus haut.

En reprenant les notations alors introduites, nous avons la deuxiéme trans-
formation I*:S(a) — S(—a—1):

a+1/2 . 1

w+ ,ul, si a# 3
(2.48) I%w,u) = u .
(w,u), si a= ~3

oﬁu:w'+w2+%z.
Dans cette notation, nous nous intéressons a la premiére composante car elle

a+1/2

correspond a la solution de Py;. Pour vérifier que w + 22 est bien une solu-

tion pour —a — 1, nous allons utiliser le systéme hamlltonlen (2.17). Deés lors,

Sl a@ # —3, nous avons
( a+1/2Y , ( 1) u'
w+ =w'-la+=|—
u 2) u?
1 1
—u-—w?-2-2 (2wu+a+ )——(2wu+a+—)
(2.49) 2 2] 2u? 2
' oz ( 2+ a w a 1 )
T2 u2 2u?2  u  2u?  4u?
3 z ( a+1/2)
2
et aussi
(2.50)
, 1 a+1/2 1 a+1/2 1
u =2wu+a+—-=2ulw —a—-—-=2u|w+ +(—a-1)+—.
2 u 2 2
Donc la transformée est bien une solution du systéme et w + === ‘”1/ 2 une solu-

tion de Pyy.

La troisiéme transformation 7% : S(a) — S(a — 1) est donnée par

—w—————— 2w —u+z|, si a#--=
(2.51) T%w,u) = 2w?~utz 2

(—w,2w2—u +z), si a=-—--—.

Pour la vérification, nous allons procéder de la méme maniére que précédem-

ment. Mais ici, nous allons diviser le calcul pour le rendre plus lisible.
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Premiere étape, nous devons calculer la dérivé :

(2.52)

d a—1/2 ) ,+( 1)4ww'—u’+1
—w-—|=-v'+|a-= | ———
dz 2w2—-u+z 2] Qw2 -u+2)?

1) dww' -u' +1
2) Qw2 -u+2)2
9 2 ( 1)2wu—4w3—2wz—(a—1/2)
=-utw t-t+|la— < .
2 2 Qu2-u+2)?

2 z
=—-utw +§+ a—

Deuxiéme étape, le calcul du carré :

( a—1/2 )2 9 ( a-1/2 ( a—1/2 )2
-w—-——| =w +2w
w2-u+z 2w2-u+z w2-u+z
9 ( 1)2wu—4w3—2wz—(a—1/2)
=w"+ .

Y73 Quw?2-u+2)?

(2.53)

Troisieme étape :
(2.54)

a— —

a-1/2 )2 z 9
2

z
—C=ow?-uwl-u+z-Z+
2 2

2_ — — —
Quw —-u+z2) (w 2

w2 -u+z Qw2 -u+2)?

9 2 1\ 2wu — 4w? — 2wz — (a — 1/2)
=—u+tw+-—+|la-——
2 2 Qw2 -u+2)?
d a—1/2
=—|-w—-—5——,.
dz 2w2-u+z

Donc, la premiére composante de la transformation respecte la premieére équa-
tion de (2.17). Pour constater que c’est aussi le cas de la seconde, il suffit de

faire un calcul similaire qui est laissé au lecteur.

La derniére transformation étudiée dans cette section est T'¢ : S(a) —
S(a+1):

a+1/2 a+1/2)\2 , 1
-w - 2w+ —u+z|, si a¢—§
(2.55) T%w,u)= u u

(—w,2w2 —u+z), si a=—-.

a+1/2

== est une solution pour a + 1, nous devons remar-

Pour vérifier que —w —
quer que son opposé est une solution pour —a — 1 par la deuxiéme transfor-

mation. En utilisant la premiére, nous avons ce que nous voulons.

Pour résumer ce chapitre, nous devons faire ressortir deux points. Le pre-
mier est constitué des trois théorémes nous donnant des solutions pour Py
avec a entier. Le deuxiéme consiste en I’existence de transformations de so-

lutions nous permettant de passer d’'une constante a une autre.

1) Qwu —4wd — 2wz — (a — 1/2)
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Dans le chapitre suivant, nous allons élargir cette logique a des cas ou la

constante a n’est pas un nombre entier.



Chapitre 3

Solutions non rationnelles de Pj; et applications

1. Solutions non rationnelles de Py

Comme mentionné a la fin du chapitre précédent, la premiere section de
ce chapitre sera consacrée au cas ou la constante a n’est pas entiere. Dans
les deux sections suivantes, nous allons travailler sur des applications des
solutions que nous avons construite depuis le début de ce mémoire.

Dans cette section, nous allons plus précisément étudier les solutions de
Py dans le cas ou la constante a € %+ Z. Comme pour « entier, certaines
solutions peuvent étre construites a I'aide de déterminants. Par contre, les
éléments de la matrice ne sont plus des polynomes mais des combinaisons
linaires des fonctions Ai, Bi et de leur premiere dérivée. Nous verrons que ce
constat complique considérablement 1’étude asymptotique de ces solutions.

Les idées de cette section sont tirées de [5], les calculs sont de 'auteur.

Tout d’abord, nous devons réécrire I'’équation Pr;. Pour cela remarquons

les deux égalités suivantes :

1 1
(3.1) s(ew’+w2 + 52) =cew” + 2eww’ + 56

(3.2) 2w (sw'+w2+%z)+a+%£=2sww'+2w3+zw+a+%£.
Prenons maintenant ¢ tel que €2 = 1. Dés lors,
B.1)=8.2) e w" +2cww’ + %s =2eww’ + 2w +zw + a + %8
(3.3) ow' =20 +zw+a
< P,

Posons a = %5. Alors, 'équivalence nous permet de dire que les solutions de

Pr1 s’obtiennent en utilisant ’équation suivante :

2

1
(3.4) ew' +w +§z=0.

Nous devons faire attention que (3.4) et Pi; ne sont pas équivalentes. Nous
nous contentons d’utiliser (3.4) pour trouver les solutions de Pr.

29
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Retravaillons cette nouvelle équation en posant

(3.5) w= 62

¢

pour une fonction non nul ¢ dérivable. Des lors, nous avons

~

1 / AN
ew’+w2+—z=0©£2(£ +£2(£) +-2=0
2 ® o) 2
(3.6) < ¢"p+ +%z<p2 =0

" 1
< ++§z¢=0.

Remarquons que cette derniere équation a une forme particuliere. Elle est

similaire a I’équation d’Airy
3.7 u"(2) = zu(2).

Cette équation posséde une solution particuliére appelée la fonction d’Airy

dont la définition est la suivante :

DEFINITION 3.1. [3] Soit y un chemin de exp™ 3 0o & exp™3co. Alors la
fonction d’Airy est

. 1 »_,
(3.8) Ai(z) = —,fexp 5 dy.
271 Jy

Cette fonction a été introduite en 1833 par George Biddell Airy, un phy-

sicien britannique, dans des travaux sur 'optique.

Par la méthode de "steepest descent" déja mentionnée plus haut et par un
changement de variable, nous obtenons alors le comportement asymptotique
suivant :

_ZZ3/2
exp 3° , z— +oo.

) 1
(39) Al(Z) ~ W

De manieére similaire, la fonction Bi est donnée par
. 1 v,
(3.10) Bi(z) = —f exp? “dy,
2 Jy

2mi/3

ou X est I'union de la courbe allant de exp oo a +oo et de sa conjuguée.

Des lors, la solution de (3.6) est donnée par
(3.11) (z) = C1Ai(0) + CoBi(0), (=-2"13z

avec C1,C9 des constantes.

Des lors, nous avons le théoréme suivant
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THEOREME 3.2. Soit ¢ la fonction construite plus haut et 1,(z) le déter-

minant

P(2) Pz) - P D(2)

P Pl - PPA2)

(3.12) T,(2) = , n=1.

(p(n—l)(z) (P(n)(z) ¢(2n—2)(2)

Alors la fonction

_i Tp-1(2)
(3.13) w(z)—dz 10g(—rn(z) )

est une solution de Py pour a =n — %

Nous pouvons facilement construire la solution pour a = %

RN 1 (CON O S D SV
(3.14) w(z)—dzlog(n(z))—dzlog(¢)—¢¢2¢ =%

L'application des transformations de Biacklund nous permet d’obtenir une so-

lution pour chaque a € % +7Z.

Cette section marque la fin de notre travail de construction de solutions.
Dans les deux sections restantes, nous allons nous intéresser a certaines ap-

plications de ces solutions.

2. Lien entre Pj; et 'équation de Kortweg-de Vries modifiée

Dans cette section, nous allons explorer le lien existant entre la seconde
équation de Painlevé et une variante de 1’équation de Korteweg-de Vries,
mKdV. Pour rappel, mKdV est une équation aux dérivées partielles du troi-

siéme ordre :
(8.15) vs(x,8) — 6v(x, )20 (x, £) + Uy (x, £) = 0.

Comme son nom l'indique, elle est tirée de '’équation de Korteweg-de Vries.
Cette derniere est apparue pour la premiere fois dans des travaux en 1834.
Mais les principaux résultats sont ceux de Korteweg et de de Vries en 1895.
Elle est principalement utilisée en physique pour modéliser les vagues en

faible profondeur.

Mais revenons a 'équation mKdV et imposons le changement de variable
suivant

z= x(3t)_1/3,
(3.16)
v(x,8) = (3t) Bw(2).
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Des lors, nous avons que
v, 1) = —(88) V3(w(2) + 2/ (2)),
(3.17) v, 1) = (31) 3w/ (2),
Ve, 1) = (30) PP (2).
En replacant ces résultats dans (3.15), nous obtenons que
~ (3™ w(2) +2w'(2) + 6w (2)w(2)? - w3 (2)] = 0

sw(z)+2w'(2) +6w' @)wz)? —w® () =0
<sw® () = zw(z)) + (gw(z)?’)

sw'"(2)=zwz)+ 2w(z)3 +a

pour « la constante d’'intégration. Nous retrouvons donc Py a partir de mKdV.

3. La distribution de Tracy-Widom

Dans cette derniére section, nous allons utiliser les résultats énoncés
dans les chapitres précédents dans une seconde application de ’équation de
Painlevé II. C’est la définition de la distribution de Tracy-Widom et certaines
de ses propriétés. L'essentiel de cette section est le théoréme liant cette distri-
bution a 'opérateur intégral d’Airy. Nous verrons que dans le démonstration
de ce théoreme, nous réutiliserons plusieurs arguments déja évoqués dans le

premier chapitre.

Mais avant cela, intéressons-nous a un probléme relevant des mathéma-
tiques combinatoires ([5]). Soit S, le groupe des permutations 7 de n élé-
ments. Dénotons /,(r) la longueur de la plus grande sous-suite croissante
d’'une permutation 7. Notre objectif est de comprendre le comportement asymp-

totique de
(3.19) Ppn(s) =Prob(l,(m) < s).

Pour cela, il existe un théoréme qui nous dit que

la(m) -2y

(3.20) lim Prob( 16

n—oo

< s) =Fs(s)

avec Fo(s) la distribution de Tracy-Widom définie, grace a w solution de Pyg

pour a =0, par
(3.21) Fz(s):exp{—f (y—x)w(y)2dy}.

Des lors, nous devons comprendre le comportement du terme de droite. Pour

cela, nous allons démontrer un théoréme I’ explicitant. Mais cela nécessite du
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travail préliminaire. La suite de cette section est basée sur [1].

Pour commencer, nous devons introduire rapidement les opérateurs intégrables.
Pour cela, prenons un contour I' dans le A-plan complexe et un opérateur in-
tégral K dans L%(T',d ),

(3.22) KW = [ KL pgtod
Lopérateur K sera dit intégrable si son noyau admet la représentation sui-
vante :
T
A
(3.23) K= WM
A—p

pour f(1),h(1) deux vecteurs de fonctions lisses et de méme dimension.
Nous allons aussi supposer que le produit scalaire entre ces deux vecteurs est

nul :
(3.24) FL)RA) =0.

Comme un opérateur intégrable est un opérateur sur un espace de Hil-
bert, nous pouvons définir le déterminant de Fredholm suivant
(e, 0)
(3.25) det(1+K)= Y TrAMK)
k=0

ou A est 'opérateur du produit extérieur qui, dans ce contexte, est tel que
1
(3.26) TrAXK) = o f f det K(x;,x;) |1<i j<k dx; ... dx.

Remarquons aussi que, si K est un opérateur admettant une trace, I’équation

suivante est vraie :
(3.27) log(det(1 + zK)) = Tr(log(1 + zK)).

Comme nous pourrons le remarquer dans la démonstration qui suit, cette
relation est 'unique propriété de la théorie des opérateurs dont nous aurons
besoin.

Et voici le théoreme principal de la section.

THEOREME 3.3. Soit w(x) l'unique solution de la seconde équation de

Painlevé pour le comportement asymptotique suivant :

1
(3.28) w(x) =w(x,a)= —x_1/4e_%x3/2(1 +0(1)), x— +oo.

21
Soit K, Uopérateur intégral d’Airy et son noyau :

Ai(A +x)Ai'(u +x) — Ai'(A + x)Ai(u +x)

A—p
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Alors, nous avons la formule suivante
(3.30) det(l—Kx)=exp{—foo(y—x)w(y)2dy}.
x
DEMONSTRATION. Si nous posons, pour x,A,u€R,
(3.31) FE) = (AIA +x),Ai"(A+x)), hT(w) = (Ai'(u+x), Ai( + X)),

alors

T
(3.32) T WrG) K. (A, ).
A—p

Donc K, est un opérateur intégrable. Posons, pour j =1,2,
(3.33) FiM=[A-K) 0, Hj)=|a-KD)h; | ).

Ces fonctions sont alors déterminées par 'unique solution du probleme de
Riemann-Hilbert suivant :
— Y (1) est analytique sur C\ [0, +ocl.
— Lafonction Y posséde des valeurs limites continues en [0, +o0] et telles
que Y, (1) =Y_(A)G(A) avec

(3.34)
1-27iAi(A +x)AI' (A +x) —Ai(1 +x)?

G(A) = Idg—-27if(A)hT(A) = |
Ai'(A +x)? 1+ 27iAi(A + x)Ai'(A +x)

— Y(1)=0(log(A)), A—0.
— YW =1d2+0(})), A — +oo.

En effet, nous avons alors
(3.35) FO)=YWfQA), HLV=YTW) hW.

Remarquons que la matrice de saut G peut s’écrire sous la forme du pro-

duit suivant

1 2mi 1
(3.36) G =¢w| o7
avec
A A
(3.37) ¢(A)=(f1( ) &1l )).
fo(l) g2(1)

La premiére colonne de cette nouvelle matrice est connue. Mais nous devons
imposer une condition sur la deuxiéme afin qu’elle vérifie (3.36) :
(3.38)

1 27 =271 f1(A)f2(A) + det p(A) 273 f1(1) 1
G()L)=¢>(/1)(O 1)¢ I(A)z( ROz ¢ :

—27i fo(1)? 271 f1(A)f2(A) + detp(1) ) detp(A)”
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Des lors, nous devons imposer aux fonctions g1 et g9 qu’elles respectent la

condition
(3.39) detp(1) = 1.

Comme dans les démonstrations du chapitre 2, nous allons maintenant trans-
former le probleme de Riemann-Hilbert en introduisant une nouvelle fonc-

tion :
(3.40) w(A) =Y (L)p(N).

Alors le probléeme de Riemann-Hilbert devient
— w(A) est analytique sur C\ [0, +o0l,
— (1) a des valeurs limites continues respectant une relation de saut

pour A €[0,+oo[ :

1 2mi
(3.41) i) =y (1) (0 )

— w(A) doit satisfaire les deux comportements asymptotiques suivants :
R 01
(3.42) w(A) =¥(A) (Idg —log(A) (O O)) , A—0,

avec ¥ analytique en A =0 et

(3.43) y() =1y + % + % . )9, A— +oo.

Comme le probléme posséde une matrice de saut constante, nous pouvons
appliquer les mémes arguments que dans le chapitre 2 et obtenir alors le

systéme suivant :

{ vr=AMy
(3.44)

vy =U)y.

Notre prochain objectif est donc de découvrir les valeurs des coefficients de
A(A) et U(A). Pour cela, nous allons passer par deux étapes préliminaires. La

premieére est de poser

(3.45) 21(A) = 2mexp "6 Ai (exp—2”i’3m + x)) ,

(3.46) ga(A) = gl(A) = 2mexp OB AT/ (exp_zﬂi/‘n’(/l + x)) .
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Nous devons vérifier que ces deux fonctions respectent bien la condition det p(A) =
1:

(3.47)
detp(1) = f1(D)g2(1) — f2(N)g1(1)

=21 exp_”i/6 Ai’ (exp_2”1/3(/1 + x)) exp_2”i/3 Ai(A+x)-27 exp_”i/6 Ai (exp_2”i/3(A + x)) Ai'(A +x)
=1.

La deuxieme étape est de montrer que

(3.48) ¢a¢>‘1=¢x¢>‘1=( 0 1).
A+x O

La premieére égalité est triviale si nous remarquons la symétrie de toutes les

fonctions entre x et A. La deuxiéme peut se calculer.

(3.49) prgp = (flﬂgz —gufz —fug +g11f1)

fo,82—82,f2 —f2,81+82,[1

Or, nous avons les relations suivantes :

(3.50) fa=fi,  82=81,-

Dés lors, les termes de la matrices deviennent :
—f1,81+81,/1=82f1—feg1=detp =1,

(3.51) f1,82—-81,fe=1f1,82-f1,82=0,
—f2,81+82,f1=—[2,81+f2,81=0.

Pour le dernier terme, nous avons

(3.52)
f2,82 - g2, f2 = 2mexp 6 AY/ (exp_2”i/3(7t + x)) A"(A +x) — 2mexp 26 A (exp_2”i/3(/1 + x)) A1 +x)

— (A +x)27exp "8 (exp—zf”'/6 APl (exp_zmj?’(/l + x)) Ai(A +x) — exp 276 A (exp—2”1’3(a + x)) A(A+ x)) .
=(A+x)g2f1—f281) = (A +x).

Nous pouvons maintenant revenir a notre objectif de départ : trouver les
valeurs de A(A) et U(A). Au vu du comportement asymptotique de  en 1 =0

et 1 = +o00, nous savons que ces matrices ont la forme suivante :
1
(3.53) AV =21A, +AO+ZA_1’ U) =AU+ Uy.

Dés lors, nous devons chercher séparément les cinq matrices. Comme déja

indiqué, la fonction ¥ est symétrique en x et A. Donc, nous avons

(3.54) A1=U;, Ao=U,.
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Il suffit donc de trouver les trois matrices de A. Pour A_1, nous allons utiliser

le comportement asymptotique de w en 1 =0 :

A_1 = —(0)E1(Idz — log(M)E12) 19 1(0)

FOi02  —P(0% ) L0
W0%  ~§(020)1) '

(3.55)
~ —(0)E1291(0) = (

En posant 9/(0)11 = w et {/(0)21 = v, nous avons
)
(3.56) A= (wv w ) .

Pour A; et Ag, nous pouvons reprendre les mémes idées mais avec le

comportement asymptotique en A = +oo.

-1
X my 0 1 X my
AQ)=(1d — 1d —
) ( 2*&%)(1” O)( z+k§11k)
(3.57)

k=1

-1
X —kmyp X my
+ ——|{Id2+ ) —| , A—o0,
e £ 1o

ou le deuxiéme terme résulte de la premieére étape préliminaire. Donc

01 mi, 1 u 1
(3.58) Ag= +[m1,Eo1]= =
x 0 X+mi,, —mi,, —Miy, p —u

et

0 1 0 0 01
(3.59) A1 =E9; car =A + .
A+x O 10 x 0

Afin de continuer a suivre le raisonnement du chapitre 2, nous pouvons re-
prendre ’équation (1.27) et chercher ce a quoi elle équivaut :
(3.60)

1 u 0 1 [wyv+wv —2ww
Up=Uy, Ay=Ag +-A_q1 =| " += " * o,
A px —ux] A\ 2vv, —WxU — WU,

(3.61)
1
[A,Ul=AMA1,Uol+ MUy, A11+[A_1, U]+ X[A—l, Uyl

1 w2 0 1 -w?p-v2  2wv+2w3u
=[A_1,U1l+ —[A_1,Upl = 2 to 2 2 2 ’
1 —Qwv w A\2v%u —2vwp v+ w?p



38 3. SOLUTIONS NON RATIONNELLES DE P;; ET APPLICATIONS

Des lors, nous avons le systéme suivant

Uy = w? Uy = w>
px=2vw+1 px=2vw+1
(3.62) 4 ) o A
2vv, = 2wovp —2v°u Uy =wp-—-vu
2ww, = 2wv +2wu Wy =UV+wu.

Ce systéme vérifie I'équation suivante
(3.63) W+p-w?-x=c

avec ¢ € R une constante. En effet,
(3.64)
(u2+p—w2—x)' =2uuy+py—2ww,—1 = 2uw?+ 1+ 2vw —2wv —2wu—-1=0.

Des lors,

Wiy = Wxll + WUy + Uy

:wu2+vu+w3+wp—uv

(3.65)
= w(u? +p)+ w?

:w(w2+x+c)+w3:2w3+w(x+c).

Léquation wy, = 2w +w(x +¢) est équivalente a la seconde équation de Pain-
levé a une translation de 'argument x prés. Nous avons donc relié notre pro-
bleme de Riemann-Hilbert initial & Py;. Nous devons maintenant le relier au
determinant de Airy. Pour cela, commencons par remarquer qu'une solution

du probleme de Riemann-Hilbert est donnée par
+oo d
(3.66) Y1) =1ds - f F(whT (£
0 pu—A
avec, comme défini plus haut
(3.67) Fi(w) =[(1-K)" f1(w).

De plus, nous avons que

(3.68)
%KM’ 9= 1 (ATL+0A () + MM+ DAL (4 2) = AT+ AT (430 - A4+ 0Ai( +)
=T i p (( + 2)AIA +x)Ai( + %) — (A + )AL + K)Ai(u + X))
== A AL+ 0Ai(+ %)

= —Ai(A +x)Ai(u + x) = f1(Dha(w).



3. LA DISTRIBUTION DE TRACY-WIDOM 39
Ainsi que I'équation suivante grace a (3.27)

4 log(det(1-K,)) = —Tr(1 - Ky) iKX
dx dx
+00
(3.69) - fo (1K) f11(DA2(DdA

+00
= —f F1(AM)ha(A)dA.
0

Des lors, grace au comportement asymptotique de la solution Y (1) et a (3.66),

nous avons
+00
(3.70) my = f FRT(W)dA.
0
En associant ce résultat a (3.69), nous obtenons
d
3.71) %log(det(l -K,)=-my,,.

Avant de conclure cette démonstration, nous devons montrer que la fonc-
tion w(x) a bien le comportement asymptotique demandé dans I’énoncé du
théoreme. Pour cela, remarquons que le noyau K,(A, u) décroit exponentielle-

ment comme la fonction d’Airy et que
(3.72) w(x) = F1(0) ~ f1(0) = Ai(x).

Nous pouvons maintenant conclure par deux séries de calcul.
Premiérement,
(3.73

+00 +0oo
f (y—x)wz(y)dy=f (y —x)u,(y)dy

+00
- f (yuy(y) — uly) - xuy(y)dy

+00

+00
=- f udy +[yu(y) —xy(y);>° = - f u(y)dy.

X

La derniere égalité est donnée par le comportement asymptotique de w.

Deuxiémement, par I’équation (3.71), nous avons

m112dy}

+00o

det(1-K,) = exp{—f
x+OO
3.74) =exp{—f u(y)dy}

+00
=eXP{—f (y—x)wQ(y)dy}-






Annexe A

Construction informatique des polynomes de

Yablonsky-Vorob’ev

Dans cet appendice, nous proposons le code MATLAB mentionné dans
le chapitre 2. Celui-ci nous permet de construire les dix premiers polynémes
YV ainsi que les solutions de P associées. Il construit aussi les graphes des

polynémes et des solutions.

syms x f(x) h(x)
n=10;
P=sym(zeros(1,n));
w=sym (zeros(1,n));
P(1)=1;

P(2)=x;

for i=3:n

f(x)=P(i -2);
h(x)=P(i-1);
h_1(x)=diff(h,x);
h_2(x)=diff(h,x,2);
P(i)=(x*h(x)"2—-4xh(x)*h_2(x)+4+xh_1(x)"2)/f(x);
end

P=simplify (P);
P(n)

fplot (P(n));

for i=2:n
w(i)=diff(log(P(i-1)/P(i)),x);
end

w=simplify (w);
w(n);

fplot (w(n));
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Conclusion

La construction et I’étude de solutions pour la seconde équation de Pain-
levé était ambition de ce mémoire. Ce sujet assez limité au départ nous a
cependant permis d’établir plusieurs liens entre divers champs d’étude ma-
thématique. Cela nous permet d’envisager un questionnement assez large.
En effet, afin de construire ces solutions, nous avons exploré deux méthodes.
La premiere, utilisant les outils de 'analyse complexe, nous a menés a établir
deux grands résultats : 'un montrant le lien entre une solution de Py dans le
cas ol @ =0 et la solution d’'un probléme de Riemann-Hilbert, ’autre établis-
sant le comportement asymptotique de cette solution. Au vu des détails de la
méthode développée dans ce mémoire, mais aussi au vu de récents résultats
de recherche (Amir-Corwin-Quastel), il parait raisonnable d’ouvrir la ques-
tion d'une généralisation vers une classe d’équations intégro-différentielles
en lien avec Pr1. Une autre ouverture, déja mentionnée au tout début de I'in-
troduction, vient du fait que Py est loin d’étre la seule équation différentielle.
La généralisation de cette méthode a d’autres équations différentielles est
donc légitime. La deuxiéme méthode établit un lien entre '’équation de Pain-
levé II, I'algebre et 1a formulation physique du probleme. Venait aussi s’ajou-
ter la construction d’une hiérarchie des solutions. Il est déja connu que ce
dernier concept peut s’étendre a d’autres classes d’équations différentielles
comme celle de ’équation de Kortweg-de Vries. Il parait alors envisageable
d’a nouveau ouvrir la question d'une généralisation ou d’'une adaptation de
processus décrits dans le chapitre deux.

Toutes ces questions qui découlent des principaux résultats exposés dans ce

mémoire peuvent étre envisagées.
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